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über  die  Gestalt  der  Wurzeln  einer  Klasse 
auflösbarer  Gleichungen,  deren  Grad  eine 
ungerade  Primzahl  ist 

von 

P.  Mertens, 

w.  M.  k.  Akad. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  18.  Jänner  1906.) 
1. 

Es  sei  p  eine  ungerade  Primzahl,  t  ein  Teiler  von  p  —  1 
und  a  eine  nach  dem  Modul  p  zu  dem  Exponenten  /  gehörende 
Zahl.  Bezeichnet 

q  =  (s,s  +  \) 

die  zyklische  Permutation  der  Stellenzeiger  0, 1, . . .  p— 1, 

r  -  (s,  as) 

<j«  Permutation,  welche  alle  diese  Stellenzeiger  mit  a  (nach 
<em  Modul  p)  multipliziert,  so  bilden  die  pt  Permutationen 

fr?       a  =  0,1,..  .p  — 1 
ß  =  0,1,...  /— 1 

0 T  m  linearen  oder  metazyklischen  Gruppe  der  p  Elemente 
, i,. . . p — i  enthaltene  Gruppe  F. 

verschv  iSt7n  ImereSSe' al,C  Gleichungen  Pten  Grades  mit  nicht 
vmdender  Diskriminante  aufzustellen,  welche  folgenden 
ö«dingungen  genügen: 

^reiche2 ^°®ffizienten  «ehören  einem  gegebenen  Rationalitäts- 
A1,C  rationalen  Funktionen  ihrer  Wurzeln 
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welche  die  —  an  den  Stellenzeigern  von  x0,  xv . . .  zu  voll- 
ziehenden —  Permutationen  der  Gruppe  T  vertragen,  sind 
rational  in  R  bestimmbar. 

Es  genügt,  die  notwendige  und  hinreichende  Gestalt  der 
Wurzeln  xQ,  xv . . .  anzugeben.  In  den  Fällen  t  =  1  und 
t—p  —  1  sind  die  betreffenden  Formeln  von  Kronecker1 
aufgestellt  worden. 

2. 

Es  sei  a  eine  primitive  p^  Einheitswurzel  und 

L(x)  —  x0+xp~x  xl+xf~2xS'h  . .  .  +xxp_x . 
Man  kann  eine  ganze  ganzzahlige  Funktion  von  x 

von  der  Art  ermitteln,  daß  alle  Lagrange'schen  Resolventen 

Z^a),  L,(a*),  .  . .  Ll(*r-'1) 

von  Null  verschieden  ausfallen,  wo 

Lx{x)  =  +  •  •  .  +x^{xp^) 

ist.  Sind  schon  die  Resolventen 

L(a),  L(a*),.  .  .  L^-1) 

von  Null  verschieden,  so  genügt  es,    =  x  zu  setzen. 

Man  ermittle  ferner  eine  ganze  ganzzahlige  Funktion^  von 
x0,  xv...xp_i,  welche  die  zyklischen  Permutationen  l,q,...qi'-x 
und  keine  andern  verträgt.  Dieselbe  nimmt  bei  den  Permuta- 
tionen 1,  r, . . .  r'~x  t  verschiedene  Werte 

an,  welche  Wurzeln  einer  zyklischen  Gleichung 

^o)(-— >*i)-  •  •(-—>'/-])  =  0 

/ten  Grades  mit  Koeffizienten  in  /?  sind,  da  jede  ganze  zyklische 
rationale  Funktion  von  yQ,yv . . .  yt-\  eine  ganze  rationale 

i  Monatsberichte  der  königl.  preuß.  Akademie  der  Wissenschaften  in 

Berlin,  1853. 
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Funktion  von  xQ,  . .  xp_\  ist,  welche  alle  Permutationen 
der  Gruppe  T  verträgt.  Man  darf  y  überdies  so  gewählt  voraus- 
setzen, daß  die  Wurzelsumme  und  die  Lagrange'schen  Resol- 
venten dieser  Gleichung  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Determi- 
nante 

'  y*  y  y\ .  •  •  •  yt-\ 


i  = 


yt-i,  yot- .  .>v-2 


von  Null  verschieden  sind. 

Das  Produkt  jeder  ganzen  zyklischen  Funktion  v  von 
W  -Vi  »n  A8  ist  als  linear-homogene  Funktion  von 
h<h~-yi-\  darstellbar,  deren  Koeffizienten  in  x0,xv... 
ganz  sind  und  alle  Permutationen  von  T  vertragen.  Denn  es 
seien  % vv... die  Werte,  welche  v  bei  den  Permutationen 
U...r*-i  annimmt,  und  »,«,,«„...  Unbestimmte.  Das 
Produkt 


n    »  uo  t  ni  >  •  •  •  «/-i 

v  » yo  » y\i  •  •  •  yt-\ 


Wägt  alle  Permutationen  der  Gruppe  I\  hat  die  Gestalt 

^«-Qn.-Q«,-. . .— ei-,«/», 

^schwindet  nach  Ersetzung  von  «,„„...  durch 


Man  f, 


j  e,n  Potenzprodukt  der  Ausdrücke 

L(*),  L(x% . . .  £,(**-') 


3. 


^p-i  als  Unbestimmte  auf  und  es  sei 


0 


F.  Mertens, 


welches  sich  bei  der  Permutation  q  nur  um  einen  durch  xp—\ 
teilbaren  Bestandteil  ändert.  Da  der  Rest  von  P  in  Bezug  auf 
den  Teiler  xP—  1  ganze  zyklische  Funktionen  von  *0>  *p  . . .  zu 
Koeffizienten  hat,  so  kann 

P  =y0g9(x)+ylgl(x)+  .  . .  (mod  xP-l) 

gesetzt  werden,  wo  \*g0,  A*£p . . .  ganze  Funktionen  von 

*y  *0>  xv  •  •  *  sm<*  und  d*e  Permutatiönen  von  T  vertragen. 

Führt  man  die  Permutation  r  aus  und  ersetzt  zugleich  x 
durch  #ö,  wodurch  alle  Ausdrücke  L(xk),  Lx(xk)  und  daher 
auch  P  nach  dem  Modul  xP—  1  ungeändert  bleiben,  so  er- 
gibt sich 

P  ^j^0(^)+>^i(*a)+  •  •  •  +y0&-  i(*a)    (mod  1). 
Hieraus  folgt 

^te-iM-AW)+>i(A(*fl)-AW)+ . . .  =  0  (mod  xp-  1) 
und  nach  wiederholter  Ausführung  der  Permutation  r 

Jite-iM-ÄW)+;i(Ä(*-)-ÄW)+  •  •  •  =  0 

(mod  #p — 1). 

Es  muß  daher 

&(*")— &i(x)  =  0   g,{x)  =  g^)  (mod.r'-l) 
&(*")—&(*)  ~  0   &(*)  =  -  g0(x*) 

sein.  Somit  ist 

^  ~  ^oäW+^iä(*-)+  •  •  •  +.y/-i&(*a'~l)    (mod  1). 

Denkt  man  sich  nun  unter  x0,  xv . . .  die  Wurzeln  der 
gesuchten  Gleichung  und  setzt  x  =  *'»,  so  folgt 

P(*w)  =yogo(*m)+Mo(*maH  •  •  •  +>V-i£o(*ma<~,)> 

wo  jetzt  £0(*)  eine  ganze  Funktion  von  x  mit  Koeffizienten 
in  R  ist. 
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4. 

Setzt  man 

M(x)  -  Lx{x*)Lx{x*). . .  Lx(x?-1) 
.Vn^a)^...^-'), 

so  genügen  die  Potenzprodukte 

L,(x)p  L{x)nAf(xP-sy 

der  bei  P  gemachten  Annahme,  wo  das  Produktzeichen  auf 
die  Werte  1, 2, ...  p—\  von  s  zu  beziehen  und 

5s'  =  l   (mod/?)  0<s'<p 
ist.  Man  kann  daher 

=  yj{*m)+>\fi*ma)+ . . .  +  yt-.fi*"*'-'1) 
L(*mm(*-mY  =yM*m)+yM*ma)+.> . 

setzen,  wo //,  ganze  Funktionen  mit  Koeffizienten  in  R 
bezeichnen.  Da  aber 

IlAf(flt— 


YlLl(oL-'»sy 

iSt  und  N  a,s  ganze  ganzzahlige  Funktion  von  x0,  xv.. ., 
welche  alle  Permutationen  von  T  verträgt,  zu  R  gehört,  so 
gehören  auch  die  Koeffizienten  der  Funktion 

zu^und  man  hat 
L(a«) 

Wird  daher  zur  Abkürzung 

f  W  =yJ{x)+yxf{x°)+ . . .  +  j^/o*«'-1) 

Sesetzt,  so  ist 

^i(aw)  =  F(a»')p 


8  F.  Mertens, 

und  man  hat  zur  Bestimmung  der  Größen  x0,  xv. .  ,xp_x  die 
Gleichungen 

L(l)  =  C 

—  s' 

L(a'rt)  =  G(*'n)UF(x-ms)p 
in  —  1,2,...  p — 1, 

wo  C  zu  £  gehört. 

Nimmt  man  umgekehrt  für  y0,  yv  .  .  .  yt-\  die  Wurzeln 
einer  beliebigen  zyklischen  Gleichung  /*en  Grades,  deren  Koeffi- 
zienten zu  R  gehören,  für  /,  g  beliebige  ganze  Funktionen  mit 
ebensolchen  Koeffizienten,  für  C  eine  beliebige  Größe  aus  R,  so 
besitzen  die  aus  der  Auflösung  der  vorstehenden  Gleichungen 
hervorgehenden  Werte 

11/      1,2,...  p —  1 
f  =  0,  1, . . .  p  —  \ 

die  gewünschte  Eigenschaft. 

Denn  es  sei  &  irgend  eine  ganze  rationale  Funktion  von 
p  Unbestimmten  xQ,  xv  . . .  *y,_,,  welche  bei  allen  Permutationen 
der  Gruppe  T  ungeändert  bleibt.  Werden  xQ,  xv . .  .  durch 

L(l),L(a),L(*V.. 

ausgedrückt,  so  verwandelt  sich  0  in  eine  Summe  von  Aus- 
drücken von  der  Form 

&(a)Z,(a)*.Z,(a*)«« . . .  I(ar-»)*r-i, 

in  welchen  d(a)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  a  und  L(\) 
bezeichnet.  Die  Ausführung  der  Permutationen  1,  q, . . .  (f~x  und 
Addition  der  Resultate  zeigt,  daß  in  8  nur  Glieder  &(«)(?(*) 
vorkommen,  in  welchen 

ß(a)  =  L(a)^L(a2)Jt .  .  .  L(otr-i)^_i 

und 

fli  +  2a3+  .  .  .  +(/>— ~  0    (mod  p) 
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ist  Führt  man  ferner  die  Permutationen  1,  r, . . .  r'  1  aus, 
wodurch  O(a)  in 

qm  &(«>,...  e,_i(«) 

übergehen  möge,  und  setzt 

y(O0(a)+ö1(a)+... = 

so  ergibt  die  Addition  der  Resultate 

9  =  Sfr(a)S(a). 

Da  die  Wurzel  a  in  0  nicht  vorkommt,  so  darf  dieselbe 
durch  «r-i  ersetzt  werden  und  es  erhellt,  daß  8  linear- 
homogen durch  Ausdrücke  von  der  Form 

L{\?{*S(*)+*kS(fl*)+  . . .  +a<P-l>*S(aP-,)) 

mit  rationalen  Koeffizienten  darstellbar  ist. 

Werden  nun  unter  xQf  xv...  die  oben  genannten  Werte 
verstanden,  so  ist 

I(aM)  =  G(aw)nf(a-«f 
zu  setzen  und  es  wird 

<?,(«)  =  |~j  G(a«*y*  .pj  F(«-«**) 

*  =  1,  2, . . .    — 1 

wo  r 

«  =         (mod  />) 
1St-  * sei  *'  die  Wurzel  der  Kongruenz 

**'  =  1    (mod  p), 

^zungReSt       *     BCZUg  M°dUl  P  Und  ZUr  Ab" 

2a*[*s']  =  o       k  =  1,2,...?  — 1. 


i 
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F.  Mertens, 


Da  bei  festem  k  zugleich  mit  5  die  Werte  1,  2, ...  p  —  1 
durchläuft,  so  darf  5  durch  [*V|,  s'  durch  [ks']  ersetzt  werden 
und  man  hat 

5  S 

P|F(a-»*0,'a*S  =pf^(a-",)P". 

Die  Zahl  o  ist  auf  Grund  der  Kongruenz 

a  =  !akks'  £-  s'S*afc  ==  0    (mod  p) 
durch    teilbar  und  es  sei 

//(«)  =  nc(a*)a*.nF(«-*)'Ä 

*  =  1,2,.../,— 1 

5  =  1,2,...  />  —  1. 

Es  ist  dann 

Qi{*)  =  R '(«-). 

Bezeichnet  aber  ä  die  Forderung,  daß  ,y0...>'i>-  .  zyk- 
lisch zu  verlauschen  sind,  so  ist 

F(a-*)  =  F(a-*y 
G(««*)  =  G(a*y 

und  daher 

Hieraus  folgt 

S(a)  =  -!(//(*)+#(,),  +  .  .  .  +//(«)„/-!) 

und  es  erhellt,  daß  S(a)  eine  ganze  zyklische  Funktion  von 
-Vo^'i»  •  •  -yi-\  mit  Koeffizienten  in  a  und  als  solche  eine  ganze 
Funktion  von  a  mit  Koeffizienten  in  R  ist.  Alle  Ausdrücke 
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sind  demnach  rational  in  R.  Dasselbe  gilt  somit  von  0. 

Die  Kronecker'schen  Formeln  ergeben  sich  in  dem  Falle 
<  =  l,wenn >,  =  1  gesetzt  wird.  In  dem  Falle  t—p— 1  sind 
bei  passender  Wahl  von  <j>  die  Größen  F{*)t  F{*°), . . .  Wurzeln 
einer  zyklischen  Gleichung  />— lten  Grades,  durch  welche 
6(»i,  G«\ . . .  ohne  Intervention  von  a  ausdrückbar  sind. 
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Ein  zum  Normalenproblem  der  Ellipse 
gehöriger  Satz  und  dessen  konstruktive 
Verwendung 

von 

Konrad  Stibitz, 

Gymnasialprofessor  in  Landskrott. 
(Vorgelegt  in  der  Sitxung  am  18.  Jänner  1906. 

* 

1.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  bekanntlich  an  eine 
Ellipse  vier  Normalen,  deren  Fußpunkte  zugleich  auf  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  liegen,  deren  Asymptoten  zu  den  Achsen 
der  Ellipse  parallel  sind.  Wenn  als  Bestimmungsstücke  einer 
EUipse  die  Achsen  derselben  gezeichnet  vorliegen,  nicht  aber 
dse  Ellipse  selbst,  so  ist  es  —  wie  nach  der  Beweisführung  des 
Herrn  Schoute1  als  feststehend  geltend  muß  —  bei  allge- 
meiner Lage  eines  Punktes  P  unmöglich,  die  aus  ihm  an  die 
Büpse  gehenden  Normalen  mit  Zirkel  und  Lineal  allein  zu 
konstruieren. 

Eine  derartige  Konstruktion,  d.  h.  eine  Zurückführung 
der  Aufßabe  Herten  Grades  auf  zwei  quadratische  Aufgaben 

wie  aus  den  schönen,  in  diesen  Sitzungsberichten  veröffent- 
»chten  Arbeiten  der  Herren  Pelz,  Lauermann,  Mertens, 
«houte,  Sobotka,  Tesaf  (siehe  auch  Eduard  Weyr, 
^ungsber.  der  kgl.  böhm.  Gesellsch.  der  Wiss.  1902)  hervor- 

SbaT  bd  ßeWiSSen  Speziellen  LaSen  des  Punktes  p  aus" 

Vvrn  Z,vm  NonnalenProWen»  der  Kegelschnitte.  Diese  Sitzungsberichte,  lid. 
V  ^'Ubt.  IIa.,  Dezember  1889. 
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2.  Auch  wenn  die  Ellipse  gezeichnet  vorliegt,  konnte  bis- 
her eine  Konstruktion  der  vier  Normalenfußpunkte  mit  Zirkel 
und  Lineal  allein  nur  in  dem  Fall  ausgeführt  werden,  daß  der 
Punkt  P  auf  der  Ellipse  selbst  liegt  und  das  Mittel  der  Kon- 
struktion war  der  Joachimsthal'sche  Kreis. 

3.  Die  nachfolgenden  Zeilen  haben  den  Zweck,  zu  zeigen, 
daß  bei  gezeichneter  Ellipse  die  Konstruktion  der  Fußpunkte 
der  Normalen  aus  P  bei  jeder  Lage  des  Punktes  P  mit  Zirkel 
und  Lineal  allein  durchgeführt  werden  kann. 

Wir  machen  Gebrauch  von  der  Parameterdarstellung  der 
Ellipsenpunkte  durch  die  sogenannte  exzentrische  Ano- 
malie, wonach  unter  Voraussetzung  der  Ellipsengleichung 

E  =  b*x*+a*y*—a2b*  =  0 

die  Koordinaten  eines  solchen  Punktes  durch  die  Ausdrücke 

x  —  a  cos  öl,  y  —  b  sin  a 

darstellbar  sind,  und  wollen  im  nachfolgenden  die  verschiedenen 
Ellipsenpunkte  durch  die  ihnen  zukommenden  Parameterwerte 

bezeichnen.  Die  Punkte  a  und  a+  y  sind  Endpunkte  von  zwei 

konjugierten  Durchmessern  und  so  gelegen,  daß  man  von  a  als 
dem  Endpunkt  eines  Durchmessers  im  Sinne  der  üblichen 

Winkelzählung  zu  a+  y  als  dem  nächstliegenden  Endpunkte 

des  konjugierten  Durchmessers  gelangt.  Im  nachfolgenden  wird 

ein  Punkt  a+  ~  als  konjugierter  Punkt  zum  Punkt  a  be- 

zeichnet.  Ist  nun  P  oder  r4)  der  Schnittpunkt  der  Normalen 
in  den  Ellipsenpunkten  a,  ß,  so  ist 

a+ß 

e*     C°S  2 
'  —   rj   cos  a  cos  3, 

cos  v 

a  +  ß 


„  sin 
e- 


r  —-sin  a  sin  3 

cos  — 


Digitized  by  Google 


Satz  zum  Normalenproblem  der  Ellipse. 


und  analog  findet  man  für  den  Schnittpunkt  P'  oder  T)')  der 
Normalen  in  den  konjugierten  Punkten  ß+ y  die 

Ausdrücke 


sin 

a+ß 

2 

sin  a  sin  ß, 

cos 

*-? 

2 

cos 

a+ß 

2 

cos  a  cos  ß, 

cos 

a-ß 

2 

aus  welchen  vier  Gleichungen  durch  Elimination  der  Winkel 
die  Beziehungen 

sich  ergeben,  die  bei  gegebenem  P  eine  einfache  und  direkte 
Konstruktion  des  Punktes  P'  (ohne  daß  es  der  Normalen 
bedürfte)  ermöglichen.  [Nebenbei  bemerkt,  lassen  diese  Be- 
ziehungen erkennen,  daß  P  und  P'  Endpunkte  konjugierter 
Durchmesser  einer  Ellipse  sind,  deren  Achsen  dasselbe  Ver- 
hältnis haben  wie  diejenigen  von  E,  zu  denen  von  E  jedoch 
normal  stehen.  Auf  dieser  Ellipse  ist  P  im  angegebenen  Sinne 
der  konjugierte  Punkt  zu  P% 

4.  Sind  nun  o,  ß,  T,  8  die  Fußpunkte  der  aus  P  an  die 
Ellipse  E  gehenden  Normalen,  so  erfüllen  ihre  Parameterwerte 
(siehe  Salmon-Fiedler,  Analyt  Geom.  der  Kegelschnitte, 
Aufl.,  §  236)  die  Bedingungen 

sin  (a+ß)+sin  (ß+?)+sin  ^ +a)  =  o, 
sin(a+ß)+sin  (ß+8)  +  sin  (5+a)  =  0,  2) 

deren  eine  sich  ^ch  ersetzen  läßt  durch  die  Bedingung 

*+ß+T+S  =  (2*+l)it  3) 

gd  deren  Herleitung  wir  als  bekannt  voraussetzen  dürfen. 
m*n  in  den  Gleichungen  2)  und  3)  die  P 

arameterwerte 


16  K.  Stibitz, 


durch  einfach  akzentuierte  Buchstaben,  wobei  a'  =  x+  

und  analog  für  die  anderen  Buchstaben  —  sein  soll,  so  er- 
scheinen diese  Bedingungen  wieder  erfüllt,  woraus  man  erkennt, 
daß  die  konjugierten  Punkte  zu  jenen  vier  Fußpunkten  gleich- 
falls Normalen  besitzen,  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
welcher  oben  als  P'  bezeichnet  wurde  und  dessen  Koordinaten 
t/  oben  angegeben  sind. 

Ersetzt  man  dann  in  den  Gleichungen  2)  und  3)  die  Para- 
meterwerte durch  doppelt  akzentuierte  Buchstaben,  wobei 

JE 

a"  =  a—  —  —  und  analog  für  die  anderen  Buchstaben  —  sein 

soll,  so  wird  diesen  Bedingungen  abermals  Genüge  getan,  d.  h. 
die  Normalen  der  Punkte  a",  ß",  7",  5"  —  es  sind  die  Gegen- 
punkte zu  a',  ß;,  3'  beziehungsweise  —  schneiden  sich  eben- 
falls in  einem  Punkte  P",  dessen  Koordinaten,  wie  die  Rechnung 
ergibt  und  auch  aus  Gründen  der  Symmetrie,  —  — r/  sein 
müssen. 

Sind  dann  ap  ßlf  7P  8,  diejenigen  Ellipsenpunkte,  deren 

ic 

Parameter  beziehungsweise  um  —  größer  sind  als  die  der  Nor- 

malenfußpunkte  a,  ß,  7,  8  und  wenn  ebenso  a^,  ß2,  72,  82  die- 
jenigen Ellipsenpunkte  sind,  deren  Parameterwerte  beziehungs- 
weise um  —  kleiner  sind  als  die  derselben  Fußpunkte,  so  be- 
stehen zufolge  3)  offenbar  die  Beziehungen 

«i  +  ßi+Ti+S,  =  2wic  (m  —  k+\\  4) 
*2  +  ß8+T2+&2  =  2«s       {n  —  k).  5) 

Jede  der  Gleichungen  4)  und  5)  bringt  zum  Ausdrucke, 
daß  das  betreffende  Punktequadrupel  in  einem  Kreis 
liegt,  der  für  das  erstere  Quadrupel  Kv  für  das  letztere  K2 
heißen  möge.  Sobald  es  nun  gelingt,  einen  der  Kreise  Kv  Kt 
nach  Lage  und  Größe  mit  Zirkel  und  Lineal  allein  zu  kon- 
struieren, so  ist  die  Aufgabe,  das  Quadrupel  der  Fußpunkte 
der  Normalen  aus  P  mit  diesen  Konstruktionsmitteln  aufzu- 
finden, sofort  leicht  lösbar.  Durch  jeden  der  Kreise  ist  nämlich 
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zunächst  das  Quadrupel  seiner  Schnittpunkte  mit  E  und  durch 
dieses  weiterhin  auch  das  Quadrupel  der  Fußpunkte  der  Nor- 
malen aus  P  bestimmt.  Zu  dem  letztgenannten  Quadrupel 
gelangt  man  nämlich,  indem  man  entweder  den  Para- 
metcrwert  eines  jeden  der  vier  Schnittpunkte  von  Kx 

und  E  um      vermindert  oder  den  Parameterwert 

eines  jeden  der  vier  Schnittpunkte  von  K2  und  E 

um  j  vergrößert.  Die  Konstruktionsdaten  für  jeden  der 

Kreise  Ä',  und  ä;  lassen  sich  nun  in  der  Tat  mit  Zirkel  und 
Lineal  gewinnen,  wie  aus  deren  Gleichungen  hervorgeht,  die 
man  wie  folgt  herleiten  kann. 

5.  Ist  (*,>•)  der  Fußpunkt  a  einer  der  durch  P  gehenden 
Normalen  der  Ellipse  E,  so  hat  man 

  =  e2;  6) 

dann  (X,  Y)  der  Ellipsenpunkt  a,  =  a+  ~ ,  so  kann  man 

setzen:  4 

,  =  fl^-|)=^=(acos«1+asin«1)== 

=  7f(*+Ty)> 

>  =  >sin(«.-l)=^f(*sin«1-*cos«l)  = 
uti  ärhalt  damit  aus  6):  ^2 


a 


{ai-br^Y-Hx  =  0,  7) 

deren'l , 6iChUng  eines  Kege^chnittes,  nämlich  einer  Hyperbel, 
Cn  parallel  sind  zu  den  Achsen  von  E.  Auf  diesem 

^';Jb.  d.  nutzem  ...  

~    Kl.;  CXV.  Bd.,  Abt.  IIa.  2 
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Kegelschnitt  und  somit  auch  auf  jedem  Kegelschnitte  des 
Kegelschnittbüschels 

f^+XÄzrO  8) 

liegt  das  Punktequadrupel  ap  ßp  fv  3r 

Diesem  Büschel  gehört  aber  auch  der  Kreis  A'x  an.  dessen 
Gleichung  man  aus  8)  gewinnt,  wenn  man  darin 

)  -  _  °~  +  h~ 

*  ~~  2ab 

setzt,  wodurch  diese  Gleichung  in  die  Form  übergeht: 

V/2  vi»       7  2 

welche  man  weiter  mit  Benützung  der  Gleichungen  1)  in  die 
Form 

A'ä  ~  \ß  {i+*> x+  Y*~  7f (T,+r/)  v_  ^T^  =  0 

oder  endlich  in  die  Form 

\        2\/2J      \        2\/2  i 

+-vk^  +v-!+^v  9) 

"i2v/2/  +  UV/2;  +  l    v/2"  i 

als  die  Normalform  der  Gleichung  des  Kreises  k\  überführt. 
Die  Gleichung  9)  läßt  sogleich  erkennen,  wie  man  sich  das 
Zentrum  C,  und  den  Radius  t\  des  Kreises  Kx  verschaffen  kann. 
Ist  nämlich  0  das  Zentrum  der  Ellipse  E  und  Dx  der  Halbie- 
rungspunkt der  Strecke  PP',  so  ist  Cx  derjenige  Punkt  von 
ODv  welcher  ODx  in  dem  Verhäl  tnisse 

OD,  :  0(  \  -  V/  2  :  1 
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(in  Verhältnisse  der  Diagonale  und  Seite  eines  Quadrates)  teilt. 
Wenn  man  dann  zu  ODx  in  0  eine  Normale  OFx  von  der  Länge 
yV+f>*  errichtet,  DXFX  zieht  und  durch  Cx  zu  DXFX  eine 
Parallele  zieht,  welche  OFx  in  Jx  schneidet,  so  ist  die  Strecke 
Qx  der  Radius  rx  von  Kx. 

6.  Um  dann  die  Gleichung  des  Kreises  K2  herzuleiten, 

TZ 

braucht  man  nur  X,  Y  die  Koordinaten  des  Punktes     =  a—  — 
bedeuten  zu  lassen,  dann  in  Gleichung  6) 

x  ~a  cos(s,+  -^j  — 

~  ~^=(a  cos  Oj — a  sin  a»)  =  — ^=  (x —     Y] , 
V/2  ^       \/2\        b  * 

)'  -  b  sin  = 

=  7? (* sin  * + * cos  ^  =  7f  ( Y+  t  x ) 

zu  setzen  und  im  übrigen  den  gleichen  Rechnungsvorgang  zu 
befolgen  wie  vorhin. 

Doch  läßt  sich  die  Gleichung  des  Kreises  K2  einfach  un- 
mittelbar aus  derjenigen  für  Kx  herleiten  auf  Grund  folgender 
Überlegung.  Dieselbe  Rolle,  die  der  Kreis  Kx  für  das  Quadrupel 
der  Punkte  a,  ß,  T,  l  einerseits  und  deren  konjugierte  Punkte 
•  *  n  8'  andrerseits  spielt,  spielt  der  Kreis  K%  für  das  Qua- 

drUpd  der  ^te  «*  f,  V>  («»  =  a_|u.  s.  w.)  einer- 
seits und  deren  konjugierte  Punkte  a,  ß,  T,  8  andrerseits.  Daher 
muß  aU3  der  Gleichung  des  Kreises  Kx  diejenige  für  den  Kreis 
!  hervorgehen,  wenn  man  in  ersterer  an  Stelle  der  Koordi- 
emfühn°n  ?Und  F  beziehunSsvveise  diejenigen  von  P"  und  P 

('  r)^Tl  demnach  in  Gleichung  9)  die  Koordinatenpaare 
und  r  1  ^'^  beziehunSsweise  durch  die  Paare  (-£',  -t/) 
in  de  F  S°  CrhäU  ma"  die  GleichunS  des  Kreises  A* 


2* 


20  K.  Stibitz,  Satz  zum  Normalenproblcm  der  Ellipse. 

\       2\J  2>     V  2\J2> 


2  \f2l     \  2  \/  2  /     \  \/2 


10) 


Sein  Zentrum  C8  und  seinen  Radius  rt  verschafft  man 
sich,  indem  man  mit  dem  Halbierungspunkte  D%  der  Strecke 
P"P  analog  verfährt,  wie  es  für  den  Kreis  Kx  mit  dem  Halbie- 
rungspunkte D1  geschah. 
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Ober  die  Oeclusion  der  Radiumemanation 
durch  feste  Körper 

von 

Dr.  L.  Bunzl. 

Aus  dem  II.  physikalischen  Institute  der  Universität  Wien. 
(Mit  3  Texlfiguren.) 
{Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  1.  Februar  19C6.> 

In  einer  älteren  Arbeit  von  P.  Curie  und  J.  Danne1  wird 
von  einer  Erscheinung  gesprochen,  die  sich  am  ausge- 
sprochensten bei  Zelluloid  und  Kautschuk  gezeigt  habe,  von 
der  Erscheinung  der  mechanischen  Oeclusion  der  Emanation. 
Jeder  Körper,  der  mit  Radium  aktiviert  wurde,  ist  kurze  Zeit, 
etwa  20  Minuten,  im  stände,  Emanation  auszusenden;  Körper, 
die  die  Emanation  occludieren,  haben  diese  Fähigkeit  stunden- 
"nd  tagelang. 

Mit  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  befaßte  sich 
»■er  Autor  dieser  Arbeit,  ihre  Ergebnisse  sind  im  folgenden 

niedergelegt. 

Die  Versuchsanordnung  war  im  Wesen  die  folgende:  Auf 
«i  Hals  eines  Elster-Geitel'schen  Elektroskopes,  das  mit 
^|ner  einzigen  Bernsteinisolierung  versehen  war,  wurde  eine 
•«Singplatte  von  zirka  17  cm  Durchmesser  aufgesetzt,  die 
Kupferkessel  trug,  der  darauf  gestülpt  war,  so  daß  der 
^re  Raum  vor  starken  Luftströmungen  gesichert  blieb;  mit 
m  Blattchcnträger  in  Verbindung  war  ein  Tischchen,  das, 
des  '**n  gesetzt,  die  induzierte  Substanz  trug.  Die  Ladung 

vennittl ftr0Sk0peS  WUrde  durch  eine  Zambonisäule  besorgt 
_J^^eines  Drantes,  der,  an  das  Tischchen  angelötet, 


1?-  Curie  und  j.  Danne,  C.  r.f  0.  Febr. 


1903. 
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durch  ein  kleines  Loch  in  der  Mcssingplatte  hindurchgeleitet 
war.  Der  Abfall  der  Aktivität  wurde  durch  die  Zeit  gemessen, 
die  das  Blättchen  des  Elektroskopes  brauchte,  um  den  Raum 
zwischen  zwei  benachbarten  Teilstrichen  zu  durchlaufen.  Diese 
Zeit  wurde  mit  der  Rennuhr  bestimmt,  die  beobachtete  Zeit 
nach  der  Formel 


korrigiert.  In  diesem  Ausdrucke  ist  r  die  beobachtete  Zeit,  T der 
Zerstreuungswert  infolge  der  natürlichen  Leitfähigkeit  der  Luft. 
Er  betrug  für  dieses  System  nahezu  konstant  2  Stunden. 

Aktiviert  wurde  mit  zwei  Radiumpräparaten,  Radium- 
baryumchlorid  von  der  Aktivität  240  und  der  Aktivität  40.000 
in  gelöstem  Zustande.  Dabei  war  das  Radiumpräparat  mit  der 
Metallplatte,  auf  der  es  stand,  und  der  darüber  gestülpten 
Metallglocke  an  den  positiven  Pol  des  Straßenstromes  gehängt, 
die  zu  induzierende'  Substanz  befand  sich,  gegen  den  posi- 
tiven Pol  isoliert,  mit  dem  Radiumpräparat  unter  derselben 
Glocke  und  war  mit  der  Erde  verbunden. 

Die  Versuche  wurden  vom  Beginn  der  Untersuchungen 
an  mit  dem  Radiumbaryumchlorid  240  durchgeführt.  Es  wurde 
eine  Reihe  von  Metallen  hergenommen,  dann  im  Anschluß  an 
die  Curie'sche  Arbeit  Zelluloid  und  Kautschuk  sowie  eine 
Anzahl  poröser  Körper.  Im  Laufe  der  Untersuchungen  ergab 
das  Arbeiten  mit  dem  schwachem  Radiumpräparat  mancherlei 
Schwierigkeiten,  so  daß  es  angezeigt  schien,  die  ganzen  Ver- 
suche mit  einem  stärkeren  Radiumpräparat  zu  wiederholen. 
Dafür  maßgebend  waren  folgende  Gründe: 

1.  P.  Curie  und  Danne  können  in  ihrer  Arbeit  den  Abfall 
15  bis  20  Stunden  verfolgen,  während  es  bei  Aktivierung  mit 
Radiumbaryumchlorid  240  nur  8  bis  9  Stunden  möglich  war, 
ohne  Fehler  zu  riskieren. 

2.  Trotz  dieser  schwachen  Aktivierung  zeigte  sich  auch 
bei  Piatin,  Messing,  Kupfer  nach  einigen  Stunden  der  Knick  in 
der  Kurve,  eine  Erscheinung,  die  P.  Curie  und  Danne  nicht 
beschrieben  haben.  Durch  die  Aktivierung  mit  dem  starken 
Radiumpräparat  ließ  sich  dieses  Phänomen  klarstellen. 
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3.  Es  zeigte  sich,  daß  bei  Untersuchungen  über  die 
Occlusion  der  Emanation  die  Restaktivität  zu  berücksichtigen 
sei.  weswegen  ebenfalls  möglichst  starke  Aktivierung  sich 

empfahl. 

Während  nämlich  in  den  Kurventafeln  von  Curie  und 
Danne  der  Abfall  bei  den  Metallen,  der  dort  allerdings  nur  fünf- 
stündige Beobachtung  zeigt,  dem  Exponentialgesetz  folgt,  zeigte 
sich  mir  schon  beim  Aktivieren  mit  dem  schwachen  Radium- 
präparat auch  bei  den  Abfallkurven  der  Metalle  häufig  ein 
Knick  in  der  Kurve,  der  Abfall  begann  sich  zu  verlangsamen. 
Diese  Beobachtung  gab  dazu  Veranlassung,  zu  erwägen,  ob 
nicht  eine  andere  Erscheinung  hier  mit  im  Spiele  sein  könne, 
nämlich  die  Erscheinung  der  Restaktivität.  Für  diese  Annahme 
sprachen  folgende  Gründe:  Erstens  trat  bei  den  Metallen  der 
Knick  in  der  Abfallskurve  immer  dann  erst  ein,  wenn  die 
Aktivität  auf  zirka  »/so^wo  des  Anfangswertes  gesunken  war, 
eine  Wahrnehmung,  die  sich  mit  den  Rutherford'schen  Angaben 
bezüglich  Eintrittes  der  Restaktivität  vollständig  deckt.  Dann 
«rat  z.  B.  beim  Messing  der  Knick  in  der  Kurve  erst  ein, 
wenn  das  Metall  längere  Zeit  der  Emanation  ausgesetzt  war, 
während  bei  kurzer  Aktivierungsdauer  der  normale  Abfall 
zu  beobachten  war.  Bei  Blei  finden  P.  Curie  und  J.  Danne  den 
Knick  in  der  Kurve  gar  erst  nach  33tägiger  Aktivierung,  Er- 
gebnisse, die  genaue  Untersuchungen  erforderten,  um  klar- 
zustellen, ob  sich  ein  durch  das  Elektroskop  angezeigter  ver- 
langsamter Abfall  auf  Rechnung  der  occludierten  Emanation 
setzen  lasse  oder  ob  man  es  bloß  mit  Restaktivität  zu  tun 

habe  oder  aber>  ob  beide  Erscheinungen  zu  gleicher  Zeit 
zusammenwirken. 

Diese  Anschauungen  finden  sich  durch  die  Versuche,  die 
!m  folgenden  beschrieben  werden,  vollkommen  bestätigt. 

Die  Aktivität  sämtlicher  mit  Radiumbaryumchlorid  40.000 
•Vierter  Körper  läßt  sich  vollkommen  übereinstimmend  mit 
utherford's  Theorien  und  Experimenten  monatelang  ver- 
0  gen.  Nur  aus  dem  Gange  der  Kurven  ist  zu  entnehmen,  ob 
"an  den  Verlauf  des  Abfalls  auf  Rechnung  des  Sichzerstörens 
kal  ™nati0n  oder  auf  Rechnung  der  Restaktivität  setzen 
n  -wie  aus  den  Kurventafeln  ersichtlich,  zeigen  die  Metalle 
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beim  Abfall  in  der  Kurve  eine  ganz  andere  Gestalt  als  die- 
jenige, die  die  Kurve  eines  der  Körper,  die  stark  occludieren, 
Zelluloid  oder  Kautschuk,  annimmt.  Einzelne  charakteristische 
Kurven  sind  in  den  Fig.  1  und  2  verzeichnet,  der  Abfall  der 


Fig.  1.  1 

Aktiviert  mit  Radiumbaryumchlorid  40.000. 
O      Platin  l'l  ] 

T     Feuerschwamm  2J  )  aktiviert. 
•     Kautschuk        3'1  ] 


>  In  den  Kurvenfiguren  sind  nach  Curie  die  Zeiten  als  Abszissen,  die 
Logarithmen  der  Aktivitäten  als  Ordinaten  aufgetragen. 
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Strahlung  stellt  sich  folgendermaßen  dar 1  (siehe  p.26).  Betrachtet 
man  die  den  Tabellen  entsprechenden  Kurven  in  den  Figuren, 
so  sieht  man,  daß  Kautschuk  bedeutend  früher  in  die  mehr 
horizontale  Richtung  übergeht,   doch  fällt   die  Strahlung 


•  Holzkohle  2< 

*  Plttin  3< 


Fig.  2. 

Aktiviert  mit  Radiumbaryumchlorid  40.000. 

aktiviert.  0    KuPfer  3d 

*    Zelluloid  3d 


aktiviert. 


^nn  rascher  ab  als  bei  der  Kupferplatte,   deren  Kurve, 
mCk  später  wWdcnd,  dann  fast  horizontal  verläuft. 


rüchtSUIf8en  k°nnten'  Wenn  mit  Radiumbar>'umchlorid  40.000  akti- 
^««unenfJ  "  eÜlsetzen>  da  Blättchen  des  Elektroskopcs  zu  rasch 
nidit  von  tu**'  Cm  Umstftnd'  der 

übrigens  für  vorliegende 


Untersuchungen 
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Kupferplatte 

3'  aktiviert  mit  Radiumbaryumchlorid  40.000. 


Zeit  nach  Beginn 
des  Abklingens 

Zeit,  die  das  Blätt- 
chen des  Elektro- 
skopes  braucht 

2''2» 

Messung  noch  nicht 
möglich 

5h  55™ 

lm  3* 

6"  1-™ 

1™  57* 

7*  15™ 

61»  — 

7h  34m 

10«  — 

gh  3m 

Igm  _ 

8»  55m 

30"  — 

29h 

42'»  — 

54h 

45'»  — 

Kautschukplatte 

3l1  aktiviert  mit  Radiumbaryumchlorid  40.000. 


Zeit  nach  Beginn 
des  Abklingens 

Zeit,  die  das  Blätt- 
chen des  Elektro- 
skopes  braucht 

3h  45"» 

4I1  (jm 

1 

3* 

4  h  40m 

7» 

5h  34'» 

18* 

5h  54m 

25* 

6h  30"» 

36* 

6l>  57'» 

47* 

7h  42m 

1'»  30» 

S'1  4™ 

pn  40 •• 

23»  15-» 

lSm  — 

23»'  54"» 

21"»  — 

46  »  40™ 

46'»  — 

501,  8m 

50"»  — 
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Bei  Kautschuk  zerstört  sich  eben  die  Emanation  so  lange 
nach  ihrem  Abfallsgesetz,  bis  nur  mehr  ein  geringer  Teil  der- 
selben da  ist,  dann  später  tritt  erst  die  Restaktivität  in  Kraft. 
Die  Metalle  dagegen  klingen  anscheinend  ganz  nach  den  Ge- 
seizen  der  induzierten  Aktivität  ab,  wie  sie  Rutherford  gibt. 
Allerdings  ist  es  nicht  ausgeschlossen,  daß  auch  die  Metalle, 
wie  wahrscheinlich  alle  Körper,  die  Emanation  occludieren 
oder  adsorbieren;  mit  Genauigkeit  untersuchen  läßt  sich  die 
geringe  Occlusion  aber  schwer,  da  die  Emanation  dann  den 
Körpern  entzogen  werden  müßte,  um  zu  sehen,  ob  sie  dann 
anders  abklingen.  Wie  später  dargetan  wird,  ist  das  Entziehen, 
und  zwar  das  vollständige  Entziehen  der  Emanation,  aber  nicht 
leicht  möglich,  ohne  auch  die  induzierte  Aktivität  zum  mindesten 
zu  schwächen. 

Außer  Zelluloid  und  Kautschuk  wurden  von  porösen 
Körpern  untersucht  Meerschaum,  Bimsstein,  Feuerschwamm, 
iann  Wattepfropfen  und  pulverisierter  Braunstein  sowie  Holz- 
kohle, von  der  ich  später  sprechen  will;  von  den  anderen 
wurde  mit  Ausnahme  von  Bimsstein  die  Radiumemanation 
occiudiert,  wobei  Feuerschwamm  nach  Zelluloid  und  Kautschuk 
an  erste  Steile  zu  setzen  ist.  Von  den  untersuchten  Metallen 
scheinen  jedenfalls  Platin,  Blei,  Kupfer  und  Messing  die  Emana- 

wenn  auch  nur  in  geringem  Maße  zu  occludieren;  wie 
schon  erwähnt,  spielt  aber  die  Aktivierungsdauer  dabei  eine 
große  Rolle.  Bei  sämtlichen  vorerwähnten  Substanzen  war  der 
Knick  in  der  Kurve  auch  schon  zu  bemerken,  wenn  auch  nur 
mit  Radillrnbaryumchlorid  240  aktiviert  worden  war. 

Holzkohle  zeigt  ein  diese  Substanz  von  den  anderen 
vj%  trennendes  Verhalten.  Während  bei  allen  anderen 
*  Sterten  Substanzen,  insofern  sie  mit  Radiumbaryum- 
fnd  240  aktiv'ert  waren,  sich  die  Phasen  A,  B  und  C  der 
gierten  Aktivität  vom  Beginn  an  genau  verfolgen  ließen, 
d  p   bei  der  Holzkohle  nicht  gelungen.  Um  ihr  Verhalten 

auch  d  avti0n  86genüber  völUg  zu  kennzeichnen,  will  ich  hier 
mit  d  l6  ersuche  mit  Radiumbaryumchlorid  240  nebst  denen 

in  de  am"      BCßinn  d6S  Abklin«ens  an  ze»gl  die  Holzkohle 
r  Abfallskurve  Unregelmäßigkeiten.  Wie  aus  den  folgenden 
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Tabellen  und  der  Fig.  3  ersichtlich,  zeigen  sich,  auch  wenn  mit 
Radiumbaryumchlorid  240  aktiviert  wurde,  die  Phasen  4  und  B 
der  induzierten  Aktivitäthierüberhauptnicht;  in  der  erstenStunde 
nach  dem  Herausnehmen  aus  dem  Aktivierungsgefäß  ist  ja  kaum 


o  j  u)     w     so     v)     ;,o  ;j  wo  izs 


lotf.Act.  0  1  —  — 

l'ig.  3. 

Aktivierte  Holzkohle. 
A    2*  aktiviert  mit  Radiumbaryumchlorid  40.000. 
o   ld  | 

A    2,J  i  aktiviert  mit  Radiumbaryumchlorid  240. 
•   3<i  ) 

überhaupt  eine  Verringerung  der  Strahlung  zu  konstatieren, 
nach  5  Tagen  ist  die  Kohle  noch  so  aktiv  wie  andere  Körper 
nach  einigen  Stunden.  Man  muß  die  Erscheinung  so  erklären, 
daß  sich  die  Holzkohle  der  Emanation  gegenüber  so  verhält 
wie  einem  anderen  Gase  gegenüber;  man  kann  die  aktivierte 
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Holzkohle  als  Emanationsschwamm  betrachten.  So  weit  ließ 
sich  diese  enorme  Occlusion  der  Radiumemanation  nach 
Aktivierung  mit  240  betrachten;  war  mit  Radiumbaryum- 
chlorid 40 .000 aktiviert  worden,so  traten  folgende  Erscheinungen 
zu  Tage.  Wie  aus  der  Tabelle  ersichtlich,  war  am  sechsten  Tage 


Holzkohle 

2*  aktiviert  mit  Radiumbaryumchlorid  240. 


Zeit  nach  Beginn 
des  Abklirv'sn«! 

Zeit  die  das  Blätt- 
chen  des  Elektro- 
skopes  braucht 

3» 

5m 

3» 

I0m 

3« 

19" 

3» 

26"> 

4« 

33«> 

4» 

45"» 

45» 

5« 

3h  15"» 

35» 

60» 

4h  31m 

70» 

23"  - 

3"»  25» 

47t  _ 

6"  50» 

72^  - 

12m  _ 

96h  - 

20^  - 

120h  - 

36^  _ 

dfs  Brf1?    0ccludierte  Emanationsmenge  noch  so  groß,  daß 
lattchen  des  Elektroskopes  so  rasch  fiel  wie  bei  anderen 

^^^^  aktiViCrt  VVUrdCn'  einigCn 
dieFm.  abe'  war  es  nicht  möglich,  der  Holzkohle 

konme        vollständig  zu  entziehen,  selbst  starkes  Erhitzen 


me  vollständig  die  Emanation  aus  der  Holzkohle 
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heraustreiben.  Wie  stark  diese  Occlusion  der  Emanation  war, 
ist  auch  daraus  ersichtlich,  daß  die  Holzkohle,  die  vor  dem 
Aktivieren  nicht  einmal  geglüht  war,  das  Elektroskop  nicht  nur 
induzierte,  sondern  daß  die  Emanation  auch  durch  den  Hals  des 
Elektroskopes  in  das  Innere  hineindiffundierte.  Wurde  dieselbe 


Holzkohle 

2d  aktiviert  mit  Radiumbaryumchlorid  40.000. 


Zeit  nach  Rptnnn 

«Clt  litten  UC£UAU 

des  Abklingens 

Zeit,  die  das  Blätt- 
chen des  Elektro- 

Messung  nicht 
möglich 

2h 

Messung  nicht 
möglich 

Messung  nicht 
möglich 

6'' 

Zirka  0'4S 

»  0-5» 

63  4it 

»    o  •  V> s 

7i,.4h 

»  0-8» 

24^ 

1-5» 

4S'1 

25* 

56" 

3> 

72'" 

78" 

4-5» 

95" 

7' 

120" 

13* 

149" 

20* 

ausgesaugt,  so  erhielt  man  erst  nach  einigen  Stunden.,  nachdem 
erst  noch  die  induzierte  Aktivität  des  Elektroskopes  ab- 
geklungen war,  den  Zerstreuungswert  wieder.  Bis  jetzt  gelang 
es  mir  noch  nicht,  die  induzierte  Aktivität  bei  der  Holzkohle 
rein  zu  erhalten,  trotz  Erwärmens  und  Ausglühens  hält  sie 
nach  Wochen  die  Emanation  noch  occludiert. 
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Die  Messungen  über  Occlusion  werden  fortgesetzt,  be- 
sonders mit  Holzkohle  wird  noch  eine  Reihe  von  Versuchen 
gemacht  werden. 

Bis  jetzt  lassen  sich  folgende  Resultate  der  Beobachtungen 

feststellen: 

1.  Ob  ein  Körper  Emanation  occludiert  oder  nicht,  ist  nur 
zu  erkennen,  wenn  er  stark  aktiviert  wurde,  da  sonst  die 
Abfallskurven  der  Emanation  und  der  Restaktivität  nur  schwer 
zu  unterscheiden  sind.  Schwache  Occlusion  ist  sehr  schwer 
zu  erkennen.  Starke  Occlusion  zeigt  sich  dadurch  an,  daß  die 
Abfallskurve  schon  nach  wenigen  Stunden  vom  gesetzmäßigen 
Gang  in  eine  mehr  horizontale  Richtung  übergeht. 

2.  Holzkohle  zeigt  eine  diese  Substanz  vor  allen  anderen 
hervorhebende  Fähigkeit,  die  Emanation  zu  absorbieren,  eine 
Erscheinung,  die  ganz  in  Übereinstimmung  steht  mit  der 
Absorptionsfähigkeit  der  Holzkohle  anderen  Gasen  gegenüber. 
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Ober  die  Kondensation  von  Dämpfen  in 
ionisierter  Luft 

von 

Dr.  Karl  Przibram. 

(Mit  1  Textfigur.) 

Als  dem  Institute  für  theoretische  Physik  an  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 
Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  1.  Februar  1906. 

C.  T.  R.  Wilson1  hat  eine  für  quantitative  Versuche  sehr 
geeignete  Methode  angegeben,  die  Kondensation  von  Wasser- 
kmpfauf  den  Ionen  eines  ionisierten  Gases  zu  beobachten. 
Das  mit  Dampf  gesättigte  Gasvolumen  wird  plötzlich  expan- 
fcrt,  wodurch  der  Wasserdampf  übersättigt  wird  und  bei 
genügend  großer  Expansion  sich  auf  die  vorhandenen  Konden- 
ationskeme  in  Form  feiner  Tröpfchen  niederschlägt.  Das  Ver- 
hältnis der  Volumina  nach  und  vor  der  Expansion  ^~  ist 

.  vi 

gegeben  durch  den  Ausdruck  -^=5-, .  wo  b  den  Barometer- 

o — a — p 

^  and  -  den  Druck  des  bei  Zimmertemperatur  gesättigten 
"F|es  und  p  die  durch  Senkung  eines  Quecksilberreservoirs 
ßei  s  'g  e,nste,lbare  Druckabnahme  bei  der  Expansion  bedeutet. 
Gerung  der  Expansion  beobachtet  man  nach  Wilson 

'■>'gendes:  Bei  il  <  ^5  tritt  keine  Kondensation  ein,  auch 

cr-rvenn  ^  GaS  iönisiert  wird5  bei  größeren  Expansionen 
'  ,nen  einze,ne  Tröpfchen,  bei  Ionisierung  starke  Konden- 

v«>  H  G»t'  TnU1S  A'  189,  p"  265  (l897)'  Uber  die  Literatur  siehe  den  Bericht 
"  im  Jahrb-  d-  ^diakt.  u.  Elektronik  /,  24,  1904. 

^  4  B14,h"n •  na,UIW-  W.;  fXV.  Bd.,  Abt.  ua.  3 
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sation  in  Form  von  dichtem  Regen  oder  Nebel,  der  bis  —  =  1-31 

ungefähr  gleich  dicht  bleibt,  über  diesem  Wert  aber  plötzlich 
merklich  stärker  wird.  Die  weiteren  Untersuchungen  Wilsons 

ergaben,  daß  bei  1-25  <-^-  <  131  der  Wasserdampf  sich  nur 

auf  die  negativen  Ionen  und  erst  bei        >  131  auch  auf  die 

positiven  Ionen  niederschlägt.  Von  Versuchen  mit  Dämpfen 
anderer  Flüssigkeiten  als  Wasser  ist  mir  nur  die  Beobachtung 
von  J.Camp  anile  und  di  Ciommo1  bekannt,  daß  ein  Alkohol- 
dampfstrahl sich  gegen  Ionisatoren  ebenso  verhält  wie  ein 
Wasserdampfstrahl.  Weitere  Versuche  der  genannten  Autoren 
über  die  Entladungsgeschwindigkeit  einer  geladenen,  mit 
Alkohol  gefüllten  und  mit  Röntgenstrahlen  bestrahlten  Schale, 
aus  denen  die  Folgerung  gezogen  wird,  daß  auch  der  Alkohol- 
dampf sich  leichter  auf  die  negativen  Ionen  niederschlägt, 
scheinen  mir  nicht  ganz  einwandfrei.  Ich  habe  daher  eine  Reihe 
von  Flüssigkeiten  auf  ihr  Verhalten  im  Expansionsapparat 
geprüft. 

Der  Apparat  war  dem  von  C.  T.  R.  Wilson  in  Phil.  Trans. 
A,  193,  291  (1900)  beschriebenen  nachgebildet.  Das  Wasser, 
das  zur  Dichtung  des  Expansionskolbens  dient,  wurde  durch 
Paraffinöl  ersetzt,  um  Feuchtigkeit  aus  dem  Versuchsgefäße 
auszuschließen.  Beobachtet  wurde  zunächst  in  einer  Glaskugel 
von  5  an  Durchmesser,  die  mit  einigen  Tropfen  der  Versuchs- 
flüssigkeit beschickt  und  an  den  Expansionsapparat  ange- 
schlossen wurde.  Als  Ionisator  diente  ein  Radiumpräparat,  das, 
in  Aluminiumblech  eingeschlossen,  auf  die  Glaskugel  aufgelegt 
wurde.  Durch  wiederholte  kleine  Expansionen  wurde  zunächst 
der  suspendierte  Staub  niedergeschlagen,  hierauf  die  Expansion 
allmählich  gesteigert,  bis  das  Auflegen  des  Radiums  eine  merk- 
liche Vermehrung  der  anfangs  sehr  geringen  Tröpfchenzahl 
bewirkte.  Diese  Expansion  ist  in  der  ersten  Kolumne  der 
Tabelle  I  angegeben.  Sodann  wurde  die  Expansion  weiter  ge- 
steigert, bis  der  starke  Regen,  den  die  Ionisierung  bewirkte, 


1  Phys.  Zeit.  4,  64S-0ÖI,  lim. 
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sich  ziemlich  plötzlich  in  dichten  Nebel  verwandelte.  Diese 
Expansion  gibt  die  zweite  Kolumne. 


Tabelle  I. 


Substanz 

*'i 

1-265 

1-310 

Methylalkohol  

1-261 

1-304 

Äthylalkohol  

1-176 

1104 

1-178 

1-201 

1-198 

1-214 

Isoamvlalkohol   

1-218 

1-223 

Chloroform   

1-550 

1-653 

Die  Übereinstimmung  der  Zahlen  für  Wasser  mit  den  von 
Wilson  gegebenen  deutet  darauf  hin,  daß  die  Zahlen  der  zweiten 
Kolumne  die  Expansion  bezeichnen,  bei  der  auch  die  Ionen 
des  anderen  Vorzeichens  als  Kerne  dienen.  Über  das  Vorzeichen 
der  bevorzugten  Ionen  ist  damit  aber  noch  nichts  ausgesagt. 

Die  Bestimmung  des  Vorzeichens  der  Ionen,  auf  denen 
zuerst  Kondensation  erfolgt,  geschah  ebenfalls  nach  einer  von 
Wilson1  angegebenen  Methode,  die  darauf  beruht,  daß  die  in 
einer  dünnen  Schichte  an  einer  geerdeten  Platte  erzeugten  Ionen 
«  ein  elektrisches  Feld  getrennt  werden.  Das  Versuchs- 
M  wurde,  um  Kitte  zu  vermeiden  und  der  leichteren  Reini- 
m  halber,  in  eine  andere  als  die  von  Wilson  gebrauchte 
r°nn  gebracht  (siehe  Figur). 

um  GlaSkuge,n  von  3  cw  Durchmesser  sind  durch  ein 
^ge.'ehrtesU-Rohrmit  einander  und  dem  Expansionsapparate 

durch  '  enthalten  Je  einen  Tropfen  Quecksilber,  der 
dem  0Cinen  emgeschmolzenen  Platindraht  geerdet  wird.  Über 

SUch<r  ksilber  befindet  sich  eine  dünne  Schichte  der  Ver- 

J-  -  ussigkeit.  Den  beiden  Quecksilbertropfen  gegenüber, 
^1- Trans.  A,  193,  289,  1899. 
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in  etwa  12  mm  Abstand,  stehen  zwei  kreisförmige  Elektroden 
von  2  cm  Durchmesser,  die  auf  entgegengesetzt  gleiches 
Potential  von  einigen  Volt  gebracht  werden  können. 


Erde 

Durch  geeignet  aufgestellte  Bleischirme  mit  Spalten  wird 
ein  Bündel  Röntgenstrahlen  so  auf  das  Gefäß  geworfen,  daß 
eine  dünne  horizontale  Luftschichte  über  der  Flüssigkeit  in 
beiden  Kugeln  ionisiert  wird.  Wird  das  Feld  angelegt,  so  werden 
in  der  Kugel,  die  die  positive  Elektrode  enthält,  die  negativen 
Ionen  überwiegen,  in  der  anderen  die  positiven  und  bei  vor- 
sichtiger Steigerung  der  Expansion  findet  man  bald  einen  Wert, 
bei  dem  in  einer  Kugel  starke  Kondensation  eintritt,  während 
in  der  anderen  nur  ein  paar  Tröpfchen  erscheinen.  Umkehrung 
des  Effektes  mit  Umkehrung  der  Feldrichtung  dient  zur  Kon- 
trolle. Bei  einer  höheren  Expansion  verschwindet  der  Unter- 
schied wieder,  wenn  der  Dampf  sich  auf  beide  Ionenarten 
niederschlägt. 

Es  zeigte  sich  nun,  daß  die  Dämpfe  der  Alkohole  sich 
leichter  aufdie  positiven  Ionen  niederschlagen  und  erst 
bei  höherer  Expansion  auch  auf  die  negativen,  während  Kon- 
trollversuche mit  Wasser  das  von  Wilson  gefundene  entgegen- 
gesetzte Verhalten  bestätigten.  In  der  Tabelle  II  gibt  die  erste 
Kolumne  das  Vorzeichen  der  Ionen,  auf  denen  zuerst  Konden- 
sation erfolgt,  die  zweite  Kolumne  die  Expansion,  bei  der  dies 
geschieht,  die  dritte  die  Expansion,  bei  der  auch  schon  die 
anderen  Ionen  als  Kerne  dienen. 
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Substanz 

i  \  or- 

zeichen 

*'« 

«1 

1-265 

1-314 

-+- 

1  -242 

1-309' 

■+■ 

1-184 

1-221 

1-226 

1-249 

Heptvlalkohot  

+ 

1-269 

1-306 

4- 

1-528 

1-503 

+  ? 

1-484 

1-530 

Bei  Jodäthyl  ist  der  Effekt  nicht  ganz  sicher  nachweisbar, 
woran  ungeladene  Kondensationskerne  schuld  sein  können.  Bei 
Heptylalkohol  ist  der  Dampfdruck  ic  bei  der  Berechnung  von 

-vernachlässigt.  Azeton  kondensiert  bei  ^  ==  2-009,  Benzol 

vi 

1*642,  ohne  daß  eine  Ladung  nachweisbar  ist.  Pentan, 
Ameisensäure,  essigsaures  Methyl  konnten  nicht  zur  Konden- 
sation gebracht  werden.  Schwefelkohlenstoff  gibt  bei  der  ge- 
lten Expansion  (1-022)  ohne  Ionisierung  einen  Nebel,  der 
durch  Röntgenstrahlen  nicht  wesentlich  verstärkt  wird  und 
keine  Ladung  zu  haben  scheint  Verdünnte  Lösungen  von 
;S0vK0H,Naa  in  Wasser  verhalten  sich  wie  destilliertes 
«ser.  Spuren  von  Alkohol  im  Wasser  bewirken  dagegen, 
^  Kondensation  schon  bei  geringeren  Expansionen  (1-22) 
»tritt,  und  zwar  auf  den  positiven  Ionen.  Dies  ist  wohl  so  auf- 
assen  daß  die  Spuren  von  Alkoholdampf  sich  auf  die 
"  niederschlaßen  un<-  diese  jetzt  durch  die  Ver- 
ein?"8 ZU  Kondensat5<>nskernen  für  den  Wasserdampf  ge- 
e'gneter  machen. 

DiC  durch  M^elbildung  aus  sämtlichen  Versuchen  ge- 
wonnenen Werte  von  Ä  für  die  Alkohole,  die  einzigen  Flüssig- 

ResireIWaSSer  Und  Chl^oform,  für  die  unzweideut 
Verhalten  wurden,  sind  die  folgend 


ige 
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Tabelle  III. 


1 

Substanz 

1'2 

J'»_ 
l'i 

Meüiylalkohol  

1-251 

1-306 

1175 

1-200 

Propylalkohol  

1-178 

1-201 

1-198 

1-214 

1-223 

1-233 

1-269 

1-306 

Der  Fehler  dürfte  kaum  eine  Einheit  der  zweiten  Dezimale 
übersteigen.  Als  Funktion  des  Molekulargewichtes  aufgefaßt, 

zeigen  die  Werte  von       einen  ziemlich  regelmäßigen  Gang 

mit  einem  Minimum  bei  Äthylalkohol. 

Das  entgegengesetzte  Verhalten  von  Wasser-  und  Alkohol- 
dämpfen scheint  darauf  hinzuweisen,  daß  man  bei  der  Erklärung 
der  Kondensation  nicht  ausschließlich  die  physikalischen  Eigen- 
schaften (Beweglichkeit)  der  Gasionen  zu  berücksichtigen  hat. 
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Die  Farbenempfindliehkeit  des  normalen  und 
farbenblinden  Auges 

von 

Dr.  Olga  Steindler. 

Aus  dem  II.  physikalischen  Institut  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 
(Mit  2  Tafeln  und  4  Textflguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  16.  Februar  1906.) 

Eine  neuerliche  Untersuchung  der  Empfindlichkeit  des 
Auge?  tür  Farbennuancen  schien  mir  um  so  mehr  wünschens- 
wert, als  die  bisher  vorhandenen  Messungen  und  Angaben 
mehr  oder  weniger  den  Charakter  des  Provisorischen  tragen ; 
ßie  Mehrzahl  ist  auch  nicht  mit  ausreichenden  Mitteln  vor- 
genommen worden.  Andrerseits  bieten  die  bestehenden  Farben- 
theorien eine  hinreichende  Basis,  diese  bei  allen  Menschen  im 
P'oßen  und  ganzen  gleichartige  Empfindlichkeit  zu  erklären 
und  sie  als  notwendige  Konsequenz  zu  ergeben.  Dies  ist  nicht 
Mo8  bei  dem  normalen  Auge,  mit  dem  sich  der  erste  Teil  der 
Untersuchung  befaßt,  der  Fall,  sondern  auch  bei  gestörten 
Farbensystemen  —  Farbenblinden  —  wie  im  Anschluß  daran 
klargelegt  wird. 

Daß  im  nachfolgenden  besonders  auf  die  Young-Helm- 
noltzsche  Farbentheorie  Rücksicht  genommen  wird,  ist  darauf 
zurückzuführen,  daß  sie  bisher  die  einzige  ist,  der  quantitative 
■  Wen  zu  Grunde  liegen.  Auch  wird  sich  dies  aus  nach- 
10  gender  Untersuchung  rechtfertigen. 

Helmholtz  hat  auch  selbst  darzustellen  versucht,  wie  die 
e,  e  der  einzelnen  Grundempfindungen  an  den  einzelnen 
•  Walfarben verlaufen.  König  und  Dieterici1  haben  durch 


ZeitSchr  ßr  Ps>'ch.  und  Phys,  Bd.  4  (1892). 
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Farbenmischung  die  drei  Grundempfindungskurven  genauer 
bestimmt  und  den  Maßstab  für  jede  der  Kurven  so  gewählt, 
daß  die  von  diesen  und  der  Abszissenachse  eingeschlossenen 
Flächenräume  gleich  sind,  und  schließlich  hat  F.  Exner1  unter 
Anwendung  des  Bezold-Brücke'schen  Phänomens  die  Durch- 
schnittspunkte der  einzelnen  Grundempfindungskurven  genau 
bestimmt  und  unter  Beibehaltung  der  allgemeinen  Gestalt  an 
den  König'schen  Kurven  Korrekturen  vorgenommen.  Da  für  die 
Diskussion  im  folgenden  eine  genaue  Kenntnis  der  Gestalt  der 
Grundempfindungskurven  nötig  ist,  seien  sie  in  Fig.  1,  welche 
der  Exner'schen  Abhandlung1  entnommen  ist,  nochmals  wieder- 
gegeben, um  so  mehr,  als  obige  Werte  den  folgenden  Berech- 
nungen zu  Grunde  gelegt  sind. 


B 

\  ° 

\  /  \ a 

\  /    /  \  \Ä 

500  550         ~~   600  50  700  ^ 

Fig.  1. 

Die  bestehenden  Farbentheorien  gestatten  auch  eine  Er- 
klärung der  Erscheinung  gestörter  Farbensysteme,  der  Mono- 
und  Dichromaten.  Helmholtz  unterscheidet  Rot-,  Grün- und 
Blaublinde,  deren  Farbensysteme  sich  von  dem  des  normalen 
Trichromaten  nur  durch  Wegfallen  der  entsprechenden  Grund- 
empfindung unterscheiden.  So  besitzt  also  der  Rotblinde  noch 
eine  Grün-  und  Blauempfindung,  der  Grünblinde  eine  Rot-  und 
Blauempfindung,  der  Blaublinde  eine  Rot-  und  Grünempfindung. 

1  Diese  Sitzungsberichte,  Bd.  CXI.  Abt.  II  a,  Juni  U»02,  p.  857. 
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Der  Monochromat  hingegen  besitzt  nur  eine  einzige  Grund- 
empfindung, die  Farbenunterschiede  werden  daher  für  ihn  bloß 
Helligkeitsunterschiede  ein  und  derselben  Grundempfindung. 

Nach  Hering  fällt  bei  den  Dichromaten  die  Unterscheidung 
in  Rot-,  Grün-  und  Blaublinde  fort,  er  kennt  nur  Rot-Grün- 
oder Gelb-Blauverwechsler  und  erklärt  die  Dichromasie  durch 
Unfähigkeit  des  Auges,  eine  bestimmte  Sehsubstanz  zu  dis- 
similieren und  zu  assimilieren.  Tritt  dies  für  beide  farbige 
Empfindung  erzeugende  Bestandteile  der  Sehsubstanz  ein,  so 
bleibt  nur  die  Weiß-Schwarzvalenz  als  wirksam  zurück,  der 
Fall  der  Monochromasie. 

Mandelstamm1  hat  zuerst  die  Farbenempfindlichkeit  des 
menschlichen  Auges  für  Unterschiede  der  Wellenlänge  unter- 
sucht Durch  Verschiebung  der  Platten  eines  Ophthalmometers 
stellte  er  auf  eben  merkliche  Farbenverschiedenheit  ein  und 
«hält  Maxima  der  Empfindlichkeit  im  Spektrum  bei  den 
Linien  D  und  F.  Dobrowolsky*  gelangte  auf  dieselbe  Weise 
zu  denselben  Resultaten.  Peirce»  bediente  sich  eines  Diffrak- 
tionsgitters und  beobachtete  im  Spektroskop  Nuanceverschie- 
"nheiten  des  Spektrums.  Seine  Resultate  sind  Mittelwerte  aus 
Messungen  verschiedener  Beobachter,  ein  Umstand,  der  Un- 
snauigkeiten  mit  sich  bringt,  da  die  Farbenunterschieds - 
"iphndhchkeit  individuelle  Abweichungen  zeigt.  Genauere 
««sungen  haben  zuerst  König  und  Dieterici*  mittels  eines 
pektralapparates  vorgenommen.  Bestimmt  wurden  die  mittleren 
«er  bei  Einstellung  auf  Farbengleichheit  für  größere  und 
Cre  Intensi^n.  Uhthoff *  untersucht  die  Wellenlängen- 


unterschiede  für  eben  merkliche  Farbenverschiedenheit,  Brod- 
iblind 

ZT*  !l!eth0dC  fÜr  mittlere  Inte"sitäten  ausgeführt  wurden. 

•  er ncr  teilt1  nn/»k  V  r>   . 


hUn'S  se|kst/arbenblind,  gibt  Messungsreihen  an,  die  nach 


Kör 

»•ilt  noch  F.  Exner'  eine  einmalige  Xtessungsreihe  an 


J  C'ifev,  Archiv,  Bd.  13,  p.  399. 

■  tbenda,  Bd.  18,  p.  99. 

^  American  Journal,  Bd.  26  (1883),  p  299 

Gräfes  Archiv,  Bd.  34,  4,  p.  l. 
^^rftych.  und  Plv».,  Bd.  3  (1898).  p.  80. 
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einem  ausgedehnten  Spektrum  mit;  an  letztere  schließen  sich 
nachfolgende  Untersuchungen  an. 

Mit  einem  Konkavgitter  wurde  ein  reines  Spektrum  erster 
Ordnung  einer  Bogenlampe  horizontal  entworfen,  dessen  Aus- 
dehnung an  der  beobachteten  Stelle  etwa  85  cm  betrug.  Das 
Licht  dieses  Spektrums  fiel  senkrecht  auf  zwei  vertikal  über- 
einander gestellte,  total  reflektierende  Prismen  und  gelangte 
nach  abermaliger  Totalreflexion  an  einem  größeren  Prisma 
durch  eine  Lupe  ins  Auge,  so  daß  zwei  unmittelbar  aneinander- 
stoßende Felder  übereinander  sichtbar  wurden.  Das  obere  der 
beiden  kleineren  Prismen  war  längs  einer  Skala  horizontal  ver- 
schiebbar, so  daß  bei  einer  Verschiebung  Strahlen  benachbarter 
Wellenlängen  von  jedem  der  beiden  kleineren  Prismen  reflektiert 
wurden.  Die  seitlichen  Strahlen  waren  durch  eine  Blende 
zwischen  dem  zweiten  Prisma  und  der  Lupe 'ferngehalten.  Bei 
der  Beobachtung  wurde,  von  Gleichheit  der  Felder  ausgehend, 
das  eine  Prisma  so  lange  in  einem  Sinne  verschoben,  bis  der 
jeueilige  Beobachter  einen  eben  merklichen,  aber  deutlichen 
Farbenunterschied  konstatierte.  Die  Messungen  fanden  bei 
mittlerer  Intensität  längs  des  ganzen  Spektrums  in  Intervallen 
von  3  bis  10  jxjx  statt.  Die  angeführten  Werte  sind  Mittelwerte 
aus  mindestens  zehn  Messungen  desselben  fast  durchwegs 
geübten  Beobachters  an  der  betreffenden  Stelle  des  Spektrums. 

Nachfolgende  Tabelle  gibt  die  Resultate  der  Unter- 
suchungen an  zwölf  Trichromaten  an. 


Tabelle  1. 
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Wie  aus  den  obigen  Daten  ersichtlich  ist,  zeigt  die 
Nuancenempfindlichkeit  im  Spektrum  für  die  verschiedenen 
Beobachter  trotz  individueller  Verschiedenheiten,  auf  die  im 
folgenden  näher  eingegangen  wird,  im  allgemeinen  denselben 
Verlauf.  In  Übereinstimmung  mit  den  Resultaten  der  oben 
angeführten  Arbeiten  zeichnet  sich  zunächst  eine  Stelle  im 
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Üe!i>  und  im  Blaugrün  durch  größte  Farbenunterschieds- 
empfindlichkeit aus.  Darauf  folgt  im  Übergang  von  Blau  zu 
Violett  ein  etwas  weniger  empfindlicher  Bereich  und  schließ- 
'ich  ein  viertes,  schwächeres  Empfindlichkeitsmaximum  im 
Kol  Zur  besseren  Übersicht  sei  in  Fig.  2  der  für  mein  rechtes 
Auge  beobachtete  Verlauf  der  Empfindlichkeit  in  einer  Kurve 
auftretragen,  so  zwar,  daß  den  einzelnen  Wellenlängen  die 
Weüenlängenunterschiede  eben  merklicher  Farbendifferenzen 
in  fli  zugeordnet  sind. 


Fig.  2. 

•-ve;.h!alf!ldem?aCh  ViCr  SteHen  Parker  Empfindlichkeit, 

^  nach.  u  fTlv'K6nlängen  ^tSChreitCnd'  der 
:V.;^nr1,     '      IH-  IV  bezeichnen  wollen.  Kür  mein 

Qr^t      "      EmPfind,ichke",  vom  violetten  Ende 

^wiedr!5)  "44o7^VOn  bisX=454^ 

/.  =  636  |xjx,    .     >    „     .  zum  roter,  En  Je 

des  Spektrum*. 

^iri:W-^.K!.;cXV.HJ.,Abt.II,  4 
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Am  empfindlichsten  ist  mein  Auge  bei  III,  es  folgt  II,  dann 
I  und  IV.  Die  Maxima  II  und  III  wurden  schon  bei  den  ziemlich 
ungenauen  Kurven  von  Peirce1  beobachtet,  I  findet  sich  zuerst 
ebenfalls  dort  schwach  angedeutet.  In  der  Kurve  für  Dieterici3 
fehlt  dieses  Maximum  gänzlich,  während  die  für  König2  dieses 
Maximum  deutlich  ausgeprägt  enthält. 

Anders  jedoch  steht  es  mit  der  Empfindlichkeitszunahme 
im  Roten.  Die  erste  Andeutung  dessen  findet  sich  in  der 
Messungsreihe  von  F.  Exner.8  Bei  X  =  635{i{i  besitzt  die  Kurve 
eine  Ausbiegung,  die  sich  bei  meinen  späteren  Messungen  auch 
immer  wieder  zeigte.  Da  jedoch  in  diesem  Spektralbezirke  die 
Helligkeit  bereits  merklich  abnimmt,  hielt  ich  dieses  Maximum 
zunächst  nicht  für  reell.  Es  zeigte  sich  jedoch,  daß  tatsächlich 
Nuancenunterschiede  bestehen,  die  sich  weder  durch  Verände- 
rung der  Intensität  der  beobachteten  Strahlen  mit  Nikol'schen 
Prismen,  noch  mit  planparallelen  Platten  ausgleichen  ließen. 
Es  wurde  nämlich  in  den  Strahlengang  vor  dem  Spalt  ein 
Nikol'sches  Prisma  drehbar  angebracht,  ein  zweites  befand 
sich  fix  montiert  unmittelbar  vor  dem  unteren  der  beiden 
kleinen  Prismen.  Das  obere  wurde  gegen  das  Ende  des  Spek- 
trums zu  verschoben.  Es  konnte  demnach  das  hellere  Feld 
durch  Drehung  des  Nikols  beliebig  abgedunkelt  werden,  wobei 
sich  jedoch  Gleichheit  der  Felder  nicht  herstellen  ließ.  Dasselbe 
wurde  mit  planparallelen  Platten  versucht,  welche,  vor  das  untere 
Prisma  gehalten,  nur  einen  Teil  der  Strahlen  ins  Auge  gelangen 
ließen;  auch  wurde  mit  einem  Farbenfilter  für  rote  Strahlen 
gearbeitet. 

Das  Ergebnis  war  stets  das  gleiche,  so  daß  an  der  Realität 
einer  nochmaligen  Empfindlichkeitszunahme  am  roten  Ende 
des  Spektrums  nicht  gezweifelt  werden  kann.  Das  Empfindlich- 
keitsmaximum IV  wiederholte  sich  überdies  bei  den  Messungs- 
reihen aller  Beobachter,  was  nach  den  folgenden  Erörterungen 
leicht  erklärlich  erscheint. 

Die  individuellen  Schwankungen  der  Empfindlichkeit  ver- 
schiedener Personen  besteht  zunächst  darin,  daß  der  Ort  größter 

1  L.  c. 

2  L.  c. 
»  L.  c. 
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Empfindlichkeit  bei  den  einen  II,  bei  anderen  III  ist.  Hierauf 
folgt  fast  immer  I,  dann  IV.  Dr.  G.,  ein  Augenarzt,  bei  welchem 
das  Maximum  IV  ziemlich  ausgeprägt  erscheint,  ist  bei  I  äußerst 
unempfindlich,  was  wohl  mit  der  größeren  Übung  im  Ver- 
gleichen roter  Nuancen  zusammenhängen  mag.  Auch  liegen 
die  Maxima  nicht  bei  allen  Beobachtern  bei  denselben  Wellen- 
längen und  dementsprechend  auch  nicht  die  Empfindlichkeits- 


700  ^ 


m  M  600  50 

Fig.  3  (Kurve  für  Dr.  M.  und  Dr.  H.). 

ÄSi?  T  naChf0l*enden  Überlegungen  not- 
*  nLSe  Tri*h  11  VOn  Schwankungen  bei  III  beträgt 
■nnerhartoTnChr0maten  etwa  15  H*.  während  es  bei  II 
um  .tu,  ff" Vaniert  Ebenso  lie8en  die  Maxima  I  und  IV 
angeS  böb,S2°^different-  In  Fi«'  3  sind  zwei  Kurven 
hc^•ortret'ene,  Wel°hen  ^  Extreme  für  11  und  111  recht  deutlich 

ol*n  envä}1?11188  Theorie  ist  Jede  Farbenempfindung,  wie 
abhängig  von  den  ausgelösten  Valenzen  der 

4* 
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drei  Paare  von  Urfarben,  und  zwar  in  der  Weise,  daß  Rot  und 
Grün  nicht  gleichzeitig  empfunden  werden  können,  sondern 
der  Farbenton  bedingt  ist  durch  überwiegende  positive  oder 
negative  Werte  der  entsprechenden  Sehsubstanz. 

Je  mehr  z.  B.  von  der  Rot-Grünsubstanz  sich  ersetzt,  desto 
starker  ist  die  Grünempfindung.  Da  jedoch  quantitative  Angaben 
über  jene  Vorgänge  gänzlich  ausstehen,  kann  daraus  für  die 
Farbenempfindlichkeit  des  Auges  für  Wellenlängenunterschiede 
nichts  gefolgert  werden. 

Hierin  erweist  sich  die  Young-Helmholtz'sche  Theorie 
weit  fruchtbarer.  Jede  Farbenempfindung  setzt  sich  nach  letzterer 
zusammen  aus  den  drei  Komponenten  der  Grundempfindungen, 
welche,  in  gleichen  Intensitäten  gemischt,  Weiß  ergeben.  Der 
Farbenton  ist  bestimmt  durch  das  Verhältnis  der  Ordinaten  der 
Grundempfindungen  an  der  betreffenden  Stelle  des  Spektrums. 
Ks  läßt  sich  nun  schließen,  daß  ein  rascher  Wechsel  dieser 
Verhältnisse  an  benachbarten  Stellen  im  Spektrum  raschen 
Wechsel  des  Farbentons  und  somit  auch  eine  Stelle  starker 
Empfindlichkeit  zur  Folge  haben  müsse.  Wachsen  hingegen 
die  Ordinaten  der  Grundempfindungskurven  an  zwei  benach- 
barten Stellen  annähernd  proportional,  so  wird  dieser  Bereich 
seinen  Farbenton  wenig  ändern,  wir  haben  ein  Minimum  der 
Empfindlichkeit.  Tatsächlich  zeigt  sich  an  den  Grundempfin- 
dungskurven (Fig.  1)  in  den  oben  erwähnten  Spektralbezirken 
ein  rasch  wechselndes  Verhältnis  der  Anteile  an  den  Grund- 
empiindungen  für  die  betreffenden  Wellenlängen.  Gleichzeitig 
erklärt  sich  auch  hieraus,  daß  für  verschiedene  Beobachter  die 
Wellenlängen  der  einzelnen  Maxima  so  verschieden  liegen. 
Denn  auch  die  Wellenlängen  der  Durchschnittspunkte  der 
einzelnen  Grundempfindungskurven  variieren,  d.  h.  nicht  für 
alle  Beobachter  sind  die  Rot-,  Grün-  und  Blauwerte  einer  homo- 
genen Farbenempfindung  an  derselben  Stelle  des  Spektrums 
dieselben.  Dementsprechend  gehen  die  individuellen  Schwan- 
kungen der  Grundempfindungskurven  Hand  in  Hand  mit  den 
individuellen  Unterschieden  der  Farbenempfindlichkeit  des- 
selben Auges.  Wie  man  sich  an  den  obigen  Grundempfindungs- 
kurven überzeugen  kann,  ist  durch  deren  Verlauf  auch  der 
Verlauf  der  Emptindliehkeitskurve  gegeben.  So  entspricht  den 
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beiden  großen  Empfindlichkeitsmaximis  II  und  III  der  rascheste 
Wechsel  der  Ordinatenverhältnisse ;  III  fällt  an  die  Stelle  nahe 
dem  Durchschnittspunkt  a.  Die  Rotkurve  hat  bald  ihr  Maximum 
erreicht,  die  Grünkurve  wächst  steil  an.  die  Blaukurve  beginnt. 
Bei  II  fallt  die  Grünkurve  langsam  ab,  die  Rotordinaten  bleiben 
nahezu  gleich,  während  die  Blaukurve  rasch  ansteigt.  Bei  I 
erfolg;  ein  langsames  Abfallen  der  Rotkurve  nach  einem  zweiten 
Maximum,  die  Blaukurve  fällt  steil  ab,  die  Grünkurve  ver- 
schwindet. Bei  IV  endlich  fällt  die  Rotkurve  fast  linear  ab, 
wahrend  die  Grünkurve  nach  steilem  Abfall  und  einer 
leichten  Ausbiegung  sich  der  Abszissenachse  assymptotisch 
nähert 

Es  wurde  nun  versucht,  aus  den  Grundempfindungskurven 
^en  Verlauf  der  Empfindlichkeitskurve  qualitativ  darzustellen 
unter  der  einfachen  Annahme,  daß  der  Farbenton  einer  Misch- 
farbe abhängig  ist  von  dem  Verhältnisse  der  durch  dieselben 
hervorgerufenen  Grundempfindungen  im  Auge.  Verändern  sich 

zwei  benachbarte  Wellenlängen  diese  Verhältnisse  rasch, 
*  haben  wir,  wie  oben  erwähnt,  Stellen  großer  Empfindlichkeit 

umgekehrt.  Von  gleichzeitiger  Änderung  der  Sättigung  der 
«den  Nachbarfarben  soll  abgesehen  werden,  da  es  sich  hier 
wob  um  d.e  Farbenunterschiedsempfindlichkeit  handelt. 

rur  den  Trichromaten  ist  eine  Farbenempfindung  gewöhn- 
'  aus  allen  dret  Grundempfindungen  zusammengesetzt;  in 
^  Intensitäten  liefern  alle  drei  zusammen  Weiß,  so  daß 

^  SätUgUng  durch  Jene  drei  Crundempfln- 
b41  7  f g6ben  Sind:  der  Far*enton  selbst  wird  hingegen 
C;  r  lU'"Ch  daS  *r  Anteile  jener  beiden  Grund- 


bHttlff  f gebe"  Sind ;  der  P««)en«on  selbst  wird  hingegen 
-  *  durch  das  Verhältnis  der  Anteile  jener  beiden  Grund- 

«SÄ  s'elChe        AbZUg  der  Weißemptindung  der 
&  tZ ,  T  n°Ch  Übrig  bleiben-  Dementsprechend 
«E»P  ndl,chke,.skurve  folgendermaßen  berechnet: 


wurde 


GrundemnfiTh  AbZUg  der  Weißempnndung  übrig  bleibenden 
zwischen  gen  nur  für  J*ene  Teile  des  Spekt  rums,  welche 
emPfinduneIeLrrhbarten  Durcnschni«spunkten  der  Grund- 
aber  zwei  Im  g6n'  dieselben  bleiben>  zwischen  anderen 

S?ektrurns  zw^h**™**611'  mUßten  die  einzelnen  Teile  des 
Rechnet  w^d        ^  ZW6i  DurcnschnittsPunkteii  gesondert 
erden,  wobei  der  auf  das  Weiß  entfallende  Anteil 
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in  Abzug  gebracht  wurde.  So  wurden  für  den  Bereich  vom 
roten  Ende  des  Spektrums  bis  zum 

Durchschnittpunkt  a  (Fig.  1)  das  Verhältnis  R:G, 
von  a  bis  b       »  »         G :  R, 

»  b  .  c  »  •  G.Bl 
*    c    *    d       »  B:  G, 

»    i   »   zum  violetten  Ende  B:R 

bestimmt,  wobei  obige  Bezeichnung  sowie  die  der  Rechnung 
zu  Grunde  gelegten  Ordinatenwerte  den  Grundempfindungs- 
kurven  aus  der  Exner'schen  Abhandlung1  entnommen  sind. 
Sodann  wurde  die  Änderung  jener  Verhältnisse  für  benachbarte 
Wellenlängen  bestimmt  und  in  nachfolgender  Kurve  (Fig.  4) 


WO  öO  500  50  600  SO  700 

 _  Fig.  4. 

i  L.  c. 
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die  auf  1  entfallende  Veränderung  als  Ordinate  aufgetragen. 
A!s  Abszissen  treten  die  Wellenlängen  der  betreffenden  Spektral- 
bezirke, als  Ordinaten  die  auf  obigem  Wege  gefundenen  Zahlen 
in  willkürlichem  Maßstab  ein,  was  völlig  zulässig  erscheint, 
da  die  so  erhaltene  Kurve  bloß  den  Verlauf  der  Empfindlich- 
keitsverteilung im  Spektrum  qualitativ,  nicht  aber  quantitativ 
zu  geben  Anspruch  machen  kann.  Die  Kurve  konnte  nach 
Obigem  immer  nur  stückweise  zwischen  zwei  Durchschnitts- 
punkten  mit  Ausschluß  dieser  selbst  berechnet  werden. 

Die  so  berechnete  Farbenempfindlichkeitskurve  steht  in 
hinreichend  guter  Übereinstimmung  mit  der  gemessenen,  die 
Maxima  und  Minima  der  Empfindlichkeit  decken  sich,  soweit 
es  individuelle  Verschiedenheiten  gestatten.  Es  ergeben  sich 
demnach  in  folgender  Tabelle  2  zusammengestellte  Werte. 


Tabelle  2. 


Beobachter 


I»r.  0.  St... 

Dr.  E  

FW.  E  

fc-Schw.. . 
Dr-A.  St.  ., 
D'Ma.... 

Dr.  MC  

Dt.  Bi  

Hm  B  

F'äulcin  M. 
Dt.  H  


Mittel  beobachtet.... 
lehnet 


Maxima 

" 

III 

IV 

405  (ip 

585  }t(x 

638  jifi 

488 

587 

640 

477 

585 

635 

497 

581 

628 

494 

586 

637 

491 

575 

638 

476 

598 

646 

508 

583 

614 

491 

568 

614 

488 

572 

042 

499 

583 

654 

501 

570 

640 

492 

581 

635  5 

500 

570-590 

635 

56 


Ü.  Steindler, 


Minima  zwischen 

Ii  eobachte  r 

I  und  II 

II  und  III 

III  und  IV 

Di ■  C) i  St«  .,.■«•*■■..     ■  •  ■  . 

454  Jim. 

535  jijj. 

624 

430 

532 

629 

442 

522 

624 

Dr.  Scliv»  •  ,  .  >•■•••••.. 

4(54 

535 

620 

Di .  A.  St-  ■■>•■.••••••■•■«* 

405 

537 

620 

520 

622 

4  \7 

544 

630 

Dr.  Bi  

4(32 

537 

030 

Herr  B  

402 

530 

622 

470 

539 

633 

462 

529 

640 

537 

025 

Mittel  beobachtet  

4  öS 

533 

627 

470 

530 

625 

Das  Maximum  im  Blau  konnte  nicht  weiter  hinaus  be- 
rechnet werden,  es  weist  jedoch  der  abfallende  Teil  der  Kurve 
auf  ein  solches  hin. 

Ein  vollständiges  Zusammenfallen  der  Extreme  wäre  ver- 
mutlich zu  erzielen,  wenn  für  jeden  Beobachter  der  Berechnung 
der  Kurve  die  Daten  seiner  eigenen  Grundempfindungskurven 
zu  Grunde  gelegt  werden  könnten. 

Für  Dr.  H.  z.  B.  ist  die  Übereinstimmung  besser,  es  folgt 
dies  eben  daraus,  daß  die  Durchschnittspunkte  der  der  Berech- 
nung zu  Grunde  gelegten  Grundempfindungskurven  mit  den 
von  Dr.  H.  für  sein  Auge  bestimmten  fast  vollständig  zusammen- 
lallen. Für  mein  Auge  liegen  die  Durchschnittspunkte  etwas 
anders, 

ci  liegt  bei  >.  ~  570  a;j. 
b    •      »   ).  500 
c    »      >■   X  zz  497  ;xa 

demnach  ist  der  Verlauf  der  Grundempfindungskurven  auch 
ein  etwas  anderer,  daher  auch  die  FarbenemptindlichUeit.  Im 
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ungemeinen  ist  dieselbe  in  der  Nähe  der  Durchschnittspunkte 

ziemlich  groß.   

Nach  der  ursprünglich  Helmholtz'  sehen  Theorie  ent- 
fallt für  den  Dichromaten  eine  der  Grundempfindungen. 1  Es 
bleibt  für  ihn  daher  bloß  das  Verhältnis  der  beiden  anderen 
Grundempfindungsanteile  zu  berücksichtigen.  Sind  diese  gleich 
gToß,  so  nennt  der  Dichromat  die  entsprechende  Farbe  Weiß. 
Unter  dieser  Annahme  haben  auch  König  und  Dieterici1 
die  Grundempfindungskurven  bestimmt.  Die  Farbenunter- 
schiedsempfindlichkeit hängt  wieder  ab  von  der  Änderung 
der  Anteilsverhältnisse  seiner  beiden  Grundfarben.  Von  den 
acht  untersuchten  Farbenblinden  waren  nach  Helmholtz' 
Bezeichnung  drei  rot-  und  fünf  grünblind. 

Ein  erster  Unterschied  charakterisiert  zunächst  die  beiden 
Typen  dahin,  daß  der  Grünblinde  das  rote  Ende  des  Spektrums 
weiter  hinaussieht  als  der  Rotblinde. 

Noch  markanter  ist  die  Verschiedenheit  bei  der  Farben- 
empfindlichkeit, ein  Umstand,  auf  den  bisher,  soviel  mir  bekannt, 
nicht  hingewiesen  wurde.  Der  Rotblinde  hat  zwei  Stellen 
stärkster  Empfindlichkeit  etwa  um  X  =  500  [tp.  und  X  =  600 
der  Grünblinde  dagegen  nur  eine  ungefähr  bei  500 

Tabelle  3  gibt  die  Resultate  der  Messungen  in  derselben 
Ueise  wie  früher  für  Trichromaten. 


Tabelle  3. 
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32 

>■ 

> 

r™ 

IU 

> 

C 

> 
•> 

w 

V. 

t 

f  \ 

.  * 

t 

Q 

S 

w 

E 

w 
E 

a 

0 
E 

O 

E 

455  fiji 

1A  .  A 

oO  U 

50  0 

4  08 

120-0 

460 

280 

430 

430 

«Jb  U 

29  0 

4<  U 

47  0 

(6  0 

88  0 

26-0 

39  0 

,4  "7  C 

475 

FA.  A 

52  "0 

72  '0 

1520 

560 

33  0 

480 

50  0 

60  0 

80-0 

78-0 

1200 

28-  0 

280 

4o«J 

460 

48o 

200 

5o-0 

06 -o 

220 

4  80 

88  0 

■ 

107 

487 

37  2 

-ton 

10  0 

Od  0 

OQ  .  A 

38"0 

44  0 

28*0 

190 

IQQ 

52  0 

4i*4 

26  0 

All  ^ 

A  •  A 

4  0 

ort .  /\ 
•ZV  0 

150 

IAA 

49u 

Wp. 

< 

"— ~ 

Wp. 

Wrs 

wp. 

47 

46  8 

500 

3'0 

12-0 

18-0 

11  0 

130 

110 

ri(l  1 
<_>U  1 

Wp.  48  •  0 

■ 

• 

r.AO 

184 

Wp. 

~~ 

■ 

O'J-t 

Wp. 

Wp.  9  0 

0\JD 

0  0 

110 

OA  .  j  \ 

-iOO 

90 

Wp.  20  0 

95 

508 

680 

510 

O  V/ 

1  H  •  1  \ 
1  0  u 

OJ  .  A 
i4  O 

1  O  •  A 

1  Z  0 

20-8 

12  0 

95 

515 

5-0 

240 

290 

165 

90  0 

140 

520 

70 

32  5 

370 

23-0 

1220 

30  0 

20  0 

100 

525 

100 

42-0 

44-0 

31  0 

30-0 

528 

160-0 

400 

530 

240 

50  0 

50-0 

44-0 

120 
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• 

> 

,• 

ß 

u 

t 

** 

= 

Herr  E.  M. 

Herr  H.  v.  B. 

Herr  W.  v.  B. 

Dr.  H. 

Herr  O. 

Herr  W.  M. 

535  fifi 

CA*  A 

Do  U 

570 

560 

— 

48-0 

100  0 

— 

s.  JA 

540 

Ai  -rt 

tH  U 

•  A 
04  U 

660 

78-0 

— 

— 

— 

140 

— 

— 

— 

780 

— 

— 

340 

?A.  A 

80 -Ö 

— 

— 

— 

— 

160 

043 

— 

— 

— 

116-0 

— 

— 

7-»-A 

— 

— 

— 

— 

— 

190 

"iV> 

1520 

— 

— 

ODO 

im  y 

— 

— 

— 

— 

— 

270 

'Art 

1  AA.  A 

— 

— 

— 

— 

— 

28-5 

CT  .  A 
Ol  V 

1  Ail .  C l 

1 A  .  A 
40  U 

— 

— 

— 

— 

— 

29  0 

•  Ii  J 

DO  O 

4o  0 

— 

oOO 

400 

— 

— 

— 

— 

28-0 

o: .  a 
00  U 

oo  0 

800 

9A .  i  i 

Jo'O 

54-0 

27-0 

16*0 

22-0 

280 

16-0 

230 

20-5 

28  0 

6<)5 

180 

27  0 

20-0 

610 

240 

1  360 

225 

615 

53-0 

260 

620 

56-0 

700 

340 

025 

420 

630 

760 

Die  Verschiebungen  der  Prismen  im  Meßapparat,  welche 
notig  sind,  um  Farbenunterschiede  zu  erzielen,  sind  bei  den 
Dichromaten  viel  größer  als  bei  Trichromaten.  Erstere  sind,  da 
ae  eine  größere  Empfindlichkeit  für  Helligkeitsunterschiede 
«wen,  leicht  geneigt,  solche  als  Farbenunterschiede  zu  be- 
»enne  Es  wurde  daher  stets  streng  darauf  geachtet,  daß  die 
^Stellung  auf  ganz  deutliche  Farbennuancen  erfolgte.  Die 
e  ftr  die  nötigen  Verschiebungen  konnten  an  manchen 
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Stellen  nicht  bestimmt  werden,  da  sie  größer  waren  als  die 
größtmögliche  Distanz  der  beiden  Prismen  gegeneinander.  In 
Fig.  5  bis  10  (Tafel  I  und  II)  seien  abermals  zur  besseren  Über- 
sicht die  Kurvenzüge  für  Dichromaten  graphisch  dargestellt, 
der  Weißpunkt  ist  in  den  Kurven  eingezeichnet  (*).  Die 
Figuren  5  bis  7  beziehen  sich  dabei  auf  Rotblinde,  8  bis  10 
auf  Grünblinde,  wobei  in  den  Figuren  8  und  9  die  Kurven  für 
je  zwei  Beobachter  eingetragen  sind. 

Es  wurde  nun  auch  der  Zusammenhang  zwischen  den 
Empfindlichkeitskurven  und  den  beiden  jeweilig  in  Betracht 
kommenden  Grundempfindungskurven  nach  derselben  Methode 
wie  für  Trichromaten  bestimmt.  Auf  diese  Weise  ergaben  sich 
drei  Kurvenzüge  (Tafel  II)  für  die  drei  Arten  von  Dichromaten; 
Fig.  11  bezieht  sich  auf  den  Rotblinden,  Fig.  !2  auf  den 
Grünblinden  und  Fig.  13  auf  den  Blaublinden. 

Die  Lage  der  Maxima  und  Minima,  sowohl  der  beobach- 
teten als  der  berechneten,  ist  in  Tabelle  4  für  Rotblinde,  in 
Tabelle  5  für  Grünblinde  angegeben. 


Tabelle  4. 


Beobachter 

Maxima 

Minima 

beobachtet 

berechnet 

beobachtet 

berechnet 

l^i  •  ^  •  B  

Herr  T  

495 

503 
500 

'  500 

) 

575 

500 

500—570 

'  500-580 

Herr  E.  M  

Mittel,  .  . 

500 

507 

l^r.  \  .  Fi  

595 
595 
005 

'  600 

I 

Herr  E.  M  

• 

1 

Mittel  

598 

Das  Spektrum  ist  etwa  bis  ).  =  (m0  sichtbar. 
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Maximum 

beobachtet 
).  = 

berechnet 
/.  = 

H.  v.  B  

W.  v.  B  

505 
499 
502 
505 
504 

1 

Dr.  H  

>  500 

Herr  0  

Mittel.... 

503 

Die  zu  erwartenden  Minima  konnten  bei  den  meisten 
Dichromaten  nicht  bestimmt  werden,  weil  die  erforderlichen 
Dstanzcn  der  beiden  Prismen  nicht  zu  erzielen  waren.  Das 
weite  Maximum  der  Grünblinden,  berechnet  etwa  für  X-635, 
tote  wegen  zu  geringer  Helligkeit  nicht  beobachtet  werden. 

Von  zirka  600-j.a  ab  sind  Farbennuancen  nicht  mehr 
zu  unterscheiden,  sondern  bloß  Helligkeitsunterschiede;  das 

Spektrum  ist  im  Roten  ebensoweit  sichtbar  wie  für  Trichro- 

maten. 

Obwohl  ein  Fall  von  Blaublindheit  der  Untersuchung  nicht 
zugänglich  war,  wurde  nach  den  vorhergehenden  Unter- 
jungen  doch  die  Empfindlichkeitskurve  auch  für  Blaublinde 
■n  :hrem  Verlauf  berechnet.  Diese  müßte  ebenfalls  zwei  deut- 

unl) - ßorna     Empfindlichkeit aufweisen,  etwa  um  X  =  540  Wx 
^  ',-620^.  ein  kleineres  Maximum  bei  X  =  480  bis  490  a;i. 
oten  verläuft  sie  ganz  ähnlich  wie  die  Farbenempfind- 

e^sche"      '6       n°rmale  Trichromaten>  im  violetten  Teile 
■«nt  sie  verkürzt.  Es  wäre  interessant,  diese  Vermutung 
nem  so  seltenen  Falle  der  Blaublindheit  bestätigt  zu  sehen. 

auf  GruTHHelmh°ItZl  hat  die  Far^nempnndlichkeitskurve 
des  Fechner'schen  Gesetzes  unter  Zugrundelegung 

'  ^«hr.  für  Psych,  und  Phys.,  Bd.  It.  p.  1,  und  BJ.  III,  p.  1. 
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der  Messungen  für  Helligkeitsunterschiede  von  Brodhun1 
und  der  Farbenempfindlichkeit  von  König  und  Dieterici3 
bestimmt.  Seine  Resultate  geben  qualitativ  und  quantitativ  den 
Verlauf  der  Empfindlichkeit  ziemlich  genau  und  sie  lassen 
unter  Zugrundelegung  gewisser  Annahmen  einen  Schluß  auf 
die  Art  der  drei  Grundempfindungen  zu.  Die  von  Helmholtz 
auf  diese  Weise  ermittelten  Grundempfindungen  weichen  aber 
zum  Teile  wesentlich  von  den  nach  König's  Vorgang  ge- 
wonnenen ab,  so  namentlich  die  Grundempfindung  Grün,  und 
Helmholtz  hat  selbst  schon  diese  Abweichung  auf  die  mangel- 
hafte experimentelle  Grundlage  der  Rechnungen  zurückgeführt. 
Es  war  der  ursprüngliche  Zweck  der  vorliegenden  Unter- 
suchung, genauere  Meßresultate  bezüglich  der  Farbenempfind- 
lichkeit zu  erlangen,  doch  scheint  diesbezüglich  die  Unempfind- 
lichkeit  des  Auges  eine  Grenze  zu  setzen,  die  auch  durch 
Anwendung  besserer  Apparate  nicht  zu  überschreiten  ist.  Auch 
erschweren  die  individuellen  Verschiedenheiten  der  Augen 
wesentlich  die  Ermittlung  allgemein  gültiger  Zahlenwelte. 

Wie  jedoch  die  Resultate  vorliegender  Arbeit  beweisen, 
genügt  schon  die  einfache  Annahme,  daß  die  Farbenempfind- 
lichkeit sich  mit  den  Verhältnissen  der  Grundempfindungs- 
anteile ändert,  um  auf  Grund  der  Helmholtz'schen  Theorie 
die  empirisch  gefundene  Farbenempfindlichkeit  qualitativ  für 
normale  und  dichromatische  Augen  darzustellen. 


i  L.  c. 
-  L.  c. 
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Untersuchungen  über  radioaktive  Substanzen. 

(VI.  Mitteilung.) 

Über  Radium  F  (Polonium) 

von 

Dr.  Stefan  Meyer  und  Dr.  Egon  Ritter  v.  Schweidler. 

Aus  dem  Institut  für.thcoretische  Physik  und  dem  II.  Physikalischen  Institut 
der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

(Mit  4  Textfiguren.) 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  1.  Februar  1906.) 

Nachdem  wir  zuerst1  angegeben  hatten,  daß  die  Halbie- 
rungskonstanten von  Radiotellur  und  dem  a-strahlendcn  Be- 
standteil des  Radiobleis  den  gemeinsamen  Wert  von  136  Tagen 
haben,  hat  W.  Marckwald»  seinerseits  Beobachtungen  an 
seinem  Radiotellur  mitgeteilt,  welche  die  Halbierungskonstante 
«C_i39-8Tage  lieferten,  und  E.  Rutherford *  seine  ältesten 
Angaben  (zirka  ein  Jahr)  dahin  modifiziert,  daß  für  RaF  (damals 
noch  Ra£  genannt)  HC=  zirka  150  Tage  betrage.  Wir  haben 
ann  ^«igt,4  daß  auch  aus  dem  Ansteigen  der  Restaktivität 
es  Radiums  R&F  (damals  RaE  genannt)  die  gleiche  Halbie- 
™gskonstante  von  zirka  136  Tagen  folge  wie  für  die  erst- 
genannten Präparate,  und  Rutherford  hat  zuletzt  in  seinen 

»  St.  Meyer  und  E.  R.  v.  Schweidler,  Wiener  akad.  Anzeiger,  l.Dez. 
^spater  d,cse  Sitzungsberichte,  CXIV,  p.  391  (1905). 
^    ■  -larckwald,  Ber.  der  Deutschen  ehem.  Ges.,  XXXVIII,  p.  Ö91 

\  ^Ruth«ford,  Nature,  71,  p.  341  (1905). 
(11»).p  l208  (lW)5)Und  E'  R'V'  Schweidler'  diese  Sitzungsberichte,  CXIV 


04  St.  Meyer  u:»d  E.  v.  Schweidlcr, 

Untersuchungen  1  diesen  Wert  (als  Mittel  aus  50,  136  und  142) 
zu  143  Tagen  bestimmt. 

Im  folgenden  geben  wir  zunächst  eine  Reihe  von  Messungen 
wieder,  die  aus  langem  Anstiege  (etwa  300  Tage)  der  Aktivität 
von  RaF  dessen  Abklingungskonstante  im  Mittel  genauer  zu 
bestimmen  ermöglichen.  Es  handelt  sich  dabei  in  den  Versuchs- 
reihen I  bis  X  durchwegs  um  Gefäße  oder  Rohrstücke,  die  in 
der  1.  c.  p.  1207  beschriebenen  Weise  aktiviert  worden  waren 


Voll 

M.nutci. 

     .  .  .   fJO 


Fig.  I. 


und  nach  der  dort  angegebenen  Art  gemessen  wurden.  Bei 
einigen  zum  Schlüsse  relativ  stark  aktiven  Präparaten  war  bei 
der  gewählten  Anordnung  der  Sättigungsstrom  nicht  mehr 
vollkommen  erreicht  und  mußte  diesbezüglich  eine  leicht  zu 
bewerkstelligende  Korrektur  angebracht  werden. 

Kig.  1  zeigt  diese  Anstiege  graphisch.  Die  Zeit  ist  dabei 
vom  Beginn  der  Beobachtung,  d.  i.  nach  Entfernung  von  der 
Emanation,  gerechnet. 

1  Z.  Rutherford,  Phil,  mag.,  X,  p.  200,  S-.Tt.  H«03. 
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Nr.  i  bis  V  einerseits  waren  gleich  lange  (48  Tage)  aktiviert 
worden,  ebenso  Nr.  VI  bis  VIII  (16  Tage);  diese  beiden  Kurven- 
gruppen  müssen  also  nach  je  einem  gemeinsamen  Nullpunkt  a 
zielen,  als  welcher  aus  dem  Folgenden  für  die  erste  Gruppe 
j  -—  25  Tage,  für  die  zweite  — 10  Tage  ermittelt  wurde. 

Die  Bestimmung  der  Halbierungskonstante,  beziehungs- 

,    Iognat2  .         .  .    „,  .  . 
weise  von  k  —        —  hat  nach  der  Gleichung 

J  =  Jo0(\—e-*«+^] 

zu  erfolgen,  in  welcher  J  den  Sättigungsstrom  zur  Zeit  /  (/  ge- 
rechnet vom  Augenblick  der  Entfernung  des  Präparates  von 
Jer  einwirkenden  Emanation),  Z«,  denjenigen  nach  sehr  langer 
Zeil  und  a  den  Schnittpunkt  des  als  rein  logarithmische  Kurve 
verlängerten  Linienzuges  mit  der  Abszissenachse  bedeutet. 

Die  drei  Konstanten  7«,,  X  und  a  lassen  sich  aus  je  drei 
Punkten  /„  Jv  J3  zur  Zeit  tv  tv  ts  einfach  bestimmen,  wenn 
nan       -  /2_^  wählt>  indem  dann 


,v'rt  und  sich  hieraus 


00  2Jt-Jx-J% 


und 


l  -  ,  J  .    lög  (Joo-Jj-lOg  (Jqq-J*) 

log  e 


-•-en  läßt. 

Da  man  aber  bei  diesen  Bestimmungen  von  X  und  a  durch 
^lUurliche  Wahl  dreier  Punkte  eine  gewisse  Unsicherheit 
;.:e'";ragt'  eaiPfiehlt  es  sich  mehr,       zuerst  aus  einer  Reihe 
-  J-eipunktgruppen  als  Mittelwert  möglichst   genau  zu 
-Un.  sodann  die  Werte  J^-J  =  1  aus  den  Kurven- 

'zrr«>  2Hb,lden  L°Sarithmen  von  A  graphisch  auf- 

vj."'    andelt  es  sic"  um  reine  c- Kurven,  so  er«ibt  dies 
"  'ü,gen'  durch  we'che  sich  mit  großer  Sicherheit  Gerade 

y^^-n«urW.K!.;CXV.Bd.1Abt.,U.  ä 
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ziehen  lassen  (Fig.  2).  Aus  diesen  erhält  man  bequem  und 
recht  verläßlich  nach  der  Gleichung 

log  A  -log  A,        ,  jog_2, 
 _        _Xlog*_  HC 

die  Konstanten  X,  beziehungsweise  HC.  Der  Ordinate  log 
entspricht  der  Abszissenwert  —  a,  der  in  den  Kurven  durch 
ein  *  markiert  ist. 


zou     it:>    2*o  Tiujr 


Fig.  2. 


So  ergibt  sich  der  Wert  von  —  a  für  die  Geraden 


I  25  Tage 

II  24  > 

III  25  » 

IV  27  * 

V  23  > 


VI   9  Tage 

VII  10  » 

VIII  11  » 


Mittel.  .  .10  Tage 


Mittel.  .  .25  Tage 
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In  den  folgenden  Tabellen  sind  aus  den  zahlreichen 
Messungen  bloß  die  Mittelwerte  für  Zeitintervalle  von  je 
25  Tagen  angeführt.1 

I.  Eisengefafl,  48  Tage  aktiviert. 


/in Tagen  /in 


Volt 
Minuten 


0 

25 
50 

75 
100 
125 

150 
175 
200 

225 


95 
175 
24-5 

31-8 
378 
42  6 

470 
51-6 
554 

580 


Joo-J 


73-7 
65-7 
587 

514 
45-4 
40-6 

362 
31-6 
27-8 

252 


>•  =  0-00481  l/Tage. 
#C=  144-0  Tage. 
—"  =  25  Tage. 


log  (Joo—J) 


1-867 
1-818 
1-769 

1-711 
1-657 
1-609 

1-559 
1-500 
1-444 

1-401 


Bestimmung  von  /«> 


CO 

3 


©  o 
PI  ~ 


»fi  o 


S3 
II 

Iii    *o  <o 

OJ  OJ  <M 
N  — 

II       II  || 

^f1  _-• 

"»»      "v.  ^« 


3 
< 


© 

CS 


9 

SM 


II 

s8 


^Aktivierung  ^  HaiUnger>s  Wttren  eini«e  dieser  Gefäße  während 

t0rdtn.  Ein  Unters  hT  ^      Sauerstoff'  WasserstofT  oder  Helium  gefüllt 
Abkfianiur  w»r  ^       m  der  Abla8erun8  der  Restaktivitäten  oder  deren 
S^ardabcmcht  zu  konstatieren. 


5* 
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II.  Eisengefäß,  48  Tage  aktiviert. 


/  in  Tagen 


/in 


Volt 


Minuten 


0 
25 
50 

75 
100 
125 

150 
175 
200 

225 


13-5 
260 
372 

47  2 

56-0 
64-0 

71-0 
77-0 
820 

870 


Joo—J 


109-7 
97-2 
S6-0 

760 
67-2 
59-2 

52  2 
462 
412 

30-2 


log  (Joo-J) 


X  =  0-00496  i/Tage. 
HC  =  139-8  Tage. 
—  a  =  24  Ta-e. 


2  040 
1-988 
1-934 

1-S31 
1-827 
1-772 

1-718 

1-665 
1-615 

1  •  559 


Bestimmung  von  Jon 


?1 


» 1 


CS 

M 


o  o 
o 


00 
00 


ir>   i-:  «~ 

CJ     Ol  Cl 

li  "i  ii 


8 


Ol 

♦ 


8 


— 
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/  in  Tagen 

Volt 

/in  —  

Minuten 

Joo—J 

t 
1 

4 

0 

16-0 

109-4 

.0 

Oft  •  A 

96*0 

50 

41-0 

84'4 

75 

520 

734 

IW 

61  •  3 

64-1 

125 

69-0 

56-4 

150 

76-5 

48-9 

175 

82-5 

42-9 

200 

86-9 

38-5 

223 

i 

92-4 

330 

log  (/oc—  J) 


Bestimmung  von  Joo 


2  039 
1-982 
1-926 

1-886 
1-807 
1-751 

1  689 
1-632 
1-585 

1-519 


>■  =  0-00530  i/Tage 
W=  130  -9  Tage. 
-a  «  25  Tage. 


Cl 


o   m  o 


o  o 

o 


? 

Cl 

II 


00  o 
ci  — 


O   o  o 

O  Cl  lO 
Cl  — 

© 


o 

Cl 

I 

s8 


Cl 

— > 

II 


a 

  s 


».•■>    1.1  1.1 

Cl     Cl  Cl 

II  II  II 

e>  — 

■s. 

< 


von 


' 'Da  dies«  Kurve  in  Fig.  2  sehr  nahe  zu  Kurve  II  liegt,  ist  der  Wert 
*  um  0-8  vermindert  eingetragen. 
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St.  Meyer  und  E.  v.  Sch weidler, 
IV.  Eisenrohr,  48  Tage  aktiviert. 


/  in  Tagen 


/in  --- 


Volt 


Minuten 


0 
25 
50 

75 
100 
125 

150 
175 
200 

225 


28-0 
512 
720 

90-4 
106-0 
120-0 

132-4 
1435 
153-5 

162-0 


Jco-J 


196-2 
173-0 
152-2 

1338 
118-2 
104-2 

91-8 
80-7 
70-7 

62-2 


log  (7oo-/) 


X  =  0-00509  i/Tage. 
HC  =  136-2  Tage. 
—  a  =  27  Tage. 


2-293 
2-238 
2- 182 

2- 126 
2-073 
2-018 

1-963 
1-907 
1-849 

1-794 


Bestimmung  von  Zoo 


00 


M 


1 1 


8 


o    o  O 

©  w 
PI  — 


M 

I! 

o   o  o 

N  M  N 
CM  — 

II       II  II 

•4° 


et 


4 

CM 
•ip 


s8 

u 

je 
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t  m  Tigen 

Volt 
Minuten 

Joo—J 

■°g  Woo— 

0 

30-0 

225-3 

2-353 

-0 

55-o 

199-8 

2-301 

50 

790 

176-3 

2-246 

73 

100-0 

1553 

2- 191 

ton 

1  t  0  •  t\ 

Wo  U 

137-3 

2-138 

125 

134-5 

120-8 

2  082 

150 

149-5 

105  8 

2-024 

175 

162-0 

93-3 

1-970 

200 

172-0 

83-3 

1-921 

225 

180-0 

75-3 

1-877 

X  =  0  00502  i/iage. 
138-0  Tage. 
-«  =  23  Tage. 


Bestimmung  von  Joo 


s 


o 

CO 
CM 


iO  o 


O  <M 


<© 


o  o 

Cl  iß 


•  — 

CO 


II 


lO  1/3  iß 
N  N  Cl 
CM  — 


C5    _«»  -h 


3 
< 


I 

* 

CM 
II 

8 

CO 

m 

iß 

CM 


«» 
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St.  Meyer  und  E.  v.  Schweidler, 

VI.  Glasgefäß,  16  Tage  aktiviert. 


/  in  Tagen 

• 

Volt 

/in   

Minuten 

log  (/oo-/) 

Bestimmung  von  /oo 

0 

25 
50 

75 
100 
125 

150 
175 
200 

225 

\ 

1-2 
4-5 
7-8 

10-3 
12-8 
15-1 

17-0 
186 
20-0 

2T2 

X  —  0  ( 
1IC  =  14 
—  a  =  9  1 

300 
26-7 
23-4 

20-9 
1S-4 

10-  1 

14-2 
126 

11-  2 

10-0 

1  •  1  Taxe. 
age. 

1-477 
1-427 
1-369 

1-320 
1-265 
1-207 

1-152 
t- 100 
1-049 

1-000 

t 

o 

ui    o  >i 
t^.   ©  c> 

•  •> 

ei 

n 
m 

c  o  © 

CO  -r 

CI  — 

t 

* 

"  II 
CI  g 

o  i.i  © 

o    C>    o  oc 

CI     —  .2 

«  » 

ci 

t-  _ 

CO 

^S:^  Ii 

n    i.i    i-  Q 

CJ     CJ     CJ  h° 

CJ    —  ~ 
X. 
> 

il    o  >* 

CJ  il 
Cl  — 

II    II  Ii 

~     <n  — 
< 

Digitized  by  Google 


Untersuchungen  über  radioaktive  Substanzen. 
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t  ia  Tsujen 

Volt 

/in  

Minuten 

Joa—J 

1            f  T 

log  (Zoo— 

0 

> 

2-0 

40-5 

1-607 

a- 
-0 

6-6 

3o*9 

«      e>  •»  *» 

l'ÖOO 

50 

10-4 

32- 1 

1-507 

73 

13-7- 

28-8 

1-459 

16*8 

25-7 

1-410 

125 

20-0 

225 

1-352 

l 

22*4 

20- 1 

1-303 

175 

24-6 

179 

1-253 

200 

266 

159 

1-201 

225 

i 

i 
1 

280 

145 

1-161 

Bestimmung  von  Joo 


i  =  0-00470  i/Tage. 
HC=  147-3  Tage. 
-«=10  Tage. 


S 


00 


8  8 

Ol  — • 


cc 

Ol 

o 


.8 


§    ol  8 

Ol  — 

-  - 

c-5 
ei 


in  iO  o  " 
Ol     Ol     Ol  o 


00 

II 

s8 


u*5  O  >- 
Ol  iß  t- 
Ol  — 


ci  a*  — 
^« 

< 
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St.  Meyer  und  E.  v.  Schweidler, 
VIII.  Eisengefäß,  16  Tage  aktiviert. 


Tagen 

Volt 

/in   

Minuten 

Joo-J 

log  {Joo-J 

0 

90 

158-0 

2-199 

25 

29-0 

138-0 

2-140 

50 

45-4 

121-6 

2-085 

75 

60-2 

106-8 

2  029 

100 

73-6 

934 

1-970 

125 

84-8 

82'2 

1-915 

150 

950 

72-0 

1-857 

175 

104-2 

62-8 

1-798 

200 

111-6 

55-4 

1-744 

225 

118-0 

49-0 

1-690 

Bestimmung  von  /oo 


X  =  0-00521  i  rage. 
HC=  133-0  Tage. 
—  a  =  11  Tage. 


o  ©  in 
o  f» 


oo 
in 


§   §  ° 


00 
© 


o  ^  © 
o  o 

ci  — 


oo 

$ 


in  in 

M  N 
C>  — ' 


Ol 
© 

II 

4 

o   ©  o 

W  u"3 

Ii  1  ii 


CO 
CM 
C) 


o 


© 


4 

je 
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IX.  Glasgefäß,  66  Tage  aktiviert. 


75 


i  in  Tagen 

Vo't 

/in 

log  (Joo—J) 

Bestimmung  von  Joo 

Minuten 

^  =  0  00518  V- 


Tage. 


AC  =  133-7  Tage. 
~a  =  25  Tage. 


0 

0i2 

46-2 

l-6t)ö 

25 

11  »6 

40-8 

1  -61  1 

50 

16-4 

36-0 

1-556 

Li 

20 -0 

32  4 

1-511 

24lA 

29*0 

1*447 

28-0 

UlA 

1-387 

31-t) 

21  "4 

1-330 

LLi 

33-0 

10-4 

1-288 

2üö 

35-5 

16-9 

1-228 

22a 

37-5 

140 

1173 

2_iü 

39  h 

12-n 

1-111 

2« 

»10 

11"4 

1-057 

o 

CO 


O 

1 

, — . 

M 

-  ■ 

o 

Li 

>n 

u? 

C-l 

n 

■  — 

■ 

— 

o 

O 

o 

i.-3 

CO 

u-3 

II 

m 

in 

? 

t- 

1 

i! 

Ii 

US 

< 

• — I 


4 

c 


Ol 

UT3 

II 

r 


St.  Meyer  und  E.  v.  Schweidler, 

X.  Messingrohr,  62  Tage  aktiviert. 


in  Tagen 


/in 


Volt 


5 
10 

15 
20 
25 

30 
40 

50 

75 
100 
125 

150 
175 

200 

225 
250 


Minuten 


160 

43 

20 

15 
14 

144 

152 
17-6 
195 

244 
28-4 
320 

34-8 

37-0 
39-0 

41-  0 

42-  S 


Joo-J 


log  {Joo-J) 


Bemerkung  über 
Joo 


426 


17-5 


32-6 
28-6 
25-0 

23-2 
20-0 
IS'0 

16-0 
14-2 


Extrapol. 
1-690 


1-629 


1-574 

T513 
1  -456 
1-398 

1  •  360 
1-301 
1-253 

1  •  204 
1  •  152 


u 
c 

c 


3  o 


60  g  - 

Jl  ü  M 

2  r  - 

5  «  ! 

C  o  • 

|  1  I 

g  1  'S 

«  .=  iL 

•-  9-  e 

—  ö  _ 

_  E 
"3 

c 

c  o 

3  > 
C- 

O 

b 


X  =  0-00501  »/Tage- 
HC=  138-0  Tag,-. 
—  a  =  33  Tage. 
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Die  zuletzt  angeführte  Kurve  X,  die  einen  auffallenden 
Abfall  in  den  ersten  20  Tagen  gezeigt  hat,1  liefert  keine  ganz 
so  gut  übereinstimmenden  Punkte  als  die  übrigen;  immerhin 
läflt  sich  für  7«  =  57  Tage  und  a  =  — 33  Tage  eine  Halbierungs- 
konstante von  138  Tagen  als  besten  Wert  finden. 

Aus  diesen  zehn  Anstiegskurven  erhalten  wir  sonach 
die  Werte  von  HC  in  Tagen: 


I  144-0 

II  139-8 

III  130-9 

IV  136-2 

V  138-0 


VI  141-1 

VII  147-3 

VIII  133  0 

1^ .  •  •  • . • • . • 133*7 
X  138-0, 


ueren  Mittelwert  138-2  Tage  beträgt. 

Der  Mittelwert  von  X  ist  demnach  0-00502  (»/Tage). 

Im  Anschluß  an  diese  Messungsreihen,  die  aus  dem  An- 
stiege der  Aktivität  die  Halbierungskonstante  des  RaF  ermitteln, 
seien  noch  einige  Untersuchungen  mitgeteilt,  die  sich  auf  den 
Abfall  der  Aktivität  beziehen;  die  dabei  verwendeten  radio- 
Müvcn  Substanzen  sind  zum  Teil  identisch  mit  den  schon  in 

früheren  Mitteilungen  (III.  und  IV.  Mitteilung)  besprochenen. 

1.  Radioblei.  Ein  von  K.  Hof  mann  stammendes  Radio- 
apparat zeigte  folgenden  Abfall  der  Aktivität  (von  t  =  0 

'-302  Tage  bereits  in  Mitteilung  III,  p.  394,  Tabelle  3, 

enthalten): 

d 


t  fi.i  Tagen) 

log  7 

0 

2 -038 

60 

2-502 

1SS 

2-217 

250 

2-078 

302 

1-963 

557 

1-450 

635 

1-332 

0-00227 
223 
224 

|  221 
J  201 
j  151 


-SS.  St. .\!eySr  und  E.  R.  v.  Schwei dler,  1.  c,  V.  Mitteilung,  p-  121!. 
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In  der  Zeit  von  /  =  0  bis  /  =  302  ist  die  Größe  — 

dt 

innerhalb  der  Beobachtungsfehler  konstant  und  führt  zur 
Halbierungskonstante: 

HC=  134-7  Tage. 

Von  /  =  302  Tagen  an  verflacht  sich  die  den  Abfall  dar- 
stellende Kurve ;  die  Annahme,  daß  ein  verhältnismäßig  geringer 
Betrag  von  Ra.D  vorhanden  ist  und  daß  somit  RaF  dauernd 
nacherzeugt  wird,  wäre  im  stände,  diese  Abweichung  zu 
erklären. 

2.  Radiotellur.  Die  in  der  III.  Mitteilung,  p.  392,  gegebene 
Tabelle  (von  /  =  0  bis  t  — 134  Tage  reichend)  folgt  hier,  durch 
seitherige  Messungen  ergänzt  (die  untersuchten  Präparate  sind 
zwei  mit  Radiotellur  nach  Marc  kwald's  Verfahren  überzogene 
Kupferplatten  A  und  ß,  deren  Aktivität  durch  direkte  galvano- 
metrische Messung  des  Sättigungsstromes  bestimmt  wurde). 
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Für  das  Intervall  von  t  =  Q  bis  /  =  445  ergibt  sich  im 
Mittel  aus  beiden  Reihen: 


—  log  J  ~  0*002206    und    J/C -=  1 3«5  •  ö  Tage. 
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Die  Abweichungen  der  direkt  beobachteten  Werte  von  den 
mittels  dieser  Konstante  berechneten  sind,  wie  die  Tabelle 
zeigt,  gering  und  unregelmäßig  verteilt 

3.  In  Radiobleilösung  aktivierte  Metalle.  Einige  nach 
dem  von  K.  Hofmann,  L.  Gonderund  V.Wölfl1  angegebenen 
Verfahren  in  heißer  wässeriger  Lösung  von  Radiobleichlorid 
aktivierte  Metallstücke  (Ag-Draht,  Pd-Bleche)  waren  auf  den 
zeitlichen  Gang  ihrer  Aktivität  geprüft  worden;  das  Resultat  (Mit- 
teilung V,p.  1196  bis  1200)  war,  daß  diese  mit  einer  Halbierungs- 
konstante abfiel,  welche  der  Größenordnung  nach  mit  der  des 
RaF  übereinstimmte,  in  einzelnen  Fällen  aber  doch  um  die 
möglichen  Beobachtungsfehler  übersteigende  Beträge  vom 
normalen  Werte  abwich,  so  z.  B.  HC=  115  Tage  für  Ag-Draht, 
109  Tage  Tür  Pd-Blech  I,  133  Tage  für  Pd-Blech  II. 

Die  Resultate  der  Fortsetzung  dieser  Messungsreihen  sind 
in  den  folgenden  Tabellen  angeführt: 


Ag-Draht. 


log  J 


<> 
3 

10 
17 
24 
31 
38 
44 
48 
166 
194 
218 
234 
259 


1-787 

765 


375 


185  i 


0-00223 
0-00225 


0-00225 


0-00530 


0-00300 


0-00205 


0-00180 


Hofmann,  L.  Gonder  und  V.Wölfl,  Ann.  der  Phys.,  15,  p.  615 
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Der  Abfall  der  Aktivität  erfolgt  also  in  der  ersten  Zeit  tois 
etwa  /  =  24  Tage)  bedeutend  rascher,  als  es  dem  normalen 
Werte  der  HC  entspricht,  hierauf  durch  eine  längere  Periode 
von  zirka  170  Tagen  (von  /  =  24  bis  /  =  194)  in  normaler 
Weise  mit  der  HC  —  134*4  Tage;  von  da  an  zeigt  sich  eine 
zunehmende  Verlangsamung  des  Abfalles,  ähnlich  wie  bei  der 
oben  angeführten  Messungsreihe  am  Radiobleipräparat. 

Ganz  analog  verhält  sich 


Pd-Blech  I. 

log/ 

77 ,ü«  7 

0 

1-149  , 

0-972  j 

0-00242 

73 

0-00224 

o-708  ; 

191 

0-00225 

219 

0-645  1 

0-00212 

285 

0-505  k 

Ebenso  zeigen  die  in  der  V.  Mitteilung  besprochenen 
Pd-Bleche  II  und  III  in  der  letzten  Zeit  eine  zu  langsame 
Abnahme. 

Während  diese  letztere  Erscheinung  in  der  bereits  oben 
angedeuteten  Weise  leicht  erklärlich  erscheint  durch  die  An- 
nahme, daß  bei  der  Aktivierung  auch  eine  kleine  Menge  von 
RaD  mitabgeschieden  wurde,  ist  die  am  Anfange  auftretende,  in 
einer  Beschleunigung  des  Abfalles  bestehende  Störung  derzeit 
noch  nicht  aufgeklärt;  weitere  Versuche  hierüber  sind  im 
Gange. 

4.  Polonium.  Zur  Untersuchung  gelangten  zwei  Präparate, 
die  von  Herren  L.  Haitinger  und  C.  Ulrich  nach  dem  Curie- 
schen  Verfahren,  also  im  wesentlichen  durch  Abscheidung  des 
Wismuts  aus  den  Pecherzrückständen,  und  zwar  in  Form  von 
Nitraten  hergestellt  waren. 

In  dickerer  Schicht  (zirka  2  cm)  senden  diese  Substanzen 
keine  merkliche  ß-Strahlung  aus,  so  daß  schon  aus  dieser 
Tatsache  allein  auf  das  Fehlen  von  Ra£  (und  somit  auch  von 
RaD)  geschlossen  werden  kann. 
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Der  zeitliche  Verlauf  der  Aktivität  bestätigt  diese  Annahme, 
indem  sich  für  die  Logarithmen  ein  linearer  Gang  ergibt,  der 
für  die  Halbierungskonstante  die  Werte 

HC- 140  Tage,  beziehungsweise  137 ■  8  Tage 

liefert,  wie  dies  die  folgenden  beiden  Tabellen  und  deren 
graphische  Darstellung  in  der  Fig.  3  zeigen. 


Fig.  3. 


r,o  Tayc 


Poloniumpräparat  1. 


Poloniumpräparat  2. 


0. 

3, 
10. 
14. 
22. 
32. 
47. 


log/ 

1-654 
G42 
629 
626 
611 
581 
556 


HC  =  1 40  Tage 


-«anr.  K]  ;  CXV.  Bd.,  Ab:.  II  a. 


Digitized  by  Google 


82 


St.  Meyer  und  E.  v.  Schweidlcr, 


Der  wesentliche  radioaktive  Bestandteil  einer  polonium- 
haltigen  Substanz  ist  also  unzweifelhaft  R&F;  die  öfters  ge- 
machte Annahme  (z.  B.  von  Rutherford,  Marckwald  und 
anderen),  daß  Polonium  kein  einheitlicher  Stoff,  sondern  eine 
Mischung  von  RaD,  Rais  und  RaF  sei,  ist  auf  eine  vereinzelte 
Angabe  M.  Curie's1  zurückzuführen,  daß  die  Halbierungs- 
konstante eines  Präparates  11  Monate  betragen  habe;  da  aber 
die  Verfasserin  an  derselben  Stelle  für  andere  Präparate 
andere  Zeitkonstanten  angibt,  die  ausschließliche  Emission  von 
a-Strahlen  aber  stets  als  charakteristisch  für  Polonium  hinstellt, 
sind  wohl  jene  Abweichungen  teils  auf  zufällige  Beimengungen 
von  RaD  in  noch  nicht  vollkommen  gereinigtem  Polonium- 
Wismut  (die  ersten  Fraktionen  enthalten  nach  M.  Curie8  auch 
Kupfer  und  Blei,  somit  höchstwahrscheinlich  auch  RaZ)),  teils 
auf  die  Unsicherheit  der  ja  damals  noch  minder  ausgebildeten 
Methoden  der  Aktivitätsbestimmungen  zurückzuführen. 

Der  Wiedereinführung  des  ursprünglichen  Namens  »Polo- 
nium« für  das  R&F  dürfte  daher  unserer  Ansicht  nach  nichts 
mehr  im  Wege  stehen. 

Vereinigt  man  die  an  verschiedenen  Arten  von  Polonium 
(RaF)  von  uns  gefundenen  Werte  der  Halbierungskonstante 
zu  einem  Gesamtmittel,  so  ergibt  sich  die  Zusammenstellung- 
Für  Radiumrestaktivitiit  (10  Beobachtungsreihen). .  .HC  =  138  2  Tage 
»    Radioblei               (3               »            ). .  .//C=  134'5  * 
»    Radiotellur             (2               .            )..  .HC=  136  5  » 
.    Radiowismut  (JJ  »  ) .  .  . //C  =  1 38  1)  » 

Im  Mittel. . .  (17  licobachtungsreihen). .  .HC=  137  0  Tage. 

Diesem  Werte  entspricht  dann  eine 

mittlere  Lebensdauer  t  =  197-6  Tage 

1 

und  Y X  =  0-00306  VW 

1  M.  Curie,  Recherches  sur  les  Substances  radioactives,  p.  31  und  122 

(H'03). 

2  M.  Curie,  1.  c.  P.  29. 
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Anhang*. 

E. Rutherford1  und  insbesondere  auch  B.  Boltwood2 
stellen  sich  auf  den  Standpunkt,  daß  das  oder  ein  Endprodukt 
der  Radiumverwandlung  Blei  sei.  Indem  jeder  a-Strahler  pro 
Atom  etwa  vier  Einheiten  verliere,  hätten  nach  dieser  An- 
schauung 

die  Substanzen:  Ra  -  Ra-Emanation  RaA  -+  Rai?  -  RaC— 
die  Atomgewichte:  225         221  217  213 

-  Ra£>- Ra£-  RaF~+  ? 

209  205 

Daß  die  Zahl  205  dem  Atomgewicht  des  Bleis  206  •  5  nahe 
liegt,  daß  das  Endzerfallsprodukt  in  den  natürlichen  Uran- 
raineralien  sicher  vorhanden  ist  und  der  Prozentgehalt  an  Blei 
sich  in  diesen  als  angenähert  konstant  erweist,  sind  wohl  die 
Hauptgründe,  die  dafür  sprechen. 

Dagegen  lassen  sich  wohl  aber  auch  einige  Bedenken 
«heben.  Der  Mangel  eines  definierten  Atomgewichtes  für  die 
strahlenlosen  und  bloß  ß-strahlenden  Produkte,  der  Widerspruch 

Atomgewichtes  für  die  Emanation  mit  dem  aus  der  Diffusion 
-  allerdings  wohl  recht  unsicher  -  bestimmten  Werte,  die 
^ereinshmmung  des  Atomgewichtes  für  R&F  mit  dem  des 
'smuts  (208-5),  das  zweifellos  auch  inaktiv  vorkommt,  die 
«stehe,  daß  das  reichlich  inaktiv  (nicht  einmal  8-strahlend  *) 
^kommende  Blei  jedenfalls  zumindest  auch  andere  Em- 
Auger1^1*11  annehmen  laßt>  fallen  unter  anderem  in  die 

soeetl!01! CrSCheim  CS  durchaus  n«cht  ausgeschlossen,  daß  die 

^  Nrahl"  StrahIenl°Sen  Pr°dUkte  Wie  R&B  Und  RaZ)  sowie 
die  nicht         ^  sowohl  Iangsame  negative  Partikelchen, 

solche  Do!!   ,0nisierend  wirken  (8-Strahlen),  als  auch  eben- 
J>jtive  langsame  «-artige  Partikelchen  zu  emittieren 

1   1!  , 

7  ßeBottwBooEdR^n7f°rd'  Radi0ttctivitr.  2.  Aufl.,  1905,  p.  4S4. 
J  VerR,  ,  ,  °  '  S'11  j0Urn-  XX»  P-  253,  Oktober  1905. 

Th0ms0n'  phü-  mag.,  X,  p.  537,  November  10*5. 

6* 
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vermöchten.  Jede  a-Partikel  mehr  als  die  obige  Zahl  von 
fünf  a-Strahlern  macht  aber  die  Rutherford-Boltwood'sche  An- 
schauung sehr  schwierig. 

Ohne  dabei  die  Möglichkeit  zu  leugnen,  daß  gerade  diese 
Auffassung  wie  so  viele  Vorhersagungen  Rutherford's  sich 
noch  glänzend  zu  bestätigen  vermöchte,  wollen  wir  es  hier 
versuchen,  eine  andere  Arbeitshypothese  anzugeben,  indem 


Fig.  4. 

wir  trachten,  im  Rahmen  der  bisherigen  Anordnungen  des 
periodischen  Systems  der  Elemente  zu  bleiben. 

Man  kennt  unter  den  radioaktiven  Substanzen  derzeit  drei 
Gase.  Wenn  dieselben  im  periodischen  System  Platz  rinden 
sollen,  so  kann  dies  nur  in  der  Gruppe  der  Edelgase  geschehen, 
in  der  Darstellung  der  Fig.  4  an  den  Spitzen  der  Atomvolumen- 
Atomgewichtskurve.  Das  Radium  selbst  gehört  seinem  Spektrum 
und  seinem  chemischen  Verhalten  nach  in  die  Gruppe  der  Erd- 
alkalien, wo  es  auch  meist  eingestellt  wurde.  Daraus  ergibt 
sich  unmittelbar  die  in  der  Tabelle  gegebene  Anordnung  der 
RaJiumfumilie  in  ihrer  Zuordnung  zu  der.  vertikalen  Gruppen, 
wenn  man  jedem  Zerfallsprodukt  den  Rang  eines  Elementes 
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einräumt.  Die  Existenz  eines  kurzlebigen  RaAT  erscheint  nicht 
ausgeschlossen. 

Wir  möchten  so,  mit  anderen  Worten,  die  späteren  Zer- 
fallsprodukte nicht  mit  den  bereits  bekannten  Elementen  um 
206  identifizieren,  sondern  in  ihnen  die  nächsten  homologen 
Elemente  sehen. 

Das  gemeinsame  Vorkommen  des  mit  Blei  chemisch  so 
sehr  verwandten  RaZ)  würde  so  leicht  plausibel.  Das  chemische 
Verhalten,  wie  die  Löslichkeit  in  Ammoniak,  beziehungsweise 
in  Säuren  der  einzelnen  Produkte  etc.,  steht  dabei  mit  der 
ihnen  im  System  angewiesenen  Stelle  in  guterÜbereinstimmung; 
auch  die  Tatsache,  daß  gegen  die  Mitte  hin  (mit  abnehmendem 
Atomvolumen)  die  Substanzen  elektrochemisch  edler  werden.1 
Nimmt  man  Uran  als  Ahnherrn  des  Radiums  an,  so  wäre  es 
von  diesem  Gesichtspunkt  aus  nur  natürlich,  daß  aus  dem  UX 
keine  gasförmige  Emanation  entsteht.  Die  Produkte  der  Thorium- 
und  Aktiniumfamilien  wären  analog  einzuordnen,  wobei  die 
Einsetzung  in  die  Horizontalreihen  der  Tabelle  allerdings  recht 
willkürlich  bleibt.  Da  aber  das  Atomgewicht  des  Thoriums 
wohl  am  ehesten  als  Stützpunkt  gelten  kann  und  das  Aktinium 
die  größte  Verwandtschaft  mit  den  seltenen  Erden  zeigt,  haben 
wir  versuchsweise  die  gegebene  Anordnung  getroffen.  Die 
Stellung  der  ThAT-  und  AcX-Produkte  entspricht  dabei  ihrem 
chemischen  Verhalten  recht  gut,  ebenso  die  der  A-  und  #-Pro* 
dukte.  Daß  Wismut  das  Endprodukt  der  Thoriumzerfallsreihe 
sei,  ist  bereits  einmal  —  allerdings  mit  anderer  Begründung  — 
auch  von  Boltwood  angenommen  worden. 

Wir  verkennen  es  durchaus  nicht,  daß  man  gegen  diese 
Anpassung  an  das  einmal  bestehende  System  der  Elemente 
gewichtige  Einwände  erheben  kann.  So  stimmt  das  Atom- 
gewicht der  Radiumemanation,  wie  es  zur  Zeit  angegeben  wird, 
ebensowenig  für  diese  Anschauung  wie  für  die  Rutherford'sche. 
Auch  müßte  man  das  Atomgewicht  des  Radiums  selbst  höher 
ansetzen  als  mit  225,  etwa  mit  255  bis  260,  indem  die  Differenzen 
der  Gruppe 

i  Vcrgl.  F.  v.  Lerch,  diese  Sitzungsberichte.  DJ.  CXIV,  Abt.  Ha,  p.  5S3 
(H'Oo  ,  und  Wiener  akad.  Anzeiger  Nr.  XXV  vom  7.  Dezember  1905. 
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Ca       Sr        Ba  Ac  RaTh  Ra 

40     88      137       1  80(?)       220(?)       255  bis  260 

.    43     45       43  40       35  bis  40 


dann  plausibel  werden.  Diese  Annahme  ist  übrigens  nicht 
vereinzelt.1  Konsequent  muß  dann  allerdings  auch  noch  an- 
genommen werden,  daß  ein  U,  mit  dem  Atomgewicht  von 
zirka  225  als  Stammvater  der  Thorfamilie  ein  Eka-Uran,  U8  mit 
einem  höheren  Atomgewicht  (von  zirka  270)  als  der  Ahnherr 
des  Radiums  zu  gelten  habe.  Für  die  Möglichkeit,  daß  das 
Uran  (240)  als  nicht  einheitlich  aufzufassen  sei,  spricht  erstens 
die  ungewöhnlich  große  Zahl  seiner  Spektrallinien,  dann  aber 
auch  die  Differenz  der  Atomgewichte  dieser  Gruppe,  indem 

Cr        Mo         NM  W  U 

Atomgewicht ....  52      96       1 44       1 84  240 
A   44      48       40  56! 

cic  Differenz  gegen  Wolfram,  die  eher  kleiner  als  40  zu  erwarten 
:.;t,  56  beträgt. 

Daß  das  Thorium  nicht  einheitlich  sei,  wurde  schon 
mehrfach  behauptet  (B.Brauner,  Ch.  Baske rville)  und  es 
erscheint  daher  auch  nicht  ausgeschlossen,  daß  der  entspre- 
chende Körper  der  achten  Horizontalreihe  ein  etwas  niedrigeres 
Atomgewicht  besitze  (etwa  223). 

Da  sich  die  gegebene  Anordnung  der  Elemente  im  Zu- 
sammenhalt mit  den  Atomvolumina  schematisch  durch  die 
ivurve  der  Fig.  4  wiedergeben  läßt,  so  wäre  daraus  zu  ent- 
,    en'  daß  sich  die  Atomverwandlung  durch  zwei  Momente 
«mllußt  denken  läßt:  erstens  durch  Abnahme  an  Atomgewicht, 
««tens  dadurch,  daß  die  Atome  stabilere  Formen,  das  sind 
Xh" mit  kleinerem  Atomvolumen,  anstreben. 
djo  R  'e  Vemuuung,  daß  sich  aus  den  8-strahlenden  Alkalien 

ich  h  ß?  bllde"' lägG  dann  nahC-  EbenS0  Wäre  eS  verständ" 
'^J^J.  J-  Thomson8  an  Blei,  Silber,  Quecksilber,  die 

dL^M-R9ungcuund  J- Precht  (Phys-  Zeitschrift> 4>  p- 285  im3>] 

Friert  für      ^  ,    '      C  J°"eS  (Amcr'  Chem"  Journ-  34'  P-  467  t1905^ 
*  L  c."     '$  "6°' 
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geringe  Atomvolumina  haben  —  sehr  stabil  sind  —  keine  solche 
Strahlung  feststellen  konnte. 

Wir  hätten  es  ohne  weitere  Belege  nicht  für  angebracht 
gehalten,  von  dieser  Arbeitshypothese  Kenntnis  zu  geben, 
wenn  es  nicht  durch  die  zahlreichen  Publikationen,  die  auf 
der  Rutherford-Boltwood'schen  Auffassung  fußen,  als  zweck- 
entsprechend erschienen  wäre,  auf  die  Möglichkeit  anderer 
Deutungen  im  Rahmen  der  Rutherford'schen  Disintegrations- 
theorie  einerseits  und  in  dem  der  bestehenden  Anordnung  der 
chemischen  Elemente  andrerseits  hinzuweisen. 
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Bemerkung  zur  Theorie  der  Entropiezunahme 
in  der  »Statistischen  Mechanik«  von  W.  Gibbs 

von 

Tatiana  und  Paul  Ehrenfest. 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  22.  Februar  1908.) 

1.  Die  Kapitel  I  bis  X  der  »Statistischen  Mechanik«  von 
W.  Gibbs1  sind  zum  großen  Teil  einer  eigentümlichen  mecha- 
nischen Analogie  zu  den  reversiblen  Prozessen  der  Thermo- 
dynamik gewidmet.  Mit  dem  Kapitel  XI  und  XII  setzt  die  Anä- 
mie zu  den  irreversiblen  Prozessen  ein.  Die  Methode,  die 
Gibbs  hier  entwickelt,  weicht  vollständig  von  der  Boltz- 
mann'schen  Methode  des  tf-Theorems  ab.  Wir  wollen, 
ohne  auf  eine  Besprechung  der  ganzen  Methode  einzugehen, 
«ofi  den  Nachweis  für  die  folgende  Behauptung  führen: 

Das  Theorem,  dessen  Entwicklung  das  Kapitel  XII 
gewidmet  ist  und  das  den  Ausgangspunkt  für  die  Gibbs- 
sche Theorie  der  irreversiblen  Erscheinungen  bildet, 
•  vorläufig  unbewiesen,  denn  der  Beweis,  den  Gibbs 
Slbt'  entfiält  einen  Fehler. 

fol»  \  AUt°r  SChickt  der  Entwicklung  jenes  Problems 
^ende  Erörterung  voraus:  Man  gebe  in  einem  geschlossenen 

Diffus  Clne  ,nkomPressible>  nichthomogene  Flüssigkeit  vor. 

ion  sei  für  diese  Flüssigkeit  ausgeschlossen.  Sie  befinde 
innerhalb  des  Gefäßes  zu  allen  Zeiten  in  Bewegung.« 

^tschvon?      ,  Elem*  PrinC'  in  Statist«cal  Mechanics  (London,  1902  k 

,  Der  E      ,0  <UiP2'8,  1905). 
tränken      h  a    wegen  kann  man  sich  auf  eine  stationäre  Strömung 
Abhängig  geg^eTsind0     *' ^  *'S  Funktioncn  von  x>  -v'  z  vcm  dci'  Zci' 


90 


T.  und  P.  Ehrenfest, 


Wegen  der  Inkompressibilität  behält  jedes  Teilchen  seine  ur- 
sprüngliche Dichte  (p)  bei.  Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  dann 
jeder  Ausdruck  von  der  Form: 

4>  =  fffffödxdydz    (SSS  über  die  gesamte  Flüssigkeit) 

zeitlich  konstant  bleibt.1 

So  wird  auch  z.  B.  das  »mittlere  Quadrat  der  Dichte« 


sich  im  Laufe  der  Zeit  nicht  ändern  können. 

Andrerseits  bemerkt  der  Autor,  es  sei  unmittelbar  anschau- 
lich, daß  (ausgenommen  gewisse  singulare  Bewegungen)  die 
Flüssigkeit  bei  ihrer  Bewegung  mehr  und  mehr  einem  Aus- 
gleiche der  Dichte  zustrebt  (auch  dann,  wenn  Diffusion  aus- 
geschlossen wird).2  Bekanntlich  ist  aber  die  gleichförmige  Ver- 
teilung einer  Masse  über  einen  Raum  gegenüber  jeder  ungleich- 
förmigen Verteilung  derselben  Masse  über  denselben  Raum 
durch  den  Minimalwert  von  p2  ausgezeichnet.  Danach  würde 
also  doch  wegen  des  zunehmenden  Dichtenausgleiches  p* 
abgenommen  haben  —  im  Widerspruche  mit  dem  oben  ge- 
wonnenen Resultat. 

3.  Gibbs  oder  deutlicher  noch  Burbury8  löst  diesen 
Widerspruch  folgendermaßen:  Jene  Dichte  p,  von  der  wir 

cfo 

sagen,  daß  -» -  =  0,  d.  h.  daß  jedes  Teilchen  sein  u  beibehalte, 

dt 

5  Seien  die  Koordinaten  eines  Teilchens  für  /0  .  . .  xt) y„z0,  für  / . .  .  x,y,  z, 
so  führe  man  in  den  Ausdruck  für*  als  Integrationsvariabeln  ein:  x0^0~0i 

dann  ist:  *  =  J  j" J  /(,o).r  -  dx0dy0dz0,  wegen  der  Inkompressibilität 

ist  aber  p  =  ?0  und  ■  ^''VL  =  lf  .somit  ailch  <i>  =  f  f  f  fiN)dx0dy0dzQ, 

i  (x,)t  y0,  z()) 

also  =  «I>,,  w.  z.  b.  \v. 

-  Zur  Veranschaulichung  kann  man  annehmen,  daß  die  verschiedenen 
Dichten  durch  verschiedene  Intensitäten  der  Färbung  kenntlich  seien.  In  diesem 
Falle  würde  sich  also  mehr  und  mehr  eine  gleichförmige  Färbung  aller  Stellen 
im  Gelaß  einstellen. 

:i  S.  H.  Burbury,  On  the  Variation  of  entropy  astreated  in  W.  Gibbs 
»Statist.  Median.«  Phil.  Mag.,  Aug.  lt'O'J,  July  1W4. 


*'    "  fUdxdydz 


(SSS  über  die  gesamte  Flüssigkeit) 
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wird  definiert  durch  eine  Raumeinteilung  dx,  dy,  dz,  mit  der 
zur  Grenze  übergegangen  wird.  Und  für  sie  ist  tatsächlich  mit 

$  =  °  auch  w  =  °- 

Was  uns  aber  unsere  Anschauung  als  Dichte  liefert  — 
etwa  unser  Auge  als  Farbdichte  —  das  ist  nicht  die  durch  die 
Präzisionsdefinition  festgelegte  Dichte;  vielmehr  läßt  sie  sich 
nur  durch  eine  approximative  Definition  (einigermaßen) 
.'rissen.  Wir  werden  dem  hier  in  Betracht  kommenden  Maße 
cer  Dichte  —  sie  heiße  P  —  nahe  kommen,  indem  wir  das 
ganze  Gefäß  in  Parallelopipede  von  sehr  kleiner,  aber  nicht 
verschwindender  Ausdehnung  teilen,  so  daß  benachbarte 
Parallelopipede  vom  Auge  nicht  mehr  getrennt  werden  können 
und  wenn  wir  dann  definieren : 

p_  m^dxdydz  _  Ufodxdydz 
SiSdxdydz  -  Q 

Die  Integration  ist  dabei  über  jenes  Parallelopiped  9  zu 
erstrecken,  von  dem  wir  gerade  untersuchen,  welche  Dichte  P 
•in  ihm«  herrscht.1 

Wir  können  als  Seitenlänge  willkürlich  z.  B.  \0~*  mm 
»««legen.  Denn  hier  kommt  es  nur  darauf  an,  den  Gegensatz 
tischen  den  Aussagen  über  P  und  über  p  aufzuzeigen.  Im 
egensatze  zu  der  Konstanz  von  p*  wird  man  die  Konstanz  von 

y      ^  =  AnZahl  def  Zellen  Ö) 

2th?k  niCht  benauPten-  Was  «ns  nach  der  Be- 

ng  vonGibbs  die  Anschauung  unmittelbar  liefern  soll, 
-  nur:  Die  Inhomogeneität  von  P  flacht  mit  zunehmender  Zeit 


1  l'ase 


*rP  entspricht  dem  Gibbs'schcn  D,  also  bis  auf  einen  für 
«'chgültigen  konstanten  Faktor  auch  seinem  P  (croü  p\  somit  v 


al 


*irt«in  <">  h  Konstanten  Faktor  auch  seinem  P  (groü  p),  somit  weiter 

T:ot2dem'Gibb  UnSCr  'SP  *b'S      °ine  additive  Konstante)  seiner  Größe  r. 

«  d0=h  fiir  uns  &  dCn  GeSensatz  von  P  und  /'bespricht,  führt 

;;h'crh4fter  ß  SC  ke,ne  neue  Bezeichnung  ein.  Gerade  dadurch  kommt  sei;« 


'  zu  stände;  vcrgl.  §0. 
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ab,  d.  h.  P*  nimmt  ab.  Das  aber  widerspricht  nicht  der  Kon- 
stanz von  p2. 

Auf  gleiche  Weise  wird  man  behaupten,  daß 

^  =  ^$$$ld?dydzZ  1    ^  H  ÜbCr  die  ganZC  Flüssi8keit) 

zeitlich  konstant  ist.  Von 

— p  _  ZHSXgP.p.dxdydz  _  SlgP.P.Q  SP.lgP 

S  über  alle  Ö 
JJJ  über  je  ein  Ö 

hingegen  wird  man  die  zeitliche  Konstanz  nicht  behaupten. 

4.  Das  Theorem  des  Kapitels  XII,  das  Gibbs  zur  Grund- 
lage für  die  Theorie  der  Entropievermehrung  nimmt,  bezieht 
sich  nur  auf  die  zeitliche  Veränderung  von  lg  P.  Der  Beweis 
von  Gibbs  stützt  sich  auf  das  Theorem  IX  des  Kapitels  XI. 
Dasselbe  besagt: 

Verteilt  man  einmal  mit 

konstanter  Dichte  p0  a) 

dann  mit 

variabler  Dichte  p  ß) 
dieselbe  Masse  M  über  denselben  Raum  R,  so  daß  also 
SSSldxdydz  =  JSS^dydz  =  AT  (JJJ  über/?)  7) 

so  ist 

JJ/p  Igp^JjJz  >  JJJp0  lgp0^Jj^    (JJJ  über  7?) 

(SSSP'ISP'dxfyds  kann  also  bei  vorgegebenem  Af  und  P 
als  Maß  für  die  Inhomogeneität  der  p -Verteilung  angesehen 
werden.) 

Dieses  Theorem  wird  durch  eine  elementare  Rechnung 
bewiesen.8 


1  Diese  Mittelbildung  ist  also  etwas  abweichend  von  der,  die  p*  definierte. 
Wir  folgen  hier  den  Entwicklungen  von  Gibbs.  Siehe  p.  44  (Obers,  p.  42). 
Gl.  108,  p.  137,  GL  452  etc.  (Übers,  p.  139). 

2  Siehe  Kapitel  XI,  Th.  IX.  p.  137.  Bezeichnungen  siehe  Anm.  3  zu  §  3. 
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Auf  P übertragen,  lautet  dieses  Theorem: 

Verteilt  man  einmal  mit 

konstantem  P0  af) 

dann  mit 

variablem    P  ß') 

V  A' 

dieselbe  Masse  M  über  dieselbe  Gruppe  R  von  Zellen  Q, 
so  daß  also 

IP.Ü  =  1P0.Q  =  M,  7') 

so  ist 

SP.lg P>IP,\qP0   (S  über  alle  Q,  die  zu  J?  gehören). 

(SP. Ig? kann  somit  bei  vorgegebenem  3f  und  R  als  Maß 
für  die  Inhomogeneität  einer  solchen  P- Verteilung  angesehen 

werden.) 

5.  Um  einen  Einblick  in  die  zeitliche  Änderung  von  lg  P 
durch  die  Strömung  zu  erhalten,  stellt  Gibbs  folgende  Be- 
trachtung an: 

Zur  Zeit  /'  herrsche  im  Gefäß  irgend  eine  Dichtenvertei- 
!"ng  (p  und  P)  der  inkompressiblen  Flüssigkeit.  Wegen  der 
Strömung  herrscht  zur  Zeit  t"  eine  andere  Dichtenverteilung. 
Diese  messen  wir  zur  Zeit  /",  indem  wir  erstens  mit  der 
idy,  ^-Teilung  zur  Grenze  übergehen  (Feststellung  von  p) 
und  indem  wir  ferner  das  Gefäß  in  jene  kleinen,  aber  nicht 
«Rchwindenden  Zellen  Q  teilen.  Wir  greifen  eine  bestimmte 
mt  heraus;  sie  heiße  Q".  Ihr  kommt  zu  ein 

*  -       q      ■  SSS  über  Q" 

"nd  ein  Wert  von 

JJ  S  Ig     .  fdxdydz  =  Ig  P".  />".  Q . 

Zeit  /'lf  nU0:  In  weIchen  Parallelopipeden  Q  sind  zur 
AlledieJseeT^llChen  anzutreffen>  die  zur  Zeit  *»  in  Q"  liegen, 
fcs  sich  '  i  n  Hegen  ZUr  Zeit  in  einem  kleinen  Gebiet 
bfifiniet  u'nd  !  gemein*n  an  einer  andern  Stelle  des  Gefäßes 
geht \J  h  aUS  Q"  durch  irSend  eine  Verzerrung  hervor- 
gW  der  Ink°mpressibilität  ist  jedenfalls  4>'  =  ü". 
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Der  Autor  macht  nun  darauf  aufmerksam,  daß  dieses 
Gebiet  4>'  im  allgemeinen  in  mehrere  Zellen  Ö  hineinragt. 
(Schon  deshalb,  weil  es  im  allgemeinen  kein  Parallelopiped  ist 
und  doch  das  Volumen  Q  besitzt.) 

Den  betrachteten  Teilchen  kommt 

zu  /"...dasselbe  P" 

zu.  Zur  Zeit  /'  seien  sie  aber  etwa  über  i  verschiedene  Q  ver- 
streut, also  kommt  den  einzelnen  Teilchen 

zu  t'...P[  oder  P2'oder...P/ 

zu. 

Wir  können  nun  die  Teilchen  betrachten,  wie  sie  zu  /" 
in  Q"  versammelt  sind  und  können  ihnen  dabei 

a)  einzeln  den  ihnen  zur  Zeit  /"  gemeinsam  zukommenden 
Wert  P"  oder  aber 

b)  jedem  einzelnen  den  Wert  P[  oder  P't . . .  P[  zuordnen, 
der  ihm  zur  Zeit  zukommt. 

So  überblickt  man  leicht,  welchen  Wert  von 

S$$\gP.tdxdydz 

unsere  ausgezeichneten  Teilchen  zur  Zeit  V  und  welchen  sie 
zu  /"  besitzen: 

•  •  •  SSS^S  P'>  fdxdydz  (oder  wegen  p'  —  p"  auch)  = 
t"  ...  J/Jlg  P".fdxdydz  =  lg  P".P».Q 

(SSS  über  ö") 

Dabei  wollen  wir  noch  kurz  zusammenstellen,  daß  p',  p" 
und  P'  innerhalb  des  Integrationsgebietes  variabel  sind  und 
nur  P"  innerhalb  des  Integrationsgebietes  Q"  konstant  ist. 

6.  Ohne  die  Ausdrücke  B  explizit  hinzuschreiben  und 
ohne  die  Größen  p  und  Pdurch  verschiedene  Schreib- 

i  Diesen  Ausdruck,  und  zwar  gleich  in  der  zweiten  Form  gewinnt  man 
auch,  indem  man  p'  lg  P'  über  <t>'  integriert  und  dann  erst  als  Integration^- 
variable  die  Koordinaten  der  Teilchen  zur  Zeit  /"  einführt.  Die  Transformations- 
determinante =  1.  Die  Darstellung  im  Text  folgt  den  Entwicklungen  von 
Gibbs  im  Kapitel  XII. 
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weise  auseinanderzuhalten,  verweist  nun  Gibbs,  bei 
diesem  Punkt  angelangt,  kurzweg1  auf  das  Theorem  IX  des 
Kapitels  XI  (siehe  »Theorem  A*  in  §  4)  und  folgert: 

Die  Teilchen,  die  zur  Zeit  t"  in  Q"  liegen,  liefern 
zur  Zeit  t"  einen  kleineren  Wert  von  J* J Jlg  P.  pdxdyd: 
als  zur  Zeit  Z'. 

Und  da  diese  Betrachtung  für  jedes  Q  angestellt  werden 
könne,  so  folge  daraus  weiter  (siehe  Definition  von  igP  in  §  3): 

Der  Mittelwert  von  ig  P,  den  die  gesamte  im  Gefäß 
befindliche  Flüssigkeit  zur  Zeit  /"  aufliefert,  ist 
kleiner  als  der  Mittelwert  von  IgP,  den  sie  zur  Zeit/7 
aufliefert. 

Hält  man  jedoch,  wie  es  hier  geschieht,  die  Größen  p 
und  P  durch  die  Schreibweise  auseinander  und  schreibt  die 
Ausdrücke  B,  die  Gibbs  bloß  durch  Worte  definiert,  in  Zeichen 
K  so  sieht  man  ohneweiters,  daß  das  Theorem  IX, 
Kapitel  XI,  sich  nicht  auf  die  Größen  B,  sondern  nur 
auUhnlich  gebaute  Größen  bezieht.8  Man  sieht  also, 

;  Original,  p.  U9,  150  (Übers.,  P.  152,  153).  -  Vergl.  Anmerk.  zu  §  3. 
;  Halt  man  die  Bezeichnungen  für  p  und  P  nicht  auseinander,  so  kann 
"»  *e  Ausdrücke  B  entweder 

s>™  HSfWdzdydt,  respektive 

SSSP"  \gP"dxdydz 

tone  A^*  AbrarCh  ÜbCr  diCSC  Ausdrücke  ,iefert  das  Theorem  IX,  Kapitel  XI, 
«füllt  (siehf  a  ?        0)  'St  niim,ich  die  Bed'ngung  a)  des  Theorems  nicht 
^iYrV1deDn  P"  i5t  mnerhalb  Ö"  durchaus  nicht  konstant;  die 
**»IT)w  allerdings  erTüllt.  Denn  es  ist 

HS  t'dxdydz  .  JJJ  fdxiydz     (J  J  J  über  Q")- 

trßllL  Denn'p-V5*  ^  ?0m  A'  des  Theorems)  d'e  Bedingung  *') 

™*P  ist  tnnerhalbö"  konstant. 

^««gen  ist  die  Bedingung  T')  nicht  erfüllt,  denn  im  allge- 
tt$P'dXdydz±$$$P»dxdydz  (JJJs«) 

ri^'t**  Ste,U  "iCht  die  Masse  in  ö"  "»Pek«ve  *'  dar,  wie  man 
'  Cnn  man  den  richtigen  Wert  S$S?'dxdydz  gegenüberstellt. 
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daß  das  Theorem  des  Kapitels  XII  unbewiesen  ist,  denn 
es  folgt  nicht  aus  dem  Theorem  IX  des  Kapitels  XI,  wie 
der  Gibbs'sche  Beweis  es  erfordern  würde. 

7.  Für  die  Beantwortung  der  Frage,  ob  sich  das  Theorem 
anderweitig  beweisen  ließe  —  eventuell  unter  welchen  ein- 
schränkenden Voraussetzungen  —  dürften  die  eigentümlichen 
Betrachtungen  einen  Fingerzeig  geben,  die  Gibbs  noch  im 
selben  Kapitel  an  jenes  Theorem  knüpft.  Zuvor  wollen  wir  fest- 
stellen, was  jenes  Theorem  besagen  würde,  falls  man  es  zugibt. 

lg  P  ist  ein  Maß  für  die  Inhomogeneität  von  P  innerhalb 
der  Flüssigkeit,  wie  wir  im  §  4  (^4')  gesehen  haben,  insofern 
es  seinen  Mini  mal  wert  lg  P0  annimmt,  wenn  P  im  ganzen 
Gefäß  =  P0  ist.  Danach  würde  das  obige  Theorem  über  igP 
besagen,  daß  die  Inhomogeneität  der  Flüssigkeit  (gemessen 
in  P)  zur  Zeit  /"  kleiner  als  zur  Zeit  t'  ist. 

Läge  nun  nur  noch  *'  vor  /",  so  hieße  das:  »Die 
P-Inhomogeneität  der  Flüssigkeit  flacht  mit  wachsender 
Zeit  durch  die  Strömung  ab.  Also  gerade  das,  wovon  Gibbs 
sagt,  daß  es  uns  die  Anschauung  lehrt. 

8.  Nun  ist  aber  gerade  der  Umstand  bemerkenswert,  daß 
in  dem  ganzen  Gibbs'schen  Beweis  nirgends  die  Aussage 
benötigt  oder  benützt  wird,  daß  /'  dem  /"  zeitlich  vorausgehen 
müsse.  Mehr  noch:  es  ist  ersichtlich,  daß  /'  und  /"  von  vorn- 
herein ganz  gleichberechtigte  Momente  sind  und  daß  man  in 
dem  ganzen  Beweis  überall  statt  /'  /"  einsetzen  kann  und 
umgekehrt,  so  daß  man  genau  so  gut  zeigen  könnte: 

Die  Teilchen,  die  zur  Zeit  /'  in  Q'  vereinigt  liegen,  liefern 
zur  Zeit  einen  kleineren  Wert  von  JJJlg  P.pdxdydz  als  zur 
Zeit  /",  wo  sie  über  mehrere  Q"  zerstreut  sind.  Und  weiter: 

Der  Mittelwert  von  lg  P,  den  die  gesamte  im  Gefäß  be- 
findliche Flüssigkeit  zur  Zeit  /'  aufliefert,  ist  kleiner  als  der 
Mittelwert  von  lg  P,  den  sie  zur  Zeit  /"  aufliefert.1 

So  würde  ersichtlich,  daß  der  Beweis  und  der  Satz  in 
dieser  Allgemeinheit  absurd  ist. 

0.  Gibbs  fühlt,  daß  in  seinem  Resultat  eine  Paradoxie 
liegt,  und  er  sucht  sie  durch  einige  eigentümliche  Betrachtungen 

1  Verg!.  fUirbury,  ).  c. 
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zu  überwinden,  die  wir  soweit  wiedergeben,  als  es  möglich  ist, 
ohne  weiter  ausholen  zu  müssen.  Er  führt  aus: 

Ist  auch  nachgewiesen,  daß  jgP  zur  Zeit  /"  kleiner  als 
zur  Zeit /' ist,  so  ist  damit  noch  nicht  gezeigt,  daß  lg  P  mit 
wachsender  Zeit  abnimmt.  Denn  an  keinem  Punkte  des 
Beweises  wurde  vorausgesetzt,  daß  Z1  vor  /"  liege.  Wenn  zur 
Zeit  V  eine  inhomogene  Verteilung  vorgegeben  wird  und  wir 
betrachten  die  Verteilung,  die  zur  Zeit  /"  herrscht,  wo  aber 
jetzt /"vor  /'  liegen  möge  und  wir  nehmen  bei  Festhaltung 
von /'für  /"  ein  immer  früheres  und  früheres  Datum,  so  wird 
nan  auch  in  dieser  Richtung  im  allgemeinen  zu  einer  homo- 
genen P-Verteilung  kommen. 

»The  determining  difTerence  in  such  cases  is  that  between 
a  deflnite  distribution  at  a  definite  time  and  the  limit  of  a 
varying  distribution,  when  the  moment  considered  is  carried 
estherfonvard  or  backward  indefinitely.« 

Dazu  die  Fußnote:  »Man  könnte  damit  die  kinematische 

atsache  vergleichen,  daß,  wenn  sich  zwei  Punkte  mit  kon- 
s  anter  Geschwindigkeit  bewegen  (mit  der  einzigen  Ausnahme, 
^  ihreRe  ativgeschwindigkeit  Null  ist),  daß  dann  ihre  wechsel- 
te Entfernung  zu  jeder  .definiten,  Zeit  kleiner  ist  als  für 
'= +00  und /  =  -«,.« 

>früher!nl!!n^!:  >Aber  wänrend  d">  Unterscheidung  von 


rift'e. 


tor.  und  .spater«  bei  mathematischen  Fiktionen  ganz 
-•«entlieh  sein  mag,  ist  d 
Geschehnissen  der  realen  Welt.- 

cerenDFVf°lgenden  BemerkunS*n  stützen  sich  auf  Beg 
rCn  Er,aute™g  hier  zu  weit  führen  würde. 

Von ^g'a.Uben  f0,ßendermaßen_resumieren  zu  können. 

konstant  bLen  ^  V°n  ,g  P  die  AuSSage>  daß  es 

erbracht  word  h*'  ^  Eber  keineswees  der  Nachweis 
abnimmt,  d  h'd  «  wachsender  Zeit  im  allgemeinen 

mit  wachsender  Zeiubn^T°geneität  ^  F1ÜSSigkeit  °n  P) 
C^1!.^  dann  die  Frage:  Läßt  sich  vielleicht  diese 
auf*«Anscha  ««nächst  unmittelbar  unter  Berufung 

s«,b        ^  aufslellt "~  etwa  ^  engerem  Umfang  und 

1  •1^»^.Kl.;CXV.Bd.iAbl  .„..  7 
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unter  einschränkenden  Voraussetzungen  über  den  Anfangs- 
zustand der  Flüssigkeit  —  auf  anderem  Wege  beweisen? 

Jedenfalls  ist  dieses  Theorem  des  Kapitels  XII  (aus- 
gesprochen für  einen  Raum  höherer  Dimensionszahl)  von 
Gibbs  zur  Grundlage  für  die  Theorie  der  Entropievermehrung 
genommen  worden,  die  er  in  der  »Statistischen  Mechanik« 
entwickelt.  Alle  folgenden  Kapitel  berufen  sich  darauf.  — lg  P 
spielt  die  Rolle  der  Entropie.  Solange  das  Theorem  nicht 
bewiesen  ist,  solange  fehlt  der  dort  gegebenen  mecha- 
nischen Theorie  der  irreversibeln  Erscheinungen  der 
Ausgangspunkt. 
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Uber  photographische  Azimutbestimmung 

von 

dipl.  Ing.  Adolf  Klingatsch, 

o.  ö.  Professor  der  k.  k.  Ucknischen  Hochschule  in  Graz. 

(Mit  2  Twuflgureo.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  1.  Februar  1906.) 


1. 


Während  für  die  Astrophysik  die  Photographie  seit  etwa 
fünfzig  Jahren  ein  unentbehrliches  Hilfsmittel  bildet,  zeigt  sich 
m  jüngster  Zeit  die  Tendenz,  die  photographische  Kamera 
auch  in  die  Astrometrie  einzuführen.  Bezüglich  der  geographi- 
schen Ortsbestimmung  ist  bisher  die  photographische  Methode 
zur  genauen  und  genäherten  Polhöhenbestimmung  nach  dem 
Prinzip  des  Horrebow-Talcott'schen  Verfahrens  einer  eingehen- 
den Erprobung  unterzogen  worden. 

Nachdem  Küstner*  und  Marcuse*  die  Anwendung  der 
Photographie  auf  Polhöhenbestimmungen  nach  dieser  Methode 
öerurwortet  hatten,  schritt  man  zunächst  auf  der  Georgetowner 
Uemwarte»  zu  Versuchen,  wobei  ein  von  Fargis  erdachter 
Apparat,  der  Photochronograph,  Verwendung  fand;  durch  letz- 
*n  sollen  bei  allen  Messungen,  welche  auf  der  Beobachtung 

o  Sterndurchgängen  beruhen,  die  persönlichen  Fehler  ver- 
»"Wen  werden. 

Sehl,?  ^  1895  bis  1898  w"*«  von  Marcuse, 
nnauder  Hecker  und  Wanach*  sowohl  Beobachtungen 
_J^co  den  Angaben  Marcuse's  konstruierten  photo- 

« SwThiiehe  Nachrichten' 1891-  Nr-  3015. 

'  ZeitscLT?1^  A$tronomisch«A  Gesellschaft,  1892. 
4  ,n8tnHnentenkund«»  1892-1895. 

ungen  der  internationalen  Erdmessung,  1895  II,  1896,  1898. 


8* 


102 


A.  Klingatsch, 


graphischen  als  auch  mit  dem  visuellen  Zenithteleskop  durch- 
geführt, welche  den  Beweis  erbrachten,  daß  in  Hinsicht  der 
bloßen  Genauigkeit  der  Leistung  das  photographische  Ver- 
fahren auf  der  Höhe  des  visuellen  steht. 

Aber  auch  die  schwierigste  Aufgabe  der  geographischen 
Orientierung,  die  Längenbestimmung,  ist  durch  die  erfolg- 
reichen Arbeiten  von  Schlichter,  Hills  und  Koppe1  als 
gelöst  zu  betrachten;  mit  demselben  Problem  beschäftigten 
sich  auch  Stolze*  und  Runge,' wobei  letzterer  im  allgemeinen 
eine  gewöhnliche  photographische  Kamera  voraussetzt.  In 
jenen  Fällen,  wo  für  geodätische  Arbeiten  eine  Landesauf- 
nahme, also  auch  ein  Kartenmaterial  zur  Verfügung  steht, 
genügt  für  die  Orientierung  im  allgemeinen  die  Angabe  des 
Azimutes  bezüglich  zweier  in  die  Aufnahme  einbezogenen 
Punkte,  da  die  Länge  und  die  Breite  entweder  geodätisch  aus 
jener  eines  Fundamentalpunktes  ableitbar  ist  oder  aber  sonst, 
wenn  überhaupt  die  geographischen  Koordinaten  benötigt 
werden,  diese  für  einen  Punkt  genügend  genau  aus  einer  Karte 
entnommen  werden  können. 

Bei  der  großen  Bedeutung,  welche  das  photogramm- 
metrische  Aufnahmsverfahren  schon  heute  hat  und  das  stereo- 
photogrammetrische  in  Hinkunft  besitzen  dürfte,  ist  es  nahe- 
liegend, die  Orientierung  derartiger  Aufnahmen  auf  photo- 
graphischem Wege  zu  bewirken. 

Indem  zunächst  von  jeder  speziellen  Anordnung  der  ein- 
zelnen Konstruktionsteile  der  hiezu  dienenden  Instrumente, 
der  Photogrammeter,  abgesehen  wird,  soll  für  die  folgenden 
Genauigkeitsuntersuchungen  lediglich  eine  photographische 
Kamera  vorausgesetzt  werden,  welche  um  eine  durch  den 
Mittelpunkt  eines  horizontal  zu  stellenden  Teilkreises  gehende 
und  zu  letzterem  senkrechte  Achse  drehbar  ist.  Der  Kassetten- 
teil der  Kamera  soll  eine  Einrichtung  besitzen,  daß  die  Aus- 
messung der  Bilder  nach  rechtwinkeligen  Koordinaten  bezüg- 
lich zweier  Achsen  stattfinden  kann,  welch  letztere  auf  dem 

1  Koppe,  Photogrammetrie  und  internationale  Wolkenmessung,  1896. 
3  Stolze,  Die  photographische  Ortsbestimmung  ohne  Chronometer,  1S93. 
3  Runge,  Über  die  Bestimmung  der  geographischen  Länge  auf  photo- 
graphischem Wege.  Zeitschrift  für  Verm.,  1893. 
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Glasnegativ  entweder  durch  abgebildete  Fäden  als  Linien 
erscheinen  oder  aber  durch  die  Abbildungen  je  zweier  Marken 

bestimmt  sind. 

2. 

Die  vom  zweiten  Hauptpunkte  des  Kameraobjektivs  auf 
die  Bildebene  gefällte  Normale  soll  als  optische  Achse  der 
Kamera  bezeichnet  werden;  der  Abschnitt  zwischen  ihrem 


V  P 

\  \ 


p/ 


/ 


-»  4!:v.^-;Z_._._i  _.t 


Fig.  1. 

^nkte  mit  der  Bildebene  und  dem  zweiten  Haupt- 
«  glbt  die  Bilddistanz.  Zwei  durch  die  optische  Achse 
^egte  Ebenen  V  und  Ht  von  welchen  die  erste  vertikal  ist, 
w  zwei  r    a  J6ner  Senkrecht  steht>  schneiden  die  Bildebene 

^  für  d  T  ^  *'  W6,Che  diC  0rdinaten-  und  Abszissen- 
Wden.      ^      P,attenausmessung  dienende  Achsenkreuz 

Htpunkt  0  St  f  Cine      dCr  Bilddistanz  vor  dem  ersten 
durch  0  rreh  T       Para,lelebene  zur  Bildebene,  welche  die 
^«  Abbiidune    ,H0riZ0ntalebene  in  der  Geraden  5  schneidet; 
g  auf  E  entspricht  daher  dem  Positiv  und  werden 
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die  folgenden  Untersuchungen  auf  diese  Ebene  bezogen,  obwohl 
die  Ausmessung  auf  dem  Negativ  vorgenommen  wird. 

Es  bezeichne  ferner: 

ÖA  =  /  die  Bilddistanz, 

<  AOAx  =  i  die  Neigung  der  optischen  Achse  gegen  den 
Horizont, 

P  die  Abbildung  eines  Gestirns  auf  £, 
ÄQ  —  x,  PO  —y  die  Koordinaten, 
<£  POPx  =  h  den  Höhenwinkel  von  OP; 
dann  ist  die  Horizontalprojektion  a  des  Winkels  AOP  gegeben 

durch 

tga  =  — ,  *) 

/.cos* — y.s'mi 

während  h  aus 

(y  cos  i  + /.  sin  i)  cos  a  2) 
^  *  /  cos  i — y  sin  * 

berechnet  werden  kann. 

Ist  <p  die  geographische  Breite  des  Beobachtungsortes, 
8  die  Deklination  des  Gestirns  zur  Beobachtungszeit,  so  ist 
dessen  Azimut  A  aus 

sin  «.sin  h  —  sin  8  o\ 

cos  A  =  1  }   °f 

cos  y  cos  h 

und  das  Azimut  von  V  aus  X  =F  a  abzuleiten,  wobei  das  obere 
oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  P  rechts  oder  links  von  v 
liegt.  Ist  a  die  Kreisablesung  für  die  der  Aufnahme  entsprechende 
Stellung  der  Kamera  und  haben  ß,  b  die  analoge  Bedeutung  für 
jenen  Fixpunkt,  dessen  Azimut  w  bestimmt  werden  soll,  so  ist 

w  —  (A  =F    +      a  dz  ß.  4) 

Besitzt  der  photographische  Apparat  ein  Fernrohr  und 
wird  mit  diesem  die  Einstellung  auf  den  Fixpunkt  bewirkt,  so 
bedeutet  in  4)  ß  die  Horizontalprojektion  des  Winkels,  welchen 
die  Femrohrvisur  mit  V  bildet.  Wird  von  dem  Horizontal- 
achsen- und  dem  Koliimationsfehler  des  Fernrohres  abgesehen, 
so  ist  ß  für  dasselbe  Instrument  konstant.  Sind  x',y*  die  Bild- 
koordinaten eines  Punktes,  der  mit  dem  Fernrohr  eingestellt 
wurde,  so  erhält  man  ß  aus 
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tgß  = 


/.cosi— jy'.sin  i 


5) 


3. 

Der  Apparat  wird  so  weit  berichtigt  vorausgesetzt,  daß  die 
Verbindungslinien  der  gegenüberliegenden  Marken  des  Glas- 
negativs, beziehungsweise  die  abgebildeten  Fäden  zwei  Gerade 
geben,  von  welchen  die  eine  h  die  optische  Achse  schneidet 
und  bei  aufgestelltem  Instrument  horizontal  ist,  während  die 
andere  v'  der  Ebene  V  parallel  ist  und  h  in  einem  Punkte 
schneidet,  dessen  Abbildung  auf  E,  A'  sei.  Es  bezeichnet  dann 
AA'  =  A*  den  bei  der  Justierung  zurückgebliebenen  Fehler, 
welcher  so  wie  jener  A/  in  der  Bestimmung  der  Bilddistanz 
für  dieselbe  Platte  ein  systematischer  insofern  ist,  als  beide 
ein  bestimmtes,  wenn  auch  nicht  bestimmbares  Vorzeichen 
besitzen.  Hingegen  werden  die  Messungsfehler  mXl  my  in  den 
Koordinaten  sowie  jener  w,  in  der  Neigung  der  optischen 
Achse  als  zufällige,  und  zwar  bereits  als  mittlere  Fehler  in  die 
Rechnung  eingeführt.  Dabei  soll  in  m{  auch  ein  kleiner,  in 
der  Bestimmung  der  Lage  von  h  zurückgebliebener  zufälliger 
Fehler  berücksichtigt  sein. 

Aus  1)  erhält  man 


Öl 

3* 


sin  2a 

~~27~ 


8a 


sin8a.sin  i 


V 

und  damit  aus  2) 


sin8  q. cos  i     8 a 


8i 


=  sin  a.tg  h 


6) 


sin8a.sin2Ä 

Tx  • 

Si  -  (cgsj+cosg.sini.  tg  //)  sin  a .  cos*  h 

h  x  

8ä     f  -  - 

_  =  Igini— cosa.  cos  i  tg  h)  sin  a  cos2  h 

3/  ~x  

ch 
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welche  Differentialquotienten  wegen  1)  und  2)  Funktionen  von 
x,y,f,  i  sind. 

In  4)  bedeutet  a  nunmehr  die  Horizontalprojektion  des 
Winkels,  welchen  die  durch  0  und  den  angenommenen  Koordi- 
natenursprung A!  gelegte  Vertikalebene  mit  OP  einschließt;  da 
in  diesem  Fall  auch  der  Hauptpunkt  des  Objektivs  in  der  in  AI 
auf  E  errichteten  Normalen  angenommen  wird,  somit  nach  0' 
verlegt  erscheint,  so  wird  nach  1)  der  Winkel  A[0,Pl  =  ot' 
berechnet,  während  a  zu  bestimmen  ist. 

Setzt  man  <OP10/  =  v,  <  OA'fi'  =  v',  so  ist 

a  —  a'+(v'—  v). 
Da  v'  und  v  kleine  Winkel  sind,  ist  genügend  genau 


00'  A* 
0'A[  /.cos/ 

da  ferner  v  die  Änderung  des  ^AxOPx  bezeichnet,  wenn  die 
Abszissen  bis  A!  gezählt  werden,  so  wird 


=  9) 

v.  2  x  ■ 


■Ix 

Folglich  bewirkt  die  durch  A'  gehende  Lage  v'  der  Linie  v 
einen  Teilfehler 

«    «'  =         '  '*  \x. 

/.cos/  3* 

welcher  der  Herleitung  gemäß  das  entgegengesetzte  Zeichen 
für  einen  Punkt  erhält,  der  bezüglich  v  symmetrisch  zu  P  liegt. 

Wegen  der  übrigen  hier  in  Betracht  gezogenen  Fehler- 
quellen wird  die  dadurch  bewirkte  Änderung  Aa  von  a 


A,  =  i  _!  -i  A 

\f.QOsi  dxi 


X 


-  .  A/±  —  .  ntx  H  m.  H  tw,  •     1 U; 

2/  \dx  &v    >     U  j 
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Diese  Gleichung  gibt  auch  den  Fehler  Aß  von  ß,  wenn 
in  6)  und  7)  x,y  durch  die  betreffenden  Koordinaten  ersetzt 

werden. 

Wird  von  dem  Fehler  in  der  Entnahme  der  Deklination 
und  der  Annahme  der  geographischen  Breite  abgesehen,  so  ist 
jener  von  A  lediglich  durch  den  Fehler  Aä  von  h  bedingt,  also 

wobei 

—  sin  8. sin  h — sin  <p 

n     cos h .  v/cos«  <p.cos2A  —  (sin  <p  sin  h — sin  8)*  *2) 

isL  Wegen  7)  ist  dann 

Wir  entwickeln  nun  den  Fehler  einer  doppelten  Azimut- 
anmung,  wobei  die  Bildpunkte  P,Pt  desselben  Gestirns  zu 
verschiedenen  Seiten  von  v  gelegen  sein  sollen,  etwa  Pt  rechts, 
«tote davon.  In  diesem  Fall  ist  das  Mittel  w  aus  den  Einzel- 
abstimmungen wi  und  wt 

s;chb«nTK*abhängCndcn  Teilfehler  in  J0)  und  13)  äußern 
letztem TT  reSpektive  A  und  A  mit  entgegen- 

"  eher  \V"  !!  ^  ^abhänSenden  jedoch  mit  demselben  Vor- 
Zü  r  lie2e'    "m^65  VOraus8esetzt'  da^  symmetrisch 

Gesü-ns  und  V°n  Ciner  Höhenände™"g  des 

einer  Neigungsänderung  der  optischen  Achse  für 

^  Zwischenzeit  beider  Beobachtungen  ab,  so  wird  A^A> 

t.V°n  ^  abhanSende  Glied  in  13)  und  den  von  1/ 

^•längenden  T  'ir  ~ 

man  erhält:  Cr  von  14)  n5cht  mehr  enthalten,  so  daß 
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welche  Werte,  in  die  allgemeinen  Gleichungen  17),  18),  19) 
eingesetzt,  die  den  Gesamtfehler  20)  bildenden  Teilfehler  in 
diesem  speziellen  Falle  geben. 

4. 

Die  Genauigkeit  der  photographischen  Azimutbestimmung 
hängt  von  der  Größe  der  zu  gewärtigenden  Messungsfehler 
mx,  my,  also  von  der  Ausmeßvorrichtung,  sodann  von  dem  zu 
benützenden  Instrument  ab,  da  durch  letzteres  das  Verfahren 
und  die  Genauigkeit  der  Konstantenbestimmung,  somit  die 
Größe  von  m'x,  n$/t  w,,  m$  bedingt  ist. 

Da  gegenwärtig  noch  sehr  wenige  zu  photo-astronomi- 
schen  Arbeiten  gebaute  Instrumente  zur  Verfügung  stehen,  so 
wurde  den  folgenden  Untersuchungen  der  Typus  der  gegen- 
wärtig in  der  photogrammetrischen  Praxis  gebräuchlichen 
Instrumente  zu  Grunde  gelegt.  Diese  Instrumente  geben 
zumeist  die  Kreisablesung  auf  eine  Minute,  so  daß  für  die 
Ausmessung  Nonienmaßstäbe  von  0*02  mm  Angabe  aus- 
reichen, demnach  von  mikroskopischer  Ausmessung  abzu- 
sehen ist. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Genauigkeit  photogrammetrischer 
Aufnahmen  kann  auch  die  durch  die  obigen  Umstände  bedingte, 
nur  genäherte  Orientierung  derselben  genügen;  letztere  kann 
dann  mit  dem  Aufnahmsapparat  selbst  vorgenommen  werden 
und  machen  sich  auch  hier  die  bekannten  Vorzüge  des  photo- 
graphischen Verfahrens  geltend.  Im  übrigen  wird  so  wie  früher 
der  Ablesefehler  am  Kreise  nicht  weiter  berücksichtigt. 

Das  zu  den  späteren  Versuchen  benützte  Instrument  ist 
ein  vom  Inspektor  Pol  lack  konstruierter  und  von  Lech  n  er 
in  Wien  angefertigter,  in  Fig.  2  dargestellter  Phototheodolit. 
Das  Objektiv,  ein  Anastigmat- Weitwinkel  1:18  von  Zeiß,  ist 
längs  einer  mit  einem  Nonius  n  versehenen  Teilung  /  parallel 
zur  Umdrehungsachse  des  Instrumentes  verschiebbar.  Die  Ein- 
stellung des  Noniusnullpunktes  auf  einen  Teilstrich  der  Skala 
ist  etwa  auf  0  02  mm  sicher;  die  Ablesung,  der  Schätzung  auf 
die  halbe  Noniusangabe  gleichkommend,  auf  0'05  mm.  Der 
Kassettenteil  der  Aluminium-Blechkamera  enthält  einen  dem 
Plattenformat   13/18   entsprechenden  Zentimeterrahmen,  an 
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welchen  durch  eine  entsprechende  Vorrichtung  die  licht- 
empfindliche Schichte  der  Platte  angedrückt  wird,  so  daß  für 
alle  Aufnahmen  dieselbe  Bilddistanz  —  ebene  Platten  voraus- 
gesetzt- resultieren  soll.  Auf  der  entwickelten  Platte  erscheint 
daher  die  Abbildung  des  Zentimeterrahmens  mit  den  betreffen- 
den, die  Lage  der  Koordinatenachsen  bestimmenden  Marken. 


Fig.  2. 

haU^T  Kamem  ist  ein  durch  e5n  Gegengewicht  G 
Kam  Femr0hr  F  an*eb™*t-  Letzteres  ist  mit  der 

bar  «VI  h0nZOntalem  Sinne  über  einem  Teilkreise  K  dreh- 

«Chätri?         rm,t  NOni6n  V  Angflbe   dUI*Ch  DrUteI- 

«ung  auf  20"  abgelesen  wird, 
bekaimte  w  ^       BerichtiSunS  des  Instrumentes  wird  in 

derBildwVteiSeV°rgen0mmen'  80  daß  ledi£lich  die  Ermittlung 
61  e'  ferner  die  Lage  der  den  Messungen  zu  Grunde 
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gelegten  Hauptvertikalen  v,  jene  des  Horizontes  h  sowie  end- 
lich die  Bestimmung  von  ß  mit  Rücksicht  auf  den  Umstand, 
als  die  Einstellung  nach  dem  Fixpunkte  mit  dem  Fernrohr 
bewirkt  werden  sollte,  zu  behandeln  sind,  um  die  Größe  der 
bezüglichen  Fehler  angeben  zu  können. 


5. 

Die  Bildweitenbestimmung  wurde  in  üblicher  Weise  vor- 
genommen, indem  mit  einem  Mikroskoptheodolit  von  5"  Angabe 
die  Horizontalwinkel  nach  n  Punkten  in  mehreren  Sätzen  ge- 
messen und  sodann  diese  Punkte  durch  eine  Aufnahme  mit 
vertikaler  Bildebene  abgebildet  wurden;  die  Zentrierung  des 
Instrumentes  erfolgte  bei  dieser  Aufnahme  mit  dem  Haupt- 
punkt des  Kameraobjektivs. 

Bezeichnet  P,-  (i  =  1 . . .  n)  die  Projektion  des  Bildpunktes 
auf  h  und  ist  der  gemessene  Horizontalwinkel  PxOPi  =  u>(,  so 
ergeben  sich  die  n  —  1  Gleichungen 

a,  =  o^+e»,        f  =  2  . . . «,  21) 

wobei  die  Theodolitwinkelmessungen  a>f  als  fehlerfrei  ange- 
nommen werden  können. 

Wegen  der  Messungsfehler  in  #,  und  infolge  einer  Annahme 
für/ werden  die  aus  \a)  abgeleiteten  a,  der  Gleichung  21)  nicht 
genügen.  Die  Bilddistanz  bedarf  einer  Verbesserung  8/,  die 
Abszissen  bedürfen  einer,  wie  wir  annehmen  wollen,  kon- 
stanten Verbesserung  5r,  indem  von  der  Distorsion  des  Objek- 
tivs hier  abgesehen  werden  kann. 

Wegen 

,         cos2  a,         sin  a,  cos  a,  , 

da,  =  — — -  5X  5/ 

/  / 


hat  man  mit 


a, ■  =  sin  a,  cos  a, — sin  04  cos  av 

bi  r=  cos2  04— cos2  a,, 

_  («,  +  wt—  a,)" 
'  ~   ~f  /j 
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ISO  60  60 

wo  f= — ^-^  =  206264-8  ist,  die  Fehlergleichungen 

H  =  a.fy+fc,  $,+/,•       i  =  2...«. 

Hierin  bedeuten  v<  die  im  Bogenmaß  ausgedrückten  Ände- 
rungen, welche  die  an  und  für  sich  als  fehlerfrei  vorausgesetzten 
Winkelmessungen  erfahren  müssen,  damit  das  Strahlenbüschel 
mit  dem  Zentrum  f+lf  zur  Punktreihe  x(+Zx  perspektivisch 
Hegt 

Die  beiden  Normalgleichungen 

[aa]tf+[ab]Zx+[al]  =  0 
[bb)Zx+[bl]  =  0 


liefern 


g         [o/2]  [bl2] 
[aa2]  [bb2] 


mit  den  mittleren  Fehlern 


mf-  ~  rr — z~  >    <  = 


\f[aa2]  \fipbZ] 

Die  Tür  n  =  15  Punkte  gemessenen  *,  und  <i>,  ergaben  für 
d'eAnnahme/=i84-10WW 

5/=  -0-063  ffi«        8X  =  0  •  39  ww 
mit  den  Fehlern 

*/  =  =fc  0-084  wm  =  ±  0 •  28  mm, 

■°^Lderb;iZUbehaltendeWert  <terBUdweite/=184-04db<K>8 
erfahrend  Abszissen  eine  Vergrößerung  von  0-39  im» 
dem  zur  u  iSt  dCr  AbStand  der  Hauptvertikalen  von 

HckiernJ 7SSUng  dCr  Xl  benützten»  auf  der  Platte  mit  einer 
letzteren  «n  f?eZOgenen  Strich  bestimmt.  Der  Abstand  des 
Rinder  teT!  aUCh  VOn  den  Abbildungen  der  parallelen 
•^messune  beStimmt'  da  *>«*sichtigt  war,  bei  der 

Lander  zu  b  *"  h  ^  Abstände  der  Bi,der  auf  diese 

en  und  sod*nn  die  Abszissen  auf  den  Strich 
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der  ersten  Platte,  respektive  die  dadurch  bestimmte  Lage  der 
Hauptvertikalen  zu  reduzieren.  Hiedurch  soll  das  Ziehen  des 
Striches  bei  folgenden  Platten  vermieden  werden,  da  gerade 
diese  Operation  eine  Unsicherheit  von  O  l  mm  bewirkt,  einen 
Betrag,  welcher  beträchtlich  die  Genauigkeit  der  eigentlichen 
Ausmessung  überschreitet.  Da  die  gegenüberliegenden  Ränder 
des  Rahmens  jedoch  kaum  parallel  und  auch  nicht  geradlinig 
sein  werden,  so  hat  die  Messung  des  erwähnten  Abstandes  in 
bestimmten  Intervallen,  etwa  für  OrdinatendirTerenzen  von  \cm, 
zu  erfolgen. 

6. 

Zur  Bestimmung  des  Horizontes  wurden  von  dem  Auf- 
stellungspunkte des  Phototheodolits  bei  Einhaltung  derselben 
Instrumentenhöhe  mit  einem  Mikroskoptheodolit  von  2"  Angabe 
die  Höhenwinkel  nach  sechs  Punkten  in  mehreren  Sätzen  ge- 
messen und  mit  Benützung  dieser  sowie  der  den  Bildpunkten 
entsprechenden  endgültigen  Abszissen  aus  2  a)  die  zugehörigen 
Ordinaten  abgeleitet.  Der  Vergleich  mit  den  auf  der  Platte  ge- 
messenen, also  auf  den  Strich  derselben  bezogenen  Ordinaten 
ergab  eine  Änderung  der  letzteren  um 

A^  =  — 1  02,  —0-96,  —0-97,  —0-93,  —0-91,  —  0  89  mm. 

In  einem  Diagramm  kann  sodann  diejenige  Gerade  er- 
mittelt werden,  welche  dem  Horizont  entspricht.  Die  Lage  des- 
selben läßt  sich  schärfer  bestimmen  als  jene  der  Vertikallinie, 
indem  die  Abweichungen  der  der  graphischen  Ausgleichung 
zu  Grunde  gelegten  Punkte  von  dem  durch  die  Ausgleichung 
erhaltenen  Horizont  etwa  0*01  mm  betragen.  Aus  diesem 
Grunde  konnte  auch  von  der  Einführung  eines  systematischen 
Fehlers  in  der  allgemeinen  Entwicklung  abgesehen  werden. 

Die  Platte  wird  nun  aus  denselben  Gründen  wie  vorhin 
von  dem  ursprünglich  gezogenen  Strich  bis  zu  den  gegenüber- 
liegenden Rändern  für  runde  Werte  der  Abszissen  ausgemessen, 
wobei  die  endgültige  Lage  des  Horizontes  zu  berücksichtigen 
ist,  wodurch  auf  dieser  Platte  ein  Netz  in  Maßen  bestimmt  ist. 

Die  Ermittlung  von  ß  wird  zweckmäßig  mit  dem  für  die 
Azimutbestimmung  zu  benützenden  Fixpunkte  vorgenommen, 
indem  der  Phototheodolit  mit  der  Vertikalachse  zentriert  und 
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sodann  in  beiden  Fernrohrlagen  die  Einstellung  auf  ersteren 
vorgenommen  wird.  Nachdem  die  Kamera  auf  das  Mittel  der 
bezüglichen  Kreisablesung  eingestellt  ist,  liefert  eine  Aufnahme 
x'  und  damit  nach  5)  ß. 

Die  angedeutete  Bestimmung  der  Konstanten  gilt  lediglich 
für  die  benützte  mittlere  Objektiveinstellung.  Bei  vertikaler 
Bildebene  stehen  jedoch  in  diesem  Falle  nur  Höhenwinkel  bis 
zu  12'  zur  Verfügung.  Es  empfiehlt  sich  daher,  um  solche  bis 
zu  209  benützen  zu  können,  diese  Bestimmungen  für  eine 
zweite  Objektiveinstellung  zu  wiederholen.  Die  Verschiebung 
der  Hauptpunkte  des  Objektivs  ändert  eben  nicht  allein  den 
Horizont,  sondern  im  allgemeinen  auch  die  Bilddistanz  und 
die  Lage  der  Vertikallinie,  da  die  Verschiebung  kaum  genügend 
genau  in  einer  Vertikalen  erfolgen  wird. 

Für  eine  zweite  Konstantenbestimmung  ist  natürlich  auch 
*  Ausmessung  der  bezüglichen  Platte  vorzunehmen,  welche 
dann  lurdie  Reduktion  von  Aufnahmsplatten  mit  dieser  Objektiv- 
«nstellung  auf  das  Achsenkreuz  dieser  Platte  dient. 

7. 

J^Tau6en  vorhergehenden  Abschnitten  wurde  voraus- 
T?l  „  * r  a,l^emeinen  Berichtigung  des  Instrumentes 
achse  iZ  7  Zentimelerrahmens  parallel  zur  Umdrehungs- 
In  ^    "  r,entCS  geSteHt  WUrde'  a,S0  bei  aufgestelltem 

^d^  h      7'  SPätCren  * 

kann        ^  genü*end  ^naue  Libellen  erhalten  werden 

*****  FVhtr  A?vLdeH  UfSprÜngIiChen  JuStier-S  2-ück" 
tochmJT  "  demJeniSen  **i  zu  trennen,  welcher 

"Seihatte  Aufstellung  hervorgerufen  wird. 

ebene  umT  ^  Bestimmu"g  der  Horizontlinie  die  Bild- 
*  hs«ZTn     Vertika,e  genei^  die  Umdrehungsachse 

Menden  PI.,»  >  während  auf  der  senkrecht 

HJbn;fes,ch vergeben  würde. 

1      man  für  den  Höhenwinkel  //  in  der  Ebene  V  * 
-  -  y  =  y' cos  ^  *  +yr  sin  A  i  tgh 

^  °PP«,  D,€  Photogrammetrie  oder  Bildmeßkunst,  Weimar  1889,  P.  61. 
4f»«them,n4tun...Kl.;cxv.Bd.(AbMU.  9 
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und  genügend  genau  auch  für  jede  Richtung  a 

.    ya  ai' 

,     180.60  . 
WO  ft  —    ist. 

Nimmt  man  bei  sorgfältiger  Justierung  Ai  =  1',  so  wird 
selbst  füry  =  100  mm,y—y'  =  0*015  mm,  ein  Wert,  welcher 
eben  an  die  Grenze  der  Messungsschärfe  heranreicht. 

Von  größerem  Einflüsse  hingegen  ist  die  durch  minder 
genaue  Libellen  bewirkte  Unsicherheit  in  der  Aufstellung.  Wenn 
lediglich  die  Projektion  der  Abweichung  der  Aufstellungsachse 
von  der  vertikalen  Lage  auf  die  Ebene  V  berücksichtigt  wird, 
so  bedeutet  m,-  die  dadurch  bedingte  Neigungsänderung  der 
optischen  Achse  gegenüber  jener  Lage,  welche  dieselbe  bei 
der  Konstantenbestimmung  hatte.  Der  dadurch  bedingte  Fehler 

im  Höhenwinkel  ist  mh  =  —  w„  also  wegen  7a)  mit  x  =  0, 

9  i 

mh  =  im,-,  wie  auch  unmittelbar  klar  ist. 

Ks  empfiehlt  sich  daher  außer  den  mit  der  Alhidade  ver- 
bundenen Libellen  die  Anbringung  einer  oder  besser  von  zwei 
genaueren  Libellen,  welche,  in  unmittelbarer  Verbindung  mit 
der  Kamera  stehend,  durch  auf  letztere  wirkende  Stellschrauben 
zum  Einspielen  gebracht  oder  abgelesen  werden  und  dadurch 
vor  jeder  Aufnahme  nicht  allein  die  vertikale  Lage  der  Bild- 
ebene, sondern  auch  ihre  unveränderliche  Lage  sichern  sollen. 

Unter  dieser  Voraussetzung,  die  auch  bei  neueren  Instru- 
menten zutrifft,  kann  von  einer  merkbaren  Neigungsänderung 
der  optischen  Achse  abgesehen  werden. 

8. 

Nach  den  vorhergehenden  Untersuchungen  sind  die  mitt- 
leren Justierungs-  und  Messungsfehler  in  den  Gleichungen  17), 
1 8),  1 9)  mit  m'x  =  0  •  3  mm,  mf  =  01  mm,  mx  =  my  =  0  *  02  mm 
anzunehmen,  während  m,-  =  0  gesetzt  wird. 

Für  die  in  Betracht  kommenden  Höhenwinkel  kann  in  17) 
der  von  mx  herrührende  Teilbetrag  vernachlässigt  werden;  da 
ferner  bei  visueller  Einstellung  nach  dem  Fixpunkt  x'  kaum 
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\mm  betragen  wird,  so  kommt  in  19)  lediglich  der  durch  mx 
bedingte  Teüfehler  in  Betracht. 

Wegen  6a)  und  7a)  ergeben  sich  mit  den  obigen  Ver- 
nachlässigungen aus  17),  18),  19)  die  mittleren  Fehler  für  das 
Mitte!  aus  zwei  symmetrischen  Beobachtungen,  in  Minuten 
ausgedrückt, 


^\7^r+v^r  ]7a) 

18a) 

Für  eine  einzelne  Beobachtung  in  der  Ebene  V  hat  man 
aus  10)  und  1 3)  wegen  x  —  0 

'"«  =  ^'y  17*) 


18*) 

gesetzt  naChStehenden  werden  Sonnenbeobachtungen  voraus- 

SonnIahn,Hkann  ™  d6r  Aufnahme  durch  Beurteilung  der 
bestimm  Mattscheibe  diejenigen  Kreisablesungen 

nähme!?'»         "  annähernd  symmetrisch  gelegene  Auf- 
bei  de"?    ^  S°  daß  etwa  sieben  b*  neun  Aufnahmen 
Reibe  Objektiveinstellung  auf  einer  Platte  Platz  finden. 

«*Je^°^ndeÜbCreichl  gibt  fÜr  J'e  drei  symmetrisch 
^  S  ne  Achtungen  die  aus  17a)  und  18a)  berechneten 

*,Und      W0bei  für  die  angenommenen  h  der  Faktor  ^ 

**  luf  d!  beQSlimmen  ist-  Die  Mittelwerte  von  mA  beziehen 

"nd  18^u!!  Krhalbjahr-  Außerdem  sind  die  aus  17*; 

^«itüet^Ineten  WertC  fÜf  6ine  einzelne  Beobachtung  in 
tiCren  Ebe"e  angegeben. 

9* 
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Da  nach  19a)  m3  =  ±0-37'  gesetzt  werden  kann,  so  gibt 

Mv  =  \/M*A+mi  =  0  •  58'  ±  35"  23) 

die  mittlere  Abweichung  der  photographischen  Bestimmung 
von  dem  wahren  Werte.  Hingegen  ist  durch  22)  Mw  dann 
gegeben,  wenn  durch  ein  geeignetes  Meßverfahren  ß  eliminiert 
wird,  was  jedoch  nur  möglich  ist,  wenn  die  Kamera  mit  dem 
Fernrohre  durchgeschlagen  werden  kann,  also  symmetrische 
Beobachtungen  in  beiden  Fernrohrlagen  durchführbar  sind.  In 
dem  letzteren  Falle  wird  im  Gesamtmittel  auch  der  systema- 
t  scheFehlerA^eliminiert,  wodurch  die  Genauigkeit  erhöht  wird. 

9. 

Bei  den  Versuchsmessungen  stand  der  Phototheodoht  auf 
einem  Stativ;  die  Zentrierung  erfolgte  mit  der  Vertikalachse 
u,er  einem  Punkte  der  Plattform  des  Observatoriums.  Bei  allen 
Beobachtungen  wurde  dieselbe  Objektiveinstellung  und  die- 
«'be  Doppelkassette  9,  10  benützt,  welche  für  die  früheren 
Untersuchungen  Verwendung  fand.  Vor  Beginn  der  Aufnahme, 
erncr  eschen  jenen  der  Kassetten  9  und  10,  endlich  nach 

Z   .    me  wurde  das  Femrohr  in  beiden  La^™ 

^  dem  Flxpunkt  eingestellt  ßei  jeder  Momentaufnahme  _ 

mZTT*1  b6tmg  V«  SekUnden  -  wurde  ein  Chrono" 
einen  oa  k  Um  fÜr  die  Be™hnung  der  Deklinationen 
einen  genäherten  Uhrstand  zu  erhalten 

»omit^r!,biIder  Sind  natÜr,ich  e,,iPtisch  und  es  fällt 
-       Mmelpunkt  dieser  Ellipse  nicht  mit  der  Abbildung 

2n  Z  Pmkt'S  ZUSammen'  Man  ka™  ™n  entweder 
mZZ^TT  Und  die  Reduktion  auf  den  Mittelpunkt 
d'e  Ausme«      e  la^bmessers  durchführen  oder  aber 

Falle  TZ    g  fÜF  b6ide  Ränder  d™hren.  Im  letzteren 

In  def  \T  ^  ^  dör  Ko°^™  ™  rechnen. 
2«!ne  Sekunn     .  6nden  Zusam™nstellungj  in  welcher  ein- 
^  sowohl  d  alS  RechnuiWößen  erscheinen, 

^  wna^rs^  a,s  auch  die  Mittel 

svstematisch     p  s>mmetnsch  gelegenen,  welch  letztere  von 

sin^usamme^elltn  ReilWeiSe  daher  ver«,eichbar 

fcesieut  Bei  samtlichen  Platten  ist  der  aus  den 
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Messungen  hergeleitete  Fehler  des  Gesamtmittels  wesentlich 
kleiner  als  der  in  22)  angegebene,  was  auf  teilweise  Fehler- 
tilgung zurückzuführen  ist.  Ebenso  zeigen  auch  die  an  dem- 
selben Tag,  also  bei  derselben  Instrumentenaufstellung  mit 
verschiedenen  Platten  bewirkten  Beobachtungen  befriedigende 
Übereinstimmung.  In  der  Tabelle  sind  schließlich  die  Diffe- 
renzen \w  zwischen  den  Mittelwerten  der  photographischen 
Azimutbestimmungen  und  dem  mit  dem  Universalinstrument 
gefundenen  und  auf  den  Aufstellungspunkt  des  Phototheodolits 
auf  etwa  1"  genau  reduzierten  Werte  von  128°  48'  28"  zu- 
sammengestellt. Diese  Differenzen  zeigen  eine  Schwankung, 
welche  durchschnittlich  den  doppelten  des  in  23)  ausgewiesenen 
Betrages  erreicht,  und  erklären  sich  aus  der  für  den  vorliegenden 
Zweck  keineswegs  ausreichenden  Genauigkeit  in  der  Instru- 
mentenaufstellung. 

Zur  Aufstellung  dienen  lediglich  zwei  kleinere,  mit  dem 
unteren  Instrumententeile  verbundene  Libellen,  während  der 
Kassettenteil  keine  Libellen  besitzt.  Zur  Ermittlung  der  mit 
diesem  Instrument  erreichbaren  Genauigkeit  in  der  Aufstellung 
wurde  dessen  Fernrohr  mit  einem  zweiten  kollimiert,  in  dessen 
Fokalebene  sich  ein  Fadenmikrometer  befindet,  so  daß  Neigungs- 
änderungen des  Phototheodolits  mit  dem  Mikrometer  gemessen 
werden  konnten.  Hiebei  wurden  bei  jedesmal  einspielenden 
Libellen  Differenzen  von  25"  konstatiert,  welche  im  vollen 
Betrag  auf  die  Höhenwinkel  und  bei  dieser  Beobachtungszeit 
(3  =  — 14°)  mit  dem  l  ofachen  Betrag  auf  das  Sonnenazimut 
übergehen,  durch  welchen  Umstand  die  durchschnittlich  eine 
Minute  betragende  Schwankung  in  den  Tagesmitteln  ihre 
Erklärung  findet. 
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Datum 
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Datum 
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10. 

Die  Genauigkeit  der  photographischen  Orientierung  kann 
wesentlich  gesteigert  werden,  wenn  ein  schärferes  Ausmes- 
sungsverfahren, z.  B.  optische  Ausmessung,  verwendet  wird, 
wie  dies  bei  dem  neueren  Phototheodolit  von  Koppe  sowie 
bei  dem  von  Marcuse  konstruierten  Reiseuniversal  verwirk- 
licht wird;  letzteres  soll,  wie  aus  einer  Voranzeige1  zu  ent- 
nehmen ist,  alle  Aufgaben  der  genäherten  geographischen  Orts- 
bestimmung an  einem  Instrument  lösen,  wobei  die  Genauigkeit 
in  Breite  und  Azimut  2",  in  Länge  und  Zeit  0*2'  betragen  soll. 

Beim  Phototheodolit  von  Koppe  findet  ein  eigenes  Aus- 
messungsfernrohr Verwendung,"  dessen  horizontale  Drehungs- 
achse gabelförmig  gebogen  ist,  so  daß  das  Zentrum  der  Kreise, 
welche  Objektiv  und  Okular  dieses  Fernrohres  beim  Auf-  und 
Niederkippen  beschreiben,  in  den  vorderen  Hauptpunkt  des 
Objektivs  verlegt  wird.  Die  optische  Achse  der  Kamera  hat 

dieselbe  Neigung  wie  bei  der  Aufnahme,  das  Diapositiv 
wd  in  derselben  Lage  wie  bei  jener  in  die  Kamera  eingesetzt, 
*>daß  die  zur  Aufnahme  erforderlichen  Winkel  an  der  Platte 
gemessen  werden. 

v  rf  h"  PrmZ'P  Wäfe  Übrigens  das  °Ptische  Ausmessungs- 
Th       aU°h  b6i  J6dem  Pnot°ßrammeter  möglich,  wenn  ein 
*eodo ht,  welcher  die  Rolle  des  Ausmeßfernrohres  übernimmt, 
^wendet  wird. 

wnb  K°IIimation  wird  bewirkt>  daß  der  durch  einen  Bild- 
^ktdeesrKmgeSet2ten  PlaUe         dUFCh  dCn  ZWeUen  HaUpt 


ameraobjektivs  bestimmte  Strahl  parallel  zur  Visier- 

alW  °hreS  Wird  Für  die  b^ügliche  Einstellung  ist  im 
fernen  sowohl  eine  Drehung  der  Kamera  als  auch  eine 

beide  Hn!  AUS*eßinstr™entes  erforderlich.  Werden  sodann 

Punkt  de  ZP1  abg6,eSen  Und  wird  für  einen  ™'eiten 

">gen  läßt  T  t™*  Verfahren>  50  gibt>  wie  sich  leicht 
beider  W„,  der  VOn  den  Ablesevorrichtungen 

jektiond TtTT  dUrChlaufenen  Winkel  die  horizontale  Pro- 
^J*  betreffenden  Winkels  an.  Hiebei  wird  die  Einstellung 

1  Zeitschrift  für  Marine-Rundschau,  1901. 


124  A.  Klingatsch,  Photographische  Azimutbestimmung. 


durch  das  Kameraobjektiv  erleichtert,  wenn  eine  Verschiebung 
des  letzteren  in  vertikaler  Richtung  möglich  ist,  ohne  daß  sich 
die  Bilddistanz  oder  die  Lage  der  Hauptvertikalen  ändert.  Ana- 
loges gilt  von  der  Messung  der  Winkel  a.  Wird  die  Platte  um 
90°  gedreht,  so  könnten  bei  vertikaler  Lage  der  Bildebene  ledig- 
lich mit  Benützung  von  Horizontalkreisablesungen  an  beiden 
Instrumenten  die  Projektionen  der  Höhenwinkel  auf  die  Ebene  V 
bestimmt  und  mit  Benützung  der  gemessenen  a  auch  die 
Höhenwinkel  selbst  gefunden  werden,  so  daß  sowohl  für  den 
Hilfstheodolit  wie  für  den  photographischen  Apparat  Höhen- 
kreise entbehrlich  wären.  Dies  setzt  natürlich  geeignete  Ab- 
änderungen am  Kassettenteil  des  letzteren  voraus,  ebenso,  wie 
erwähnt,  exakte  Führung  des  Objektivschlittens,  damit  dieses 
Ausmeßverfahren  praktisch  durchführbar  wird. 
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Wärmeleitung  in  inhomogenen  Körpern 

von 

Dr.  Lise  Meitner. 

Aus  dem  II.  physikalischen  Institut  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  22.  Februar  1906.) 

Im  ersten  Band  seines  Lehrbuches  der  Elektrizität  und 
des  Magnetismus  leitet  Maxwell  eine  Formel  ab  für  den 
spezifischen  elektrischen  Widerstand  K  eines  heterogenen 
Mediums,  das  aus  einer  Substanz  vom  spezifischen  Wider- 
stand i,  und  aus  einer  Reihe  in  dieser  Substanz  zerstreut 
liegender  kleiner  Kugeln  zusammengesetzt  ist,  deren  Gesamt- 
volumen zu  dem  Volumen  des  Mediums  im  Verhältnis  von  p 
zu  1  steht  und  deren  spezifische  Leitungsfähigkeit  gleich  kx  ist, 
und  findet  hiefür  den  Ausdruck 

2*1+V-2/>01-.jy  *2 

Diese  Formel  gewinnt  Maxwell,  indem  er  einerseits  das 
rotent,al  einer  um  alle  kleinen  Kugeln  geschlagenen  ideellen 
^ugel  vom  spezifischen  Widerstand  K  in  eine  Reihe  harmoni- 
er Kugelfunktionen  entwickelt,  andrerseits  die  gleiche  Ent- 
*«*lung  fUr  die  kIejnen  Kuge)n  aufstelu       be.de  Ausdfücke 

inander  gleich  setzt.  Die  zur  Gültigkeit  der  Formel  notwendige 
«Aussetzung  ist,  daß  die  Radien  der  Kugeln  sehr  klein  gegen 
*  gegenseitigen  Abstände  sind,  so  daß  die  Störungen  der 
einen  Kugeln  nicht  miteinander  interferieren.  Daher  muß  p 
^  sehr  kleine  Größe  sein. 

F«ner  darfauch  der  Bruch  -ti  keinen  beträchtlichen 
Wert  haben  a  £kx— *2 

oa  sonst  der  Widerstand  nach  einer  bestimmten 
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Richtung  noch  abhängig  ist  von  der  Anordnung  der  einzelnen 
Kugeln. 

Da  sich  nun  aus  den  Gesetzen  für  elektrische  Leitung 
durch  bloße  Vertauschung  der  entsprechenden  Begriffe  die 
Gesetze  für  die  Wärmeleitung  ergeben,  liegt  es  nahe,  die  obige 
Formel  durch  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete  der  Wärme- 
leitung zu  verifizieren.  Auf  Anregung  des  Herrn  Prof.  Dr. 
F.  Exner  habe  ich  es  nun  versucht,  die  Gültigkeit  der  ge- 
nannten Formel  an  der  Quecksilbersalbe  (Ung.  Hydrargyri)  zu 
prüfen.  Diese  genügt  den  notwendigen  Bedingungen  für  die 
Gültigkeit  der  Formel  aufs  beste.  Die  Kugelgestalt  der  ein- 
gebetteten Teilchen,  deren  gegenseitige  Entfernung  so  groß 
ist,  daß  die  Störungen,  die  sie  einzeln  in  dem  Laufe  des 
Wärmestromes  hervorbringen,  voneinander  unabhängig  sind, 
mit  anderen  Worten,  daß  keine  merkliche  Strahlung  zwischen 
ihnen   stattfindet,  schließlich  die  Möglichkeit,  die  Größe  p 
sowie  das  Wärmeleitvermögen  der  reinen  Salbenmasse  in  ein- 
facher Weise  und  mit  genügender  Genauigkeit  zu  bestimmen, 
all  dies  macht  die  Quecksilbersalbe  zu  den  nachstehenden 
Messungen  besonders  geeignet.  Da  diese  sowohl  an  der  Queck- 
silbersalbe als  an  der  reinen  Salbenmasse  ausgeführt  werden 
mußten,  wurde  nicht  die  gewöhnliche  käufliche  Salbe  ver- 
wendet, sondern  eine  eigens  zu  diesem  Zwecke  hergestellte, 
der  Parmac.  VII  entsprechende.  Dadurch  war  es  möglich,  die 
unerläßliche  Bedingung  zu  erfüllen,  daß  die  reine  Salbenmasse 
von  genau  gleicher  Zusammensetzung  sei  wie  das  zur  Queck- 
silbersalbe gehörige  Fett. 

Es  wurde  nun  mit  der  im  nachstehenden  beschriebenen 
Methode  das  Leitvermögen  der  reinen  Salbenmasse  bestimmt 
und  einmal  auf  Grund  der  Maxwell'schen  Formel  daraus  das 
Leitvermögen  der  Quecksilbersalbe  berechnet  Andrerseits 
wurde  die  spezifische  Leitfähigkeit  der  Quecksilbersalbe  direkt 
gemessen. 

Die  Größe  p  läßt  sich  leicht  bestimmen.  Ist 

s  das  spezifische  Gewicht  der  reinen  Salbenmasse, 
5   *         *  »        *  Quecksilbermasse, 

a    *         •  »des  Quecksilbers, 
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vf  und  vs  beziehungsweise  die  Volumina  des  Quecksilbers  und 
der  reinen  Salbenmasse,  die  in  einer  Menge  Quecksilbersalbe 
vom  Volumen  V  enthalten  sind,  so  bestehen  die  Gleichungen 


vg+vs 

Vg.<3  +  Vs.S 
Vg.a+(V—Vg)s  : 

pa+(l— p)s 


P  ~ 


v.s, 
v.s, 

5—5 

 • 

0 — 5 


5  und  5  wurden  mittels  der  hydrostatischen  Wage  be- 
stimmt Für  das  spezifische  Gewicht  a  des  Quecksilbers  wurde 
der  Wert  für  15°  C.  aus  den  Tabellen  von  Landolt  ent- 
nommen. 

Nachstehend  die  Werte  für  s,  5,  o  und  p : 


s  S 

G 

P 

j  0-9007    1  2416 

13-5586 

0- 02693 

Die  Bedingung,  daß  p  ein  kleiner  Bruch  sei,  ist  hier  jeden- 
genügend  erfüllt.  Nach  Poisson  (F.  Joubert-Mascart, 
««nc,  p.  146  ff.)  ist  die  gegenseitige  Induktion  der  leitenden 
Richen  zu  vernachlässigen,  sobald  ihr  Volumen  nicht  mehr 
V*  des  scheinbaren  Körpervolumens  beträgt,  weil  dann  die 
T eren  fKräfle  bereits  u"ter  7«  der  äußeren  herabsinken.  Der 
^gefundene  Wert  liegt  nun  nahe  bei  «/40>  so  daß  die  Ver- 
-  -tosigung  der  Strahlung  zwischen  den  Quecksilberkugeln 
Ku  H    k  1  g6Stattet  iSL  Immerhin  wurde  die  Größe  der 
Werte  d  Unt6r  d6m  Mikrosk°P  bestimmt.  Da  die 

einen'  ^  Variierten  —  die  größten  Kugeln  hatten 

wurVr™  S°  gr°ßen  Durchmesser  wie  die  kleinsten  -  so 
»nen!"  *  ^  Mittel  auS  100  Messu«^en  Se" 

Üerso  gefundene  Wert  betrug: 

ft<  00178«/«/. 
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Aus  dem  nun  bekannten  Radius  und  dem  früher  bestimmten 
Verhältnis  p  zwischen  dem  Volumen  der  Salbe  und  dem  in  ihr 
eingeschlossenen  Quecksilbervolumen  läßt  sich  die  Distanz  der 
Mittelpunkte  der  Kugeln  ohneweiters  finden. 

Ist  «  die  Anzahl  der  Quecksilberkugeln  in  der  Volum- 
einheit und  a  der  Abstand  ihrer  Mittelpunkte,  so  ist 

3/  1  4r37:  4rsTC 

Vir  _  '  =  nr -"=  3^ 

3/4  K 

'•  V  3,  ■ 

Daraus  ergibt  sich 

a  =  0*0094  mm  —  b  'Sr. 

Die  bei  den  Messungen  angewendete  Methode  war  die- 
selbe wie  die,  deren  sich  zuerst  Christiansen  (Wied.  Ann., 
Bd.  XIV,  p.  23,  1881)  bei  seinen  Untersuchungen  über  das 
relative  Leitungsvermögen  verschiedener  Körper  bedient  hat 

Versuchsanordnung. 

Drei  Kupferplatten  von  gleichem  Durchmesser  und  gleicher 
Dicke  waren  in  der  Weise  übereinander  gelegt,  daß  zwischen 
der  unteren  (III)  und  der  mittleren  (II)  die  Salbenschicht  ein- 
gepreßt war,  deren  Wärmeleitvermögen  bestimmt  werden 
sollte;  die  mittlere  und  die  obere  (I)  hingegen,  waren  durch 
kleine  Glasstückchen  getrennt,  so  daß  sich  zwischen  ihnen 
eine  Luftschicht  von  bekannter  Dicke  befand.  Die  ganze 
Leitungssäule  stand  auf  einem  Blechgefäß,  durch  welches  der 
Strahl  einer  Wasserleitung  hindurchgeleitet  werden  konnte. 
Auf  der  obersten  Kupferplatte  befand  sich  das  Siedegefäß, 
welches  zur  Zuleitung  des  Wasserdampfes  diente.  Um  einen 
möglichst  guten  Kontakt  zwischen  den  Kupferplatten  und  den 
Blechgefäßen  herzustellen,  wurde  Quecksilber  als  Zwischen- 
mittel verwendet. 

Die  drei  Kupferplatten  waren  gut  planparallel  und  eben 
geschliffen  und  wurden  --  da  geringe  Unebenheiten  der  Platten 
auf  die  Temperatur  einen  verhältnismäßig  bedeutenden  Einfluß 
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haben  —  vor  jeder  Messung  frisch  amalgamiert.  Die  Tempe- 
raturen der  Kupferplatten  wurden  an  drei  Thermometern,  die 
in  seitlichen  Öffnungen  übereinander  angebracht  waren,  ab- 
gelesen. Außerdem  wurde  noch  ein  viertes  Thermometer  zur 
jedesmaligen  Bestimmung  der  Zimmertemperatur  verwendet. 
Alle  vier  Thermometer  waren  in  ganze  Grade  geteilt  und  wurden 
mit  einem  Normalthermometer  verglichen.  An  den  nach- 
folgenden Temperaturangaben  sind  bereits  alle  Korrekturen 
einschließlich  der  des  herausragenden  Fadens  angebracht.  Die 
letztere  wurde  nach  der  von  F.  Kohlrausch  (Kleiner  Leit- 
faden der  praktischen  Physik)  angegebenen  Formel 

a  -  0-00016  «(/— f0) 

ausgeführt,  wobei  0-00016  der  scheinbare  Ausdehnungs- 
koeffizient des  Quecksilbers  im  Glase,  a  die  in  Graden  aus- 
gedrückte Länge  und  f  die  mittlere  Temperatur  des  heraus- 
ragenden Fadens  ist. 

Um  den  Einfluß  der  in  der  Umgebung  vorhandenen  Luft- 
tewegung  -  seitlich  an  den  Plattenrändern  findet  jedenfalls 
ein  Aufsteigen  der  Luft  statt  —  zu  konstatieren,  wurden  einige 
Vorversuche  angestellt,  bei  welchen  die  ganze  Leitungssäule 
™  einer  Hülle  aus  Pappendeckel  umgeben  war.  Die  Ab- 
weichung der  so  erhaltenen  Werte  von  denen,  die  unter  sonst 
gleichen  Umständen,  aber  ohne  die  Hülle  gefunden  worden 
»««Mag  innerhalb  der  Grenze  der  Beobachtungsfehler  und 
*Me  daher  im  folgenden  nicht  weiter  berücksichtigt. 

U.e  schon  erwähnt,  wurde  die  Luftschicht  zwischen  den 
««1 il  und  II  durch  drei  kleine  Glasstückchen  hergestellt. 
Ihre  D  k  ^  ZUSammen  eine  0berfläche  von  0  32  cur. 
betru     v.WUrde  mittels  eines  Sphärometers  bestimmt  und 

g  im  Mittel  0- 1879  cm.  Diese  verhältnismäßig  bedeutenden 

daß  d  TT      G,asP'ättchen  vermeiden  zwar  den  Übelstand, 

«chicht  ßcä  d6 "  DrUCk  Siedegcfäßes  die  Dicke  der  Luft" 
denWä      ertwerde'machen  es  aber  andrerseits  notwendig, 

findet  mTStlm'  d6r  dUfch  die  Glasstückchen  hindurch  statt- 

Die  Salbe6^1111^  ZU  ZiehCn' 
Verden  s  11  enmaSSe'  deren  Wärmeleitvermögen  bestimmt 
0  te,  wurde  zwischen  die  Platten  II  und  III  gebracht, 
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die  darin  befindlichen  Luftblasen  durch  Zusammenpressen 
möglichst  gut  entfernt.  Die  Dicke  dieser  Salbenschicht  wurde 
mittels  eines  Schraubenmaßes  von  O'OOl  mm  Teilung  an  6  bis 
7  Stellen  des  Umfanges  und  in  der  Mitte  bestimmt.  Dieselbe 
variierte  selbstverständlich  für  die  einzelnen  Messungen. 

Da  es  sich  weiters  ergab,  daß  die  Dicke  der  Salbenschicht 
während  des  Versuches  durch  das  Gewicht  der  darüber 
lastenden  Kupferplatten  sowie  des  Siedegefäßes  eine  Ver- 
änderung erfuhr,  so  wurde  die  Dicke  der  Schicht  vor  und  nach 
jeder  Messung  bestimmt.  Die  größte  beobachtete  Dicken- 
änderung betrug  0-0033  cm.  Den  Berechnungen  des  Wärme- 
leitvermögens wurden  immer  die  unmittelbar  nach  dem  Versuch 
gemessenen  Dicken  zu  Grunde  gelegt,  da  diese  jedenfalls  den 
Werten,  die  dem  schließlich  eintretenden  stationären  Zustand 
entsprechen,  am  nächsten  kommen. 

Berechnung  der  Versuche. 

Wird  die  obere  Platte  durch  Wärmezufuhr,  die  untere 
durch  WTärmeentziehung  auf  einer  konstanten  Temperatur  ge- 
halten, so  wird  nach  einiger  Zeit  auch  die  Temperatur  der 
mittleren  Platte  einen  konstanten  Wert  annehmen. 

Ist  dieser  Zustand  eingetreten,  so  läßt  sich  aus  den 
Temperaturen  der  Kupferplatten  und  dem  als  bekannt  voraus- 
gesetzten Wärmeleitvermögen  der  Luft  die  Wärmeleitfähigkeit 
der  zwischen  den  Platten  II  und  III  befindlichen  Schichte  be- 
stimmen. Die  Temperaturen  der  Kupferplatten  sind  hiebei  als 
konstant  vorausgesetzt.  Diese  Annahme  ist  hier  zulässig,  da 
die  Zwischenräume  zwischen  den  Platten  mit  verhältnismäßig 
sehr  schlecht  leitenden  Substanzen  ausgefüllt  sind,  so  daß  das 
Temperaturgefälle  innerhalb  der  Kupferplatten  nicht  in  Betracht 
kommt. 

Die  Berechnung  gestaltet  sich  nun  folgendermaßen:  Ist 

L  die  Wärmemenge,  die  die  mittlere  Platte  durch  Leitung 
der  Luft  und  der  Glasstückchen  von  der  Platte  I  erhält, 
/  die  Wärmemenge,  welche  die  mittlere  Platte  durch  Ver- 
mittlung der  Salbenschicht  an  III  abgibt, 
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S  die  Wärmemenge,  welche  die  Platte  II  durch  Strahlung 
von  I  empfangt, 

w  die  Wärmemenge,  welche  II  durch  Leitung,  Strahlung  und 

Konvektion  an  die  umgebende  Luft  abgibt, 
a  die  Wärmemenge,  welche  die  Salbenschicht  durch  Leitung, 

Strahlung  und  Konvektion  nach  außen  abgibt,  so  ist  für 

den  stationären  Zustand 

Bezeichnet 

R  den  Radius  der  Kupferplatten, 
D  die  Dicke  der  mittleren  Platte, 

Temperatur  der  oberen  Kupferplatte  (I), 

•  »   mittleren  Kupferplatte  (II), 
»  unteren  Kupferplatte  (III), 

*  »  Umgebung, 
Dicke  der  Luftschicht, 

Salbenschicht, 


d 


K  das  absolute  Wärmeleitvermögen  der  Luft  bei  0°  C, 
a  den  Temperaturkoeffizienten, 
Mas  absolute  Wärmeleitvermögen  der  Glasplättchen, 
/  die  Oberfläche  derselben, 

*  das  Wärmeleitvermögen  der  Salbenschicht, 

[  [  Em,ssionsvermögen  eines  schwarzen  Körpers, 
!  '  *  der  Salbenschicht, 

*  ;  Absorptionsvermögen  der  Kupferplatten, 

Lei  ,VÜF  Abgabe  vonWärme  durch  Strahlung, 
Leitung  und  Konvektion, 

(Christiansen,  Wied.  Ann.,  Bd.  XIV,  p.  26) 


^U^a\TL?[!Qd  diGSeS  Ausdru<*es  den  Wärmestrom 
e  ü,asPlattchen  darstellt. 


d 

^-na«urw.KJ.;CXV.Bd.,Abt.IIa.  10 
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Nach  der  Formel  von  VV  i  n  k  e  1  m  a  n  n  (Wied.  Ann.,  Bd.  XXIX, 
p.  73,  1886)  ist  ferner 

S  =  2-/^  [(/1-H273)*~(/8  +  273)*] 

und 

w  =  2RxDH(t2—t4y™. 

Die  Wärmemenge  a,  welche  von  der  Salbenschicht  an  die 
umgebende  Luft  abgegeben  wird,  setzt  sich  aus  der  Strahlungs- 
größe  und  der  Größe  aÄ  für  Leitung  und  Konvektion  zu- 
sammen. 

ot  =  2R*dz  (^—^  +27$)*—  (/4+273y| 

.  Die  Größe  o2  ergibt  sich  aus  der  vorstehenden  Formel  von 
Winkelmann: 


«2  =  2ÄS<*{*  -  /4) 1,181  -  ^  +  273)- 

-(/4+273)4]} 


daher 

3 


=  2^{W(^-,)"8,+(5-^[('.^+273y_ 

-  ('<+273)1} 

Mit  Rücksicht  hierauf  ergibt  sich: 

+  K'.+273)'-('t+273)«]  = 

1-181 

+ 


und 


+  2RzDH (/2 —  /4)l",8,+2i?Äi/ j// ( -2  ±^  - /,) 

+  (e_^)^«+/*  +  273)4-(/4+273)*  j} 


Digitized  by  Goo 


Wärmeleitung  in  inhomogenen  Körpern. 


133 


Das  Emissionsvermögen  s  der  Salbenschicht  ist  nicht  be- 
kannt und  eine  Bestimmung  desselben  ist  auch  nicht  möglich. 
Lehnebach  hat  das  Ausstrahlungsvermögen  des  Glases 
bestimmt  (Pogg.  Ann,  151,  p.  108,  1874)  und  bei  geschwärztem 
Glas  dasselbe  Resultat  erhalten  wie  für  ungeschwärztes. 
Auch  Christiansen  (Wied.  Ann.,  Bd.  XIX,  p.  271,  1883) 
erhielt  für  geschwärzte  Glasplatten  Werte,  die  von  den  Werten 
Lehnebach's  für  blankes  Glas  nur  sehr  wenig  abweichen. 
Daher  ist  der  Fehler  jedenfalls  sehr  gering,  wenn  man  für  das 
Emissionsvermögen  der  Salbe  den  für  Glas  berechneten  Wert 
«nützt,  zumal  der  von  s  abhängige  Ausdruck  bei  der  größten 
Dicke  der  zur  Verwendung  gekommenen  Salbenschichten 
nicht  mehr  als  7,%  des  übrigen  Betrages  ausmacht. 

Resultate; 

Die  Versuche  wurden  nun  in  der  Weise  ausgeführt,  daß 
«n  onem  Wasserkessel  Dampf  erzeugt  und  durch  einen 
auch  m  das  Siedegefäß  geleitet  wurde.  Dadurch  erwärmte 
»A  die  oberste  Kupferplatte  und  übertrug  ihre  Wärme  teil- 
***e  auf  die  beiden  unteren  Platten.  Um  die  unterste  Platte 

w  konstanter  Temperatur  zu  halten,  wurde  der  Strahl  der 
vasserleitung  durch  das  Blechgefäß,  auf  dem  die  ganze 
uitungssaule  stand,  hindurchgeleitet.  Nach  einiger  Zeit  wurde 
^    ernperatur  der  oberen  und   unteren   Platte  konstant, 

ahren  die  mittlere  Platte  sich  langsamer  dem  stationären 

voiitr War  dieser  erreicht'  s° wurden  die  Ab,esungen 

BedelV5  "6  GenauiSkeit  der  Versuche  von  wesentlicher 
andere!  i  <  W  Wärmeabgabe  von  einer  Platte  zur 
Leitung  beteil^IUnf  *"  ^  ^erin^  ^  g^nüber  der 
Platten  nZv  T  f  lSt  68  an«ezei^  *e  Abstände  der  Kupfer- 
Ä^kWniUWÄhIen-  Andrerseits  mußte  aber  bei 
Tempelr  T  MeSSUn^en  dar™f  geachtet  werden,  daß  die 

^CZ  hü1"6; Platte  nicht  über  2°°  C  Ste^  uni  ZU 

treten-  Daher  d  rf  °nStitUti°n  der  Salbe  Änderungen  ein- 
gewählt werde    r  ^  Di°ke  ^  Luftschicht  nicht  zu  S^ing 

VOn  de'  Dicke  "d      fern6r  d'e  Unabhar,S'gkeit  der  Resultate 
e   er  Salbenschicht  zu  prüfen,  wurde  dieselbe  in 

10* 
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einigen  Versuchen  erheblich  variiert.  Der  Vergleich  der  so 
gefundenen  Werte  mit  den  anderen  ergibt  mit  genügender 
Sicherheit,  daß  das  Wärmeleitvermögen  von  der  Dicke  der  zum 
Versuch  benützten  Schichte  unabhängig  für  die  folgenden 
Untersuchungen  ist: 

R  =  S-DCift, 
D  =  1  •  5376  cm, 
de  =  0' 1879cm, 

k0  —  0  04555  (Wied.  Ann.,  Bd.  XXIX,  p.  100,  1886), 

e  =  1-095  -  lO"12  (Wied.  Ann.,  Bd.  XIX,  p.  280,1883), 

e  =  1  -21 . 10"12  (ebendaselbst), 
A  =  0-06  (Wied.  Ann.,  Bd.  XXIX,  p.  76), 

a  =  0-00206  (ebendaselbst), 
H=  0-04770  (Wied.  Ann.,  Bd.  XXIX,  p.  100), 
kg  =  0  •  00226    (P  a  a  1  h  o  r  n,    Wärmeleitung  verschiedener 
Gläser), 

f=  032  cw*. 

Die  Dicke  d  der  Salbensehicht  wird  für  jede  Beobachtung 
besonders  angegeben. 

Im  folgenden  sind  die  erhaltenen  Werte  zusammen- 
gestellt: 


I.  Salbenmasse  ohne  Quecksilber. 


1. 


d—  0'0987rw 


tx  -  80-94 


t2  -  17-2  tx-t%  —  63-74 

h  —    9-6  t2-h  =  7-6 

/4  =  20-1  /2— ^  =  -2-9 


kt  =  362L10-8 


2. 


d—  0- 1354cw 
tx  —  79-314 


t—t2  =  60-794 
/2— /3  =  9-72 
t2— /4  -  0-32 


3669.10-8 
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3.  d=  0'1374«m 
/,=  73-18 

^  =  17-4  /r/8  r  55-78 
's=  9  /8  =  8-4 

tt  =  21  t2—tA  =  —S6 

kt  =  3607-10-8 

4.  </  =  0-1612 
/,  =  80-94 

',  =  20-2  =  60-74 

/j-  8'7  /,  =  11-5 

=  1-3 

^,  =  3683. 10-8 

5  •  <*  =  0-1223  cw 
',  =  77-84 

;-^2_  =  58-64 


's  =  10-05 
'4=  14-5 


t2—t5=  9-15 
V- 4-7 


h  =  3679-10-» 


n.  Salbe  mit  Quecksilber. 

1   d~  0-0887 cm 
K  =  76-94 

'>  =  15'2  /,-/,  =  Ol- 74 


'4=  19-6 


2      '3  — 


6-5 

h—U  =  —  4-4 
#  =  3853.10-» 


2  -   <*  =  0-1691 


'i— '2  =  60-04 


«« 

'1  =  80-54 
't  =  20-5 

*2~tA=  2-1 
^  =  3888.10-» 
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3.  d~    0-1013  ff« 
tx  =  76-33 

t  =  ,9.21  t-t2  =  57-33 

/,=    8'9  /,-/,=  10-3 

/4  =  10-21  ',—'4  ~~  0 

A  =  3891.10'» 

4.  d  = 


d  = 

o- 

1372  au 

h  = 

73  • 

S 

'*  = 
'3  = 
>4 = 

18- 

3 

57-3 

9- 

3 

~>3  = 

8-8 

18 

6 

—0-3 

A  =  3860. 10- 8 

5.    J=    0- 1213  cm 
/,  —  79-84 

/.!=  17-0  62-24 

=    8-6  /2— /a  = 

£  =  1>8  /,-/4  =  ^2-2 


K-  3881-10 


1-8 


Im  nachstehenden  sind  die  Resultate  der  Messungen  neben- 
einander gestellt  und  die  Mittelwerte  daraus  berechnet. 

.  io*a  io8*2 


3888 


.  114  3621  ±  23 

3833    "  3669 

3891  3683 

3860  3607 

3881  3679 


Mittelwert  3873  ±5-2  Mittel  3632  ±10-1 

Unter  Zugrundelegung  des  Mittelwertes  für  k2  ergibt  sich 
aus  der  Maxwell'schen  Formel  für  A'  der  Wert 

K  —  3803. 10- 

Die  Abweichung  des  so  berechneten  Wertes  von  dem 
direkt  gemessenen  beträgt  1  '9%.  Dieser  Fehler  ist  in  Anbe- 
tracht der  Ungenauigkeiten,  die  bei  allen  Wärmemessungen 
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unvermeidlich  sind,  jedenfalls  klein.  Die  Hauptfehlerquelle  liegt 
hier  in  dem  Vorhandensein  von  Luftblasen  in  der  Salbenschicht, 
die  eine  Verringerung  des  Wärmeleitvermögens  hervorrufen. 
Daraus  erklärt  sich  auch  der  Umstand,  daß  der  wahrschein- 
liche Fehler  bei  der  reinen  Salbenmasse  nahezu  doppelt  so 
groß  ist  wie  für  die  Salbe  mit  Quecksilber;  denn  aus  der 
letzteren  konnten  die  Luftblasen  —  wegen  der  festeren  und 
konsistenteren  Beschaffenheit  der  Quecksilbersalbe  —  leichter 
entfernt  werden.  Jedenfalls  sind  die  größten  Werte  die  wahr- 
scheinlichsten. 

Berechnet  man  aus  den  drei  großen  Werten,  so  erhält 
man  als  Mittelwert 

108*2  =  3677, 

daraus  ergibt  sich 

108üT  =  3822. 

Die  Obereinstimmung  zwischen  den  beobachteten  und 
«n  berechneten  Werten  ist  in  Anbetracht  dessen,  daß  es  sich 
um  Wärmemessungen  handelt,  immerhin  befriedigend,  so  daß 
*e  vorliegenden  Resultate  wohl  als  Bestätigung  der  Max- 
wüschen  Formel  betrachtet  werden  können. 
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Georg  Pick  in  Prag. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  22.  Februar  1906.) 

Die  sogenannte  natürliche  Geometrie  (Geometria  intrin- 
scca)1  ist  der  auf  die  Gruppe  der  Bewegungen  bezügliche 
Einzelfall  einer  völlig  analogen  allgemeinen,  d.  h.  auf  irgend 
welche  endliche  kontinuierliche  Gruppe  von  Punkttransforma- 
tionen bezüglichen  Analyse.  Um  dies  zunächst  für  die  Ebene 
darzulegen  und  diese  Analyse  in  ihren  Grundzügen  herzu- 
stellen, hat  man  zwei  fundamentale  Begriffe  zu  konstruieren: 
das  Bogenelement"  der  Gruppe  und  die  kovarianten 
Koordinaten  derselben.  In  ersterer  Hinsicht  ist  die  Begriffs- 
bestimmung sehr  naheliegend  und  übrigens  in  einem  speziellen, 
trüber  die  Maßgeometrie  hinausgehenden  Falle  schon  durch- 
geführt.» Nichtsdestoweniger  war  eine  eingehende  Besprechung 

1  Vergl.  das  bekannte  Buch  von  Cesaro,  deutsch  von  Kowalewski: 
jungen  über  natürliche  Geometrie«. 

'oalleem  *  Be,behÄltUnß  diCSCS  Namens  für  einen  B«griff,  der  mit  einer  Länge 
täJZTT  mChtS  mehr  Zu  tun  hat'  rcchtfertigt  sich  wohl  durch  die  weit- 
P**  Analogie  mit  dem  metrischen  Spc 


wpezial  falle. 

^metrie  D'°  Elemente  zweit"  Ordnung  in  der  ebenen  projektiven 

Schneie  n!^  ^16  1901'  W°  (p"  ^  das  oben  ^  Bogenelement 
^«pfcit  ^  pr°jektive  Gruppe  der  Ebene  besprochen 

^Uung  IC^V™  ^  IntCgral  derselben  a,s  Parameter  für  die 
kürzlich  (dur  m  in  Aussicht  genommen  ist.  Leider  bin  ich  erst 

S*«  infnJir       freuDdliche  Mitteilung  von  Herrn  Fr.  Engel)  auf  diese 


""kngen  meine  a  ^^l^6"*  mit  deren  cben  erwähnten  einschlägigen  Auf- 
Fonnel  für  die  *  ■ 860,61116  Definiu'on  des  Bogenelements  sowie  die  fertige 
Projektive  Gruppe  sich  in  völliger  Obereinstimmung  erwies. 


140  G.  Pick, 

dieses  Begriffes  nötig,  vor  allem  im  Hinblick  auf  gewisse  Be- 
sonderheiten, die  sich  einstellen  können  (§§  1  bis  3). 

Die  Konstruktion  des  zweiten  Fundamentalbegriffes  ist 
Gegenstand  des  vierten  der  nachfolgenden  Paragraphen.  Ko- 
variante  Koordinaten  sollen  für  eine  beliebige  Transformations- 
gruppe dem  entsprechen,  was  für  die  Gruppe  der  Bewegungen 
die  auf  das  System  Tangente -Normale  einer  zu  Grunde  ge- 
legten Kurve  bezogenen  kartesischen  Koordinaten  sind.1  Den 
sogenannten  »Unbeweglichkeitsbedingungen«  entspricht  dann 
ein  Gleichungssystem  von  fundamentaler  Bedeutung,  welches 
als   das  System   der  Identitätsbedingungen  bezeichnet 

werden  soll  (§  5). 

Ein  weiterer  Paragraph  erläutert  das  kürzeste,  allgemein 
angebbare  Verfahren  zur  Gewinnung  der  Fundamentalgrößen. 
Es  folgt  die  Anwendung  der  erörterten  Prinzipien  auf  die 
Gruppe  aller  Kollineationen  der  Ebene  (§  7).  Im  letzten  Para- 
graphen endlich  sind  einige  Bemerkungen  enthalten,  welche 
sich  auf  die  Fortführung  der  Untersuchung  nach  mehreren 
Richtungen  beziehen. 

§  1.  Das  Bogenelement. 

Jede  endliche  Gruppe  von  Punkttransformationen  der 
Ebene  besitzt  bekanntlich  einen  wesentlichen  Differentialpara- 
meter,2 der  auf  die  einfache  Form 


Kdx  ~~  K 

gebracht  werden  kann.  Hierin  bedeutet  K  eine  Funktion  von 
x,y  und  einer  Reihe  von  Ableitungen  /,y,.  • .  Die  Existenz 
des  Differentialparameters  kommt  also  auf  diejenige  des  in- 
varianten Differentials  dz  =  Kdx  hinaus.  Dieses  niedrigste 
invariante  Differential  der  Gruppe,  welches  bis  auf 
einen  numerischen  Faktor  bestimmt  ist,*  bezeichnen  wir  als 
das  Bogenelement  der  Gruppe. 

i  Vcrgl.  Cesäto,  a.  a.  O.,  insbesondere  Kap.  2. 

*  Man  findet  die  Sätze  über  Differentialinvarianten,  welche  für  den  Text 
in  Betracht  kommen,  in  »Vorlesungen  über  kontinuierliche  Gruppen«  von  L>e- 
Scheffers. 

a  Vcrgl.  jedoch  den  sogleich  zu  behandelnden  Ausnahmefall. 
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Zur  Bestimmung  derselben  dient  im  allgemeinen  das  voll- 
ständige System 

dx  tif 

Uk(f)  bezeichnen  hier  die  erzeugenden  infinitesimalen 
Transformationen  der  Gruppe,  U^if)  ihre  p-fachen  Erweite- 
rungen, r  ist  die  Gliederzahl  der  Gruppe  und  somit  auch  des 
Systems  1),  und  endlich  ist,  ausführlich  geschrieben: 

Das  System  liefert  jedoch  nur  dann  einen  DifTerentialpara- 
meter,  wenn  nicht 

cf 


eme  Folge  desselben  ist,  also  wenn  nicht  schon  das  reduzierte 

System 

Ujr-*>  (/)  =  0  2) 

eine  Lösung  besitzt.  Der  so  charakterisierte,  bisher  in  Bezug 
auf  den  DifTerentialparameter  unbeachtet  gebliebene  Ausnahme- 
fall bedarf  also  besonderer  Diskussion. 

Zunächst  ist  klar,  daß  das  System  2)  nicht  mehr  als  eine 
Losung  besitzen  kann.  Denn  eine  solche  ist  Differentialin  Variante 
der  Gruppe  von  niedrigerer  als  der  (r—  l)ten  Ordnung,  also 
Gemisch  mit  der  einzigen  existierenden  Differentialinvariante 
unterhalb  der  Ordnung  r.  Auch  sieht  man,  daß  das  System 

ü]f,)(/)=0 

»  diesem  Falle  dieselbe  Funktion  zur  einzigen  Lösung  hat  und 
<W  der  Fall  durch  die  Bedingung 

MmU.t£-2>|  =  0     (*=  l,2,...r) 
kennzeichnet  ist. 

^  Unter  dieser  Voraussetzung  bedarf  es  somit  einer  neuer- 

^iffere  ^'ttlerung  von  !>  zum  Zwecke  der  Gewinnung  des 
"  ,alParameters;  man  betrachte  also  das  System 
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Dasselbe  ist  r-gliedrig,  enthält  (r+2)  partielle  Differential- 
quotienten, besitzt  also  zwei  unabhängige  Lösungen.  Da  nur 
eine  derselben  nach  früher  Bemerktem  von  <p'  frei  sein  kann, 
so  liefert  das  System  sicher  einen  Differentialparameter.  Aus 
der  besonderen  Form  des  Systems  leuchtet  ein,  daß  derselbe 
die  bekannte  Gestalt 


K 

erhalten  kann,  wo  K  einen  Ausdruck  in  x,y,y,. .  .yr_1)  be- 
deutet. 

Ist  nun  J  die  niedrigste  Differentialinvariante,  welche  nach 
Früherem  hier  höchstens  die  Ordnung  (r—  2)  besitzt,  so  muß 

dJ 
Kdx 

gleichfalls  eine  Invariante  sein,  also,  da  ihre  Ordnung  kleiner 
als  r  ist,  die  Form 

«(/) 

besitzen.  Es  folgt 

Kdx=  -$L=d(J), 

wo  J  eine  bloße  Funktion  von  J,  also  selbst  Invariante  ist 
Übrigens  ist  klar,  daß  man  statt  des  ursprünglichen  J  ebenso- 
wohl J  benützen  oder  andrerseits  an  Stelle  von  K  die  Größe 

dJ 
dx 

treten  lassen  kann.  Letzteres  folgt  auch  direkt  aus  dem  Um- 
stände, daß  das  System  3)  den  Differentialparameter  nur  bis 
auf  einen  Faktor  festlegt,  der  eine  beliebige  Differential- 
invariante von  niedrigerer  als  der  rten  Ordnung  sein  kann. 

Der  behandelte  Ausnahmefall  tritt  also  ein  für  diejenigen 
Gruppen,  deren  Bogenelement  integrabel  ist  und, 
integriert,  eine  Invariante  der  Gruppe  liefert. 
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§  2.  Gruppen  mit  integrablem  Bogenelemente. 

Wir  stellen  jetzt  die  allgemeinere  Frage  nach  allen  jenen 
Gruppen,  deren  Bogenelement  integrabel  ist.  Wenn  dH  in- 
variant und  zugleich  integrabel  ist,  so  folgt  bloß,  daß  H  bei  den 
Transformationen  der  Gruppe  sich  bis  auf  eine  additive  Kon- 
stante reproduziert.  Es  bestehen  also,  unter  av  .  .ar  nicht 
näher  bekannte  konstante  Größen  verstanden,  die  Gleichungen 

Ujr-Z){H)  =  ak,  1) 

wobei  vorausgesetzt  ist,  daß  H  nicht  höherer  als  (r— 2)ter  Ord- 
nung sei,  was  für  das  niedrigste  invariante  Differential  ja  unter 
allen  Umständen  zutrifft. 

Verschwinden  sämtliche  ak,  so  werden  wir  auf  den  im 
vorigen  Paragraphen  behandelten  Fall  zurückgeführt.  Gibt  es 
aber  unter  den  ak  von  Null  verschiedene,  so  bestimme  man 
(r-1)  voneinander  unabhängige  Größensysteme  X*  der  Be- 

fiinoilnfr 


Xiöi+V*2  +  ...+Xra,  =  0 
gemäß.  Dann  entspringen  aus  der  Formel 

M  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  Vx{f), 
ilA...V^,(A  welche  eine  (r-l)-gliedrige  Gruppe  er- 
gen,  der  gegenüber  H  invariant,  und  zwar  offenbar  die 

CJÄT  Ordnuong  ist  Da  für  die  Gruppe  Uk  der 

ist,  so   »K-i        von8en  Paragraphen  jetzt  ausgeschlossen 

mnl        H  ke'ne  hÖhere  Ab,eit«ng  als  die  (r-2)te,  so- 

aIso  ^!n?Öhere  Ä,S  d,e  (r-3>tc-  Für  die  GruPPe  Vi  tritt 
^rade  der  Ausnahmefall  des  §  1  ein. 

jmi  J!^1*  Vi  ist  eine  invariante  (ausgezeichnete)  Unter- 
er6 der  gegebenen.  Denn,  da  o 

^ch^VvU]a!fge'!Werte  von  ***>  50  lassen  sich  die  (VtL\)f 
i}  allein  linear  ausdrücken. 
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Besitzt  umgekehrt  eine  r-gliedrige  Gruppe  Uk  eine  (r—  1)- 
gliedrige  invariante  Untergruppe  F,  und  diese  eine  Differential- 
invariante  H  von  nicht  höherer  als  der  (r — 3)t«n  Ordnung,  so 
bestehen  Gleichungen  von  der  Form  2)  oder  folglich 

V<r-*>  (U<*-*>  H)  =  0. 

Man  kann  nun  (r—\)  von  den  Uk  direkt  mit  den  V,  iden- 
tisch annehmen.  Für  die  noch  übrige,  die  wir  jetzt  einfach  U 
nennen,  folgt  aus 

Vj'-3>  (UH)  =  0, 

daß  U(H)  eine_bloße  Funktion  von  H  ist.  Bekanntlich  läßt  sich 
dann  ta(H)  =  H  so  bestimmen,  daß 

U{H)  =  1  oder  =  0 

wird.  Im  ersten  Falle  liegt  offenbar  die  in  diesem,  im  letzten  die 
im  vorigen  Paragraphen  besprochene  Besonderheit  vor. 

Die  Ergebnisse  der  beiden  Paragraphen  lauten  zusammen- 
gefaßt: 

Das  Bogenelement  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
der  Ebene  ist  dann  und  nur  dann  integrabel,  wenn 
dieselbe  eine  p-  —  r-  oder  (r — l)-gliedrige  invariante 
Untergruppe  und  diese  eine  Differentialinvariante 
von  nicht  höherer  als  der  (p — 2)tcn  Ordnung  besitzt. 

Der  zweite  Teil  dieser  Bedingung  verlangt,  daß  die  frag- 
liche Untergruppe  in  den  Elementen  (p— 2)ter  Ordnung  in- 
transitiv sei. 

§  3.  Die  Operation  Z)<°>. 

Aus  den  Gleichungssystemen  1)  und  3)  in  §  1  folgen  zur 
Bestimmung  von  K  die  Systeme 

U£-*>  (K)  +        K  ~  0,  1) 

dx 

q^W+^-i^O,  2) 
dx 

von  denen  das  erste  im  allgemeinen,  das  zweite  aber  bei  in 
den  Elementen  (r—  2)tcr  Ordnung  intransitiven  Gruppen  zu 
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verwenden  ist.  Von  diesen  Gleichungen  ausgehend,  kann  man 
auf  mehr  analytischem  Wege  zu  den  früher  gewonnenen 
Resultaten  gelangen. 
Es  sei 

eine  Operation,  welche,  auf  eine  Funktion  von  *,j',y,. .  ./?> 
ausgeübt,  einer  totalen  Differentiation  nach  x  gleichkommt. 
Dann  besteht,  wie  eine  einfache  Rechnung  ergibt,  die  Relation 

u         dx         J       dx    »>•<?>  ; 

oder  auch 

(WDU)f=  -äjL  /)(.»/-  r^')-^-.  3*) 

Aus  3)  folgt  nun  für  p  =  r—  2  und  unter  der  Annahme, 
^aß/keine  höhere  Ableitung  als  yr~3)  enthält, 

1     \dxj      dxKU»     J)~      dx  dx' 

Vergleicht  man  dies  mit  1),  so  ergibt  sich,  daß  K  aus  1) 
dann  und  nur  dann  als  vollständiger  Differentialquotient 

IL 
dx 

sich  erÄ  wenn  für  alle  Uk 

^  V<f*f  konstant  ist. 

Andrerseits  folgt  aus  3)  für  p  =  r-  1  und  unter  der  An- 
höchstens  von  der  Ordnung  (r-2)  ist, 


Vi^lmd  dik  df 

\dxj     dx{U*     J)-  ~dx"~dx' 


eine  LnÜ  mU  2)  zusammengehalten,  zeigt,  daß  letzteres  System 
Losung  von  der  Form 


der  Form 
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dann  und  nur  dann  besitzt,  wenn  alle 

konstant  sind.  Da  aber  unter  der  Voraussetzung,  welche  für 
die  Anwendung  von  2)  maßgebend  ist,  die  Determinante  des 
Gleichungssystems 

verschwindet  und  da  ferner /  die  (r — l)*e  Ableitung  nicht  ent- 
hält, müssen  offenbar  jene  Konstanten  sämtlich  verschwinden. 

Hiedurch  sind  die  früheren  Ergebnisse  auf  diesem  Wege 
wiedergewonnen. 

Beispiele  für  die  Fälle  integrablen  Bogenelements  bieten 
schon  einige  sehr  bekannte  Gruppen  elementarer  Natur. 

Die  Gruppe  der  Ähnlichkeitstransformationen 


p>  4>  — yp+xq,  xp+yq 


hat  zum  Bogenelement  den  Kontingenzwinkel 

f^yf  =  ^(arctg/); 
sie  besitzt  die  invariante  Untergruppe 


p,  q,  xp+yq 


mit  dem  Bogenelemente 

fdx  =  </(/) 

und  der  Invariante 

y. 

§  4.  Kovariante  Koordinaten. 

Von  nun  ab  sei  der  Sonderfall  des  §  1  ausgeschlossen, 
also  stets  angenommen,  daß  die  zu  Grunde  liegende  r-gliedrige 
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Gruppe  für  die  Elemente  (r— 2)ter  Ordnung  transitiv  ist.  In  der 
Tat  existiert  für  Gruppen,  die  in  diesem  Sinn  intransitiv  sind, 
keine  natürliche  Geometrie,  welche  der  gewöhnlich  sogenannten 
in  den  wesentlichen  Zügen  analog  wäre. 

Wir  bezeichnen  mit  x,y  die  laufenden  Koordinaten  längs 
einer  willkürlich  angenommenen  Kurve,  mit  X,  Y  die  Koordi- 
naten eines  beliebigen  Punktes  der  Ebene.  Es  existiert  eine 
infinitesimale  Transformation  der  Gruppe,  welche  das  Element 
(r-2)ter  Ordnung  der  Kurve  (x,y,yt. .  .y-2')  in  das  Nachbar- 
element derselben  Ordnung  überführt.  Diese  Transformation 
erteilt,  auf  den  Punkt  X,  Y  ausgeübt,  den  Koordinaten  des- 
selben Variationen.  Ich  nenne  nun  kovariante  Koordinaten 
jenes  Punktes  zwei  von  X,  Yt  x,y,  y>,. .  .yr-2)  abhängige 
Größen  u,  v%  welche  erstens  die  Lage  des  Punktes 
bestimmen  und  zweitens  gegenüber  jener  infinitesi- 
malen Transformation  unveränderlich  sind,  wie 
immer  die  zu  Grunde  gelegte  Kurve  angenommen 
sein  mag. 

Sind  St,  Ht  die  Funktionen  ik,  vj*,  aber  in  X,  Y  ge- 
schrieben, so  sind  die  gesuchten  u,  v  offenbar  irgend  zwei  von- 
einander unabhängige  Lösungen  des  r-gliedrigen  vollständigen 


^(/)+Htl+H^=0.  l) 

rtx      ay  ; 


enn  einerseits  ist  jede  Lösung  dieses  Systems  invariant 
8  gjuöer  allen  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe. 
GruppenSd aßer/°lgt/us  der  vorausgesetzten  Transitivität  der 
Systeme  uKh  A'  7  aUS  ZWei  unabr»ängigen  Lösungen  des 
d urch  ;  n,CJU,iminieren  ^ssen,  daß  sich  also  X,  Y  rückwärts 
^<ese  Losungen  ausdrQckcn  ,assen 

S  SCien  also  zwei  solche  Funktionen 

v  =  v(*,y,y,...y-*>;x,Y)  f  } 

so  bestehen  die  2,  Gleichungen 

Surfe  d  m  is 

«m.-ntturw.  KJ.;  CXV.  Bd.,  Abt.  IIa  11 
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£/<'-*>  (n)  +  E4  —  +H*  —  =  0, 
(„)  +r         +H*  —  =  0. 

*  ix  ay 


3) 


Durch  Auflösung  von  2)  nach  X,  y  ergeben  sich  diese  als 
Ausdrücke  in  u,  v,  x,yfy't. .  .yr-2},  welche  selbst  gewissen 
partiellen  Differentialgleichungen  genügen  müssen,  die  sich 
leicht  ergeben,  indem  man  in  3)  die  »,  v  statt  der  AT,  Y  als  un- 
abhängige Variable  einführt.  Man  erhält 

u<r-*>(X)  =  2it 

4) 


Die  in  diesen  Gleichungen  ausgesprochene  Eigenschaft 
ist  keine  andere  als  die,  daß  A',  Y  bei  festgehaltenen  «,  v  unter 
dem  Einflüsse  der  Transformation  C7*  die  Variationen  E*8/, 
H*8/  erleiden;  die  Gleichungen  hätten  also  demgemäß  a  priori 
hingeschrieben  werden  können. 

Die  durch  das  geschilderte  Verfahren  ermittelten  ko- 
varianten  Koordinaten  u,  v  sind  diejenigen  solchen  von  mög- 
lichst niedriger  Ordnung.  Es  besteht  aber  natürlich  kein  Hinder- 
nis, kovariante  Koordinaten  von  beliebig  höherer  Ordnung  zu 
bilden.  Um  etwa  derartige  Koordinaten  zu  erhalten,  welche 
yr-1-f.s)  als  höchste  Ableitung  enthalten,  wird  man  zwei  Lösun- 
gen des  vollständigen  Systems 

1  SA'  »y 

aufzusuchen  haben,  welche  voneinander  unabhängig  sind  und 
aus  denen  sich  A',  Y  rückwärts  berechnen  lassen.  Nun  sind 
jedenfalls  u,  v  derartige  Lösungen  des  Systems.  Da  dasselbe 
im  ganzen  (s  +  3)  Lösungen  besitzt  und  außer  n,  v  leicht  (s+l) 
Lösungen  angegeben  werden  können,  so  kennt  man  die  all- 
gemeine Lösung.  Bezeichnet  J  die  niedrigste  Differential- 
invariante  der  Gruppe,  welche  genau  von  der  Ordnung  (r—1) 
ist,  ferner 
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—  Kdx 

das  invariante  Differential  (Bogenelement),  so  sind 

j  dJ     d*J  d*J 
'  da  '  dz*  '  * ' '  ~dtf 

^fraglichen  (s+i)  weiteren  Auflösungen.  Es  gilt  somit  der 

Man  erhält  die  allgemeinsten  kovarianten  Ko- 
ord.naten  (r-l+s)ter  Ordnung,  indem  man  zwei  be- 

••ebige  Funktionen  s,  &  von  u  v  J  dJ        d*J  k-i; 

?,?        *'  V>  J>  ~do~'-"-te  blldet 
unter  der  einzigen  Bedingung 

3«   3t/      8t;  In  ^ U* 

§  5.  Die  Identitätsbedingungen. 

ÄtT  HU,  frÜh6ren  AUffaSSUn^  denken  wir 
^  *  p  £TT        frag6n  naCh  dCn  Ände™gen, 

^eZuwäSe  ger,e,den'  Diese  Gerungen,  bedingt  durch 
E'  istaTsontk00rdinaten'  mÖg6n  mit  du>  dv  ^zeichnet  werden, 

dv  =  n(r~2Kv).dxy\  l> 

A^k«förL3IT?hrtC0perali0n  verstanden.  In  den 
*US  der  AuHösun«  der  pf6"  *  Y  CrSetZt  durch  ihre 

^herhalten  wt  ^  r    "56"  2)'  §  4'  fol^enden  Werte- 
wir  </«,  </„  ausgedrückt  durch 

Die  Gültigkeit  d 

Bedin^g  dafür  daßV^6*0™6"6"  Formeln  ist  die 
•  daß  ^  durch  „,  „  bezeichnete  Punkt  durch 


uns 
welche 


n* 
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die  Transformationen  der  Gruppe  nicht  geändert  wird.  Wir 
bezeichnen  diese  Formeln  daher  als  die  Identitätsbedin- 
gungen. Es  ist  nun  leicht  zu  sehen,  daß  die  Differentiale  J«, 
dv  invariant  sind.  Ist  nämlich  T  die  infinitesimale  Transforma- 
tion der  Gruppe,  welche  die  beiden  benachbarten  Elemente 
(r — 2)ter  Ordnung  verknüpft,  so  sind  du,  dv  die  Unterschiede 
zwischen  den  kovarianten  Koordinaten  zweier  Punkte  P,  P', 
die  selbst  durch  T  verknüpft  sind.  Die  benachbarten  Elemente 
(r — 2)ter  Ordnung  bilden  zusammen  ein  Element  (r — l)ter  Ord- 
nung. Unterwirft  man  nun  die  Figur,  bestehend  aus  diesem 
Element  und  den  Punkten  P,  P'}  einer  beliebigen  (endlichen 
oder  infinitesimalen)  Transformation  S  der  Gruppe,  so  ver- 
wandeln sich  P,  P'  in  zwei  neue  Punkte  Q,  Q'  mit  denselben 
kovarianten  Koordinaten,  d.  h.  es  bleiben  du,  dv  ungeändert 
Zur  infinitesimalen  Transformation  S~XTS  gehören  also  die- 
selben du,  dv  wie  zu  7,  worin  offenbar  der  Nachweis  der 
Invarianz  dieser  Differentiale  liegt. 

Hieraus  folgt  nun,  wenn  mit  di  wieder  das  Bogenelement 

der  Gruppe  bezeichnet  wird,  daß        >  - t~  Differentialinvari- 

anten  sind.  Da  in  diesen  Größen  keine  höhere  Ableitung  als 
yr-1)  auftritt,  so  sind  dieselben  (abgesehen  von  ihrer  Abhängig- 
keit von  uf  v)  reine  Funktionen  von  J,  der  niedrigsten  Diffe- 
rentialinvariante der  Gruppe.  Man  hat  also 

J), 

dz 

als  endgültige  Gestalt  der  Identitätsbedingungen. 

Es  dürfte  nicht  übertlüssig  sein,  die  Invarianz  dieser  Aus- 
drücke auch  auf  rein  analytischem  Wege  nachzuweisen.  Hiezu 
gehen  wir  von  den  Gleichungen  1)  oder  besser  von  der 
Gleichung 

df-D»^(f)dx 

aus,  welche  zufolge  derselben  für  eine  beliebige  Funktion  von 
u,  v,  also  für  eine  beliebige  Lösung  von  1),  §  4,  besteht. 
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Nach  3*),  §  3,  hat  man 

~  ~d'x~"  ~dx  ~" "3jfF=2T 


oder 

1  '^W  r*8A-+H/:8yy 


Nun  sind  für  X,  Y  ihre  Ausdrücke  durch  «,  v  zu  sub- 
stituieren. Bezeichnen  wir  das  Resultat  einer  Operation  auf  das 

umgestaltete  —  durch  Einschließung  in  eckige  Klammern,  so 
wird 


8  ( 

'df 

1Y  y 

<  dx 

Es  ist  aber  offenbar 


3><'-»>  \dx  }  — 


V 


CS  beStChen  die  Gleichungen  4),  §  4.  Somit  bleibt 

U<r-l)(*f\  dik  df 

^chlnf^61!  Klammern  nu"  ohne  Befürchtung  einer  Ver- 
eng weder  weggelassen  werden  durften. 
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Es  ist  weiter 


df  _   df     dx   _     1  df 

d<3    ~~~    dx       d<3    ~~    %  dx 


und  nach  §  3,  Gleichung  1) 

dx 


Hieraus  ergibt  sich  sofort 

df 

—  —  ist  also  eine  reine  Funktion  der  einzigen  Lösung  /  dieses 
vollständigen  Systems. 

§  6.  Berechnung  der  Fundamentalgrößen.1 

Das  kürzeste  Verfahren,  das  im  allgemeinen  zur  Berech- 
nung der  Invariante,  des  Bogenelementes  und  der  kovarianten 
Koordinaten  eingeschlagen  werden  kann,  erhält  man  wohl 
dadurch,  daß  man  das  Integral  des  Bogenelementes  von  vorn- 
herein zur  unabhängigen  Veränderlichen  macht.  Die  Verein- 
fachung,* die  man  so  herbeiführt,  zeigt  sich  schon  in  der  aus- 
giebigen Abkürzung  des  Erweiterungsverfahrens. 

Um  zunächst  zur  Invariante  zu  gelangen,  erweitere  man 
bis  einschließlich  zu  den  Ableitungen  pter  Ordnung,  wo 

r—  1  r 
r  —  .  oder  — , 

2  2 


»  Bezüglich  des  hier  (freilich  nicht  ganz  vollständig  hinsichtlich  der 
denkbaren  Unterfälle)  auseinandergesetzten  Verfahrens  zur  Ermittlung  der 
Differential  invarianten  vergl.  Lie-Scheffers,  Vorl.  über  kont  Gr.,  p.  68011. 
Es  war  im  Hinblick  auf  die  Ausführungen  zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen 
über  Gewinnung  der  kovarianten  Koordinaten  notwendig,  das  Verfahren  aus- 
führlich zu  besprechen.  Übrigens  ist  selbstverständlich,  daß  für  besondere 
(iruppen  noch  weitere  Vereinfachungen  des  Verfahrens  möglich  sind,  z.  B. 
für  die  projektive  Gruppe  durch  Einführung  homogener  Koordinaten  (vergl. 
Study,  a.  a.  O.). 
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je  nachdem  r  ungerade  oder  gerade  ist.  Man  erhält  im  ersten 
Fall  eine,  im  zweiten  zwei  Invarianten.  Führt  man  im  Falle  des 
ungeraden  r  die  Erweiterung  um  einen  Schritt  weiter,  so 
ergeben  sich  zwei  weitere  Invarianten,  von  denen  eine  die 
Ableitung  der  erstgefundenen  nach  dem  Bogenelement  sein 
muß,  während  die  andere  neu  ist.  Die  Invarianten  höherer 
Ordnung,  welche  sich  durch  w  iederholte  Fortführung  der  Er- 
weiterung ergeben,  sind  dann  offenbar  sämtlich  durch  die 
DirTerentiaJquotienten  der  beiden  bislang  unabhängigen  In- 
varianten ausdrückbar.  Für  den  Fall  einer  geraden  r  gibt  offen- 
bar schon  die  erste  Weiterführung  der  Erweiterung  nur  die 
Differentialquotienten  der  erstgefundenen  Invarianten. 

Zwischen  diesen  beiden  in  jedem  Falle  sich  ergebenden 
Invarianten  muß  nun,  da  ja  unter  Voraussetzung  der  Ver- 
wendung des  Differentialparameters  nur  eine  unabhängige 
Invariante  existiert,  eine  Relation  in  dem  Sinne  stattfinden,  daß 
eine  derselben,  etwa  Jv  durch  die  andere  J  und  deren  Ab- 
leitungen J',  J",.  •  •  ausgedrückt  werden  kann,  noch  exakter: 
eine  Relation  von  der  Form 

0(7,  */',...;  7,)  =  konst., 

«  welcher  Form  die  Möglichkeit  eingeschlossen  ist,  daß  Jx  in 
Gleichung  fehlt.  Über  die  Gestalt  von  Q  läßt  sich  folgendes 
ermitteln.  Man  denke  sich  in  den  Ausdrücken  von  J,  Jx  statt  * 
2  bell«bIge  neue  Veränderliche  «  eingeführt.  Q  wird  dann 
«r  den  D.fferentialquotienten  der  Koordinaten  nach  4  noch 
J«Mgen  von  4  nach  a  oder  umgekehrt  enthalten.  Da  nun 

7f  selbst  durch  die  Differentialquotienten  der  Koordinaten 

tio^f^'  mUß'  80  6Xistiert  sicher  eine  niedrigste  Rela- 
"uen  vZlT^^  in  welcher  bei  Einführung  der 
«*iSTn*  "o  6rSte  Differential^otient  von  a 
bis  dahin  ♦  •  SC  Relation  liefert  also  die  Bestimmung  des 
*<Jn  an  gierten  Bogenelementes. 

unendliche  ^  R6,ati°n  dient  in  bekannter  Weise  die 
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wo  F  jede  Funktion  bedeuten  darf.  Ist  M  eine  von  dieser 
Gruppe  unbeeinflußte  Veränderliche  und  a(»j>)8/  das  Inkrement 
von  $  bei  einer  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe,  so 
hat  man 


Hechts  sind  hier  die  Differentialquotienten  durch  Akzente 
angedeutet.  Hiernach  wird  man  die  Variation  der  J}  Jx  etc.  be- 
rechnen und  somit  die  Variation  von  Q  aufstellen.  Aus  der 
Forderung  nun,  daß  diese  nur  a',  nicht  aber  ot",  a"',.  •  •  ent- 
halten soll,  entspringt  ein  vollständiges  System  partieller 
linearer  Differentialgleichungen  für  Q  nach  Jt  J',. . .,  Jv  Durch 
Auflösung  derselben  ergibt  sich  fl  und  damit  di. 

Für  die  Bestimmung  von  u,  v  sind  die  (P — l)-fachen  Er- 
weiterungen der  infinitesimalen  Transformationen  zu  benutzen. 
Es  ist  aber  zu  bemerken,  daß  die  Koordinaten,  die  sich  so 
ergeben,  nicht  notwendig  die  niedrigsten  sein  werden.  Es 
handelt  sich  also  darum,  ein  Mittel  zu  kennen,  um  die  erhaltenen 
«,  v  erforderlichenfalls  zu  reduzieren.  Man  ermittle  zu  diesem 
Zwecke  zunächst  für  dieselben  die  Identitätsbedingungen.  Aus 
den  Ergebnissen  des  vorigen  Paragraphen  und  dem  am  Schluß 
von  §  4  gefundenen  Satz  über  allgemeine  kovariante  Koordi- 
naten ergibt  sich  die  Form  dieser  Bedingungen: 


5  (d*M\ 
6/  v  dp  ' 


du 
dl 


4>(//,  v,J,J',...\ 


dv 
dz 


«•<«,  v,  J,  J' 


,...). 


Nun  bilde  man  zwei  Funktionen 


ny  =  9 («,  v,  J,  J\. . .), 
i\  =        v,  J,  /',...) 
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und  drucke  ~- ,        durch  «„  v.,  Jy  7',. . .  aus.  Dann  muß 
da  da 

es  möglich  sein,  die  Funktionen  ^,  <j>  so  zu  bestimmen,  daß  in 

du  dv 

den  schließlichen  Formeln  für        ,         die  Ableitungen  7', 

f',...  in  Wegfall  kommen.  Die  Bedingungen  hiefür  stellen  sich 
in  der  Form  partieller  Differentialgleichungen  dar;  eine  ein- 
gehendere Besprechung  derselben  ist  indes  für  unsere  Zwecke 
nicht  erforderlich. 

Schließlich  möge  bemerkt  sein,  daß  die  letzten  Ausein- 
andersetzungen über  die  Gewinnung  kovarianter  Koordinaten 
allgemeiner  gehalten  sind  als  das  tatsächliche  Bedürfnis  es 
verlangt.  Wenn  wir  nämlich  an  der  Voraussetzung  festhalten, 
daß  die  Gruppe  in  den  Elementen  (r-2)ter  Ordnung  transitiv 

sei,  so  treten  in  den  Formeln  für        ,         ,  wie  leicht  zu 

da  da 

sehen  ist,  keine  höheren  Ableitungen  auf  als  die  erste,  J'.  Es 
handelt  sich  also  dann  nur  um  die  Wegschaffung  dieser  einen 

Größe. 

§7.  Anwendung  auf  die  allgemeine  projektive  Gruppe  der 

Ebene. 

Ohne  auf  die  Einzelheiten  der  Herleitung  einzugehen, 
sollen  hier  die  hauptsächlichsten,  auf  die  allgemeine  projektive 
ruppe  der  Ebene  bezüglichen  Formeln  zusammengestellt 
werden.  Dieselben  ergeben  sich  leicht  nach  dem  im  vorigen 
Paragraphen  auseinandergesetzten  Verfahl 


iren. 


Ableitungen  nach  dem  Bogenelemente  sind  im  folgenden 
UCh  Akzente  bezeichnet  Ferner  ist  zur  Abkürzung 

geSCtZL  Man  findet  als  niedrigste  Invarianten 
4*     Ai2      3  A\t  ' 

12  -~^r+7^r 
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Zwischen  denselben  findet  eine  Relation  statt,  welche  man 
unter  geeigneter  Verfügung  über  einen  numerischen  Faktor  in 
der  Form 

6^  +  97'=  1 

erhält.  Aus  dieser  Relation  ergibt  sich  sogleich  die  dritte  Potenz 
des  Bogenelementes  da  ausgedrückt  durch  die  Differentiale  der 
Koordinaten.  Macht  man  etwa  vorübergehend  x  zur  unab- 
hängigen Veränderlichen,  so  wird 

9y 1 1 yv _  45y  > yii y >• + 40 yu »  ^ 
yi  * 

wobei  durch  römische  Ziffern  Ableitungen  nach  x  angedeutet 
sind. 

Es  gehen  ferner  aus  der  Integration  des  betreffenden  voll- 
ständigen Systems  kovariante  Koordinaten  u,  v  hervor,  welche 
durch  die  Proportion 

offenbar  als  trimetrische  Koordinaten  sich  erweisen.  Die  Iden- 
titätsbedingungen lauten 

du  lyl 

-  ,  -  =  J  v—u2, 

da  2  3 

dv        1       3  . 
-  =  \  Ja— uv. 


d*        18  2 
Schreibt  man  die  Koordinaten  homogen,  setzt  also 

u  :  v :  1  =  ux :  u2  :  «3, 


so  wird 

du 


Ja 


1   —  w.Wj  +  n9, 


1  Vergl.  Study,  a.  a.  O. 
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J«2  1    T  1 

*     2  3 

</u8  1  3 


wo  n  ganz  beliebig  bleibt  Sind  plt  auf  dasselbe  Koordi- 
natensystem bezogene  kovariante  Linienkoordinaten,  so  er- 
geben sich  für  diese  die  Identitätsbedingungen 

äPi  1 

jft, 

worin  fi  beliebig  bleibt. 

Auf  die  Fülle  von  Aufgaben,  für  deren  Lösung  hiemit  die 
^ndlage  gegeben  ist,  kann  hier  nicht  näher  eingegangen 
werden.  Nur  hinsichtlich  der  Lage  des  kovarianten  Koordinaten- 
*T  ^  n°Ch  fol*endes  beme^t  werden.  Es  ist  klar, 

WK  T*  b6Stimmt  S6in  muß  durch  die  oskulierende 
«JT  wZUSammen  mit  dem  Berührungspunkte  selbst  oder 

vi  P?  in  RuhC  b,eibende  Dreiseit  und  de"  Kurvcn- 
11m  "  UndSeiten  dieSes  Dreiseits  er*ebe*  ^ch  leicht 
D,,  ^  t  :tä1tSbedingUn^en-  0ffenbar  ^nn  ™n  nun  ^es 
in  de^  T  '  *  e  Koordin^endreiseit  verwenden  und  erhält  so 
selbe  i™  Sy8tem  kovarianter  Koordinaten;  nur  ist  das- 
*r  hmSiChtliCh  1  Doch  bietet  es  ^isse  V 
mn  ZT  ZUg6hÖrigen  Identi^dingu 

^weMch^^n^^ooT6"  V6Ig1'  CtWa  Enzyk,°Pädie  der  mathematischen 
Beruht '  ~~  Unter  0skulati°n  »st  im  Texte  natürlich  eine 


rzüge 
ngen  hier  an- 
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=mvt  +  \vt. 

-dt  =  «v>+x>v» 

wo  X,,  X2,  Xg  die  Wurzeln  der  Gleichung 

X3+y.X—  *i  =0 
54 

sind.  Einheitspunkt  ist  der  Kurvenpunkt  selbst. 


§  8.  Schlußbemerkung. 

Die  in  §  4  ermittelten  kovarianten  Koordinaten  sind  von 
zwei  Elementen  abhängige  Differentialinvarianten.  Es  wäre 
nicht  schwer,  eine  allgemeine  und  abgeschlossene  Theorie 
solcher  Invarianten  eines  Elementes  fiter  und  eines  vier  Ord- 
nung, wo  im  allgemeinen  jjl+v-4-4^  r+ 1  sein  muß,  auf- 
zustellen, in  Analogie  mit  der  Theorie  der  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialinvarianten. Hier  möge  jedoch  nur  die  Rede  sein  von 
dem  besonderen  Falle  ji  =  r — 2,  unter  welchem  für  v  =  0  die 
kovarianten  Punktkoordinaten  enthalten  sind.  Ist  v^O,  so 
erhält  man  solcher  Invarianten  gerade  v+2;  sie  sind  als  ko- 
variante  Koordinaten  des  Elementes  vter  Ordnung  zu 
betrachten.  Bestimmt  man  die  Änderungen  dieser  Koordinaten 
unter  der  Voraussetzung,  daß  das  Element  von  der  infinitesi- 
malen Transformation  unbeeinflußt  bleibt,  so  ergeben  sich 
wieder  Identitätsbedingungen.  Sind  uv  uif. . .  **>+2  die 
Koordinaten,  so  ist  folgendes  die  Form  des  Systems  der  Identi- 
tätsbedingungen : 


du*       .  , 

-jf  =  •  '»v+2,  J), 
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Solche  kovariante  Elementkoordinaten  können  insbeson- 
dere so  angenommen  werden,  daß  uk  von  der  Ordnung  (k  —  2) 
ist.  Ist  das  System  der  Koordinaten  für  die  Ordnung  v  bekannt, 
so  ist  für  die  nächst  höhere  Ordnung  nur  eine  neue  Größe 
hinzuzufügen  und  diese  ergibt  sich  offenbar  durch  Integration 
einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung. 


Überlegungen,  wie  sie  in  vorliegender  Untersuchung  durch- 
geführt sind,  gehören  selbstverständlich  auch  zu  räumlichen 
Gruppen,  allgemein  zu  jeder  endlichen  Gruppe  von  Punkttrans- 
formationen eines  Raumes  von  beliebiger  Dimensionszahl.  Es 
stellt  sich  also  die  natürliche  Geometrie  in  ihrem  ganzen  Um- 
fang als  Einzelfall  einer  Analyse  von  hoher  Allgemeinheit  dar. 

Aber  nicht  bloß  in  der  Richtung  der  Verallgemeinerung, 
sondern  auch  hinsichtlich  der  Durchführung  spezieller  Fälle 
verdient  der  Gegenstand  weiter  verfolgt  zu  werden.  Um  nur 
Eines  anzuführen:  Gewisse  Klassen  von  Aufgaben,  als  deren 
adäquate  Lösungsmethode  die  gewöhnliche  (metrische)  natür- 
liche Geometrie  angesehen  zu  werden  pflegt,  gehören  im 
Grunde  genommen  zu  einer  natürlichen  »Ähnlichkeitsgeo- 
metrie« und  werden  von  dieser  mit  einfacheren  Mitteln  erledigt, 
wie  ich  bei  anderer  Gelegenheit  zu  zeigen  mir  vorbehalte. 
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Ober  langsame  Ionen  in  atmosphärischer  Luft 

von 

Hermann  Knoll. 

Aus  dem  Institute  für  theoretische  Physik  an  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

(Mit  2  Textflguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitxung  am  22.  Februar  1906.) 

Es  wurden  Zerstreuungsmessungen  zwischen  konzentri- 
schen Kugeln  in  einem  Zimmer  und  einem  Kellerraume  vor- 
genommen.  Die  Versuchsanordnung  war  folgende:  Auf  einem 
üschchen  wurde  ein  Etster-Geitel'sches  Elektroskop  aufgestellt. 
*ine  Umhüllung  war  in  leitender  Verbindung  mit  den  Röhren 
einer  Wasserleitung.  Die  Isolation  des  Elektroskopes  wurde, 

IT?  Tif  ZU  beschreiben  s*n  wird,  im  Keller  gearbeitet 
^rde,  durch  Natriumtrocknung  vorzüglich  erhalten.  Vor  jedem 
««Chi  wurde  die  Stellung  des  Elektroskopes  mittels  Wasser- 
te omgiert  Abgeändert  wurde  die  Ablesevorrichtung,  indem 
toi?  E,ektrosk°P^  beide  durch  vollkommen 

tß!  GlaSSCheiben  ™™  wurden.  Die  hintere  Glas- 
^eineTun!  Z  f™"1  transParenten  PMer  überklebt,  auf 
skopblTLh  "  AblCSen  der  DW^nz  der  Elektro- 

Ä e<  geZ?hnet  Ab*desen  ™«*  mittels  eines 
%  iTZri Entfemun^  von  be»äufig  2  V,  m  vom  Elektro- 
I W 1  ,         g  d6r  Skala  diente  eine  Glühlampe,  die 

Auf 1"  IT        °Sk0P  aUfg6hangt  War' 
Hälfte  eineTh  ^  ^  ElektroskoPes  wurde  dann  die  untere 
Messing  auf ' "ZOntal  entzweigeschnittenen  Kugelschale  aus 
enveitertj  in  f         Ihr  0berer  Rand  war  z"  einem  Wulst 
Cn  der  Rand  der  oberen  Schalenhälfte  gut  hinein- 
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paßte.  Bevor  letztere  aufgesetzt  wurde,  wurde  auf  einem  ent- 
sprechend langen  Stiel  konzentrisch  zur  beschriebenen  Kugel 
eine  kleinere  als  Zerstreuungskörper  aufgesetzt.  An  ihrer  höch- 
sten Stelle  hatte  die  umschließende  Kugel  ein  Loch,  durch  das 
hindurch  mittels  eines  an  das  positive  Ende  einer  Zamboni- 
säule  angebrachten  Drahtes  geladen  werden  konnte.  Nach  dem 
Laden  wurde  jedesmal  das  Loch  mit  einem  stanniolbezogenen 


Fig.  1. 


Korkpfropfen  zugestopft.  Solche  Beobachtungen,  wo  vergessen 
war,  das  Loch  zu  schließen,  wurden  ausgeschieden,  da  bei 
ihnen  nicht  der  Raum  zwischen  beiden  Kugeln  allein  in  Betracht 
kommt,  sondern  aus  dem  umgebenden  Raum  Ionen  durch  das 
Loch  diffundierten,  wodurch  sich  eine  Vergrößerung  der  Ent- 
ladungsgeschwindigkeit von  einigen  Prozenten  einstellte. 

Bezeichnen  wir  den  Radius  der  inneren  Kugel  mit  r,,  den 
der  äußeren  mit  r,,  so  standen  folgende  Kugelgrößen  zur  Ver- 
fügung: 
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r,  —  2-5,    5,  7-5,  10 cm 
ra  —  3-75,  5,  7-5,  10,  15  cm 

Ich  hatte  also  11  Kombinationsmöglichkeiten.  Doch  soll 
nur  die  Kombination  r,  =  2-5,  ra  —  \o  cm  hier  angeführt 
uerden.  Für  sie  beträgt  die  mit  dem  Harms'schen  Kondensator 
<Phys.  Zeitsch^  V,  1904,  p.  47)  bestimmte  Kapazität  10*4  cm 
•das  :st  also  die  Kapazität  der  auf  das  Elektroskop  aufgesteckten 
Kugel  mit  dem  Radius  2  5  cm,  wenn  sie  von  der  Kugel  mit 
dem  Radius  15  cm  umgeben  ist).  Das  Volumen  des  dadurch 
bestimmten  kugelschalenförmigen  Raumes  beträgt  mitsamt  dem 
Volumen  des  angeschalteten  Elektroskopes  14-262  cm3. 

Es  wurden  nun  teils  mit  den  verschiedenen  Kugel- 
Zusammenstellungen,  teils  mit  den  ohne  umhüllende  Kugel  auf 
das  Elektroskop  aufgesteckten  Kugeln  Zerstreuungsmessungen 
^gestellt,  3o3  im  ganzen,  und  zwar  teilweise  in  einem  Zimmer 
des  Institutes  für  theoretische  Physik,  dessen  Länge  X  Breite  X 
Hone  gleich  6X5V,X4t»'  beträgt,  teilweise  in  einem  Keller 
«n  Umversitätsgebäude  unter  dem  mathematischen  Seminar, 
entfernt  von  allen  Starkstrom-  und  Heizanlagen.  Nur  ein 
£ve,gstrom  wurde  zum  Betriebe  von  drei  Glühlampen  in  den 
*  geleitet.  Der  Boden  des  Kellers  ist  weder  mit  Steinen 
"  ch  Ziegeln  bedeckt,  sondern  das  Erdreich  steht  nackt  zu 

*e?öi,  ?ClIer  iSt  GtWaS  niedri8er  als  das  Z™™*  und 
ZT\  an  gC  Und  BreitC  dem  erw*hnten  Zimmer  minde- 
ren iv  l  ßr°ß'  ES  Verdient  we&en  eventuellen  Einflusses 
werde r7«gen  induzierter  Aktivitäten  noch  bemerkt  zu 
laterbre  h   J  ^  im  KeIler  Searbeitet  wurde,  bei 

NachL  d°  "pf  VerSUche'  a,so  sowohl  über  Mittag  als  über 
wurde  Z  a  ektrosk°P  wieder  ^^ck  ins  Institut  getragen 
Z  m  l  'r  b6i  Wiederaufnahme  der  Versuche  neu  mon- 

halten  hi^ ^Urch  konnte  die  Isolation  tadellos 
M  ben«  D*  Kugeln  blieben  im  Keller. 

^nal  den  zahlreichen  Versuchen  sind  für  uns  folgende 


»"»turw.M^CXV.B«!.,  Abt.IIa.  12 
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Im  Keller. 

L    r{  —  2v5,  ra  =  L5  cm.    Innenkugel  positiv  geladen. 
DaturnäyiV.  1905.    Versuchsanfang  9h  17m28*. 

Z  it  LZ29  II*?  LIM  18«  IM  19«  2100  21» 

Spannung7.  Hü  6  168^9  IflliS  IM*  IfHLfi  lfiilÄ  156-5  155- 

Zeit  2215  M  2i»  25*o  26»»  28i2  29^ 

Spannung"..  1Ä1-  147-6  L*LÄ  139' 1  ^  ^  ^ 

Zeit   30"  32" 

Spannung  ..  113-1 

2,  r,  =  2-5  cm,  ra  =  15  cm.  Innenkugel  negativ  geladen. 
Datum  12./1V.  1905.  Versuchsanfang  10h  55m. 

Zeit              5J2  fiü  ^  LQM      2018      2308  ja«  31" 

Spannung".'.  179-3  177  6  1758  I20_iö    Iü3_i5    U8_J>  14&  134-1 

Zeit               3300  33"  35*«  37"      4403      50»»  57»o  63»» 

Spannung..  13JL9  1316  128-2  L25_iü    llälfi    Iü4_l9  93  1  80 

Im  Zimmer. 

3.  n ■  =  Zih  cm,  ra  =  \h  cm.    Innenkugel  positiv  geladen. 
Datum  27./VI.  1905.    Versuchsbeginn  1DÜ 17B. 

Zeit   1225  18oo  1SM  19*4  225«  24»  26-  30- 

Spannung..  209-2  2M*  208'3  207  5  206-  20o-3  2Q±1  -Ü3_7 

Zeit   315*  33«  34«  85"  35»*  36»»  37»  3^ 

Spannung..^  20_l_i&  20_Li3  20üi3.  200-  199  4  199-1  198  3 

Zeit   9100  91»»  93*»  94*0  95»  96»  97«  101» 

Spannung..  175-  174-  173-  Hill  172-1  1714  HW  lb9  7 

Zeit    101*»  1040«  lflSi5  11120  1142*  1512*  1531» 

Spannung..  169-1  168  7  Wi2  lfiäJi  lfltÄ  1487  UZ* 

Zeit   153»«     15500     1  55*»  156*8 

Spannung..  U7-ft    147-5    14ßJLÜ  146-2 

<L  r, :  =  2i£  cm,  r„  =  La  cm.    Innenkugel  positiv  geladen. 
(Versuchsreihe  von  drei  hintereinander  mit  verschiedenen 
Anfangsspannungen  ausgeführten  Versuchen.) 
Datum  57VH.  1905.    Versuchsbeginn  2h  16m  p.  m. 

a)  Zeit  Iii»     1030     24»     29»     34?»     37 1»     39»»     45»*  4S*i 

Spannung".  2Ü8  9  208-  20iLS  2Üifi  2ÜLA  2H£S  203*2  2ö£2  2Q1'2 
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ijZeit  2h54«  56»  59*0  4h  54« 

Spannung  148^  147-4  Uft-7  122-3 

tjteX         6h0W  42»  23»  2Öi5    33»o  41 15    4515  4700  4950 

Spannung  158,=  1574  154-1  L5£S  151-  1502   149-3  149--  147-7 


Im  Keller. 

i  ü  =  2^  cm,  ra  =  15  cm.    Innenkugel  positiv  geladen. 
Datum  7./VI1. 1905.   Versuchsbeginn  \£t  38m. 

  48«     49M     49««     5038     QQ15      62«      64s0      6800  QQOO 

Spinaung....  2m.  215-4  2 15--  214-S  200-5   1997   1992   1983  197-fi 

Daraus  folgt,  daß  bloß  beim  Versuche  ^  sonst  aber  bei 
keinem  Versuche  bei  einer  Spannung  von  2QQ.  Volt  Sättigungs- 
strom vorhanden  war. 

Diesen  Versuchen  füge  ich  noch  Versuche  an,  die  zeigen, 
daß  auch  schon  bei  kleineren  Volumina  Abweichungen  vom 
Sattigungsstrom  bei  Spannungen  von  zirka  LQÜ  bis  L5Q  Volt 
eintraten. 

Im  Keller. 

6'  r>  =  2  ö  m>  ra  =  20  cm.    Innenkugel  positiv  geladen. 
Datum  30/ni  1905.   Versuchsbeginn  ^  a.  m. 

000        245         5J0         ß50         £00  1  250        1  510 

pwnung  ^  i76-i  mn  im*  169-s  ifiün  iüa-2 

^   IM     1900     2005      2230  244o 

pamUWg   157-4    L54^4  lMll  148-7 

tJ^ 26°°     3Iii      3420      383o  4015 
FWnUaß   115-4    Ufcfi    ,07-5    104-1  mm 

'  -   0      ffl  =  15  cm.   Innenkugel  positiv  geladen. 
üatUm  ^  1905.   Versuchsbeginn  10*  12m. 

^W'Jf    |*f    ^    1^    lfi»    18»    21»    ai«  22^ 
8-  178-  175-2  1244  tfQ*  167-2   Ifia*  157-   156-3  154* 

23W    24>o    2600    26*8  28<» 
*'  ^  «1-  147-6  Hfl*  Uifi 


*  Zeit 

w'  ;67  TAQ  32,8  3300  3-*38  3700 

\A1  124^  12^  ^   n7.a  |12,fl 


12* 
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8.    r,  =  10  cm,  ra  =  15  cm.    Innenkugel  positiv  geladen. 
Datum  5./IV.  1905.    Versuchsbeginn  10h  40m  a.  m. 

a)  Zeit   4055      43«>      45i<>      48«      5222      5637      llh<)i5  l=o 

Spannung  182-8    179-6    178--    1740    1706    1663    1629  1615 

Zeit   3»5        5»  603 

Spannung  159  1    157*4  156*5 

b)  Zeit   7*°        9»5        1120       1303       hü       16>o       18"  20-'3 

Spannung  1372    1355    1337    132-5    130-8    1297    1271    125  2 

c)  Zeit  ....  24'-o      27»<>      29«  qio 
Spannung  122-4    120- 1     117-7  1126 

Zeichnet  man  nach  diesen  Angaben  Kurven,  bei  denen 
die  Abszisse  jedes  Kurvenpunktes  die  Zeit  /  (in  Minuten)  und 
die  Ordinate  die  zugehörige  Spannung  V  der  Elektrizität  auf 
der  Innenkugel  angibt,  so  kann  man  dann  aus  diesen  Kurven 
solche  Kurven  ableiten,  bei  denen  die  Abszisse  jedes  Kurven- 
punktes die  Spannung  und  die  Ordinate  den  zugehörigen 
Spannungsabfall  pro  Minute  bedeutet. 

Wir  erhalten  dann  auf  diese  Weise  für  die  Versuche  1 


bis  4  folgende  Kigur,  wenn  wir  die  letztgenannten  \  \\  — 
Kurven  auf  ein  Blatt  vereinigen: 


Fig.  2. 

Diese  Figur  dient  uns  zum  Ausgangspunkt  für  die  Berech- 
nungen. 
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E.  Riecke1  stellt  den  Zusammenhang  zwischen  teilweise 
gesättigtem  Strom,  Sättigungsstrom,  Ionisierungsstärke  und 
Potential  der  Innenkugel  für  einen  von  zwei  konzentrischen 
Kugeln  begrenzten  Luftraum  folgendermaßen  her. 

C=C-4zs*  rar>N0N0dr. 
Dabei  bedeutet: 

Cden  teilweise  gesättigten  Strom; 

C0  den  Sättigungsstrom; 

i  das  elektrische  Elementarquantum; 

i  den  Koeffizienten  der  Wiedervereinigung; 

AT0,  'V0  die  in  der  Volumeinheit  in  der  Entfernung  r  vom 
gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  der  Kugeln  vorhandene  Anzahl 
der  positiven,  respektive  negativen  ionen,  und  zwar  wie  sie  für 

den  Sättigungsstrom  galten.  N0  und  NQ  selbst  sind  gegeben 
durch 

Dabei  ist  wieder: 

,cbiM,die,AnZahl  d6r  in  der  Volum"  und  Zeiteinheit  neu 
gebildeten  Ionen; 

7  die  Lichtgeschwindigkeit; 

lonen^i  ^iejBeWegIiChkeit  der  Positiven,  respektive  negativen 
Z  I        Geschwindigkeit  der  Ionen,  die  sie  erhalten, 

fcMkraft  1  wirkt) -naCh  e,ektr0ma^netischem  Maße  gemessene 

kÄ*6  dUrCh  die  LadunS  der  Innenkugel  bedingte  Feld- 
für  den  ^!!Sen     elektrost^schem  Maße),  und  zwar  wie  sie 

Beckes  übgUn/SStr°m  giU-  NaCh  Anal0gie  ZUr  Abhandlung 
selben  Band  6h  tr°m  Zvvischen  planparallelen  Platten  im 
an^nommen  Annalen'  p'  820'  wird  Fo  überhaupt  konstant 
den  Elektrolnaltu  d^  ^  P°tentialdifTerenz  dividiert  durch 

1  der  Physik(  4>  Folge>  ßd_  l2  (i9o3)#  p_  5s 
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Setzt  man  also  für  Är0  und  N0  die  angegebenen  Werte  ins 
Integral  ein,  FJ  aber  als  Konstante  vor  das  Integralzeichen,  so 
entsteht  die  Formel: 

c=r  «•[rS-r»-5r!ff(r--rd]; 

wir  schreiben 

Verwendet  man  nun  die  Werte 

e  =  3-4.10-10  elektrost.  Einh.,    a  =  14 . 10~6 
t/=  1-76.10-°,  K=l'24.10-8, 

so  erhält  man  für  B  den  Wert 

=  2.10-^.10-6.107  =  _2  m  10_15? 
3.102M0-16.10*  3 

also  die  Gleichung: 


3  FJ 


Dabei  ist  natürlich  C0  =  eg  4*(r*    ^  also  entsteht  im 

o 

Falle  unserer  Kugelzusammenstellung  für  ru— r,  =  15— 2 '5  = 

=  1 2  •  5  cm : 

Für  F  =     2°°  Volt     und  q  —  10  Ionen,  rm"3  sec"1: 
300. 12  5  cm 

C0  =  5.10-*        S  =  — -10-u. 


q  —  100: 


2 


C0  =  5.10-*        S  = 


2 


g  =  1000: 


C0=  5.10-3        S=  ~.10~7. 

2 
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r..   _       125  Volt 

Für  F  —   und  «7  =  10: 

300. 12-5  cm 

C0=  5.10"6        5=  6.10-11. 

^  =  100: 

C0  =  5.10-*       5  =  6.10-». 

q  =  1000: 

C0=5.10-»       5  =  6.10"7. 

P-  P      12-5  Volt 
300. 12-5  cm 

Q=5.10-*       5  =  6.10-». 

</  =  100: 

C0=5.10-<       S  =  6.10-'. 

f  =  1000: 

C0  =  5.10-»       5  =  6.10-*. 

Wir  sehen  also,  daß  erst  bei  den  letzten  Annahmen  die 
Große  S  den  100.  Teil  der  Größe  C0  auszumachen  beginnt, 
daß  also  erst  für  die  letzten  Annahmen  C  sich  von  C0  merklich 
zu  unterscheiden  beginnt.  In  allen  übrigen  Fällen,  bei  größeren 
Spannungen  als  10  Volt  und  kleineren  Ionisierungsstärken  als 
iwü  Ionen  pro  Sekunde  und  Kubikzentimeter,  müßte,  wenn  U 
»  /  wirklich  die  angenommenen  Werte  besitzen,  immer 
Satügungsstrom  herrschen. 

loni^n  VCrSUChe  Z6ißen  aber'  daß  Sächlich  bei  kleineren 
tomaenw igsstärken,  etwa  500  pro  Sekunde  und  Kubikzenti- 
e  und  sogar  höheren  Spannungen,  etwa  150  bis  180  Volt, 
man  auch V°m  sich  zeigen.  Ließe 

^  ^      *      Kel,er,Uft  dnen  andern>  etwa  zeh"mal 

noc TZ  Z  ZehnmaI  grÖßeren  Wert  hat>  50  würde  doch 
immer  5  klein  bleiben  gegenüber  C, 

inder  I  rrnKaber  ^  Mö^lichkeit  *u,  daß  langsamere  Ionen 

^X^u~:^  rbr den  bekannten  mit  der  ce- 

*  ^nfe  d^r h ^"»Z56'  ™d  =  1-26.10-^,/sec, 
Sättimmacc,  16  beob«chteten  Abweichungen  vom 

U^ngsstrom  wohl  erklärt  werden. 
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Zu  welcher  Größenordnung  nun  berechnet  sich  das  Pro- 
dukt UV  aus  unseren  Versuchen?  Wir  verwenden  Versuch  1. 
Wie  die  Fig.  2  zeigt,  kommt  bei  Versuch  1 

einer  Spannung  von  170  Volt  ein  Spannungsabfall  von 

3-32  Volt/min, 

einer  Spannung  von  175  Volt  ein  Spannungsabfall  von 

4  Volt/min 

zu,  so  daß  wir  die  Gleichungen  erhalten: 
4  10-4 

r     -  iiiilZ  -  2-31. 10-3  = 
1,5  60.300 

=      2s»qg«     j-  ö _  5_ 5 rJ rf (f,fl_ )] 
\-^*UxVxF*, 

Cuo  =  ^l-°^  =  1-92.10-  = 
110  60.300 

löv»^/^ 

(2-31  — l'92)10-s  = 

2  berechnen  wir  aus  dem  Sättigungsstrom,  den  wir  durch 
Extrapolieren  zu  4*6  Volt/min  annehmen  können;  dann  ist 

4  °,1U     =  zqü  =  3'4.10-l°.l-4.10M. 

60.300 

ü  ist  das  Volumen  des  Zwischenraumes  zwischen  beiden 
Kugeln  und  gleich  14.000  cm5.  Also  resultiert  für  q  der  Wert 
q  —  5*5. 108,  also  wird  aus  unserer  Gleichung 


0-39. 10 


_3  _    550» .2. 10"»   / 300«.  12-5»  300*.12-5-\ 
~  135.10-°.6Trl/AA      1 1 02  1752 


Daraus  resultiert  für  UXVX  der  Wert 

UXVX  -  8.10-20. 


Digitized  by  Goos 


Langsame  Ionen  in  atmosphärischer  Luft. 


171 


Nach  der  Annahme,  daß  U  =  1*74 . 10~8,  ^  =  1-26.  lO"8, 
ergibt  sich  für  UV  der  Wert  2-2. 10"1«,  also  eine  ganz  andere 
Größenordnung. 

Ziehen  wir  nun  noch  den  Versuch  3  z.  B.  in  Betracht  und 
setzen  wir  den  Sättigungsstrom  mit  0-56  Volt/min  an,  so  ist 
dieser  durch  eine  Ionisationsstärke  von  70  Ionen  pro  Sekunde 
und  Kubikzentimeter  bedingt.  Die  Figur  liefert  zur  Spannung 
210  Volt  einen  Spannungsabfall  von  beiläufig  0-49  Volt/min, 
bei  einer  Spannung  von  150  Volt  einen  Spannungsabfall  von 
0  44  Volt/min;  setzt  man  diese  Werte  wieder  in  die  Formel 

«n,  so  resultiert  Tür  die  Größe  U.V,  wieder  ein  Wert  von  der 
Größenordnung  10~M. 

Zum  Schlüsse  können  wir  noch  einen  von  Harms1  ange- 
gebenen Versuch  heranziehen.  Denkt  man  sich  den  dort  an- 
segebenen, innen  mit  einem  geerdeten  Drahtnetz  ausgekleideten 
Wasy  inder  durch  eine  Kugel  mit  gleichem  Volumen  ersetzt, 
o  resultiert  für  sie  der  Radius  ra  =  16  cm.  r{  ist  2  •  25  cm,  die 
Opazität  des  Systems  ist  dann  2  ■  6  cm. 

R'ecke  gibt  die  aus  diesem  Versuche  zusammengehörigen 

Werte  von  V  im  h  ^ 

una  _  Im  angegebenen  Bande  der  Annalen  auf 

M3an.  Der  Wert  von  tq  ist  201.10-,  also  wenn  .  =  3  -4.10-0, 

q  =  59. 

Ein-it?^?^ mm  n5mmtRie<*e  zu 0-00034  elektrost 
S6C  an'  80  ^  aus  unserer  Gleichung 

C  —  C   2ftsqg8   

^dÄr^T"*  V°n  60  VoIt  der  Strom  C«o  -  0-00033 
^aie  Zifferngleichung  wird: 

3-33.IO-»  ~  3-4,10,4  3-1. IQ?, 1Q-16.36. 102 

^tochr,  Jahrg.  4  (1902-1903).  p.  13. 
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Daraus  entsteht  für  UXVX  der  Wert 

UXVX  z=  6  A0~19 . 

Zur  Spannung  38-9  Volt  gehört  der  Strom  C89  =  0-000298 
elektrost.  Einh./sec;  daraus  und  aus  dem  Sättigungsstrom 
berechnet  sich  dann  der  Wert  UXVX  zur  Größe 

UXVX—  2.10-19. 

Wie  also  ersichtlich,  liefert  auch  dieser  Versuch  einen 
Wert  für  das  Produkt  der  Ionenbeweglichkeiten,  dessen  Größen- 
ordnung 10-19  näher  an  der  aus  unseren  Versuchen  sich  er- 
gebenden Größenordnung  10""  als  der  für  Ionen,  die  von 
Radiumstrahlen  herrühren,  liegt  und  mit  10"16  bestimmt  ist. 

Langevin1  hat  auf  Ionen  in  der  Luft  aufmerksam  ge- 
macht, die  eine  zirka  3000mal  so  kleine  Beweglichkeit  besitzen 
als  die  mit  den  Beweglichkeiten  U=  1-74.10'8,  V=  1-26.10"  . 

Sowohl  die  angeführte  Beobachtung  von  Harms  als  die 
oben  gegebenen  Resultate  lassen  sich  deuten  unter  der  An- 
nahme daß  bei  diesen  Versuchen  sowohl  die  Ionen  mit  den 
Beweglichkeiten  U=  1-74.10"8,  V=  1-26.10-«  als  auch  die 
Langevin'schen  Ionen  von  maßgebender  Bedeutung  sind. 

Es  ist  mir  eine  angenehme  Pflicht,  Herrn  Hofrat  Boltz- 
mann  für  die  Anregung  zu  den  Versuchen  und  sein  Interesse 
an  denselben  als  den  Herren  Dr.  St.  Meyer  und  Dr.  H.  Mache 
für  viele  Ratschläge,  die  sie  mir  bei  der  Arbeit  erteilten,  bestens 
zu  danken. 

>  Comptes  rendus  vom  23.  Jänner  1905. 
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Zur  Theorie  der  Thermoelektrizität 


Ernst  Lecher, 

k.  M.  k.  Akad. 

Aus  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  deutschen  Universität  in  Prag. 

(Mit  UTextflguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sittung  am  1.  Februar  1006.) 

In  der  Sitzung  vom  7.  Dezember  19051  legte  ich  einen 
Bericht  über  eine  Messung  der  Abhängigkeit  des  Thomson- 
effektes einiger  Metalle  von  der  Temperatur  vor.  Die  dort 
gegebenen  Versuche  sind  gewiß  noch  mit  Fehlern  behaftet, 
die  sich  verbessern  lassen  werden.  Gleichwohl  aber  dürfte  es 
vielleicht  des  Interesses  wert  sein,  diese  Messungen  einer 
theoretischen  Betrachtung  zu  unterziehen. 

Die  Kenntnis  des  ThomsonerTektes  ist  ja  von  größter 
ichtigkcit  für  die  Darstellung  thermoelektrischer  Probleme. 
S°  m«nt  W.  Thomson: 

'Itappears,  that  the  whole  theory  of  thermoelectric  force 
mear  conductors  is  reduced  to  a  knowledge  of  the  circum- 
sion IT  WpiCh  thC  Va'Ue  °f  the  coeffi^ent  A,  in  the  expres- 
^Äl1?  deVel°Ped  thr°Ugh0Ut  giVCn 
W?HKnddief°lgenden  Betrachtungen  ganz  allgemeiner 
suchsresuitatnr        ^  ^  Stre"gen  Richtigkeit  der  Ver" 

=  ^Tde!r,Unfb<riChte'       CXIV«  Abt-  »     P-  1599  (190.7). 
,gö.p.844.       Str°mstärke-  W.Thomson,  Math,  and  Phys.  Papes.  I.. 
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Die  gefundenen  Funktionen  a  geben  den  Thomsoneffekt 
für  eine  bestimmte  Temperatur,  d.  h.  die  durch  den  Durchgang 
eines  Coulomb  in  einer  beliebigen  Länge  eines  Drahtes  aus 
dem  betreffenden  Material  erzeugte  —  positive  oder  negative  — 
Wärme,  wenn  das  Temperaturgefälle  für  diese  Länge  1°  C. 
beträgt.  Diese  Funktionen  waren: 

für  Eisen 

v  =  —  [1  -860+0 -02057  /  —  0-00005120  /2]  10~6  g  Kai., 
für  Kupfer 

-j,  =  +  [3-01+0*00062/]  10-' *  Kai., 
für  Silber 

o„=  +  [7-363+0-00887  /]  lO-'^Kal., 

für  Konstantan 

a*  =  —  [4-73+0-00610/— 0-0000240  /»]  10"  6g  Kai. 

In  einem  kleinen  Leiterelementchen,  dessen  Endflächen 
die  TemperaturdirTerenz  dt  besitzen,  ist  dann  die  erzeugte 
Wärme  zdt.  Sind  die  Temperaturen  an  den  Enden  eines  end- 
lichen Leiterstückes  tt  und  t2,  so  ist  die  in  diesem  Leiterstücke 

erzeugte  Thomsonwärme  gegeben  durch  +J^  "aJ/,  wobei  als 

obere  Integralgrenze  die  Temperatur  der  Eintrittsstelle  des 
Stromes  zu  setzen  ist.  Bilden  wir  dieses  Integral  fsdi,  so 
erhalten  wir  aus  meinen  Messungen  bis  auf  eine  nicht  bestimm- 
bare Integrationskonstante  in  Grammkalorien: 

für  Eisen 

—  [1-860/+0-01028/2  —  0-00001707 /s]  10"6, 
für  Kupfer 

+  [3-01  /+0-00331  t*]  10-7, 
für  Silber 

+  [7-363  /  +  0- 004435 /-]  10"7, 
für  Konstantan 

—  [4  •  73  /+0  •  00305  t*  —  0  •  0000080  /3J  10~6. 
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Diese  Kurven  sind  in  Fig.  1  in  beliebiger  Höhe  einge- 
zeichnet. Für  irgend  ein  Material  ist  dann  das  bestimmte 

/%*t 

|  "arf/  gleich  der  Differenz  der  Ordinaten  für  /2  und  tv  welche 

Differenz  die  Größe  des  Thomsoneffektes  in  dem  betreffenden 
linearen  Leiterstück  zwischen  /a  und  tx  in  absolutem  Maße, 


Fig.  l. 

onen  mal  10~*  ergibt.  Diese  Wärme  wird  natürlich 

größeren*^  W6nn  Str°m  in  der  Richtung  von  einer 
*«m  dies!61"6'  kle'neren  0rd»nate  fließt,  hingegen  negativ, 
der  Figur  rd°"!nChtUng  die  umgekehrte  ist.  So  sehen  wir  aus 
^rmestrn        Wenn  die  Ricntunß  des  elektrischen  und 

Kupfer  ein.      .16561136181'  wir  in  Eisen  einen  negativen,  in 
P1Creinen  Positiven  Wert  erhalten. 


ir-  Grammkai 
Positiv  sein, 
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I.  Konkrete  Beispiele. 

Um  nun  alle  Energiemengen,  die  in  einem  geschlossenen 
Thermoelemente  auftreten,  in  einem  übersichtlichen  Diagramm 
zu  vereinigen,  betrachten  wir  irgend  eine  bestimmte  Metall- 
kombination und  führen  sämtliche  experimentell  bestimmten 
Energien  ein.  Ihre  Summe  muß  natürlich  gleich  Null  sein. 

1.  Eisen— Silber. 

Denken  wir  uns  ein  Thermoelement,  das  aus  einem  Eisen- 
und  Silberdrahte  besteht.  Die  eine  Lötstelle  wird  aufO0  erhalten 
und  die  andere  Lötstelle  auf  t°  erhitzt;  dann  ist  die  thermo- 
elektrische  Kraft  dieser  Kombination  in  bekannter  Weise 
gegeben  durch  die  Kurve  in  Fig.  2.  Ist  die  eine  Lötstelle  auf 
tx  und  die  andere  auf  /8,  so  ist  die  thermoelektrische  Kraft 
gegeben  durch  die  Ordinate  von  /2  weniger  der  Ordinate  von 


Fig.  2. 


tv  z.  B.  a2b2  —  albv  Ziehen  wir  die  horizontale  Tangente, 
so  ist  die  elektromotorische  Kraft  auch  gegeben  durch 
^i  h  —  b2  **>  d-  h.  ich  kann  die  Abszissenachse  beliebig 
verschieben.  So  erhalte  ich  die  Kurve  x  in  den  späteren  Dia- 
grammen. 

Die  in  Fig.  2  gegebene  Kurve  habe  ich  bis  etwa  300°  einer 
Arbeit  von  Artur  Palme1  entnommen.  Es  ist  dies  die  letzte 
Bestimmung  dieser  Größe  und  scheint  mit  großer  Sorgfalt 
durchgeführt  zu  sein.  Das  Tait'sche  Diagramm2  gibt  etwas 


*  A.  Palme,  Wiener  Zeitschrift  für  Elektrotechnik,  XXIII,  p.  414  (1905). 
2  Siehe  G.  Wied e mann,  Lehre  von  der  Elektrizität,  II,  p.  286  (1894). 
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höhere  Werte.  Ebenso  die  Messungen  von  Bausenwein;1 
leider  hat  aber  letzterer  eine  nicht  unwichtige  Fehlerquelle 
unterschätzt.  Es  wurde  nämlich  angenommen,  daß  ein  in 
seinem  Porzellanschutzrohre  befindliches  Pt — PtRh-Thermo- 
element,  welches  die  Temperatur  bestimmte,  dieselbe  Tempe- 
ratur habe  wie  die  unmittelbar  im  elektrischen  Ofen  daneben- 
liegende Eisen— Silber-Lötstelle,  in  welcher  derPeltiereffekt  und 
die  thermoelektrische  Kraft  untersucht  wurden.  Nun  ist  aber 
infolge  der  Wärmeleitung  des  Silberdrahtes  die  Temperatur 
dieser  Lötstelle  tiefer.  Diese  Fehlerquelle,  über  welche  derzeit 
im  hiesigen  physikalischen  Institute  gearbeitet  wird,  ist  im 
elektrischen  Ofen  von  Heräus  eine  überraschend  große.  Immer- 
hin aber  kann  man  für  die  höheren  Temperaturen  den  Gang 
der  Kurven  aus  den  Bausenweinschen  Messungen  in  unge- 
fährer Weise  schätzen,  indem  man  den  neutralen  Punkt,  wo 
die  Änderung  der  elektromotorischen  Kraft  mit  der  Temperatur 
gleich  0  wird,  übereinstimmend  mit  anderen  Messungen  auf 
240'  legt  Dann  läuft  die  Kurve  nach  Bausenwein  zunächst 
n  ziemlich  gerader  Richtung  weiter.  Der  Umkehrpunkt  des 
Stromes,  wenn  die  eine  Lötstelle  auf  0°  gehalten  wird,  liegt 
dann  aber  nicht  bei  2x240°,  sondern  tiefer.  Es  ist  also  ent- 
gegen dem  Tauschen  Diagramm  der  absteigende  Ast  der 
Parabel  etwas  steiler  als  der  ansteigende,  wie  dies  auch 
Palme»  bemerkt,  der  diese  Temperatur  gleichfalls  tiefer  ansetzt. 
Ich  lasse  meine  Linie  in  Fig.  2  bei  etwa  400°  die  Achse 
schneiden,  füge  jedoch  hinzu,  daß  diese  Zahl  für  die  folgenden 
«trachtungen  von  keiner  allzu  entscheidenden  Bedeutung  ist. 

Als  Ordinaten  dieser  Kurve  gebe  ich  nicht  Millivolt,  sondern 
^mmkalorien  mal  10-«.  Zu  dem  Zwecke  habe  ich  die  in  Volt 
gegebenen  elektromotorischen  Kräfte  mit  0-239  multipliziert 
elekt  abCS°jene  Wärmemengen  erhalten,  welche  durch  diese 
^Ktromotorischen  Kräfte  dann  erzeugt  werden,  wenn  die- 
alle  G  T  C0Ul0mb  in  Bewegung  gesetzt  haben.  Dann  gelten 
n  ln  den  Agenden  Diagrammen  für  1  Coulomb. 


»  a  ?!ren7ein* Diese  Berichte- cxm' Abt-  ^  p-  o90-*)- 

A  r»lme,  l.  c.  p.  4u. 
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Nun  zeichne  ich  (Fig.  3)  die  von  mir  bestimmte  Kurve 
$cjdt  für  Silber;  dieselbe  ist  mit  a  bezeichnet.  Darüber  zeichne 
ich  eine  zweite  Kurve  x  so,  daß  die  Ordinatendifferenzen  der 
Kurven  x  und  a  genau  gleich  sind  der  Strecke  tb  der  Fig.  2. 
Und  schließlich  zeichne  ich  die  Kurve  Jadt  für  Eisen  so,  daß 
sie  die  beiden  anderen  Kurven  in  ihrem  Berührungspunkte 
schneidet;  diese  letztere  Kurve  sei  mit/ bezeichnet. 


Fig.  3. 

Dann  müssen  die  Ordinatendifferenzen  der  Kurve  x  und 
der  Kurve  /  den  Peltiereffekt  von  Fe-Ag  für  die  betreffende 
Temperatur  darstellen. 

Um  dies  zu  zeigen,  wollen  wir  unser  Beispiel  für  einige 
bestimmte  Temperaturdifferenzen  der  beiden  Lötstellen  durch- 
führen. Da  wir  im  folgenden  stets  mit  Ordinatendifferenzen 
zu  arbeiten  haben,  so  bezeichnen  wir  der  Abkürzung  wegen 
die  Höhendifferenz  zwischen  zwei  Punkten,  z.  B.  einem  Punkte 
der  Kurve  /  bei  t,  und  einem  Punkte  der  Kurve  x  bei  /,  mit 

dem  Symbol  J\x,..  Die  Einheiten  dieser  Höhendifferenzen  sind 
in  Fig.  3  in  Grammkalorien  mal  10~4  gegeben. 

a)  Unser  Thermoelement  Fe— Ag  arbeite  zuerst  zwischen 
0°  und  100°  C.  Dann  fließt  der  Strom  in  der  Lötstelle  0°  von 
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Fe  zu  Ag,  in  der  Lötstelle  100°  von  Ag  zu  Fe.  Die  wirklich 
beobachteten  Wärmemengen  sind  der  Reihe  nach  die  folgenden: 

In  der  Lötstelle  0*  findet  eine  Erwärmung  f^xQ  statt. 

In  der  Lötstelle  100  eine  Abkühlung  xx£flw. 

Im  Eisendrahte  fließt  der  Strom  in  der  Richtung  des 

Wärmegefälles,  wir  haben  hier  eine  Abkühlung/2/0. 

Im  Silberdrahte  fließt  der  Strom  gegen  das  Wärmegefälle, 

wir  haben  hier  eine  Abkühlung  a£100. 

Wenn  der  Strom  stationär  fließen  soll,  so  müssen  auch  alle 
Temperaturen  konstant  bleiben,  d.  h.  eine  Erwärmung  durch  den 
btrom  bedingt  fortgesetzte  Wärmeabgabe  des  Systems  und  eine 
Absuhlung  fortgesetzte  Wärmeeinnahme.  Die  gesamte  Abgabe 

™  Energie  ist  alsoj^  oder  fa-a^.  Die  gesamten  Ein- 

«*~ Energie  finde  ich  mlt^^^Oi^ 

%*u*),  /,oo/o  und  dies  gibt  summiert  a^0— alfl£100.  Es 

?W  T TeinnahmeUm^-^oo  größer  als  die 
varmeabgabe.  Dieser  Verlust  an  Wärmeenergie  tritt  als  elek- 
tische Energie  des  Thermoelementes  auf. 

Wir  haben  in  Fig.  3  Thomsoneffekt  und  elektromotorische 
ft  ein«ezeichnet,  wie  sie  wirkliche  Versuche  ergaben.  Es 

Jss^also  die  Höhendifferenzen  £  dem  Peltiereffekt  ent- 

S°j,  mir  bekannt,  ist  dieser  Wert  für  AgFe  selbst  noch 

^rrrrt6"- Jahnl  beStimmt  die  P^erwärme  im 
^^rU^Fe  1,111  8" 103  Und  »rCuAg  mit  0-413; 

dieser  Zahlen2'750  zu 

ergibt  für  l  r   ,  1  Ampere  und  1  Stunde  EM.  Das 

io  S  m  !'64'1ÖH  Grammkalorien.  Meine  Kon- 
*hr  ßute  flH  Grglbt      °°  6tWa  7  *3- 10"4  Grammkalorien, 
*™  von  '   beTreinstimmunS-  Die  Abhängigkeit  der  Peltier- 

run^  und  unte/d    mPe^tUr  in   unSefänrer  Annähe- 

r  den  p.  177  besprochenen  Kautelen  die  Arbeit 

lH  jah^Vied.Aan.(34,p.  75o  (1888). 

•KI.;  CXV.  Bd.,  Abt.  IIa.  13 
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von  Bausen  wein  und  danach  dürfte  die  Thomsonwärme 
bei  100°  auf  etwa  6'2»10~4  Grammkalorien  einzuschätzen 
sein,  indes  mein  Diagramm  5 '6*  10~*  Grammkalorien  liefert. 
Diese  Zahlen  müßten  gleich  sein.  Daß  dieselben  nicht  besser 
stimmen,  hat  seinen  Grund  in  erster  Reihe  wohl  darin,  daß  die 
Messungen  der  verschiedenen  Autoren  an  verschiedenem 
Material  vorgenommen  wurden.  Dies  wird  sich  experimentell 
ohne  Zweifel  viel  genauer  machen  lassen  und  dann  wird  sich 
sicher  eine  bessere  Übereinstimmung  ergeben,  da  ja  hier  der 
erste  Hauptsatz  wohl  nur  die  durchgeführte  Deutung  zuläßt.1 
Ob  aber  die  Genauigkeit  bei  diesen  Versuchen  mit  AgFe 
so  weit  reichen  wird,  um  über  die  weitere  Frage  der  Art  der 
Anwendbarkeit  des  zweiten  Hauptsatzes  eine  Entscheidung 
zu  fällen,  ist  minder  gewiß.  Diese  weitere  Entscheidung  betrifft 
die  Frage,  ob  die  Leitung  der  Wärme  und  die  Leitung  der 
Elektrizität  vollständig  voneinander  getrennte  und  unabhängige 
Vorgänge  sind  oder  nicht.  Ist  ersteres  der  Fall,  so  können  wir 

/ci  O 
—  5^  0  anwenden. 
T 

Wir  haben  dann,  wenn  nf  und  s,,  den  Thomsoneffekt  für  Fe 
und  Ag  bedeuten  und  wenn  wir  absolute  Temperaturen 
einführen: 

/\  /S 

£0, 


T  273  373 


J273         T  Juri 


und  es  wäre  die  Auswertung  natürlich  eine  sehr  einfache, 
aber  es  sind  die  Versuche  zu  wenig  genau,  um  über  die  Frage 
zu  entscheiden,  ob  das  =  oder  <  Zeichen  zutrifft.  Wenn  wir 
jede  dieser  Summen  als  Repräsentanten  eines  umkehrbaren 
Prozesses  auffassen,  so  muß  obige  Gleichung,  die  noch  mit 
der  Stromstärke  /  zu  multiplizieren  ist,  für  jedes  positive  oder 
negative  i  Gültigkeit  haben  und  das  ist  nur  möglich,  wenn 
die  Gesamtsumme  gleich  Null  wird.  Denn  dann  muß  ja  natür- 
lich auch  der  ganze  Prozeß  ein  umkehrbarer  sein.1  Ich  verweise 


1  Siehe  dagegen  p.  ISO,  Anm.  1. 

2  Siehe  M.  lManck,  Wied.  Ann.  36,  p.  634  (1889). 


Digitized  by  Google 


Zur  Theorie  der  Thermoelektrizität. 


181 


hierauf  eine  analoge  Betrachtung  bei  Konstantan— Eisen,  p.  188, 
welche  die  Möglichkeit  einer  derartigen  Vorstellungsweise  zu 
verneinen  scheint.  Eines  läßt  sich  aber  an  dem  Diagramm 
leicht  zeigen,  daß  unser  System  insofern  dem  zweiten  Haupt- 
satze nicht  widerspricht,  als  die  Wärmeeinnahme  zwischen 
09  und  100°,  die  Wärmeabgabe  hingegen  nur  an  der  kalten 
Lötstelle  bei  0°  stattfindet.  Diesem  Grundsatze  wäre  wider- 
sprochen, wenn  die  drei  Kurven  sich  nicht  in  einem  Punkte 
schnitten,  wie  später  p.  184  gezeigt  werden  wird. 

b)  Erhitzen  wir  nun  die  zweite  Lötstelle  über  den  neutralen 
Punkt  hinaus,  z.  B.  auf  390°  C,  indes  die  erste  Lötstelle  auf 
0*  gehalten  werde.  Dann  haben  wir  in  der  Lötstelle  0°  wie 

truher  Wärmeabgabe  f0x0.  An  der  Lötstelle  390,  wo  der  Strom 

von  Ag  zu  Fe  fließt,  gleichfalls  Wärmeabgabe  aOmo-  Der 
ThomsonefTekt  im  Silberdrahte  -  der  Strom  fließt  gegen  das 

Wärmegefälle  -  erzeugt  Kälte  a£w;  ebenso  im  Eisendrahte, 

wo  der  Strom  mit  dem  Wärmegefälle  fließt,  /,£/0.  Beide 
Thomsoneffekte  bedeuten  also  Wärmeeinnahme.  Wir  haben 
n«r  den  interessanten  Fall,  daß  in  beiden  Lötstellen  Wärme- 
abgabe und  nur  in  den  Drähten  Wärmeaufnahme  stattfindet. 

Im  hier  die  Summe  zu  finden,  betrachten  wir,  was  rechts 
^  hnks  von  240  vor  sich  geht;  links  bedeutet  nach  dem 

eben  durchgenommenen  Beispiel  x^0  den  Überschuß  der  Ein- 
6  Uber  d,e  Abgabe.  In  ganz  analoger  Weise  ergibt  sich 
rechts  als  Wärmeabgabe  /89^390,  hingegen  als  Wärmeeinnahme 
f*fm  +  am  ^oder/890  a8M.  Die  Differenz  ist  hier  eine 

StmTr^60390^890'  Es  ergibt  sich  somit  fur  den  ganzen 

vorn  neTiWenniChjetZtdiebeiden  Stellen  rechts  und  ,inks 
oralen  Punkte  vereine,  als  Überschuß  der  Einnahme 

^er  die  AusffflK0  ^ 

Ä  sind  0  ^""^o  ^89o-  Da  diese  beiden  Werte  fast 

JerNähe     °^aUCh  der  Strom  sehr  schwach:  wir  sind  in 
\)  FrhJeüer  TemPeratur.  wo  die  Stromrichtung  umkehrt. 
Miohen  wir  die  Temperatur  der  Lötstelle  noch  etwas 

niehr.  vielleicht  auf  410°  r         ••       ^  ^ 

aui  4lü  C,  so  wurde  a0x0  -  a4l0xAl0  negativ, 

13* 
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d.  h.  es  würde  die  Wärmeeinnahme  kleiner  als  die  Wärme- 
ausgabe, was  natürlich  unmöglich  ist,  und  darum  kehrt  sich  der 
Strom  auch  um,  d.  h.  es  sind  jetzt  alle  Thomsoneffekte  und 
Peltiereffekte  in  entgegengesetztem  Sinne  als  früher  zu  nehmen. 

d)  Aus  der  Figur  ist  nun  ersichtlich,  daß,  wenn  wir  die 
Temperatur  der  zweiten  Lötstelle  noch  mehr  erhöhen,  der 
Peltiereffekt  infolge  der  eigentümlichen  Krümmung  der  Eisen- 
linie zwischen  500  und  600°  eine  Anomalie  zeigen  muß,  und 
eine  solche  ist  auch  wirklich  von  Bausen  wein  bei  hohen 
Temperaturen  gefunden  worden.  Ich  hoffe,  daß  bei  genaueren 
Messungen  sich  eine  vollständige  Übereinstimmung  dieser 
merkwürdigen  Kurvenknickungen  herausstellen  wird. 

e)  Betrachten  wir  vielleicht  der  Vollständigkeit  wegen 
noch  folgenden  Fall.  Es  sei  die  eine  Lötstelle  auf  300°  und 
die  zweite  etwa  auf  400°.  Dann  ist  die  Stromrichtung  umge- 
kehrt als  im  Fall  a.  Wir  haben  dann  im  Eisendrahte  Erwärmung 

/soo^oo  und  ebenso  im  Silberdrahte  aj£asw  und  die  Peltier- 
wirkung  ist  in  der  Lötstelle  300,  wo  der  Strom  vom  Silber  zu 
Eisen  geht,  entgegengesetzt  der  bei  gewöhnlicher  Temperatur, 

nämlich  Erwärmung  *g000*soo'  hingegen  in  der  Lötstelle 
400  Abkühlung /400  *40o-  Das  ergibt  einen  Überschuß  der  Ein- 
nahme über  die  Ausgabe  von  aA00xM0—a3OOx30Q.  Auch  hier 
findet  die  Einnahme  bei  höherer  Temperatur  statt  als  die 
Ausgabe. 

Diese  wenigen  Beispiele  genügen  wohl,  um  zu  zeigen, 
daß  unser  AgFe-Diagramm  in  allen  Fällen  den  Tatsachen 
entspricht. 

Es  ist  selbstverständlich,  daß  sich  die  Ag-Linie  parallel 
mit  sich  selbst,  z.  B.  nach  abwärts,  verschieben  läßt.  Die  elektro- 
motorische Kraft  des  Thermoelementes  ist  in  unserem  Dia- 
gramme1 immer  eine  Differenz  und  ändert  sich  nicht,  wenn 
ich  Minuend  und  Subtrahend  um  gleichviel  vergrößere  oder 
verkleinere.  Das  ist  auch  unmittelbar  einleuchtend,  da  die 
elektromotorische  Kraft,  wie  sie  ein   Thermoelement  liefert, 


J  Wie  auch  schon  in  Fig.  2. 
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stets  einer  Differenz  zweier  Kräfte  entspricht,  die  man  einzeln 
bisher  noch  nicht  zu  messen  vermochte.  Hingegen  müssen  die 
Kurven  für  /  und  x,  deren  OrdinatendifTerenz  den  Peltiereffekt 
gibt,  in  einer  bestimmten  Höhendifferenz  zueinander  bleiben. 
Den  Peltiereffekt  kann  man  ja  für  jede  Lötstelle  einzeln 
bestimmen. 


Fi«.  4. 

K'aftEbenS0  häUe  aUCh  um8ekenrt  die  elektromotorische 
wobei  Unt"r  die  Eisen,inie  aufragen  können  wie  in  Fig.  4, 
selbstveatUrl,Ch  Betrachtunßen  und  Resultate  bis  auf 

(Siehe  FStandl,Che  ÄnderunSen  dieselben   geblieben  wären. 
Die'g  ^ 

Fig  9^oaUgemeinste  Oarstellungsform  findet  sich  später  in 
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Schließlich  möchte  ich  noch  theoretisch  zeigen,  daß  beim 
neutralen  Punkte,  den  ich  bei  240°  ansetzte,  auch  der  Peltier- 
effekt sein  Zeichen  wechseln  muß.1 

Machen  wir  zuerst  die  Annahme  (Fig.  5),  es  liege  der 
Nullpunkt  des  Peltiereffektes  höher  (z.  B.  bei  260°  C.)  als 

das  Maximum   der  elektromoto- 
rischen Kraft  (z.  B.  bei  240°  C). 
Betrachten  wir  dann  unser  Ther- 
moelement,  zwischen  den  Tem- 
peraturen   240°   und   260°.  In 
demselben    fließt   der  Strom  in 
der  heißen  Lötstelle  bei  260°  von 
Eisen  zu  Silber,  also  entgegen- 
gesetzt als  bei  gewöhnlichen  Tem- 
peraturen, wir  sind  ja  der  Annahme 
\  nach  schon  jenseits  des  neutralen 
r  Punktes.  Der  PeltierefTekt  ist  aber 
infolge  unserer  Annahme  noch  ein 
solcher  wie  bei  gewöhnlichen  Tem- 
peraturen, so  daß  ein  Strom,  der  von  Fe  zu  Ag  geht,  Wärme 


Fig.  5. 


erzeugt 


Wir  erhalten  als  Resultat  in  der  Lötstelle  240°  einen 

Peltiereffekt  xQfw  als  Abkühlung,  d.  h.  Wärmeeinnahme,  in 
der  Lötstelle  200°  ist  kein  Peltiereffekt  vorhanden.  Hingegen 
bedeutet  der  Thomsoneffekt  in  Eisen /240/260  und  in  Silber 

a^aM  Erwärmung  oder  Wärmeabgabe,  d.  h.  wir  erhielten 
ein  System,  das  bei  der  tiefen  Temperatur  Wärme  einnimmt, 
einen  Teil  dieser  Wärme  in  elektromotorische  Kraft  verwandelt 
und  den  Rest  bei  höherer  Temperatur  abgibt,  was  dem  zweiten 
Hauptsatz  widerspricht. 

Machen  wir  hingegen  die  entgegengesetzte  Annahme 
(siehe  Fig.  6),  es  liege  der  Nullpunkt  der  elektromotorischen 
Kraft  höher  (z.  B.  bei  200°)  als  der  Nullpunkt  des  Peltier- 
effektes (z.  B.  bei  200°).  Betrachten  wir  ein  Thermoelement 
zwischen    200  und  210°.  Hier   ist   die  Stromrichtung  die 


i  Ausführlicher  E.  Lecher,  Physik.  ZcitsJi.,  VII,  p.  34  (1906). 
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gewöhnliche.  Sie  geht  in  der  heißen  Lötstelle  210°  von  Ag 
zu  Fe,  hingegen  ist  der  Peltiereflfekt  bereits  ein  umgekehrter. 
Wir  haben  dann  in  der  Lötstelle  200  keinerlei  Energieumsatz, 

in  der  Lötstelle  210  eine  Wärmeabgabe    2io*2io-  Im  Eisen- 


drahte  haben  wir  eine  Wärmeeinnahme  /21a/2oo  un<*  ebenso  im 

Silberdrahte  amail0.  Also  auch  hier  würde  Wärme  unter 
Arbeitsleistung  von  einem  kälteren  zu  einem  wärmeren  Körper 
übergehen  und  dies  ist  unmöglich. 


Fig.  6. 

2.  Kupfer— Eisen. 

Ich  habe  in  dem  Vortrage,  den  ich  am  Naturforschertage 
in  Jeran  gehalten  habe,1  dieses  Beispiel  behandelt.  Nun  ist 
tor  der  Thomsoneffekt  für  Kupfer  ein  so  kleiner,  daß  seine 
expenmentelle  Bestimmung  nur  sehr  angenähert  erfolgen 

der  Vi.^  Si°h  aU°h  bei  Ausführung  des  Diagrammes,  daß 
Nullpunkt  des  Peltiereffektes  und  der  neutrale  Punkt  der 
rrnokraft  nicht  zusammenfielen.   Und  dies  ist,  wie  ich 
dies, P  i 'geZeigthabe>  Möglich.  Deshalb  habe  ich  über 
ähniil    m  d'rekte  Messungen  gemacht.  Ich  habe  nach  einer 

^i^wWie,BÄU8enWe!n'  abGr  mit  Lötstellen, 
HestimmV  verdoppelt  wurde,  jene  Temperatur  genau 

nun  7  Pe,tiereffekt  verschwindet.  Hier  verschwinden 

AusstrJ.  CrfffektNun  Wird'  auch  alle  Fehlerquellen,  wie 
_J^ng,  Änderung  der  spezifischen  Wärme  u.  s.  w.,  die 

er.  Physik.  Zeitscbr.  6,  781  (!905)  B«r.  d.  deutschen  pliys. 


.in,  33i 
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für  andere  Temperaturen  die  Größe  des  Effektes  bei  der 
angewandten  Methode  etwas  falschen  können.  Die  Tempe- 
ratur der  Lötstelle  maß  ich  durch  ein  direkt  eingelötetes 
Konstantan-Eisenelementchen  mit  sehr  dünnen  Drähten.  Eine 
Reihe  von  Versuchen,  deren  Beschreibung  ich  mir  wohl 
ersparen  kann,  ergaben  als  Umkehrpunkt  zirka  255°  C.  Bei 
eben  derselben  Temperatur  fand  ich  aber  auch  das  Maximum 
der  elektromotorischen  Kraft  desselben  Elementes  Cu-Fe.  Ich 
möchte  hinzufügen,  daß  die  Bestimmung  des  Nullpunktes  des 
Peltiereffektes  eine  verhältnismäßig  genaue  ist,  hingegen  ist 
es  ziemlich  schwer,  jene  Temperatur  zu  bestimmen,  wo  das 
Maximum  der  elektromotorischen  Kraft  liegt,  da  die  Kurve, 
welche  die  Abhängigkeit  der  elektromotorischen  Kraft  von  der 
Temperatur  darstellt,  im  Maximum  sehr  flach  verläuft.1 


3.  Konstantan— Eisen. 

Hier  wollen  wir  das  Diagramm  ähnlich  wie  früher  zeichnen, 
nur  verkleinere  ich  die  Ordinaten  auf  den  zehnten  Teil.  Ich 
zeichne  zunächst  das  J"a  dt  für  Konstantan  (k  in  Fig.  7).  Dann 
zeichne  ich  eine  Kurve  x  in  der  Weise,  daß  die  Ordinaten- 
difTerenz  zwischen  k  und  x  in  analoger  Weise  wie  früher 
die  elektromotorische  Kraft  Konstantan— Eisen  bestimmt.  Der 
Schnittpunkt  dieser  x  und  k-  Kurven  ist  willkürlich 
auf  400°  verlegt,  er  könnte  geradeso  irgendwo  anders 
liegen.  Die  elektromotorische  Kraft  eines  Konstantan  — Eisen- 
elementes, dessen  Lötstellen  die  Temperaturen  tx  und  t2  haben, 


ais 


'  Bei  Bestimmung  des  Nullpunktes  des  l'eltiereffektes  schien  es  mir, 
sei  diese  Temperatur  nicht  unabhängig  von  der  Stromstärke.  Theoretisch 
unmöglich  wäre  dies  nicht.  So  findet  sich  bei  Helmholtz  (Vorlesungen  über 
die  Theorie  der  Warme,  herausgegeben  von  F.  Richarz,  1903,  pag.  263): 
»Die  Erwärmung  durch  den  Peltiereffekt  ist  wie  alle  umkehrbaren  Strom- 
wirkungen der  ersten  Potenz  der  Stromstärke  J  proportional,  solange  /  nur 
klein  ist,  jedenfalls  aber  nur  von  ungeraden  Botenzen  von  /  abhängig,  nicht  von 
geraden.«  Mir  schien  die  Sache  so,  als  ob  bei  starken  Strömen  durch  die  Joulc- 
wii  kung  eine  Erwärmung  des  Eisendrahtes  und  ein  steiles  Gefälle  gegen  den 
Silberdraht  hin  bei  der  Lötstelle  eintreten  müsse,  und  daß  diese  unmittelbar  an 
dieser  Lötstelle  im  Gefälle  auftretende  Thomsonwärme  den  Peltiereffekt  verklei- 
nere. Jedenfalls  sind  darüber  weitere  Messungen  von  Interesse. 
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ist  dann  gegeben  durch  -  k,t  xw  Für  Temperaturen 

über  400°  ist  dann  natürlich  statt  der  Differenz  die  Summe 
dieser  Strecken  zu  nehmen.  Die  Abhängigkeit  der  elektro- 
motorischen Kraft  von  der  Temperatur  entnehme  ich  einer 
Arbeit  von  Bausenwein. »  Dann  habe  ich  Jodt  für  Eisen 

(/in  Fig.  7)  in  solcher  Höhe  zu  ziehen,  daß  dem  Peltier- 

effekt  bei  dieser  Temperatur  entspricht.  Nun  kenne  ich  zwar 
den  absoluten  Wert  des  Peltiereffektes  nicht,  denn  Bausen- 


-  »» 


Fig.  7. 

Wcin  gibt  nur  die  relative  akkö«  •  , 

Wir  können  .  reiatlve  AbhanOTkeit  von  der  Temperatur. 
Peltiereffekt  bei  S6,nen  Messungen  Serien,  daß  der 

bei  0°.  Ich  J«    ,     unSefähr  1-5  mal  so  groß  ist  wie 
_™ß  a,so  ^ine  Linie/ so  einzeichnen,  daß 

k^n™ ich  mlf  W u4  °ann  i5t  das  DiaSramm  ^rtig.  Daraus 
_  Wh  den  absoluten  Wert  des  Peltiereffektes  für  jede 

1E  Bau-nwein,  Diese  Berichte,  Bd.  CXIV,  Abt.  II n,  p.  ,025 
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beliebige  Temperatur  ablesen.  Derselbe  müßte  für  0°  ungefähr 
7  •  10— 1  Grammkalorien  sein.  Das  wird  aber  nur  eine  rohe 
Annäherung  sein,  richtig  nur  in  der  Größenordnung.  Die  Mes- 
sungen von  Bausen  wein  berücksichtigen  nicht  die  Änderung 
der  spezifischen  Wärme  mit  der  Temperatur  und  auch  nicht 
die  eventuelle  Änderung  des  Wärmeverlustes  mit  der  Tempe- 
ratur. Darum  ist  die  Bausenwein'sche  Linie  wahrscheinlich 
etwas  zu  flach.  Mein  $?dt  ist  aus  denselben  Gründen  für 
Konstantan  vielleicht  auch  etwas  zu  wenig  steil.  Diese  Fehler 
würden  bewirken,  daß  obige  Zahl  7  zu  groß  ist  und  es 
ist  aus  dem  Diagramm  leicht  zu  ersehen,  daß  hier  geringe 
Neigungsänderungen  der  Linien  schon  sehr  ins  Gewicht  fallen. 

Um  ein  solches  Diagramm  zu  erhalten,  ist  es  daher  immer 
besser,  wenn  man,  wie  wir  es  bei  Ag — Fe  gemacht  haben,  die 
Abhängigkeit  des  Thomsoneffektes  und  der  elektromotorischen 
Kraft  von  der  Temperatur  zuerst  einzeichnet  und  dann  den 
PeltiererTekt  für  irgend  eine  bestimmte  Temperatur  seinem 
wirklichen  Werte  nach  zur  Herstellung  der  richtigen  Höhen- 
differenz .t/Denutzt- 

In  dem  Diagramm  (Fig.  7)  ist  folgendes  sehr  interessant. 
Zunächst,  daß  der  Thomsoneffekt  gegenüber  dem  PeltiererTekt 
sehr  wenig  in  Betracht  kommt.  Überdies  ist  derselbe  in  den 
beiden  Drähten,  die  ja  von  Strömen  in  entgegengesetzter 
Richtung  durchflössen  werden,  entgegengesetzt.  Ich  habe  mich 
also  bei  der  Berechnung  in  erster  Reihe  nur  um  den  Peltier- 
erTekt zu  kümmern.  Und  es  wird  die  elektromotorische  Kraft  in 
erster  Reihe  bestimmt  werden  durch  die  Differenz  des  Peltier- 

(%JO 

effektes  an  den  beiden  Lötstellen.  Das  I        wird  hier  in  großer 

Annäherung  gegeben  sein  durch  —        -4-  -^r,  wenn  zt  der 

PeltiererTekt  bei  der  Temperatur  /  ist. 

Nehmen  wir  20°  und  Ü0(j°  C.  für  die  beiden  Lötstellen,  so 
erhalten  wir 

für  T—  293  den  Peltiercffekt  12-33, 
*    T~  3-293  den  Peltiercffekt  2  - 12-33. 
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Wir  haben  somit: 
jdQ         12-33       2-12-33  1233 


T  293  3-293    ""    293    V  13 

Sind  somit  die  Messungen  von  Bausen  wein  auch  nur 
ungefähr  richtig,  so  haben  wir  keine  Spur  von  Umkehrbarkeit, 
d.  h.  es  ist  hier  die  Wärmeleitung  der  Metalle  von  großem 

Einfluß. 

Um  dieses  Beispiel  Eisen— Konstantan  mit  dem  früheren 
Beispiel  Eisen -Kupfer  zu  vergleichen,  ist  das  Diagramm  aus 
Fig.  3  in  obige  Figur  mit  punktierten  Linien  in  richtigem  Ver- 
hältnisse eingezeichnet.  Man  ersieht  die  gewaltigen  Größen- 
unterschiede  der  hier  ins  Spiel  tretenden  Energiemengen. 

II.  Allgemeine  Theorie. 

Wir  haben  im  vorigen  Kapitel  die  einzelnen,  beim  thermo- 
elektnschen  Prozeß  auftretenden  Energieen  addiert  und  gesehen, 
daß  ihre  Summe  immer  gleich  Null  war.  In  den  gegebenen 
Diagrammen  steckt  keinerlei  Hypothese,  sondern  nur  das  allge- 
meine Prinzip  der  Äquivalenz  von  Arbeit  und  Wärme.  >Its 
agreement  with  any  experimental  results  is  only  to  be  looked 
«äs a venfication  of  the  accuraey  of  the  experiments,  and  can 
dd  no  h mg  tothecertainty  ofthe  part  of  theory  from  which 
u  is  deduced.« 1 

elek^rfSSen  ÄlS0  aUe  Theorien>  welche  bisher  über  Thermo- 
«natat  gegeben  wurden,  in  jenem  Teile,  der  sich  nur  auf 

ener  ^  b6Zieht'  in  den  eben  besprochenen,  rein 

««W-chen  Diagrammen  sich  wiederfinden. 


ErschEe^.^-Cl,reibende  Darstellung  der  thermoetektrischen 

selbst 

mTuTi  Fra8e' .W°hin  der  Sitz  der  elektromotorischen 


selbstTngeü  ^  nUn'  Wie  dies  z"  B-  schon  W-  Thomson 
gemacht  hat,  so  gehalten  werden,  daß  man  auf  die 


 J6gen  sei'  8ar  n»cht  eingeht.  Die  meisten  andern 


w- Thomson,  Math,  and 


^»«gend  die  A  '  h  PhyS"  ?aperS'  l'  1882'  P-  25<X  Dabei  ist  nbcr 

^^iaimmerh-  ^  me  gemacht'  daß  di«  innere  Energie  konstant  bleibt. 

nicht  der  Fall  ^  '°  '  ^  dies  auch  hier,  wie  z.B.  bei  galvanischen 
P  248,  1905.         ^  S'Che  darüber  A.  Szarvassi,  Ann.  d.  l'hys.  17, 
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Theorien  unterscheiden  sich  aber  gerade  durch  diesbezügliche 
Annahmen;  es  sind  da  drei  Möglichkeiten  vorhanden:  Die  elek- 
tromotorische Kraft  kann  entstehen  entweder  nur  in  den  Löt- 
stellen oder  nur  in  den  Wärmegefällen  der  Drähte  oder  an 
beiden  Stellen.  Dementsprechend  ergeben  sich  drei  verschie- 
dene Anschauungsweisen,  die  nun  an  dem  früher  ausführlich 
gegebenen  Beispiele  Ag  Fe  erörtert  werden  sollen. 

I.  Der  Sitz  der  elektromotorischen  Kraft  liegt  nur  in  den 
Lötstellen.  Diese  Vorstellungsweise,  welche  wohl  den  Vorzug 
der  größten  Einfachheit  für  sich  hat,  ist  von  Planck1  genau 
formuliert  worden. 

Unter  »elektromolekularer  Energie«  versteht  M.  Planck 
einen  Energiebetrag,  der  jedem  Elektrizitätsteilchen  zukommt, 
ganz  abgesehen  von  der  durch  die  Wechselwirkungen  der 
Elektrizitäten  unter  sich  bedingten  elektrostatischen  Energie. 
Diese  elektromolekulare  Energie  ist  abhängig  von  der  Natur 
des  Leiters  und  von  dessen  Temperatur  ohne  Rücksicht  auf 
dessen  sonstigen  elektrischen  Zustand.2 

Es  sei  für  das  eine  Metall  die  elektromolekulare  Energie  ua 
und  für  das  andere  ub.  Dann  haben  wir  an  einer  Kontaktfläche, 
wenn  Ttab  die  Peltierwärme  in  der  Lötstelle  und  eab  die  elektro- 
motorische Kraft  daselbst  bedeutet,  die  Gleichung 

Cab  ■+-  ~ab  +        —  Ht  =  0 

In  der  früheren  Figur  entspricht  meine  Linie  $i/dt  genau 
dem  ua,  hingegen  $iadt  genau  dem  ub.3 

Nachfolgende  Figur  8  ist  identisch  mit  der  alten  Fig.  3; 
nur  habe  ich  die  Bezeichnungen  entsprechend  der  Planck'schen 
Theorie  geändert.  Infolge  dieser  Übereinstimmung  des  Dia- 
grammes  können  alle  im  vorigen  Kapitel  gegebenen  Bemer- 
kungen durch  diese  Theorie  befriedigt  werden. 


1  M.  IManck,  Wied.  Ann.  36,  p.  624,  1SS9. 

2  Planck,  1.  c.  p.  628.  Siehe  diesbezüglich  Bemerkung,  p.  195,  Ann».  2 
vorliegender  Arbeit. 

»  Nach  Planck  (1.  e.  Pag.  G:J2)  ist  die  Thumsonwarme  dn  gegeben  durch 
du  2/ 
i    -  - 
dt  In 


dn  und  in  meiner  Zcichnur.::  durch  izdl. 


» 
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Die  allgemeinste  Darstellung  dieser  Auffassung  finden  wir 
aber  in  Fig.  9.  Hier  sind  die  von  mir  gemessenen  Funktionen  ua 


Fig.  9. 
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und  ub  in  beliebiger  Höhe  gezeichnet,  ferner  wurden  zwei 
Kurven  izb  so  aufgetragen,  daß  ihre  Differenz  bei  jeder 
Temperatur  dem  PeltierefTekt  entspricht.  Dann  ist  an  irgend 
einer  Lötstelle  der  ganze  Energieumsatz  gegeben  durch 

*a  —  ~b  -h  ea  -t-  eb  +  1la  —  ub, 
und  im  Drahte  durch  das  jdn  innerhalb  der  Temperaturgrenzen 
der  Lötstellen. 1 

II.  Betrachten  wir  unser  Beispiel  für  Ag  Fe  von  jenem 
Standpunkte  aus,  welchen  die  Theorie  von  Kohlrausch2 
annimmt.  Nach  diesem  zieht  ein  elektrischer  Strom  Wärme  mit 
sich  und  ein  Wärmestrom  Elektrizität.  Die  elektromotorische 
Kraft  liegt  hier  gar  nicht  an  den  Kontaktstellen,  sondern  nur  in 


77  u 


Fig.  10. 


den  Temperaturgefällen  der  Drähte.  Den  mathematischen  Aus- 
druck dieser  Theorie  liefert  Boltzmann.3  Fig.  10  ist  mit  der 

1  Planck,  1.  c.  P.  635. 

2  F-  Kohlrausch,  Pogg.  Anm.  150,  p.  601,  1875. 

3  L.  Boltzmann,  Diese  Berichte,  Bd.  XCVI,  II.  Abt.,  pag.  1258,  1888. 
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Fig.  9  dem  Sinne  nach  bis  auf  die  Bezeichnung  identisch, 
welche  wir  der  Abhandlung  von  Boltzmann  entnehmen 
wollen.  Boltzmann  nennt  m  (respektive  |A  für  den  zweiten 
Draht)  eine  Temperaturfunktion,  welche  jene  Wärmemenge 
darstellt,  die  beim  Austritt  der  Elektrizitätsmenge  Eins  aus 
diesem  Metalle  entwickelt  wird.  Dann  ist  m  —  jx  die  an  einer 
Lötstelle  frei  werdende  Peltierwärme. 1  Die  früheren  Linien  za 
und  zb  stellen  also  diese  Funktionen  und  \l  dar,  da  ja  die 
jeweilige  Ordinatendifterenz  dem  Peltiereffekt  entspricht.  Die 
Änderung  der  Funktion  m  gibt  aber  auch  längs  des  einen 
Drahtes  (z.  B.  Eisen)  zwischen  /2  und  tx   Anlaß  zu  einem 

Energieumsatz  j~-  dt  Das  ist  in  unserer  früheren  Bezeich- 

nung  mk  m,t.  Nun  ist  aber  der  hier  wirklich  beobachtete 
Energieumsatz  ein  anderer.  Er  ist  in  unserem  Falle  JW/,  wenn 
»t  nach  Boltzmann  mit  n  die  spezifische  Wärme  (Thom- 
soneffekt o)  im  Drahte  bezeichnen;  diese  Größe  ist  fiftt.  Die 
Differenz  zwischen  dem  wirklich  beobachteten  und  dem  durch 
die  Fortführung  der  Wärme  bedingten  Energieumsatz,  nämlich 
j  .      C  dm 

J     ~J  dt  dtmuQ  also  als  Elektrizität  auftreten.  Nennen 

«irnun  nach  Boltzmann  die  bei  der  TemperaturdifTerenz  dt 
««tretende  elektromotorische  Kraft  adt,  so  gelangen  wir  zu 

"'Gleichung,, dt  =  [~  +  a)  dt. »  Wenn  also  Wärme  durch 

f'Sen  '°n  höherer  zu  tieferer  Temperatur  strömt,  so  ver- 
^vindet  ein  Teil  dieser  Wärme,  weil  die  eigentliche  Mit- 
^rung  der  Wärme  durch  die  Elektrizität  bei  tieferer  Tempe- 

ank^nf !  "  1St  Es  geht  in  Jedem  Punkte  mehr  weg  als 
^t;  ein  weiterer  Teil  aber  verwandelt  sich  aus  Wärme- 
Energie'^ ^^J11^  (0der  umgekehrt),  d.  h.  in  eine 
Vorschein  kommt ,      reW°  Wieder  als  Wärmeenergie  zum 

^o|t*mannl.  c.  Gleichung  9). 

,  °  ««nn.U.p.1267. 
Bolt2«nann,l.  c.  p.  1270. 
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Es  ist  also  auch  hier  die  Höhendifferenz  mtt  ft,  die  elektro- 
motorische Kraft  im  Eisendrahte;  die  analoge  Differenz  im 
Silberdrahte  ist  att. 

Wir  haben  somit  genau  dieselben  Schlußresultate  wie 
nach  der  Planck'schen  Anschauung.  Dabei  ist  natürlich  jedes 
beliebige  Hinaufschieben  der  Kurve  erlaubt,  solange  wir  nur 
die  Ordinatendifferenzen  für  den  PeltierefTekt  konstant  erhalten. 
Um  diese  Willkür  auszudrücken,  habe  ich  absichtlich  Fig.  10 
nicht,  wie  ich  es  hätte  tun  können,  genau  identisch  mit  Fig.  9 
gezeichnet. 

III.  Selbstverständlich  gilt  ebenso  das  gleiche  Diagramm 
für  eine  Vereinigung  der  beiden  Anschauungen,  nach  welcher 
wir  die  elektromotorische  Kraft  sowohl  in  den  Lötstellen  als 
auch  in  den  Temperaturgefällen  der  Drähte  suchen.  Diese 


Fig.  II. 

Vorstellung  von  Clausius  wurde  meines  Wissens  zuletzt  am 
ausführlichsten  von  Budde  behandelt.1  Führen  wir  die  Bezeich- 
nung von  Budde  ein,  so  haben  wir  zuerst  (siehe  Fig.  11)  zwei 

'  i:.  liuJde,  Wicvl.  Ann.  30.  p.  665,  1S87. 
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beliebige  Temperaturfunktionen  ca  und  cb  zu  zeichnen,  welche 
»spezifische  Wärmeenergie  der  Elektrizität«  im  Drahte  a  und  b 
genannt  wird.»  Der  Begriff  »spezifische  Wärmeenergie  der 
Elektrizität,  ist  zwar  ebenso  zu  definieren  wie  jener  der  »elek- 
tromolekularen  Energie«  von  Planck,  darf  aber  infolge  der 
Art,  wie  Planck  diese  Funktion  verwendet,  nicht  mit  jener 
verwechselt  werden. 2 

Des  ferneren  haben  wir  zwei  beliebige  Temperatur- 
funktionen  %  und  ?b  zu  bilden  (in  der  Figur  nicht  gezeichnet), 
Reiche  das  .Potenzialniveau,  der  Drahte  bei  den  betreffenden 
Icmpertturen  angeben.  Bilden  wir  nun  zwei  neue  Funktionen, 
welche  bestimmt  sind  durch 

X*  =  ca  —  fa,  respektive  yb  =  cb  —  yb 

»d  welche  der  Bedingung  entsprechen,  daß  die  Ordinaten- 
~m  von  x„  und      den  Peltiereffekt  für  die  betref. 

1  ri,Peri"Uren  ergeben-  Budde  nennt  diese  Funktionen ; 
"tamoelektnsche  Kräftefunktion..' 

von^r'"  dan"     der  Lobtelle<  info'ge  der  Änderung 

««J2.  TJ*i  ei"e  Differenz' weicne  uns  mr  die  eiek';<>- 

»«he  Kraft  der  Lötstelle  wie  bei  Planck  aufzukommen 
tat  nämlich  v  \    ,    ^  - 

WebeiK  "S°  ergÜ5t  in  de"  Drähten 

A  Ohlrausch-Boltzmann)  die  Änderung  von  c  allein 

A S  S  (feSp^tive  <C<><>.  in°^  der  Versuch  ergibt 

"iNen^T  "4  '"')•  U"d  diese  Di^renzen  müssen  gleich 

•*  hier  d  T°,0riSChen  Kräfte"  in  den  Dränten-  Da  wir 
k5n„.      e"  in  vertikaler  Richtung  beliebig  ver- 
_^°nnen,  wenn  nur  die  Differenzen  den  gegebenen 

1  Budde,  p.  ßgj  rvj«  w.ft 
^«nnisch-elektrische  P        ,      *  °a  ~  Cb  nennt  Budde  sPätei  P-  ««0  auch 

1  ^  für  den  p  r8led,fferenz'- 
"^'«cbe  Knlft  1^'^  dCn  TemPeraturgefallen  keinerlei  elektm- 

identisch.  *°  *W  V°m  StandP"nkte  Plancks  aus  sind  beide 

ßuddel-c,p.689.nennt       'thermoe,ekt«sche  Potenzialfunktionen..  Siehe 
Siub.  a,  _ 

•«•;CXV.Bd.,Abt.IIa.  14 
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Bedingungen  entsprechen,  so  können  wir,  wenn  nur  die  die 
Peitierwärme  liefernden  OrdinatendifTerenzen  erhalten  bleiben, 
aus  Fig.  1 1  alle  die  früheren,  einfacheren  Figuren  gewinnen. 

Es  ist  somit  unmöglich  und  das  ist  ja  eigentlich  selbst- 
verständlich, aus  Versuchen  mit  geschlossenen  Thermoele- 
menten eine  Entscheidung  über  den  Sitz  der  elektromoto- 
rischen Kraft  zu  gewinnen. 1  Bei  dem  derzeitigen  Stande 
unserer  experimentellen  Kenntnis  ist  es  reine  Geschmacks- 
sache, an  welchen  Punkt  der  Kette  wir  den  Sitz  der  elektro- 
motorischen Kraft  verlegen  wollen.  Darum  könnte  ich  z.  B. 
einer  Behauptung,  wie  folgender:  »Die  Theorie  von  Clausius 
ist  die  einzig  berechtigte«  2  nicht  beipflichten.  Ebenso  ist  es 
selbstverständlich,  daß  man  auch  durch  Einführung  von 
Spekulationen  mit  Elektronen  und  dergleichen  keine  Entschei- 
dung wird  treffen  können,  wie  dies  ja  eigentlich  schon  der 
Begründer  der  Elektronentheorie  in  Metallen,  W.  Weber,8 
gezeigt  hat. 


1  Für  die  unter  II  und  III  gegebenen  Anschauungen  hat  dies  ja  schon 
L.  Boltzmann  (1.  c.)  gezeigt.  Mein  Weg  scheint  mir  etwas  übersichtlicher  in- 
folge wirklicher  Einführung  der  gemessenen  Funktionen. 

2  Budde,  Wied.  Ann.  21,  p.  294,  18S4. 

3  W.  Weber,  Pogg.  Ann.  156,  p.  30,  1875. 
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Trennungen  des  Radiums  C  vom  Radium  B 1 

von 

Dr.  F.  v.  Lerch. 

Aus  dem  II.  physikalischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 
(Mit  3  Textnguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  22.  Februar  1606.) 

Die  Rutherford'sche  Umwandlungstheorie8  führt  die  Akti- 
va von  Körpern,  die  mit  Radium  induziert  sind,  auf  eine  Reihe 
auseinander  entstehender  Körper  zurück.  Aus  der  Emanation  bil- 
det sich  das  schnell  abklingende  Radium  A  mit  der  Halbierungs- 
konstante 3  Minuten,  aus  diesem  das  keine  ionisierenden 
fahlen  aussendende  Radium  Bf  das  unter  Bildung  des  strah- 
len Radium  C  abklingt.  Die  weiteren  Umwandlungsprodukte 

en  unter  dem  Namen  Restaktivitäten  zusammengefaf3t. 
u  Substanz  entsteht  mit  der  Geschwindigkeit,  mit  der  ihr 
Wanger  zerfällt,  und  klingt  gleichzeitig  nach  ihrem  eigenen 
^  a  sgesetz  ab.  Formuliert  man  die  Theorie  mathematisch, 

r  alt  man  eine  Reihe  Differentialgleichungen,  die  sich 
Fälle  i'  gnefen  lassen'8  Das  Resultat  ist  für  verschiedene 
auch  GlT  6lne  Summe  von  Exponentialfunktionen,  wobei 
Führt  m  l  ^  negativen  Vorzeichen  vorkommen  können. 
^  ^  d,e  Rechnung  für  den  Fall  durch,  daß  aus  einer 

^••  BcrT MittCilUng  Üb6r  diesen  Gegenstand,  Akad.  Anz.  d. 
Nr.  XXv  7  Dfi2  190. 

*  "  Ruth  f 

F  1S9  bis  «19  fifto^r  o"  Phn*  TnU1S"  R°y'  S°C'  °f  London-  Serie  A>  vo1-  20  i>~ 

1  J  Stark  ,    J  ^  Danne'  C  R-  l38'  P-  748  <1004). 

XXXVH1, 1904  i     fttUCh  d'  Rad"  l'  1  ~  R  Curie  und  J'  Danne'  C-  R  - 
die^eb(ur\.'P'h         E'  Rutherf°rd,  I.  c.  An  dieser  Stelle  finden  sich 
schiedene  Expositionsdauer  sehr  anschaulich  abgeleitet. 
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inaktiven  Substanz  B  eine  strahlende  Substanz  C  entsteht,  so 
erhält  man  für  die  zur  Zeit  /  vorhandene  Menge  der  Substanz  C 
den  Ausdruck: 

TR) 

wenn  zur  Zeit  /  =  0  nur  die  Menge  J*  der  inaktiven  Substanz 
B  vorhanden  war,  aus  der  sich  das  aktive  C  zu  bilden  anfängt. 
\  und  X,  bezeichnen  die  Wandlungskonstanten  für  B 

und  C. 

Der  Ausdruck  Jf  steigt  zuerst  mit  der  Zeit  an,  erreicht  ein 
Maximum,  wenn  /  =  7^V^i  ist,  und  wird  nach  längerer 

Zeit  proportional         abklingen,  wenn  \<z\  ist,  respektive 
proportional         wenn  \  >  Xg. 

Hat  z.  B.  das  aktive  C  die  größere  Wandlungskonstante 

(also  die  kleinere  Halbierungskonstante  i/C=  —  »st  \ 

so  wird  nach  längerer  Zeit  die  jeweilig  vorhandene  Menge 
proportional  er^  abklingen,  also  der  Menge  des  vorhandenen 
Radiums  B  proportional  sein.  Man  kann  dies  als  einen  Gleich- 
gewichtszustand bezeichnen. 

Hat  man  aus  dem  letzten  Teil  der  Abklingungskurve  das 
eine  X  erhalten,  so  läßt  sich  aus  dem  Anstieg  das  andere  X  be- 
rechnen. Welches  X  der  ersten,  respektive  der  zweiten  Wand- 
lung zuzuschreiben  ist,  läßt  sich  aus  der  Kurve  nicht  ersehen. 

Ursprünglich  wurde  der  ersten  inaktiven  Wandlung  die 
kleinere  Halbierungskonstante  zugeteilt  und  der  zweiten  aktiven 
Wandlung  die  größere. 

Da  aber  die  Aktivität  von  induzierten  Körpern,  die  kurze 
Zeit  geglüht  werden,  schneller  abklingt  als  die  ungeglühter 
Körper,1  mußte  man  annehmen,  daß  das  Glühen  das  Abklingen 
der  Aktivität  beeinflußt.  Dieser  Schwierigkeit  —  nach  allen 
anderen  Erfahrungen  haben  die  Geschwindigkeiten  der  radio- 
aktiven Wandlungen  den  Temperaturkoeffizienten  0  —  geht 


*  1\  Curie  und  J.  Üanne.  1.  c. 
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man  aus  dem  Wege,  wenn  man,  wie  Bronson1  vorgeschlagen 
hat,  der  inaktiven  Substanz  B  die  größere  Halbierungskonstante 
zuschreibt  und  dem  aktiven  C  die  kleinere.  Durch  das  Glühen 
wird  das  B  mehr  entfernt  wie  das  C;  es  bleibt  ein  Überschuß 
von  C zurück,  der  nach  seinem  eigenen  Gesetz  schneller  ab- 
klingt 

Für  die  Halbierungskonstanten  gibt  Bronson  26  und  19 
Minuten  an,  während  bisher  28  und  21  Minuten  angenommen 

wurden. 

Die  Trennungen  von  B  und  C,  über  die  hier  berichtet 
werden  soll,  bestätigen  die  Schlußfolgerungen  von  Bronson. 

Untersucht  wurden  Induktionslösungen,  die  durch  Kochen 
von  induzierten  Platinblechen  mit  starken  Säurelösungen  her- 
gestellt waren.  Induziert  wurde  mit  einer  wässerigen  Lösung 
von  O  l  £  sogenanntes  40000  Radium  in  einem  Felde  von  zirka 
300  Volt.  Die  Induktionslösungen  wurden  mindestens  drei 
Viertelstunden  nach  der  Herstellung  stehen  gelassen,  um  prak- 
tisch Radium  Ä  freie  Lösungen  zu  erhalten. 

Die  Versuchsanordnung,  mit  welcher  die  Aktivität  gemes- 
sen wurde,  war  im  wesentlichen  gleich  der  in  einer  früheren 
•weit  benutzten.  Es  wurde  die  Geschwindigkeit  beobachtet, 
«der  sich  ein  Quadrantenpaar  eines  Dolezalek'schen  Elektro - 
«ers  auflud.  Der  konstant  mit  einem  Harmskondensator 

1  Voll ÖUadrant  gab  fÜr  Cine  Elektrizitätsmenge  von 
X  41m  einen  Ausschlag  von  zirka  130  Teilstrichen. 

das  i?J  ^  ^  Th°riUm  B  vom  Thorium  A>*  auch 
durch  FiT  ^V°m  RadiUm  *durch  ei"g^auchte  Metalle  oder 
fällt  nurd  g6trennt  VVerden'  Ein8etauchtes  Cu  oder  Ni 
Elektrolv  kt,VC  RadiUm  CaUS'  ebenso  erhält  man  durcn 
schläft^  8ennger  Stromdichte  aktive  kathodische  Nieder- 
a. je,  dle  mit  der  Halbierungskonstante  19-5  Minuten  ab- 

So 

^il  der  eTw^u  Th°riUm'  iSt  aUCh  hier  der  aktive  Bestand- 
Jlektrochemisch  edlere  mit  der  kleineren  Halbierungs- 

•VJaM3^"!0"'  American  JournaI  of  Science,  20.  July  1005,  p.  60,  Phil. 
!  F.  v  Lerrh  C'g    UCh  H*  W"  Schmidt,  Phys.  Zoitschr.,  15.  De/..  H>or>. 
'  D,Me  Si^ungsber.  Abt.  II  a,  März  19uö. 
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konstante.  Auch  lassen  sich  ähnliche  Gleichgewichtsversuche1 
anstellen,  die  die  Entstehung  des  schneller  abklingenden  Radi- 
ums C  aus  dem  Radium  B  zeigen. 

Tauchen  wir  zu  verschiedenen  Zeiten  in  gleiche  Teile 
(3  cm3)  einer  Vorratslösung  Cu  unter  gleichen  Umständen 
(10  Minuten  lang)  ein,  so  wird  die  Anfangsaktivität  des  aus- 
gefällten Radiums  Cein  Maß  der  in  Lösung  vorhandenen  Menge 
von  C  sein.  Wäre  das  C  allein  in  Lösung,  so  würde  Cu, 
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Fig.  1. 

I.  Ni-Draht,  20  Minuten  in  Induktions-HCI  aktiviert. 
II.  Cu-Bicch,  30  Minuten  in  Induktions-HCI  aktiviert. 

Iii.  Blanke  Platinkathode    (2X-5  cm)  nach  -^Mündiger   Elektrolyse  rnn 
0-0008  A.  von  Induktions-HCI. 

IV.  Zn  5  Minuten  in  Induktions-HCt,  8/4  Stunden    nach  Herstellung  der- 
selben. In  der  Lösung  ist  noch  nicht  B  und  C  im  Gleichgewicht. 

V.  Zn  5  Minuten  in  Induktions-HCI,  2 1;2  Stunden  nach  Herstellung  derselben. 

19-5  Minuten  später  eingetaucht,  nur  halb  so  aktiv  werden 
wie  das  zu  Beginn  des  Versuches  eingetauchte  Cu.  Inzwischen 

-  Diese  Sitzungshcr.,  Abt.  II  n,  Marz  190Ö.  —  Jahrbuch  f.  Rad.  II.  Hefi  4. 
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wäre  aber  auch  die  Aktivität  von  letzterem  auf  die  Hälfte 
gesunken.  Die  Abklingungskurven  der  verschiedenen  Cu- Proben 
müßten  sich  aneinander  anschließen  und  in  ihrem  weiteren 
Verlaufe  decken.  Anders,  wenn  der  aktive  Bestandteil  nach- 
geliefert wird,  wie  es  hier  der  Fall  ist.  Die  Anfangswerte  der 
verschiedenen  Kurven  liegen  innerhalb  der  Versuchsfehler  auf 
der  Abklingungskurve  für  das  Radium  B.  Wenn  hier  auch 
wegen  der  geringen  Differenz  der  Halbierungskonstanten, 
19-5  Minuten  und  26*7  Minuten,  die  Unterschiede  nicht  so 
groß  sind  wie  beim  Thorium  —  10*6  Stunden  und  1  Stunde  — 
so  sieht  man  doch  sehr  deutlich,  daß  sich  die  verschiedenen 
Kurven  nicht  decken. 


»    SO    70    to    go  MO  UO  110  tX  f*0   MO  160   no  no  ISO 

Fig.  II. 

Eingetauchtes  Pb  und  Fe  fällen  aus  saurer  Induktions- 
aktiv C        6ine  geHnge  Menge  B  aUS'  Pt  bleibt  in_ 
nnHP         ?d  werden  nur  spurenweise  aktiv.  Die  von  Pb 
ausgefällte  Aktivität  klingt  zuerst  schneller  ab  und  geht 

Z£    Jn  dCn  Abfa11  rür  ^s  B  über  -  ähnlich  wie  die 

kle  ne  R  AU°h  be'm  G1Ühen  wird  das  B  bis  auf  einen 

■  rufest  verdampft  und  der  Überschuß  von  C  klingt  zuerst 

1  B'°nson,  l.  c. 
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nach  seinem  eigenen  schnelleren  Abfall  ab.  So  berechneten  sich 
aus  den  verschiedenen  aufeinander  folgenden  Teilen  der  beob- 
achteten Kurven  die  Halbierungskonstanten: 

für  ein  Pt-Blech,  das  1  Minute  im  Gebläse  geglüht  war, 
20 •  2,  2 1  •  5,  24  •  5,  26 •  25  Minuten, 

für  ein  Fe-Blech,  das  26  Minuten  in  Induktions-HCl  ge- 
taucht war,  22,  23*5,  24*5  Minuten, 

für  einen  Pb-Draht,  der  25  Minuten  in  Induktions-HCl  ge- 
taucht war,  24,  25 -5,  26*7  Minuten. 

Wie  bei  den  Thoriuminduktionen,1  ist  auch  hier  neben 
dem  Potential  Elektrode-Elektrolyt  die  Oberflächenbeschaffen- 
heit  von  großer  Wichtigkeit  für  die  elektrolytischen  Nieder- 
schläge. Cu  fällt  für  sich  allein  nur  C  aus,  platiniertes  Pt  bleibt 
inaktiv;  wird  aber  platiniertes  Pt  mit  Cu  verbunden  eingetaucht, 
so  scheidet  sich  auch  das  B  am  platinierten  Pt  mit  ab.  In  zwei 
hintereinander  geschalteten  elektrolytischen  Zellen  —  die  Pt- 
Elektroden  waren  alle  gleich  groß,  2X2l2cw  —  hatte  sich 
nach  18  Minuten  Elektrolyse  mit  0-0095A  einer  salzsauren 
Induktionslösung    an   der   blanken   Platinkathode   fast  nur 
Radium  C,  an  der  platinierten  Platinkathode  auch  Radium  B 
abgeschieden,  wie  das  langsame  Abklingen  des  Niederschlages 
zeigte.  Die  Platinanode  blieb  inaktiv.  Starke  anodische  Aktivi- 
täten erhielt  man  aber  durch  Bindung  des  Anions,  so  durch 
Verwendung  von  Ag  bei  Elektrolyse  von  Induktions-HCl,  von 
Pb  bei  Induktions-H2S04  und  von  Cu  bei  Elektrolyse  von 
Induktions-KOH   als  Anodensubstanz.   In  neutraler  Lösung 
wird  eine  Pt-Anode  deutlich  aktiv,  stark  in  alkalischer  Lösung. 
Nach  einviertelstündiger  Elektrolyse  mit  0'3A  einer  stark 
alkalischen  (NH3)  Lösung  war  nach  Beendigung  der  Elektro- 
lyse die  blanke  Platinkathode  zirka  2  3mal  so  aktiv  wie  die 
blanke  Platinanode.  Da  aber  die  Aktivität  an  der  Kathode 
schneller  abklang  wie  die  der  A  node,  war  die  Anode  nach 
100  Minuten  zirka  1  -7  mal  so  aktiv  wie  die  Kathode. 

Da  die  beiden  Radiuminduktionen  elektrochemisch  edler 
sind  wie  der  Wasserstoff,  so  gelingt  es  auch  mit  Spannungen, 
die  unter  der  Zersetzungsspannung  der  HCl  liegen,  bei  Ver- 
wendung  von    platinierten   Elektroden   aktive  kathodische 

'  Drude'.s  Ann.,  Bd.  12,  p.  745,  1903. 
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Niederschläge  zu  erhalten.  Eine  Trennung  von  B  und  C  durch 
verschiedene  Spannungen  konnte  aber  nicht  erreicht  werden. 
Bei  0  8  und  0*7  Volt  Badspannung  erhielt  man  an  der  Kathode 
Radium  B  und  C,  bei  0-6  Volt  in  einem  Fall  fast  reines  C,  bei 
0-5, 0  3  und  0-2  Volt  wieder  ein  Gemisch  beider. 

Eine  Trennung  von  B  und  C  konnte  auch  auf  anderem  Wege 
durchgeführt  werden.  Metallsalze,  einer  Induktionslösung  zu- 
gefügt und  nach  einer  Weile  gefällt,  »reißen  Aktivität  mit  sich«. 
Baryumnitrat,  einer  Induktions-HCl  zugesetzt  und  nach  einer 


aoaonauomioMao 


Fig.  3. 


M 

im  ST  f"'S0'  Semi'  rdßt  das  Radium  B 
^  C  fvJT  t  Sich  nach  Eindampfen  reines 

Mess»"8  *rka  e  ne  vlerl!!;     \  ^  BaryUm'  erS,e 

«^dampfte  Filttät)  "aCh  d6r  Fä"Unß;  1  *  das 

Wird  Cu^n 

eincrMinutein  l         ndUkti0ns-HC1  ******  und  nach 
zugleich  mit  dem  K     ****  mit  K0H  gefälIt'  so  scneidet  sich 
Kupfer  etwas  Radium  B  mit  einem  Überschuß 


204  F-  v-  Lcrch» 

von  C  ab  (Fig.  III,  2  a).  Im  Filtrat  findet  sich  das  restlich« iB 
(Fig  III  2  b).  Da  sich  die  Aktivität  der  eingedampften  KUH 
nicht  bequem  messen  läßt,  so  wurde  -  auch  um  mögl.chst 
schnell  zu  arbeiten  -  das  alkalische  Filtrat  elektrolysiert  und 
der  Niederschlag  an  der  platinierten  Platinkathode  untersucht 
Aus  dem  anfänglichen  Anstieg  seiner  Aktiv  ität  konnte  man  auf 
die  Anwesenheit  von  Radium  B  schließen.  Die  erste  Messung 
geschah   zirka  eine  Viertelstunde  nach  der  Fällung  m.t 
KOH 

Während  sich  bei  der  Fällung  von  Baryum  im  Filtrat  das 
Radium  C  findet,  bleibt  bei  der  Fällung  von  Cu  das  Radium  B 

im  Filtrat.  . 

Blei,  einer  Induktions-HN03  zugesetzt  und  mit  HtSü4  in 
der  Wärme  gefällt,  läßt  Radium  C  im  Filtrat  Ähnliche  Versuche, 
mit  Zn,  Ag,  Fe  angestellt,  ergaben  zwar  sämtlich  aktive  Nieder- 
schläge, doch  konnte  eine  Trennung  von  B  und  C  nicht  er- 
reicht werden. 

Aus  15  Abklingungskurven  für  das  Radium  C,  denen 
verschiedene  Wertigkeit  beigelegt  wurde,  ergab  sich  als  Mittel- 
wert für  die  Halbierungskonstante  19-5  Minuten.  Die  Werte, 
aus  denen  das  Mittel  genommen  wurde,  lagen  zwischen  den 
Grenzen  19-24  und  19-95  Minuten.  Kurven,  bei  denen  eine 
Zunahme  der  Halbierungskonstante  im  letzten  Teil  beobachtet 
wurde,  sind  nicht  in  die  Rechnung  aufgenommen. 

Um  die  andere  Halbierungskonstante  zu  erhalten,  wurden 
mehrere  Abklingungskurven  zirka  eine  Stunde  lang  induzierter 
Bleche  aufgenommen;  die  erste  Messung  3  bis  4  Stunden  nach 
dem  Entfernen  vom  Radiumpräparat.  Als  Mittelwert  von  zweit 
Kurven,  deren  Halbierungskonstanten  innerhalb  27  und  - 
lagen,  ergab  sich  27-4  Minuten  als  Halbierungskonstante  ur 
die  Zeit  4»/4  Stunden  nach  dem  Entfernen  vom  Präparat,  also 
zirka  4V4  Stunden  nach  Erreichen  des  Maximums. 

Um  sich  ein  Bild  zu  machen,  wie  schnell  die  Abklingungs- 
kurven in  eine  einfache  e-Funktion  übergehen  (<r*  gegcnubei 
c-M  zu  vernachlässigen  ist),  kann  man  folgende  einfache 
Rechnung  ausführen:  Klingt  eine  Substanz  nach  einer  ein- 
fachen «-Funktion  ab  Jt  =  J0e~",  so  besitzt  sie  die  Halbierung,- 
konstante 
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Allgemein  ist  die  jeweilig  vorhandene  Menge  Radium  C 
durch  die  Differenz  zweier  e-Funktionen  gegeben,  wenn  man 
vom  Radium  A  absieht,  was  bei  den  hier  vorliegenden  Ver- 
suchen sicher  erlaubt  ist. 

Rechnen  wir  die  Zeit  vom  Erreichen  des  Maximums  an 
dJ 

t=z0>di=0'so  erhalten  wir: 


Jc  =  a  [e-^~  y-e~y) 


...  II) 


Ordnen  wir  einem  Kurvendifferential  eine  Halbierungs- 
konstante zu,  so  erhalten  wir  aus  I  und  II 

Die  HC,  beträgt  nach  direkten  Messungen  des  ab- 
getrennten Radiums  C  19 -5  Minuten.  Die  HC,  für  das  Radium  B 
«so  «i  wählen,  daß  wir  zirka  4«/4  Stunden  nach  Erreichen 

Ma^mums  die  Halbierungskonstante  27-4  Minuten  er- 
halten. HC,  =  26-7  Minuten. 


Zeit 
in  Stunden 

Halbierungskonstante 
in  Minuten 

0 

OO 

0-5 

48-31 

1 

35-97 

31-96 

2 

30  03 

2'/2 

28-96 

3 

28  26 

3i;„ 

2781 

4 

27-50 

^ 

27-28 

5 

2713 

6 

26-93 

10 

26  •  72 

CO 

26-7 
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Wegen  der  geringen  Verschiedenheit  der  beiden  Hal- 
bierungskonstanten nähert  sich  das  HC  der  Gleichung  III)  nur 

In  2 

langsam  dem  Werte — -  =  HCV  Nach  zirka  3%  Stunden  be- 

trägt  sie  in  Übereinstimmung  mit  den  Curie'schen  Angaben 
28  Minuten. 

Zum  Schluß  soll  noch  in  zwei  Fällen  die  Übereinstimmung 
von  beobachteter  und  berechneter  Kurve  gezeigt  werden. 


Das  aus  einer  Induktionslösung  gefällte  Baryum. 

(Vergl.  Fig.  III,  1  a.) 


\ 

Zeit 
in  Minuten 

Aktivität 

beobachtet 

berechnet 

0 

501 

515 

35 

522 

528 

8-2 

543 

533 

18 

520 

513 

33-7 

4-10 

435 

37-  1 

413 

415 

61-8 

279 

275 

65-7 

253 

256 

107  5 

10S 

107 

113-3 

05 

94 

1 55  •  7 

:<5-4 

35'  l 

170-2 

24 -S 

24-8 

178-5 

20-2 

20-2 
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Die  Aktivität  des  Filtrates  nach  der  Fällung  des  Cu. 

(Vergl.  Fig.  III,  2  b.) 


Aktivität 


in  Minuten 

beobachtet 

berechnet 

1  D 

1QA 

o 
- 

o 

0 

4UI 

4  Art 

402 

.4  1 A 
41U 

419 

0  0 

4oU 

i  rtrv 

430 

Q .  0  ^ 
O  .0 

400 

4d6 

**i  0 

J  QA 

In 

to« 

484 

4hS 

17-«» 

W  ü 

4S9 

4QA 

490 

SA 

481 

07.= 

.101 

478 

29 

466 

473 

42  5 

4f* 

A  t  A 

414 

44-S 

399 

403 

47 

387 

391 

49 

380 

380 

80 

223 

224 

82 

214 

215 

118 

100 

101-0 

120 

95 

966 

172-5 

28-5 

28-5 

198-2 

15-2 

15-27 

Zusammenfassung  der  Resultate. 

Hiltn?5"115'11  e<"ere  Radium  C  besitzt  <«•  kleinere 

d«b  eJS.       *        'äßt  Si0h  durch  Cu  und  Ni  sowie 
iyse  mit  geringer  Stromdichte  an  einer  blanken 
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Pt-Kathode  vom  Radium  B  trennen  (Analogie  mit  den  Tho- 
riuminduktionen). 

Das  Entstehen  des  schneller  abklingenden  C  aus  dem  B 
läßt  sich  durch  direkte  Abtrennungen  zeigen.  Auch  mit  Span- 
nungen, die  unterhalb  der  Zersetzungspannung  der  HCl  liegen, 
erhält  man  aktive  kathodische  Niederschläge. 

Die  Anode  bleibt  bei  Verwendung  salzsaurer  Induktions- 
lösung inaktiv.  Wird  das  Anion  gebunden,  erhält  man  auch 
aktive  anodische  Niederschläge.  In  neutraler  Lösung  wird  die 
,  Anode  schwach,  in  alkalischer  stark  aktiv. 

Fügt  man  zu  einer  Induktions-HCI  Baryumnitrat  und  fällt 
das  Ba  mit  H8S04,  so  findet  sich  im  Filtrat  das  Radium  C, 
während  das  Radium  B  vom  Baryum  mitgerissen  wird. 

Kupfer,  mit  Kalilauge  gefällt,  reißt  das  Radium  C  mit  einem 
Teil  des  B  mit,  das  restliche  Radium  B  findet  sich  im  Filtrat. 

Als  Konstante  wurden  gefunden  für  das 

Radium  B:  //Ct  =  26-7  Minuten,  X.  =  4  •  327  X  \0~*  — 

sec 

Radium  C:  HC,  =  19«  5  Minuten,  X.  =  5  •  924  X  10-*--. 

sec 
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Versuche  im  elektrostatischen  Drehfelde 


von 


Viktor  v.  Lang, 

iv.  M.  k.  Akad. 

(.Mit  1  Tafel.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  8.  März  1906. ) 

Die  nachfolgenden  Versuche  wurden  mit  der  Absicht  be- 
gonnen, die  schönen,  zuerst  von  Arno1  beschriebenen  Erschei- 
nungen eines  elektrostatischen  Drehfeldes  auch  einer  größeren 
Zahl  von  Zuhörern  wahrnehmbar  zu  machen.  Die  hiezu  kon- 
tierten Apparate  sind  im  ersten  Teile  dieser  Arbeit  beschrie- 
be, der  zweite  Teil  enthält  dann  einige  neue  Versuche,  bei 
cenen  die  Drehungen  in  Flüssigkeiten  vor  sich  gehen. 

ttas  vor  allem  die  Erzeugung  des  Drehfeldes  betrifft,  so 
«urdeh.ezii  der  Wechselstrom  der  hiesigen  Internationalen 
^nz.tätsgesellschaft  benützt.  Derselbe  hat  5000  Wechsel 
ganze  Perioden)  in  der  Minute  und  wird  in  den  Häusern 
-^.ner  Spannung  von  100  Volt  geliefert.  Diese  Spannung 
■  « s  durch  einen  Transformator  wieder  auf  die  Höhe  von 
<ok*p  •  cnt  Arn°  hat  gezeigt,  wie  man  aus  einem 
^•en  einphasigen  Wechselstrom   ein  statisches  Drehfeld 

^^^dnrvma!l  Tran8f0rmat0r  dureh  ei-n 
Jen  Eni    T  Konc,ensator  in  Reihe  schließt  und  von 

densatorsk  Widerstandcs  lind  den  Belegungen  des  Kon- 
oides fühHrCnZVVeiSeLe,lUngen  nach  den  vier  Po!en  dcs  Dreh- 

fc«u-hb^P  r  Methode  h&t  aber  den  Nachtei1'  daß  ™ei 
^finde  unn  ,  td6S  Drehfe,des  sich  *uf  demselben  Potentiale 
und  daher  nur  für  die  Mitte  ein  kreisförmiges  Dreh- 

della  R.  Accademta  dei  Lincei,  16  Oct.  1892;  EUrktrotcehn. 
P-  17. 
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feld  existiert.  Auch  die  von  Guye  und  Den  so1  angegebene 
Abänderung  des  Arrangements  von  Arno  hilft  da  nichts. 

Da  es  nun  für  manche  der  folgenden  Versuche  fast  unum- 
gänglich nötig  ist,  daß  das  ganze  Drehfeld  gleichförmig  sei,  so 
habe  ich  dasselbe  zuerst  mit  Hilfe  von  zwei  Transformatoren 
hergestellt.  In  den  primären  Kreis  des  einen  wurde  Widerstand, 
in  den  des  andern  ein  Kondensator  gelegt.  Die  sekundären 
Kreise  endigten  natürlich  in  den  entsprechenden  Polen  des  Dreh- 
feldes; die  Versuche  gingen  auf  diese  Weise  ganz  gut.  Der  Nach- 
teil dieser  Methode  besteht  aber  nicht  nur  in  dem  Erfordernis 
zweier  Transformatoren,  sondern  auch  in  der  großen  Kapazität, 
die  der  Kondensator  notwendig  haben  muß;  so  gab  der  eine 
Transformator,  mit  einem  Widerstand  von  24  Ö  an  die  Wechsel- 
stromleitung gelegt,  eine  Spannung  von  7000  Volt;  um  dies  nun 
unter  Einschaltung  eines  Kondensators  zu  erreichen,  mußte 
derselbe  beiläufig  134  Mikrofarad  haben.  Freilich  braucht  dieser 
Kondensator  nur  eine  Spannung  von  100  Volt  zu  ertragen,  falls 
man  ihn  beim  Aus-  und  Einschalten  vor  der  Wirkung  etwaiger 
Extraströme  schützt. 

Einfacher  stellt  sich  jedoch  die  Sache  durch  Benützung 
der  von  Görges*  angegebenen  Schaltung,  die  auch  für  tech- 
nische Zwecke  vorgeschlagen  wurde.  Die  Pole  A,  B  der  Sekun- 
därspule eines  Transformators  werden  hiebei  zweimal  ver- 
bunden, und  zwar  immer  durch  einen  Widerstand  und  Konden- 
sator in  beiden  Zweigen,  aber  in  umgekehrter  Ordnung,  wie  dies 
in  Fig.  1  dargestellt  ist.  Hier  sind  C,D  auf  den  beiden  Zweigen 
die  Punkte,  wo  Widerstand  und  Kondensator  aneinanderstoßen 
und  die  Spannung  zwischen  diesen  Punkten  ist  um  90°  gegen 
die  Spannung  zwischen  .4,  B  verschoben.  Da  auch  die  Span- 
nungen AC  gegen  BC  und  AD  gegen  BD  um  90°  verschieden 
sind,  so  ist  die  Spannung  auf  den  vier  Punkten  .4,  C,  B,  D  immer 
um  90°  verschieden  und  man  hat  in  jedem  Orte  des  von  ihnen 
gespeisten  Drehfeldes  dieselbe  Beschaffenheit  desselben.  Soll 


1  Sur  1h  realisation  d'un  champ  electro-statique  tournant  de  haute  tension. 
LTclaiiaKe  Electrique.  7  Mai  U>04. 

H.  Gorgos.  Über  die  graphische  Darstellung  des  Wechselpotentials  und 
ihre  Anwendung.  Klektrn-.echn.  Ze-itsohr.  19  t  lS'.'S,,  r.  104. 
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das  Drehfeld  ein  kreisförmiges  sein,  so  muß  noch  die  Spannung 
AC  gleich  BC  und  die  Spannung  AD  gleich  BD  gemacht 
werden.  Es  seien  einerseits  die  beiden  Widerstände  (R)  gleich 
und  ebenso  die  Kapazitäten  (C)  der  beiden  Kondensatoren 
gleich,  dann  erfordert  die  gestellte  Bedingung  die  Erfüllung  der 
Gleichung 

RCb—  1, 

\vob=2zn  und  »  die  Frequenz  oder  Periodenzahl  des  Wech- 
selstromesbedeutet. Für  C  =  0'001(i.Fgibt  dies  /?=3-8  Meg.- 
Ohm.  Diese  Zahlen  geben  eine  Orientierung  über  die  anzu- 
wendenden Apparate,  die  genaue  Abgleichung  muß  natürlich 
durch  Versuche  erfolgen,  indem  man  z.  B.  die  benützten  Wasser- 
widerstände durch  mehr  oder  weniger  tiefes  Eintauchen  der 
als  Elektroden  dienenden  Platindrähte  reguliert.  Die  Widerstände 
waren  aus  U-förmig  gebogenen  Glasröhren  gebildet,  deren 
Lange  60  cm  betrug  und  einen  inneren  Durchmesser  von 
i  omm  hatten;  sie  wurden  mit  dem  Wasser  der  hiesigen 
Wasserleitung  gefüllt.  Die  Kondensatoren  bestanden  aus  kleinen 
Bechergusern  von  10-5™  Höhe  und  einem  äußeren  Umfange 
on  18*,,  die  Glasdicke  betrug  beiläufig  1  mm.  Diese  Gläser 
2^  bis  zu  einem  Abstände  von  1  -5  a»  vom  Rande  außen 
und  innen  mit  Stanniol  belegt,  das  Innere  noch  bis  zur  selben 
*  e^'t  Graphit  angefüllt,  in  welchem  die  Zuleitung  eingebettet 
r.  jedes  d.eser  Gläser  stand  in  einem  6  cm  hohen  Metall- 
Ran  We,chem  die  andere  Zuleitung  befestigt  war. 
W  emer  g6WiSSen  Stromstärke  im  primären  Kreise  des 
wurde  mit  Hilfe  eines  Braun'schen  Elektro- 
4C==fl/jL  -9  W,derstände  der  Spannungsabfall  gemessen 
5300  Vnit  7  °200  VoItfür  die  Kondensatoren  aber  BC  —  AD  = 
?ruWiederdie  SPannung™  AB  =  8000  Volt  und 
iilj:01  ächtet.  Bei  vollem  Strom  wurde  gefunden 

^zu T J° ' CD  =  9200  V0,t  Eine  VOl,e  Gleichheit  war 

f%enIS0liernn;HWaSAW0hl        RCChnUng  der  Wenig  *W 
Die  P   u  APP^ates  zu  setzen  sein  dürfte. 

^feldesTv  ^  War6n  dir6kt  mit  den  Klemmen  A't  ff  des 
Schaltung  eine ;eHrb,"dun&  di*  Punkte  C,  D  aber  unter  Ein- 
C<V  Das  Dr  mV  SpannunSskom™tators  mit  den  Klemmen 
™eld  bestand  aus  einem  quadratischen  Grund- 
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brett  mit  vier  Füßen  und  hatte  45  cm  Seitenlange.  Auf  demselben 
waren  vier  Brettchen  von  der  Gestalt  eines  gleichseitigen 
rechtwinkeligen  Dreiecks  so  befestigt,  daß  dadurch  nach  den 
Diagonalen  des  Grundbrettes  Führungen  von  trapezförmigem 
Querschnitt  ausgespart  blieben,  in  welche  die  Pole  des  Dreh- 
feldes verschoben  werden  konnten  (Fig.  2). 

Diese  Führungen  hatten  auf  ihrer  Grundfläche  noch 
schmale  Schlitze,  welche  gestatteten,  die  Pole  mit  den  Klemmen 
A'iB'jCjiy  mittels  isolierter  Drähte  unterhalb  des  Brettes  in 
Verbindung  zu  setzen.  Diese  Einrichtung  wurde  getroffen,  um 
den  Beobachter  vor  zufälligen  Berührungen  mit  den  Leitungen 
der  sekundären  Rolle  zu  schützen. 

Als  Träger  der  Pole  wurden  Holzstücke  verwendet,  die 
3  4  cm  stark  waren  und  deren  Gestalt  aus  Fig.  4  ersichtlich 
ist.  An  ihrem  unteren  Ende  hatten  sie  trapezförmige  Ansätze, 
mit  welchen  sie  in  den  erwähnten  Führungen  verschoben  werden 
konnten.  Die  Zuführungsdrähte  gingen  auch  hier  geschützt 
durch  eine  Bohrung  dieser  Holzstücke  und  endigten  an  der 
hohen  schmalen  Seite  derselben  in  Messingzapfen.  Letztere 
haben  eine  horizontale  Bohrung,  die  sich  erweitert  in  dem 
Holzträger  fortsetzt;  in  derselben  bewegen  sich  Drähte,  die  die 
eigentlichen  Polplatten  tragen;  durch  Schrauben  in  den  Mes- 
singzapfen können  sie  fixiert  werden. 

Um  die  Vorgänge  im  Drehfelde  besser  beobachten  zu 
können,  wurden  die  Polplatten  nicht  aus  Blechen,  sondern  aus 
Drahtgitter  verfertigt.  Ks  wurden  zweierlei  rechteckige  Pol- 
platten angewandt.  Die  größeren  hatten  die  Dimensionen 
12X7  an  und  waren  in  ihrer  Mitte  an  die  Führungsdrähte 
gelötet  (Fig.  ö).  Dieselben  wurden,  wenn  größere  Gegenstände 
im  Drehfelde  untersucht  werden  sollten  und  die  Polplatten 
daher  weit  auseinander  zu  ziehen  waren,  mit  ihrer  längeren 
Kante  horizontal  gestellt.  Stellt  man  dagegen  diese  Kante  auf- 
recht, so  können  die  Platten  näher  aneinander  gebracht  werden, 
wodurch  die  Intensität  des  Feldes  wächst.  Um  noch  stärkere 
Felder  zu  erzielen,  wurden  bei  den  im  zweiten  Teile  beschrie- 
benen Versuchen  Drahtnetze  von  4X0- 5  cm  verwendet,  die  in 
der  Mitte  ihrer  unteren  kurzen  Kante  den  Führungsstift  tragen. 
Diese  Platten  können  bis  auf  den  Abstand  von  6  cm  genähert 
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werden;  bei  einer  Spannung  von  9000  Volt  zwischen  den  gegen- 

9000 

überliegenden  Polen  gibt  dies  eine  Feldstärke  von  -■  =  5 

6-300 

elektrostatische  Einheiten. 

Um  die  Polplatten  für  verschiedene  Entfernung  schnell 
gleich  weit  einstellen  zu  können,  sind  an  den  Kanten  der  vier 
Führungen  Einteilungen  angebracht,  auf  welche  etwa  der  hintere 
Rand  der  hölzernen  Polträger  eingestellt  wird.  Die  Ziffern  der 
Teilungen  geben  gleich  den  Abstand  der  Polplatte  vom  Zen- 
trum des  Drehfeldes. 

Die  Drehung  von  Isolatoren  im  Drehfelde  kann  man  sehr 
augenfällig  mit  Hilfe  von  Papierzylindern  zeigen.  Ein  Blatt 
Schreibpapier,  etwa  10x20  cm,  wird  über  einen  soliden  Holz- 
zylinder gerollt  und  die  Enden  zusammengeklebt;  in  das  eine 
Ende  wird  dann  noch  ein  Boden  eingefügt,  indem  man  aus 
Papier  eine  entsprechende  Kreisfläche  schneidet,  an  derselben 
aber  etwa  sechs  kleine  Ansätze  (3x5  mm)  läßt,  die  umgebogen 
und  an  die  innere  Fläche  des  Zylinders  geklebt  werden.  In  die 
M'tte  des  Bodens  wird  dann  mit  einem  Korkbohrer  noch  ein 
Loch  von  b-hmm  Durchmesser  gemacht,  um  den  Zylinder  auf 
ein  Hütchen  stecken  zu  können,  das  sich  auf  der  Spitze  einer 
.Nahnadel  mit  äußerst  geringer  Reibung  dreht.  Dieses  Hütchen 
besteht  aus  einer  kleinen,  sehr  leichten  Messingscheibe,  die  in 
!er  Mltte  einen  deinen  Hohlzylinder  mit  einem  Achatstein 
jagt:  Gesamtgewicht  1  ■  2  g.  Da  der  äußere  Durchmesser  (4  •  5  mm) 
■«es  Zylinders  kleiner  ist  als  der  Durchmesser  des  zuvor 
«prochenen  Loches,  so  ist  es  durch  kleine  Verschiebungen 
•mmer  möglich,  dem  Papierzylinder  eine  vertikale  Stellung  zu 

Der  Träger  der  Nähnadel  ist  in  Fig.  6  abgebildet.  Derselbe, 

^ZT5  "erfe-tigt' gestattet' die  spitze  der  Nadel  in  ver" 

2-1  bM«61"  HÖhe  Über  daS  Grundbrett  zu  bringen,  etwa  von 
da  t     m,  ]Si  n°Ch  tiefer' wenn  man  den  Träger  gerade  über 

5  Di!  MUte  dGS  Grundbre"es  stellt  (Fig.  3). 

l0cm  '     "ge  der  benützten  Papierzylinder  war  ungefähr 
die  Dreh"       hmesser  variierte  zwischen  5  und  5*5  cm.  Um 
^nnen        derse,ben  auf  die  Entfernung  beobachten  zu 
'  WUrden  inre  Mantelflächen  mit  Farbenstreifen  vertikal 
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oder  spiralförmig  bemalt.  Die  Anwendung  von  paraffiniertem 
Papier  ergab  keine  wesentlichen  Vorteile,  die  Zylinder  werden 
allerdings  dadurch  etwas  widerstandsfähiger. 

Stellt  man  nun  einen  solchen  Zylinder  in  die  Mitte  des 
Drehfeldes  und  erregt  dasselbe,  so  gerät  er  alsbald  in  lebhafte 
Rotation,  deren  Richtungsich  ändert,  wenn  die  eine  Verbindung 
kommutiert  wird.  Dies  geht  noch,  wenn  die  Spannung  zwischen 
gegenüberliegenden  Polen  nur  mehr  4500  Volt,  ihre  Entfernung 
dagegen  30  cm  beträgt,  was  für  die  Stärke  des  Feldes  eine 
halbe  Einheit  ergibt. 

Auf  gleiche  Weise  kann  man  nun  Holz-  und  Pappschachteln 
in  Drehung  versetzen,  indem  man  im  Boden  derselben  ein  Loch 
macht,  womit  man  sie  mit  Hülfe  des  Achathütchens  auf  der  Nadel- 
spitze balanciert.  Ich  habe  so  Schachteln  von  20  cm  Durchmes- 
ser und  10  cm  Höhe  in  Rotation  versetzt.  Um  dieDrehung  weithin 
sichtbar  zu  machen,  kann  man  auf  die  Schachtel  konzentrisch 
noch  einen  der  beschriebenen  bemalten  Papierzylinder  stellen. 

Man  kann  auch  mehrere  drehbare  Papierzylinder  in  das 
Drehfeld  bringen,  welche  dann  gleichzeitig  rotieren  und  so  die 
Homogenität  des  Drehfeldes  in  seiner  ganzen  Ausdehnung 
demonstrieren.  Zweckmäßig  verwendet  man  fünf  solche  Zylin- 
der, wie  dies  in  Fig.  1  angedeutet  ist. 

Aber  auch  außerhalb  des  Drehfeldes  kann  ein  Papier- 
zylinder in  Drehung  geraten,  besonders  in  Punkten  der  Diago- 
nalen des  Drehfeldes.  Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  in  solchen 
Punkten  die  Kraftlinien  zweier  benachbarter  Pole  sich  senk- 
recht schneiden  und,  da  sie  sich  um  90°  in  der  Phase  unter- 
scheiden, ein  Drehfeld  geben,  nur  geht  die  Rotation  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  vor  sich.  Man  kann  dies  mit  den  fünf 
Zylindern  sehr  schön  zeigen,  indem  man  bei  engem  Drehfeld 
einen  Zylinder  in  die  Mitte  desselben,  die  vier  übrigen  aber 
außerhalb  in  den  Diagonalen  des  Grundbrettes  aufstellt  (Fig.  'S). 
Die  äußeren  Zylinder  drehen  sich  dann  entgegengesetzt  wie 
der  innere. 

Diese  Erscheinung  kann  sehr  gut  zur  Kontrolle  bei  Unter- 
suchungen im  eigentlichen  Drehfelde  verwendet  werden,  indem 
man  außerhalb  in  einer  der  Diagonalen  einen  drehbaren  Papier- 
zylinder aufstellt.  Man  ersieht  aus  dessen  Drehung  fürs  erste, 
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ob  das  Drehfeld  in  Ordnung  ist  und  nicht  etwa  eine  der  Kom- 
ponenten versagt,  fürs  zweite  erfährt  man  hiedurch  auch 
immer  den  Sinn  der  Drehung  des  Feldes,  welcher  ja  entgegen- 
gesetzt dem  der  Drehung  außerhalb  ist. 

Sehr  schön  kann  man  die  Durchlässigkeit  der  Isolatoren 
und  die  Schirmwirkung  der  Leiter  mit  Bezug  auf  die  elek- 
trischen Kraftlinien  zeigen.  Man  stellt  zu  diesem  Zwecke  ein- 
mal einen  Glaszylinder  über  den  rotierenden  Papierzylinder, 
das  andere  Mal  aber  einen  Zylinder  aus  Drahtnetz;  im  letzteren 
Falle  hört  der  Zylinder  auf  zu  rotieren,  wenn  die  Maschen  des 
Netzes  gegenüber  der  Feldstärke  eng  genug  sind.  Der  Glas- 
Zylinder  stört  natürlich  nicht. 

Mit  Hilfe  der  Spitze  können  auch  andere  Isolatoren  als 
fapter  in  Rotation  versetzt  werden,  nur  dürfen  sie  kein  großes 
w»i cht  haben,  da  sonst  die  Reibung  zu  groß  wird.  Ich  habe 

auf  dl^e  Weise  auch  eine  kleine  Kristallisierschale  aus 
Was,  .h  deren  Boden  ein  entsprechendes  Loch  gebohrt  war, 
^  Drehung  gebracht,  ebenso  Scheiben  aus  Wachs,  Hart- 
Schwerere  Gegenstände  müssen  an  Fäden  aufge- 
h  ^ ?  T°rSi0n  dCr  DrehUnS  entgegenwirkt,  so 

iu»eiei- ■ 'tWeiSe  'T^  iCh'  daß  aufgehängte  hohle  Glas- 
W    rrjT  Durchme*ser  von  8  cm  sehr  gut  rotieren, 
*  n,ch  t         keinCn  ^'erschied,  ob  sie  evakuiert  sind 
' '  an        ZU  diesem  Versuche  einfach  Glü  hlamoen 

derFasS,laU  uUnbraUChbar  eewor^ne,  indem  man  sie  mit 
T  g  nach  oben  in  das  Drehfeld  hänet 


£s  .   uao  ^icmeia  nangt. 

**  *  ZsZTlTgTgter  Körper  auch  gar  nicht 

mmke^T  Und  S6,en-  So  zeißten  S*»z  un- 

sehr  gut  die  n  ßemStein'  Stangenschwefel,  Paraffin  etc. 
hl**i  mittels  70üreh7cheinunS-  Die  Aufhängung  erfolgte 
^rvon  be  i"  Tx    gGr  Seidenfaden>  die  einen  Durch- 

Agenden  U  t      ^  S°hl'  Viel  WUrde  zu  den 

'envendet  de      erSuchunSen  ein  prismatischer  Quarzkristall 

War;  ^  Oes«  J-Seinen  End6n  sehr  unregelmäßig  ausgebildet 
5%     Klange  desselben  betrug  4  an,  sein  Gewicht 
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Dadurch,  daß  man  die  zu  untersuchenden  Körper  aufhängt, 
hat  man  die  Möglichkeit,  die  Drehung  dieser  Körper  auch 
in  Flüssigkeiten  untersuchen  zu  können.  Da  zeigten  sich  nun 
auch  Rotationen,  die  verkehrt  wie  die  Drehung  des  Feldes 
vor  sich  gehen.  Heydweiller1  bezeichnet  diese  Drehungsrich- 
tung als  positiv  im  Gegensatze  zu  der  normalen  Rotation  der 
Dielektrika  im  Sinne  des  Feldes,  welche  Drehungsrichtung  er 
mit  negativ  bezeichnet. 

Die  Erscheinung  wurde  an  allen  untersuchten  Isolatoren 
beobachtet:  Glas,  Quarz,  Hartgummi,  Paraffin,  Schwefel,  Bern- 
stein. Dagegen  fand  ich  unter  17  benutzten  Flüssigkeiten  nur 
drei,  in  welchen  diese  Körper  verkehrt  rotieren;  es  sind  dies 
Äther,  Chloroform  und  Xylol.  Die  übrigen  Flüssigkeiten  zer- 
fallen in  zwei  Klassen:  in  solche  in,  welchen  die  Drehung  wie 
in  Luft  erfolgt,  und  in  solche,  worin  gar  keine  Rotation  zu 
beobachten  war. 

Die  untersuchten  Flüssigkeiten  lassen  sich  aber  durch 
ihre  absorbierende  Wirkung,  die  sie  auf  die  elektrischen  Strahlen 
ausüben,  ebenfalls  in  zwei  Klassen  teilen.  Zur  Untersuchung 
dieser  Wirkung  wurde  ein  ringförmiges  Gefäß  aus  zwei  Becher- 
gläsern,  innen  beziehungsweise  17-2  und  4  cm  weit,  gebildet, 
welche  konaxial  ineinander  gestellt  wurden.  In  das  innere  Glas 
wurde  Quecksilber  gegossen,  um  das  Schwimmen  desselben  zu 
verhindern,  wenn  der  ringförmige  Zwischenraum  mit  Flüssig- 
keit angefüllt  wurde.  Letzterer  bildete  so  einen  Hohlzylinder 
von  1-CoM  Wandstärke  und  7'hcm  Höhe,  welcher  um  den 
im  Drehfelde  aufgehängten  Isolator  gestellt  werden  konnte. 

Folgende  Flüssigkeiten  hoben  jede  Rotation  auf,  absor- 
bierten also  sämtliche  elektrische  Strahlen: 

Wasser, 
Alkohol, 
Karbolsäure, 
A  Anilin, 

Athyiacetat, 
Amylacetat. 

1  Uber  bewerte  Körper  im  elektrischen  IV de.  W.  A.  Bd.  61)  (1S9I),  p.  531. 
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Für  diese  Flüssigkeiten  dürfte  nach  den  für  Wasser,  Alko- 
hol. Anilin  bekannten  Zahlen  die  Leitfähigkeit  bezogen  auf  Q-> 
und  cm~\  schon  größer  als  10~8  sein. 

Es  ist  nun  begreiflich,  daß  es  in  den  Flüssigkeiten  A  zu 
keinen  Rotationen  kommen  kann,  da  ja  die  ganze  Wirkung  des 
Drehfeldes  durch  sie  absorbiert  wird.  Im  Gegensatze  hiemit 
wurde  keine  solche  Schutzwirkung  beobachtet  bei  jeder 
Flüssigkeit,  in  welcher  Rotation  stattfand,  sei  es  in  dem  einen 
oder  anderen  Sinne. 

Die  normate  (negative)  Drehung  wird  beobachtet  bei: 

Benzol, 
Tokio!, 
Benzin, 

Schwefelkohlenstoff, 
Petroleum, 
Olivenöl, 
Terpentinöl, 
Rictnusöl,1 

die  verkehrte  (positive)  Drehung,  wie  schon  erwähnt,  bei: 

J  Äther, 
C  \  Chloroform. 
I  Xylol. 

Es  liegt  nun  nahe,  dieses  verschiedene  Verhalten  der 
'uss.gkeiten  nach  den  Prinzipien  zu  erklären,  welche  schon 
um  der  Untersuchung:  -Über  die  Verteilung  der  Elek- 
^«•ufderOberfläche bewegter  Leiter.»  aufgestellt  hat  und 
n  v  bchweidler»  weiter  entwickelt  worden  sind.  In  der 
im  e  kt    l°h0n  Heydwei,Ier3nach,  daß  bei  Bewegungen 
wel-he  h         Felde  niChl  nUr  die  «"elektrische  Hysteresis, 
kramend  (negative  Rotation)  wirkt,  sondern  auch  die 


VjnK  ^bMhtr^rdM*860       DiCkflÜSsigkeit  aI!crdings  nur  Spuren  von 

HWt13(I8"S,)'p-  266^-.W-  I.  P-13Ö. 
n«.p.520.  'm  hom°Scn  elektrischen  Felde,  W.  Her.,  lSl>7,Hd.  Inf,, 
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von  Hertz  berechneten  Kräfte,  welche  hemmend  und  treibend 
(positive  Rotation)  wirken  können,  eine  Rolle  spielen.  Sollen 
diese  Kräfte  verkehrte  (positive)  Rotationen  der  festen  Isola- 
toren geben,  so  muß  die  Leitfähigkeit  derselben  größer  sein 
als  die  der  Flüssigkeit.  Dies  würde  nun  für  die  Flüssigkeiten 
der  Gruppe  C  stimmen  zufolge  von  Bestimmungen,  welche 
Prof.  v.  Schweidler  die  große  Güte  hatte,  an  Proben  der 
benützten  Flüssigkeiten  neu  auszuführen.  Er  fand  für  die  Leit- 
fähigkeit der  Flüssigkeiten  C  beziehungsweise  2  •  10_n,  1  10~9, 
2-10"11  (Ii-1  cm-1).  Dieselbe  ist  also  unzweifelhaft  größer  als 
die  der  benutzten  Isolatoren,  deren  Leitfähigkeit  (Glas  vielleicht 
ausgenommen)  kleiner  als  10~16  sein  dürfte. 

Diese  Leitfähigkeit  der  benutzten  Isolatoren  ist  aber  auch 
kleiner  als  die  Leitfähigkeit  der  Flüssigkeiten  B,  die  um  10~" 
liegt.  Trotzdem  gehen  die  Rotationen  in  diesen  Flüssigkeiten  im 
normalen  (negativen)  Sinne  vor  sich.  Es  müssen  also  in  diesem 
Falle  schon  die  Erscheinungen  der  dielektrischen  Polarisation 
überwiegen,  was  ja  bei  dem  jetzigen,  so  viel  kleineren  Unter- 
schied der  Leitfähigkeiten  begreiflich  wird. 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  einige  gelegentliche  Beobach- 
tungen mitteilen.  Es  liegt  nahe,  zu  untersuchen,  ob  nicht  auch 
die  schlecht  leitenden  Flüssigkeiten  selbst  im  Drehfelde  ro- 
tieren. Spuren  solcher  Rotationen  wurden  allerdings  bemerkt; 
daß  es  zu  keiner  eigentlichen  Drehung  der  ganzen  Flüssigkeit 
kommt,  dürfte  wohl  auf  die  große  Reibung  zwischen  derselben 
und  der  Gefäßwand  zurückzuführen  sein. 

So  bewegen  sich  kleine  Hartgummispäne  in  Chloroform 
sehr  lebhaft  längs  des  Gefäßrandes  unterhalb  der  Oberfläche 
in  dem  durch  die  Kapillarität  gehobenen  Flüssigkeitsvolumen, 
und  zwar  ist  die  Rotation  normal.  Man  sieht  dies  schon  bei 
Untersuchung  eines  Hartgummizylinders  (Höhe  etwa  4  cm, 
Durchmesser  1*6  cm)  in  Chloroform,  in  dessen  untere  Fläche 
man  zweckmäßig  ein  Messingstück  schraubt,  um  das  Schwim- 
men zu  verhindern.  Das  Chloroform  greift  nämlich  das  Hart- 
gummi an  und  es  lösen  sich  kleine  Partikelchen  davon  ab. 
Letztere  bewegen  sich  sogleich  entgegengesetzt  der  verkehrten 
Drehung  des  Zylinders  in  weiten  Spiralen  nach  dem  Rande  des 
Gefäßes. 
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Eine  kleine  plankonvexe  Linse  aus  Hartgummi  (Durch- 
messer 14  mm),  welche,  auf  Chloroform  schwimmend,  ins  Dreh- 
feld gebracht  wird,  rotiert  lebhaft  in  verkehrtem  Sinne,  geht 
aber  an  den  Rand  und  rollt  dort  im  normalen  Sinne  weiter. 

Mit  Korkteilchen  konnte  keine  Rotation  beobachtet  werden. 

Streut  man  auf  Petroleum  im  Drehfelde  Lykopodium,  so 
fällt  ein  Teil  zu  Boden,  ohne  eine  Drehung  der  Flüssigkeit  an- 
zuzeigen, ein  Teil  sammelt  sich  aber  an  der  Oberfläche  zu 
kleinen  Flecken,  die  lebhaft  im  normalen  Sinne  rotieren  und 
sich,  wenn  sie  an  die  Gefäßwand  gelangen,  in  demselben  Sinne 
weiter  bewegen.  Die  Flecken  erreichen  nämlich  nicht  den  Rand 
selbst,  sondern  gehen  nur  bis  dahin,  wo  die  Erhöhung  der 
Flüssigkeit  durch  die  Kapillarität  beginnt.  Diese  Vorwärts- 
bewegung der  Flecken  ist  in  einem  engen  Gefäße  (3  cm  Durch- 
messer) nicht  mehr  wahrzunehmen,  während  ihre  Rotation 
noch  immer  stattfindet. 

In  Benzol  konnte  keine  Bewegung  der  Flüssigkeit  beob- 
achtet werden,  Hartgummispäne  gehen  darin  direkt  zu  Boden, 
fahrend  Korkteilchen  zwar  lebhaft  um  ihre  Axe  rotieren,  aber 
keine  Flussigkeitsbewegung  anzeigen.  Ebenso  rotieren  Lyko- 
Niumhäutchen  lebhaft,  halten  sich  abor  ziemlich  in  der  Mitte 
es  Oefaßes;  erst  wenn  sie  so  groß  sind,  daß  sie  den  Rand 
berühren,  bleiben  sie  stehen, 

Ich  habe  auch  einige  Radiometer  im  Drehfelde  unter- 
en!: fVÖhnliches  ^diometer  mit  einseitig  geschwärzten 
A  ummiurnnügeln  rotierte  in  normaler  Richtung,  wie  dies  schon 

RadioT?  udCnen  F°rSChern  beobach*t  wurde.  Das  zweite 
fixer  r  $tand  aus  einem  drehbaren  Glimmerzylinder  mit 
;s;;r  e'^.tlggeschvvärzter  Platte  im  Zentrum.  Dieser  Apparat 

zylmder  angegeben;  im  Drehfelde  rotierte  der  Glimmer- 
in crJ.,Verkehrter  Richtung>  und  zwar  scheint  der  Versuch 
jacherem  Felde  fast  besser  zu  gehen.  Andere,  auch 
GWvi;  ]  angeSebene  ähnliche  Radiometer  mit  beweglichen 
^ndem  zeigten  keine  Rotation. 

^^Tz^r^^  wurde  auch  inF,Qs- 

 _acmet-  Em  Ghmmerblatt  von  5»/,  cm  Höhe  und 

Zahlende  Elektrodenmaterie,  Wr.  Ber.  81,  II  (1850;,  p.  864. 
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13  cm  Breite  wurde  zusammengerollt  und  zwischen  zwei 
Messingringe  von  2  cm  Durchmesser  gesteckt;  der  so  gebildete 
Zylinder  gab  im  Äther  verkehrte  Rotation.  Ein  ähnlicher 
Zylinder  von  größerem  Durchmesser  zeigte  die  Erscheinung 
weniger  gut. 

Überhaupt  scheinen  bei  gleichem  Gewichte  per  Längen- 
einheit Hohlzylinder  im  Nachteile  gegen  solide  Zylinder  zu 
sein,  was  wohl  daher  rührt,  daß  durch  die  so  viel  größere  Ober- 
fläche der  Hohlzylinder  die  Reibung  stärker  wächst  als  das 
Drehungsmoment. 
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Über  die  Bestimmung  der  thermischen  Ände- 
rungen des  Elastizitätsmoduls  von  Metallen  aus 
den  Temperaturänderungen  bei  der  gleich- 
förmigen Biegung  von  Stäben 


von 


Anton  Waßmuth, 

k.  M.  k.  Akad. 


(Mit  3  Textfiguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  vom  22.  Februar  1908.) 

Schon  im  Jahr  1902»  habe  ich  auf  die  Möglichkeit  hin- 
wiesen, aus  der  Abkühlung,  die  ich  bei  der  Biegung  von 
leja Istiben  beobachtete,   einen  Schluß  auf  die  Änderung, 
•      f  ^feitätsmodul  mit  der  Temperatur  erfährt,  zu 

V  ^Ih  rf  ^  gleichförmiß  gebogenen  Draht  die 
* oigt sehe  Gleichung:2 

1  T  .L.Jft^l? 


w-  -tr  (l) 


E  (W 

deDrJhnJen!TernperatUränderun^  ^stellt,  die  eintritt,  wenn 
^:hnitte(Dfclel!oli"driSChen  StabCS  VOm  kreisförmigen  Quer- 
erfolgt  ist-       ~    }  V°m  M°ment  Mi  aus  in  das  Moment 
■bei  konst'J  e  St  7  dlC  sPezifische  Wärme  der  Volumseinheit 
jwumer  Spannung),  T  die  absolute  Temperatur,  E  der 

^^^l^p51^5^'  M  Ul'  AM'  IIa''  JuU  I902-  ~"  Ann-  der  llhys., 
'  B°ItZma«n.  Festschrift  1904,  p.  500. 
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Elastizitätsmodul  und  s  —  -p-  -^jr        thermische  Änderung 

desselben,  die  bekanntlich  für  Metalle  negativ  ausfallt.  Findet 
die  Biegung  (Aufwärtsbiegung)  infolge  des  Wachsens  der  Dreh- 
momente statt  (ist  also  ^f2  >  jl/j),  so  fällt  t12  negativ  aus,  d.  h. 
es  tritt,  wie  ich  zuerst  beobachtete,  eine  Abkühlung  ein;  bei 
der  Abwärtsbiegung  (M2  <  M^)  findet  dann  Erwärmung  statt. 

Die  Größen  t12  und  s  sind  proportional,  so  daß,  wenn  sich 
die  allerdings  sehr  kleine  Abkühlung  t  experimentell  sicher 
bestimmen  läßt,  auch  die  Größe  s  nach  der  Voigt'schen  Formel 
ermittelt  werden  kann.  Diesen  Weg,  s  auf  neue  Art  zu  ermitteln, 
habe  ich  1903  eingeschlagen1  und  für  zwei  verschiedene  Stahl- 
stäbe die  Werte 

2-G2X10-4,   2-34x10"«,   2-45X  10~4  und  2'23X  10"4 

erhalten,  deren  Mittel  2  41  X  10  4  von  dem  Mittel  2*29x10  \ 
wie  es  die  Beobachtungen  von  Katzenelsohn  (2-33X10-4) 
und  Cl.  Schäfer  (2  25X  10-4)  für  Eisen  lieferten,  um  weniger 
als  5%  abweicht. 

Um  die  allgemeine  Anwendbarkeit  dieser  Methode  sicher- 
zustellen, war  es  notwendig,  sie  auch  auf  andere,  insbesondere 
chemisch  reine  Metalle  auszudehnen,  für  die  das  s  nach  ganz 
anderen  Verfahren  von  verschiedenen  Forschern  schon  ermittelt 
worden  war.  Dank  der  Unterstützung  der  kaiserlichen  Akademie 
wurde  es  mir  ermöglicht,  solche  Untersuchungen,  deren  Resul- 
tate nun  folgen,  durchzuführen,  wobei  natürlich  auch  Fragen 
allgemeiner  Natur  erledigt  und  überdies  Legierungen  von 
ganz  bestimmter  Zusammensetzung  gleichfalls  betrachtet 
wurden.  Es  sei  gleich  hier  bemerkt,  daß  chemisch  reine  Metalle, 
von  den  ersten  Firmen  bezogen,  zur  Verwendung  kamen  und 
daß  die  verwendeten  Metallstäbe  durch  vielfaches  Kochen  und 
Abkühlen  in  den  sogenannten  Normalzustand  übergeführt 
wurden;  nur  auf  diese  Weise  ist  es  möglich,  konstante  Werte 
zu  erhalten,  also  z.  B.  beim  Auf-  und  Abwärtsbiegen  in  der- 
selben Lage  auch  di2  gleiche  Pfeilhöhe  zu  gewinnen. 


i  Diese  SitzmigsK-r.,  Bd.  112,  Abt.  IIa.,  Mai  1903.  —  Ann.  der  Phys-, 
Bd.  13,  P.  182,  1904. 
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Prinzip  der  Methode. 

Die  in  den  Normalzustand  gebrachten  Stäbe  erhielten  an 
ihren  Enden  Versteifungen  (von  A2  gegen  At  und  von  B2  gegen 
2?j  gehend,  Fig.  1)  in  Form  von  Messingklötzen  oder  Aluminium- 
cylindern,  welche  an  den  äußersten  Enden  und  B2  horizon- 
tale, nach  aufwärts  gerichtete  Drehschneiden  trugen.  Wurden 


nun  diese  St"h 

«sie«  im'    7,      ZWe'  'nnnere  Schneidend,  und  B,  auf- 
S  IST  DrehSChneide"  *  u"d  *  H«Xen 


l2    w.i«u  J.,2 

Brettch     cc"""       °h  seidene  Schnüre  mit  einem 
•Vü"e  des  BrerTh       Verbunden  waren>  so  mußte  ein  in  der 
ausührV"^11^^65  Gewicht  ™  Zugkräfte  auf 
M  Crbrll  ?ine  g,eichfÖrmiee  Biesung  des  Stabes 
^  ^         aenten.  Es  wurde  stets  darauf  gesehen,  daß  die 

,ldm(,h—turw.K,,,cxV.BJ..Abt.lIa.  IG 
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Arme  A1A2,  nahe  gleich  waren,  während  die  Distanz  der 

inneren  Schneiden  At  und  2^  (gleich  2»)  nahe  gleich  14  cm 
blieb.  In  der  Mitte  erhielt  jeder  Stab  eine  sehr  feine  Bohrung 
(Durchmesser  kleiner  als  0*2  mm),  in  welche  die  zugespitzten 
Enden  eines  Thermoelementes  (Konstantan- Eisen)  eingelötet 
oder  eingenietet  waren.  Die  Enden  des  Thermoelementes 
standen  durch  sehr  dünne  Kupferstreifen  (zur  Verhütung  der 
Deformationsströme)  mit  den  zum  Galvanometer  führenden, 
dicken  Drähten  in  Verbindung. 

Es  wurde  auf  diese  Art  ermöglicht,  den  Gesamtwiderstand  w 
(Thermoelement-+-Zuleitung-4-Galvanometer  z=  Widerstand  iv) 
möglichst  klein  zu  machen;  in  der  Tat  blieb  w  um  0*5  Ohm 
herum,  wodurch  es  sich,  wie  schon  früher  hervorgehoben,  er- 
reichen ließ,  trotz  der  sehr  kleinen  Änderungen  z  sicher  meß- 
bare Ausschläge  zu  erhalten.  Um  Luftströmungen  und  Wärme- 
zufuhr zu  verhüten,  wurde  der  ganze  Apparat  mit  doppelten 
Wänden  von  Pappdeckel  und  Watte  umgeben  und  auch  um 
das  Galvanometer  und  die  Zuleitungen  Watte  so  herumgelegt, 
daß  nur  die  Durchsicht  durch  den  Glasspiegel  des  Galvano- 
meters erhalten  blieb.  Die  Astasierung  des  Galvanometers 
war  gering,  die  Schwingungsdauer  um  4'6  Sekunden  herum 
und  die  Skaladistanz  2*26  in.  Nach  Schluß  einer  jeden 
Versuchsreihe  wurde  die  Schwingungsdauer  und  der  Gesamt- 
widerstand gemessen  und  wiederholt  die  thermoelektrische 
Konstante  R  bestimmt.  Es  ist  dies  jener  Ausschlag,  der  sich 
beim  Widerstände  1  Ohm  der  Gesamtleitung  einstellen  würde, 
wenn  die  Temperaturdifferenz  der  Lötstellen  des  Thermo- 
elementes gerade  1  °  wäre.  Zu  dem  Ende  wurde  das 
metallene  Stäbchen  mit  dem  Thermoelement  in  ein  Holz- 
kästchen ,  das  mit  schmelzendem  Eise  gefüllt  war, 
gebracht,  während  Zuleitung  und  ein  Teil  des  übrigen  Wider- 
standes sich  in  Wasser  von  der  Zimmertemperatur 
befand.  Es  wurden  die  Ablenkungen  der  Nadel  notiert,  die  der 
Thermostrom  kommutiert  hervorbrachte.  Die  an  verschiedenen 
Tagen  durchgeführten  Beobachtungen  wiesen  unter  sich 
und  bei  verschiedenen  Vorsehaltwiderständen  nahe  konstante 
Werte  auf. 
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So  war  z.  B.  am  20.  November  1903  der  Gesamtwider- 
stand 900 "4  Ohm,  der  Ausschlag  beim  Kommittieren  im  Mittel 
73  1  und  die  mittlere  Temperaturdifferenz  15*85;  hiemit  ergibt 

sich 

36'  55 

R  =  -900-4  =  2076. 

15-85 

Zwei  weitere  Beobachtungsreihen  lieferten 
64 '7t 

R=   X 500-4  =  2098 

1545 

und 

R=  ~  -200-4  =  2056, 
15-3 

so  daß  im  Mittel  zur  Schwingungsdauer  T  =  4  •  30  ein  R  =  2073 
gehörte. 

Auch  unter  sich  stimmten  diese  Bestimmungen  hin- 
reichend; so  sollte  nach  dem  Obigen  zu  7=4-41  ein 
Ä  =  2180  gehören,  während  hiefür  2130  gefunden  wurde. 

War  diese  Konstante  R  ermittelt  und  konnte  man  an- 
nehmen, daß  sich  die  Ruhelage  der  Nadel  während  der  kurzen 

ßeobachtungszeit  nicht  geändert  hatte,  so  ließ  sich  nach  den 
Formeln: 


X=A-Xt, 
X  w 


dif •  Temperaturänderung  z  aus  dem  beobachteten  ersten  Aus- 
^  age^  der  ersten  Distanz  der  Umkehrpunkte  xx-xv  dem 
ampfungsverhältnisse  *,  dem  Widerstände  w  und  einer  stets 
|_  ' ■  Wei nen  Abkühlungskonstante  c>  ermitteln.  Für  die  vor- 
8  Cn  Verh«tnisse  konnte  meist  z  =  0  und  mit  großer  Än- 
derung *  =  —  genommen  werden. 

1Hag*.  Wied.  Ann.  15,  p.  i,  1882. 
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Hiemit  wird: 

4 

X=A—  —  (xx-xt) 

und 

X'w 
R 

Die  Temperaturänderungen  t  bei  der  gleichförmigen  Biegung 
sind  viel  kleiner  als  wie  die  (t7)  bei  der  Dehnung  auftretenden.1 
Diese  außerordentliche  Kleinheit  der  t  bot  aber  keinen  An- 
laß zu  einer  größeren  Fehlerquelle,  da  dank  des  kleinen  Gesamt- 
widerstandes fv  (um  0-5  Ohm  herum)  die  ersten  Ausschläge  ^4 
und  die  Werte  (xx — xt)  immer  gut  meßbar  blieben.  Bei  vielen 
Versuchen  ließen  sich  überdies  auch  die  zweiten  Distanzen  der 
Umkehrpunkte  (xa — x2)  ermitteln,  wo  dann  t  bestimmt  wurde 
aus  den  Gleichungen 

X  -  A—  -1  [(*,  -ar,)+(*g— 

und 

X.w 
t_  R 

Durch  diese  Formel  konnte  in  solchen  Fällen  eine  mög- 
liche Fehlerquelle  eliminiert  werden,  die  darin  besteht,  daß 
trotz  der  vortrefflichen  Umhüllung  und  obwohl  stets  lange 
mit  der  Beobachtung  gewartet  wurde  —  Regenwetter  war  am 
günstigsten  —  im  Innern  des  Apparates  Wärmeströmungen  und 
Thermoströme  auftraten,  welche  die  Ruhelage  der  Nadel  zwar 
wenig,  aber  (des  kleinen  w  wegen)  meßbar  und  gleichmäßig 
verschoben. 

Sind  Ig)  und  (£, — £,)  die  beobachteten,  {xx—  x2)  und 
(#3 — xt)  die  richtigen  Distanzen  der  Umkehrpunkte,  so  können 
wir  setzen: 

=  («!—«,) +8 

und 

  Oa— -  «> 

i  Bleibt  man  innerhalb  der  Elastizitätsgrenzen,  so  sieht  man  z.  B.,  daß 

1  1 

Jür  t'.—  0-1°  ein  t  =  0-002°  bis  0-003°  resultiert,   also  t  =          bis  —  • 

50  20 

von  t'  wird. 
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wo  sich  die  8  auf  die  Verschiebung  der  Ruhelage  beziehen. 
Wegen 

(*,-*,)  =*fo— xt) 

wird 

&-«+* = [(*,-«,)+«,-««)] 

und  Tür  z  =  0. 

k  \2 


=  K«1-«.)+(«s-«8)]- 


Ein  gutes  Beispiel  hiefür  bietet  eine  Beobachtung  am 
16.  März  1905  an  einem  Platinstabe  bei  einer  Gesamtbelastung 
2j>-  200£. 

Hier  war 

^  =  2'8,  $-$2=1*1, 
$3-^  =  2-6, 

«4     £3  =  0 '  2, 

und  es  wird  *ö~*6  =  2 ' 4 

=  !  X2-8  =  2  - 1  =  1  •  1  + 1  -  0  =  + 

V~*8  =  j  X21  =  1 .6  =  2-6-1  -0  =  ($3-^-5, 
,  3 

•  **- -X  1-6  =1-2  =  0-2+1-0  =  Ä-€4)+8, 
V-*4  =  1  X  1  -2  =  0-9  =  2-4-1-5. . .  etc., 

so  daß  die  drei i  ersten  übereinstimmend  ein  8  =  + 1-0  lieferten, 
achtunl^h  Üb"ßens  bemerkt  werden,  daß  nur  solche  Beob- 
Ruhelage  6rUCkSiChtigt  WUrden>  W°  die  EigenbewegunS  der 
Tagezusa8ennß  War'  di6S  tfat  Gin'  Wenn  der  APParat  mehrere 
^genwettrr"16"86516111        U"d  insbesondere  bei  windstillem 


230 


A.  Waßmuth, 


War  auf  diese  Art  das  beobachtete  t  ermittelt,  so  konnte 
an  der  Hand  von  Vo igt's  Formel  die  dem  r  proportionale 

1  JE 

thermische  Änderung  s  zr  -—  —  ^  bestimmt  werden. 

Wie  schon  aus  der  Betrachtung  dieser  Formel  hervorgeht, 
muß,  weil  darin  r8  vorkommt,  das  Abmessen  der  Dicke  2r  des 
Stabes  mit  größter  Sorgfalt  vorgenommen  werden,  weil  ein 
Fehler  darin  von  1%  einen  solchen  von  6%  >n  der  Ermittlung 
von  r  nach  sich  zöge.  Zu  unmittelbaren  Messungen  standen 
drei  Dickenmesser  zu  Gebote,  mit  denen  2r  an  verschiedenen 
Stellen  des  Drahtes  ermittelt  wurde;  wo  immer  es  aber  anging, 
wurde  die  Dicke  auch  auf  die  Art  berechnet,  daß  das  spezifische 
Gewicht  und  das  Gewicht  einer  bestimmten  Länge  des  Stabes 
ermittelt  wurde.  Es  sei  gleich  hier  bemerkt,  daß  auch  Stäbe 
von  quadratischem  Querschnitte  (Seite  —  a)  vorkamen,  in 
welchem  Fall    in   der  Voigt'schen  Formel  statt  der  Größe 


Die  drehenden  Momente  Mt  deren  Quadrate  in  der  Voigt- 
schen  Formel  vorkommen,  ließen  sich  sicher  bestimmen.  Wurde 
von  der  Distanz  der  äußeren  Schneiden  im  unbelasteten  Zu- 
stande die  der  inneren  (14  cm)  abgezogen,  so  stellte  die  Hälfte 
dieser  Differenz  den  Arm  L  vor,  an  dem  die  Zugkraft  p  wirkte; 
das  Produkt  pL  ist  aber  noch  nicht  dem  rechts  wie  links  bei 
der  Belastung  wirkenden  Momente  M  gleichzusetzen,  wenn 
auch  durch  die  Steifheit  der  Enden  AlA.i  und  Z?,Z?2  dafür  ge- 
sorgt ist,  daß  diese  nicht  aus  ihrer  geraden  Richtung  kommen. 
Infolge  der  Biegung  hebt  sich  (Fig.  2)  die  Mitte  C  um  die 
Pfeilhöhe  //,  so  daß  hiedurch,  da  der  Stab  nicht  ausgedehnt 
wird,  die  Armlängen  A^42  und  BXB2  —  L  verkürzt  werden. 
Nennt  man  (Fig.  2)  2u  die  Distanz  AlDB1  der  inneren  Dreh- 
schneiden, 2s  den  ganzen  Kreisbogen  AlCBv  der  zum  Zentri- 
winkel 2?  gehört,  ist  p  der  Radius,  so  wird 


Es  verkürzt  sich  jeder  Arm,  da  2p  =  «  +  — -  ist,  um 


—  rGx2   der  Wert  — -  a6  einzusetzen  ist. 
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5 

oder 


s_„=il[2_ü], 


d.  i.  wegen  der  Kleinheit  von  —  wird 

u 

-  h* 
~~  3  « 


Um  dieses  Ergebnis  der  Rechnung  durch  einen  Versuch 
zu  erhärten,  wurde  ein  dünner  Stahldraht  (Dicke  1-45  mm), 


0 

Fig.  2. 

der  auf  einen  starken  Karton  auflag,  um  zwei  senkrecht  zur 
Wene  des  Kartons  befestigte  Stecknadeln  gleichförmig  gebogen. 


Es  war  dabei 
also 


2«  =  14  cm,     h  —  1-725 
2  7i* 

?  —  -0-28««, 


cm, 


du  IT/  die/)IeSSUng  auf  dem  PaPier  h^für  das  eine  Mal  0-26, 
^andere  Mal  0-30,  im  Mittel  0-28  ergab.  Es  ist  also  L  um 

IV  zu  kürzen. 

wäns^m  ?  r6'  ArmC  <1US  der  Horizonta,en  nach  ab- 
VerkleirT   ^  Winkel  ?  nei8ten»  s°  trat  auch  hierdurch  eine 

£cow„erUng.  d6r  Momente  PL  ein,  indem  statt  L  der  Wert 
^cos?zu  nehmen  war. 
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Nun  ist 


L  cos  <p  =  L 


Die  richtige  Länge  V  wird 

oder 

Nun  war  nahe  2»=:  14a;i  und  L  von  5  85  nicht  viel 
verschieden,  so  daß       ( 1     -^j-J  nahe  0*0583 

Z/  =  L(1— ä«X0-0583) 

oder 

log  M  —  \og(jiL)—C.  h*    für  C  =  0  •  0583  wird. 

Von  dem  Werte  log(^L)  für  die  horizontale  Lage  ist  der 
Betrag  C7i2  abzuziehen. 


Tabelle  der  Werte  von  CA*. 


h 

Chi 

Differenz  ll 

*2 

1  mm 

0 • OOOö 

0-0017 

2 

0-0023 

0-0029 

0  0012 

3 

0-0052 

0  0041 

0-0012 

4 

0-0093 

0-00Ö3 

0-0012 

5 

0-0140 

0-0011 

6 

0-0004 

0  0'JIO 

0-0070 

0-0012 

7 

0-02  SO 

0-001 l 

s 

0-0OS7 

0-0373 

0-0012 

9 

0-0099 

0-0472 

0-0012 

10 

0-0111 

0-05S3 
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Warder  Elastizitätsmodul  E  bekannt,  so  ließ  sich  die  einem 
bestimmten  Drehmomente  (pL)  entsprechende  Pfeilhöhe  h  (falls 
sie  nicht  beobachtet  worden  war),  wie  wir  gleich  sehen  werden, 
berechnen  für  Drähte  mit  kreisförmigem  Querschnitt  (Dicke 
2r)aus 


//  =  31-2x 


(PL) 


E.r* 

und  für  Drähte  mit  quadratischem  Querschnitte  (Kante  a)  aus 

*  =  294Xg. 

Der  Elastizitätsmodul  E  wurde  meistens  mit  Hilfe  der  bei 
f  lchfor™gen  Biegung  beobachteten  Pfeilhöhen  aus  den 
zugehörigen  Drehmomenten  M  ermittelt 

•  de!of  d?  -reChtS  Wie  ,inkS  Wirkende  Drehungsmoment, 
«  der  Querschnitt,  h  der  Trägheitsradius  senkrecht  zur  Bie- 
«se  ene    d   der  Krümmungsradius  an  def  höchsten 

"° lSt  bekanntl<<*  für  die  gleichförmige  Biegung 

l^XT™  ^  n  6gUng  a,S  kreisfö™*>  nennt  2n  die 
Jmungdermneren  Drehschneiden  und  h  die  Pfeilhöhe,  so 

es  wird  2  * 

°"ds°m*  für  zwei  verschiedene  Ugen 
=  2£^  [Ü  _  Sr*?  1  _ 

l      «»  „4       J  - 

=  2MA=i[,  ftl+ft,ft,+ft?] 

Führt  "* 
»wird  "       das  ari'hmeiische  Mittel  *„  aus  *,  und  A,  ein, 
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so  daß  nahe 

.st  Man  kann  dann  die  Beobachtungen,  indem  man  in  kleineren 
Zwischenräumen  aufsteigt,  stets  so  einrichten,  daß  das  zweite 
Glied  5*  gegen  den  ersten  Posten  3Ä=,  verschwindet;  es  gilt  die 
Grundformel 


Mt-\Ix  =  2Eq$!±~*-  l- 
Ist  der  Querschnitt  ein  Kreis, 

r2 


erhält  man 


0) 


Ist  der  Querschnitt  ein  Quadrat, 

S0  Wi,'d  .  of»  \ 

Die  nach  diesen  Formeln  aus  den  Beobachtungen  er- 
haltenen Werte  für  E  stimmen  untereinander  und  auch  mit  den 
Zahlen  anderer  Beobachter  überein.  Um  die  Pfeilhöhe  h  zu 
ermitteln,  wurde  in  der  Mitte  des  Stabes  eine  feine  Ma.ke 
angebracht  und  eine  in  Millimeter  geteilte  spiegelnde  vertikale 
Skala  dahinter  gestellt;  die  Ablesung  erfolgte  mittels  einer  Lupe 
und  war  bis  auf  0-1  mm  genau  (die  Anwendung  eines  kleinen 
Mikroskops  hätte  leicht  eine  viel  größere,  hier  indes  men 
nötige  Genauigkeit  erzielen  lassen).  Es  wurde  wiederholt  naen 
aufwärts  und  dann  nach  abwärts  gebogen;  infolge  des  erlangte 
Normalzustandes  stellten  sich  sehr  nahe  konstante  Were 
für  h  ein.  Die  Momente  M  wurden  aus  den  gemessenen  Arm- 
längen L  und  den  angehängten  Gewichten  2p  unter  Anwendung 
der  erörterten  Korrektur  berechnet. 
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So  erhielt  ich  z.  B.  für  chemisch  reines  Silber  vom  qua- 
dratischen Querschnitte  (a  =  0  •  1 35  für  die  Belastungen 
2p  =  50, 100,  150  und  200  £  konstant  die  zugehörigen  Pfeil- 
höhen A=  0-213,  0-390,  0-563  und  0-723  cm,  wobei  also  bei 
der  Bestimmung  des  Nullpunktes  der  Höhe  h  immerhin  eine 
wenn  auch  kleine  Unsicherheit  übrig  bleibt. 

Diese  Unbestimmtheit  fällt  für  die  h  wie  für  die  M  ganz 
hinaus,  wenn  man  nach  Formel  (2)  rechnet,  also  Differenzen 
bildet  Man  findet  wegen  2u  =  14cm,  L  —  b- 80 cm  für  den 
Elastizitätsmodul  E  die  Werte 

£=10"x6-950,    10"x6-788,  10"x6-912, 
d.  i.  im  Mittel 

E  =  1 0» X  6  •  883  C.  G .  S  =  70 1 6  kg/mm3. 

Hiefür  haben  Schäfer  5897,  Pietro  Cardani  7817  und 
*16o,  Tomlinson  8356,  sowie  Voigt  7790  kg/mm3,  so  daß 
unser  Wert  hineinpaßt. 

Nachweis,  daß  bei  der  gleichförmigen  Biegung  die  mittlere 
lemperaturänderung  an  allen  Querschnitten  des  gleichförmig 
gebogenen  Drahtes  die  gleiche  ist. 

Die  thermodynamische  Theorie  des  gleichförmig  gebogenen 
an  es,  wie  sie  v0n  Voigt  zuerst  entwickelt  wurde,  verlangt, 

aie  mmieren  Temperaturänderungen  verschiedener  Quer- 
einan llT  ^  deSSdben  S,eichfö™ß  gebogenen  Drahtes 
WäT  t  -  S6ien'  S°  daß  (v0n  den  Enden  ^gesehen)  eine 
hienT  i        g  im  Stabe  S6,bst  nicht  ei»tritt-  Da  nun  gerade 

leuchtend  di6Ser  Aft  BiegUng  ,ie^'  ist  es  ein* 

Experim,n^,e  n0tVVend,g  es  war,  nachzusehen,  wie  weit  das 

Zu  ?    T  The0He  Grundwahrheit)  bestätigte, 
an  vier  v Tu        WUFde  ein  Sta"»draht  von  \S6mm  Dicke 

^^tZsTon  Mr M>  und  M> mit  je  eincni 

Von  die  konstantan)  versehen  (Fig.  3). 

•Vi2r»iiiinksSevV|ier  StGllen  War  M«  in  der  Mitte  ZQ]QSQn> 

Die  Knden  d  '  S     ^  r6ChtS'  J/»  5'!  Cm  rechts  von  der  Mittc' 
6S  StahIstabes  waren  wie  gewöhnlich  mit  starken 
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Messingprismen,  die  Drehschneiden  trugen,  versehen.  Die  Di- 
stanz der  inneren  Drehschneiden  war  14  rm,  die  der  äußeren 
25*  92  cm.  Es  wurden  drei  verschiedene  Belastungen  angewandt 
und  zwar  500,  1000  und  schließlich  1500&  welche  Gewichte 


rr  _ 

r^1  1  ~        —  — — c-h  

L  ^=  ^  

Fig.  3. 

sich  auf  beide  Arme  gleich  verteilten;  außerdem  war  eine  Be- 
lastung von  100^"  dauernd  vorhanden. 

Bei  den  Versuchen  am  10.,  11.,  12.  und  16.  Juni  1904 
wurden  die  Stellen  Mv  M2,  M0  und  M3  der  Reihe  nach  mit 
dem  Galvanometer  verbunden  und  ergaben  sich  folgende,  aus 
den  Tafeln  ersichtliche  Werte. 

Am  10.  Juni  1904  Thermoelement  Mv  d.  i.  2  cm  links  von 
der  Mitte.  Dabei: 


w  —  0  •  549,    T  =  4  •  40,    !og:  =  0"  4384— 4 + log  A"; 

k=  1-28. 


2p 

A 

xi~x2 

X 

Mittleres 
X  . 

500-HOO- 

■ 

8-9 

6-  9 

7-  9 
6-4 

5-  1 
42 
45 
42 

60 
47 
5  4 
4-1 

505 

000139° 

10004-100  < 

1 
l 

27  2 
24-8 
20  •  7 
20-3 

16-  1 

15-8 
13-0 
146 

18-2 
15-9 
13- 1 
121 

1483 

0- 00407° 

1500-t-100 

< 

35-2 
35-2 

25  7 
25-6 

20-7 
2U-8 

20-75 

0- 00569° 
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Den  11.  Juni  1904  das  Thermoelement  in  M9  kommt  an 
die  Reihe,  1  cm  rechts  von  der  Mitte. 

w  =  0-560,    7=4-42,    log  t  =  0-4432— 4+ log  X. 


500+100  / 


ioöo+ioo/ 


1500+100  i 


1 

A 

X 

4*11  LUC)  «3 

X 

t 

9-8 

7-7 

55 

8-8 

7  5 

4-6 

5-05 

0-00140° 

21  -5 

17-2 

11*8 

24- 1 

18-1 

140 

1290 

0-00358° 

383 

29-3 

220 

40-6 

335 

21-7 

33-8 

28-0 

180 

20-9 

0-00580° 

38-7 

30  5 

21  -8 

ttde^eJUni  1904  iSt  das  T^rmoelement  M0  in  der  Mitte 
w  =  0-542,    7=4-40,    logt  =  0-4328-4+ log  X. 


WO+lQo/ 


'500+100/ 


21-3 

17-5 

11-4 

26-1 

23-3 

18-6 

38-8 

30-1 

219 

42-6 

29-6 

25-9 

Mittleres 
X 

i 

t 

5-02 

0-00136° 

15  0 

0- 00406° 

23-9 

0-00647° 
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Am  16.  Juni  1904  kommt  das  Thermoelement  in  Ma. 
5- 1  cm  rechts  von  der  Mitte  an  die  Reihe. 

w-  0-572,    7=4-42,    log  t  =  0- 4524-4+ log  X 


500+100 


I 


1000+100 


1500+100 


\ 


\ 


A 

X 

v  0 

t 

V  5  l 

5-9 

4'S 

i-4  j 

4'0 

6-9 

4-9 

4-  1 

S'9 

6'S 

5-1 

23-4 

14-  1 

13'5 

19-1 

154 

10-5 

34-7 

30-0 

17-8 

39-4 

25  0 

25-3 

Mittleres 
X 


4  8 


0  00136° 


13-0 


21-6 


0-00369c 


0  00(512° 


Fassen  wir  die  Mittelwerte  der  gefundenen  Temperatui- 
änderungen  aus  allen  vier  Beobachtungsreihen  zusammen,  so 
ergibt  sich  folgende  Tafel: 


- 

Stelle 

1)  jy    | 

500+1 00 

2/>  = 
1000+1 00 

2;>  = 

1500+100/ 

Mv  d.  i.  2  cm  links  von  A/0. 

0-00139° 

0  00407° 

0-00569° 

Mo,  d.  i.  1  cm  rechts  von  Mn 

0-00 140 

0-00358 

0-00580 

0-00136 

0-00406 

0-00647 

Ma,  d.  i.  ö  \cm  rechts  v.  M0 

0-00136 

0-00369 

0-00612 

0-00138 

0-0)0385 

0-00602 

Wahrscheinlicher  Kehler.  . 

|  0-0000115 

0-000126 

0-000175 

0  840  „ 

3  2S% 

2"  920;o 
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Bedenkt  man  die  Schwierigkeiten  der  Bestimmung  solch 
außerordentlich  kleiner  Temperaturdifferenzen,  so  wird  man 
wohl  das  obige  Gesetz  als  durch  Versuche  erwiesen  ansehen. 

Wurden  zwei  Thermoelemente  —  M0  in  der  Mitte  und 
Mi  2 cm  links  davon  —  entgegengesetzt  geschaltet,  so  er- 
hielt man  durchwegs  sehr  kleine,  erste  Ausschläge  A. 
So  1-4  und  0-9  für  2p  =  ÖOOg,  2-7  und  24  für  2p~  \OOOg 
und  selbst  bei  2/7=  1500^  nur  3-4  und  3'5mm,  so  daß 
zweifellos  die  noch  vorhandenen  Thermoströme  sehr  klein 
waren.  Bemerkenswert  ist  der  Umstand,  daß  der  Sinn  der  Ab- 
lenkung nicht  im  Sinne  der  Mitte  M0,  sondern  stets  in  dem 
Jer  entfernteren  Stelle  erfolgte;  die  Temperaturänderungen 
waren  also  in  diesem  Fall  in  der  Mitte  kleiner  gewesen. 

Man  erkennt  den  großen  Vorzug,  den  die  Anwendung 
der  gle.chformigen  Biegung  gegenüber  der  ungleichförmigen 
witteist,  da  bei  der  ersteren  nur  eine  sehr  geringe  Wärme- 
^omung  ,m  Innern  des  Stabes  eintreten  wird.  Es  muß  aber 
ervorgehoben  werden,  daß  nur  die  mittleren  Temperaturen 
eremzeinen  Querschnitte  einander  gleich  sind,  denn  nur  diese 
er^en  durch  das  Thermoelement  angezeigt.  Bei  der  Biegung 
na.h  o  en  werden  die  oberen  Fasern  gedehnt,  also  etwas  ab- 

UntCren  FaS6m  Werden  verkürzt.  aIs0  et^s  er- 
anm.  Die  genauere  Rechnung  zeigt,  daß  die  Abkühlung  über- 

e    und  (Festschrift,  1.  c.)  sich  momentan  in  einem  Quer- 

hZ  T  mm,erer  ZU5tand  hersteI,t>  aul'  den  die  Voigfsche 
rorme,  gemünzt  ist. 


a^hänlien,Frßen  allgemeiner  Natur  zählt  auch  die  der  Un- 
statior "  so  d J ;earis^emPeratllrande^«g  *„  von  einer  Zwischen- 

ti2  =  Tis  +  -32  =  Tu  +  r42  =  ... 

rahe  erfüllt  sein  mü^o  n 

wu^e schon"  experimentelle  Nachweis  hiefür 

dsr  VollständiTw  ?er  früheren  Untersuchung  gegeben  und  nur 
wie  hier  durch  A  K  WGgen  ^  kUFZ  darauf  hingewiesen.  Statt 

2UÜ^,  erfolme  ^  GeU'ichtes  2P  einen  Z^  aus" 

Sle  dort  dasselbe  mit  Hilfe  eines  Winkelhebels, 
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dessen  Drehung  an  einem  Gradbogen  abgelesen  wurde.  So 
wurde  beobachtet  bei  einer  Biegung 

von  20°  über  15°  auf  5°: 
rls  =  0-00120°,    tM  =  0-00518%    also  t18  +  t82  =  0'0O638°, 

von  20°  über  10°  auf  5°: 
tu  =  0-00312°,    r42  =  0-00367°,    also  tu+t42  =  0'00679°, 

von  20°  über  12°  auf  5°: 
r16  =  0-00209%    r52  =  0-00457°,    also  t15+t52  =  0-00666 % 

von  20°  über  8°  auf  5°: 

t14  =  0-00426%    tw=  0-00235%    also  t16+t61  =  0-00661 0 

so  daß  die  größte  Abweichung  dieser  Summen  von  ihrem 
Mittel  tlf  =  0-006607°  kleiner  als  3%  bleibt.  Hiedurch  fand 
die  Proportionalität  des  tlt  mit  (M?— Äff)  ihre  experimentelle 
Bestätigung. 

Die  Abhängigkeit  des  t18  von  der  Dicke  des  Drahtes 
respektive  Kantenlänge  eines  quadratischen  Querschnittes  tritt 
in  vielen  Beispielen  zu  Tage. 


Nickel. 

Chemisch  rein,  alle  Stäbe  erhalten  durch  die  Gefälligkeit 
der  Berndorfer  Metallfabrik.  Das  spezifische  Gewicht  wurde 
bei  20°C.  bestimmt  und  hiefür  a  =  8'915  gefunden.  Ein  Stück 
des  ersten  Stabes  Ni,  von  der  Länge  24' 9  cm  wog  6*  8986  & 
woraus  sich  eine  Dicke  2r  =  1-98924  berechnet,  während  die 
Dickenmesser  hiefür  2  mm  ergaben.  Zur  Bestimmung  des 
Elastizitätsmoduls  E  kam  die  gleichförmige  Biegung  zur  An- 
wendung. 


Digitized  by  Goog1 


Thermische  Änderungen  des  Elastizitätsmoduls. 


241 


Es  entsprachen  den 


an  den 

ziehenden 

die  Pfeil- 

Armen: 

Gewichten/?: 

höhen  h 

ODg 

U  Uo  cm 

5-Ö07 

1  ou 

U"  löD 

5-904 

235 

0-200 

5-901 

310 

0*250 

5-896 

385 

0-312 

5-891 

460 

0-370 

5-884 

535 

0-427 

5-877 

610 

0-480 

5-869 

685 

0-535 

woraus  sich  für  2«=  13-88  ein 

E  =  2 •  2375 X  1012  C.G.S=  23800 ^»»' 

ergab,  während  Schaefer  23544  kg/cm'  hat.    Es  war  bei 
13-88  cm  jeder  Arm  horizontal  =  5-910cw. 


Ni,. 


Beobachtungen  vom  10.  Oktober  1903  am  Nickel- 
stabe Ni,. 

^Gesamtwiderstand  tv  =  0-497  Ohm;  Schwingungsdauer 
-    *i,  daher  die  thermoelektrische  Konstante 

j?     /4-31  \2 

w 1990 =  2253; 

logt  =  0-  3435— 4+ log  X.  (1) 

^iV?e°lSHh'  b6deUtende  Zu«kräfte>  respektive  Dreh- 
belastun^  d  wurden,  so  wurde  die  kleine  Anfangs- 

findet  dann  868611  Vernach,ässigt»  d-  h.  Jf«  =  0  gesetzt.  Man 
6  aus  dem  beobachteten  t  nach  der  Gleichung: 

Ioß  £  =  log  t— [log  Mg  +  0-  8242  - 1 3].  (2) 

^'■^-naluru-.Kl.jCXV.BJ, 


Abt  II  a.  I' 
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Erster 

Hrste  Zweite 

Ganze  1 

der 

Be- 

Au>- 

Distanz 

X 

lastung  s 

Jmkehrpunku- 

2;' 

vi  J 

r,— .v.-v 

1"  r2 

570 

4-4 

rö 

1  P 

3-3 

■i  ■  1 1 
,5  J 

3-r, 

3-S 

PS 

4  -  j 

3  '  3 

3  •  5 

PS 

| 

3-3  1 

P9 

1  ■  6 

2-1 

1 

.VI 

2-3  | 

3-2 

3-3 

4-  1 

33 

2  4  | 

0.0  i 

l.-7 

3-3 

3->> 

3-4  i 

,  , 0  g 

t)  1 

3-3 

3-1 

4  0 

lo-2 

ö  '  4 

G-4 

4-0 

4-3 

3-4 

7-1 

4-3 

3^ 

4-4 

(5  ■  3 

3-3 

3-2 

P7 

7-4 

•  2 

4- 2 

4-3 

\üOg 

11-4 

1  5-7 

50 

7-3 

12  "2 

s  •  i ' 

ü'  ■■ 

7-2 

4-, 

1  4'S 

0  •  7 

1    5  ■  ^ 

0 '  3 

s  •  2 

1  12  "S 

7 

7 '  i> 

7 '  i) 

1  17')  n 

1 

vi 

i  ,  -  •  '. 

1     '  " 

^  •  s 

ü;-3 

p  -  o 

10-7 

1  3  •  2 

1!  3 

7-" 

?    p  ■  s 

n ... 

:  •  >  ■ : 

11  '2 

14^' 

:■:» 

r.  •  4 

P-O 

;s-: 

1  P7 

10-3 

'    1  P  4 

Mittlere 
beob.  Tem- 

peratur- 
underung' 1 ! 


Diesem  beob- 
achteten T 
entspricht 
naeh  Gl.  (2; 
ein  e 


2-50    0  00056'.° 


3-nxio-4 


4- 37 


0-00101° 


3-03Xl(,M 


7-41)    0-00  104°  |    3-  14X1 0_1 


10-32 


n-0022hc 


Wert  für  s,  nämlich:     g  _  3.09>(  10_4 

'   ' 

(mit  einer  Maximalabwcichung  von  3%  für  die  letzte  Belastung). 
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Der  mit  diesem  Mittel  gerechnete  wahrscheinliche  Fehler 
ist  0-025 X 10-4,  also  kleiner  als  1%  und  erkennt  man  die 
treffliche  Darstellung  dieser  Beobachtungen  durch  die  Voigt- 
sche  Formel. 

Mehrere  Störungen  zeigten  die  fo!genden  Versuche. 
Derselbe  Stab  Ni,  wurde  am  12.  Oktober  1903  noch 
einmal  beobachtet  und  gefunden: 

w  =  0-497  Ohm;    1  =  4-46, 


somit 


f4'46\2. 


29)  2230=2410;    log  t  =  0-3145— 4+log  X,  (10 

während  die  Gleichung  (2)  in  der  früheren  Form: 
log  s  =  logt— [log  Atf +0-8242— 13] 


570* 


970/ 


1170/ 


blieb. 

A 

3-9 

1-8 

3-6 

3-9? 

4-3 

1-2 

4-3 

1-2 

3-8 

30 

3-8 

hl 

6-8 

ho 

8-7 

4-1 

7-6 

2-6 

9-6 

4-2 

8-7 

2-7 

9-8 

5-4 

12-6 

7-4 

11-5 

4-1 

13-0 

4-3 

12-9 

4-7 

11-8 

3-9 

13-7 

5-0 

17-9 

4-9 

20-0 

8-8 

157 

5-2 

20-8 

9-9 

15-1 

7-0 

20-5 

9-8 

16-7 

6-8 

18-6 

9-5 

X 


Mittleres 
X 


Beobachtetes  |  Hieraus  nach 
(2)  folgend,  e 


2-  9 
hO 

3-  6 
36 
20 
31 

5-  7 
61 

6-  1 

6-  9 

7-  1 
6-7 


2-70 


6-45 


8 
9 
10 
10 
9 

10' 


15-1 
15-0 
12-8 
15- 1 
lhl 
14-9 

12-  9 

13-  2 


0-000557° 


0-00132« 


9' 70 


13-78 


0- 00200° 


3  07X10-+ 


4- 02X10"4 


3-82X10  4 


0-00284° 


3 -74X10-» 


17* 
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Diese  26  Beobachtungen  ergeben  ein  mittleres 

e  =  3-66xl0-4. 

Derselbe  Stab  wurde  einer  dritten  Beobachtungsreihe 
unterworfen;  das  Thermoelement  blieb,  nur  wurden  neue 
Kupferstreifen  angelötet.  Widerstand 

tv  =  0-511;    7=4-51,    R  r=  (il^i)  2230  =  2470; 

logt  =  0-3157  +  log.Y.  (1") 


o  „ 

-p 

,1 

A 

xl—x2 

v 

Mittleres 
X 

Beobachtetes 
[Gl.  Ii")] 

Nach  Gl.  (2) 
erhaltenes  e 

570^ 

38 
5-0 

1-6 
4-9 

2-9 

o .  *> 
tat  w 

4-4 
4-Ö 

21 

29 

32 
29 

3-05 

0000631° 

3-47X10'4 

5-9 

30 

4-2 

4  0 

2'0 

2-9 

770^ 

7-3 
9-9 

42 

5-6 

49 

6-7 

1  V 

8-2 

3  4 
45 

o-  1 

5-6 

5-48 

0001 13° 

3-43X-04 

7- 1 

3-9 

4-9 

8-4 

47 

57 

970^ 

10-  5 

11-  8 

4-9 
0-0 

7 '  7 
8-4 

III 

12-9 

4-0 
7- 1 

8-7 
8-8 

8-38 

0-00173° 

3-31X104 

109 

5-6 

7  -  7 

12-9 

6-8 

9-0 

1170^ 

16-2 
10-9 

85 
10  3 

11-3 
110 

14-7 

18-S 

73 
10-5 

10-5 
12  8 

U-72 

0- 00243° 

3-19X10""4 

16-2 

8-2 

11*5 

18-7 

96 

13-2 

1370^ 

20  •  S 

1 1-8 

14-  1 

• 

25-  1 
19-1 

14-4 

10-3 

16-9 
13-2 

14-S8 

0-00308° 

2-97X10-* 

23-5 

14-4 

15  3 

Diese  28  Beobachtungen  ergeben  ein  mittleres 


s  =  3'37xl0-4. 
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Einige  weitere  Beobachtungen  mit  ausschließlich 
hohen  Belastungen  {2p—  1370,  1570)  lieferten 

s  =  3'07xlO~»,  2-43X10-4  etc., 

Werte,  die  auf  ein  Überschreiten  der  Elastizitätsgrenze  hin- 
deuten. Nun  wurde  der  Stab  herausgenommen  und  durch  viel- 
faches Kochen  und  Abkühlen  in  den  Normalzustand  gebracht. 
Die  Beobachtungen  vom  16.  Oktober  1903  ergaben: 


w  =  0-510,  7=4-52;    log t  =  0-2256— 4+ log X.  (1'") 


2p 

A 

1  2 

X 

: 

j  Mittleres 
X 

J  Beobachtetes 
[G1.(V">] 

Nach  Gl.  (2) 
erhaltenes  g 

570/ 

4-9 
42 
21 
4-6 
47 
4-8 

1-  i 

2-  9 
1-0 
1-8 

3-  1 
1-7 

43 

2-  6 
1-5 

3-  6 
30 
3-8 

313 

0-000548° 

3-02X10-» 

770/ 

8-  0 

9-  8 
8-4 
8-8 
7-1 
90 

4-4 
50 

4-  8 

5-  2 
3-4 
56 

5-  3 

6-  0 
6-1 
5-8 
5-2 
5-8 

5-83 

0-00120° 

3-62X10-4 

970/ 

11-  1 

13-  2 

n-5 

14-  9 

12-  1 

13-  5 

•t  o 

65 

6-  5 
9-8 
5-8 

7-  3 

o-  5 
9-5 

7-  8 

8-  3 

8-  8 

9-  3 

8-70 

0-00179° 

3-42X  10-» 

1170/ 

15-  7 

14-  4 

16-  3 

20-  7 

15-  3 

21-  5 
15-8 

22-  3 

8-1 

6-  2 
8-7 

13-1 

7-  7 

12-  7 
7-2 

13-  6 

III 

10-  9 

11-  3 

13-  2 

10-  9 

14-  2 

11-  7 
14-5 

12-25 

0-00252° 

3  32X10-* 

1370/ 

\ 

21-7 
24- 1 
19-8 
28-3 
19-6 
26-7 

9-1 

14-  3 
9-5 

15-  3 
11-9 

16-  4 

16-  5 
15-9 
14-4 

17-  6 
12  8 
17-3 

15-75 

0-00324° 

3- 12  X  10-» 

24(3 


A.  Waßmuth, 


Diese  32  Beobachtungen  liefern  ein  mittleres 

s  =  3-30X10-4. 

Die  vier  Gruppen  von  zusammen  1 10  Beobachtungen 
ergaben  für  den  Stab  Ni,  der  Reihe  nach: 

st  =  3-09X  10"4, 
%  —  3  66x  10-4, 
s3  =  3-37X  lO"4 

und 

e  =  330xl0-4, 
das  ist  im  Mittel  für  diesen  Stab 

e  =  3355xlO-4. 


Ni„. 

Am  20.  Oktober  1903  wurden  an  einem  zweiten  Stabe 
Beobachtungen  angestellt,  dessen  Dicke,  gemessen  mit  dem 
Dickenmesser,  2r  =  2'5mm  war.  Da  ein  Stück  des  Stabes 
von  26  -09  cm  Länge  ein  Gewicht  von  H'480/  hatte,  so  ließ 
sich  auch  aus  diesen  Daten  und  dem  spezifischen  Gewichte 
8*915  die  Dicke  ermitteln;  es  fand  sich 

2r=  2 -508  h/im, 

so  daß 

r  =  0- 1254  cm 
ist.  Der  Gesamtwiderstand  w  war: 

«•  =  0-575 
und  die  Schwingungsdauer 

r=4-51,    R  =  2470,    t  —  18°, 

sowie 

logt  =  0-3795— 4+logX,  (1) 

während  e  aus  dem  (mit  1)  erhaltenen  t  zu  berechnen  war  aus: 

log  s  =  log  r — [0  •  2 1 85  —  1 3 + log  Mll  (2) 

indem  die  Beobachtungen  für  E  den  Wert  E  —  2-26X  1012  — 
also  wenig  verschieden  von  Ni,  —  ergeben  hatten.  Es  waren 
nämlich 
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für  A 

iui  n 

die 

VJCw  ICIUL  p 

die 

und 

Arme  £ 

0-087  cm 

285  g 

5-909  cm 

0-130 

385 

5-907 

0-159 

485 

5  •  905 

0-215 

585 

5-903 

0-227 

685 

5-902 

0-259 

785 

5-901 

0-280 

885 

5-899 

0-320 

985 

5-896 

0-345 

1085 

5-893 

Erste  Reihe  der  Beobachtungen  (Nin).  20.  Oktober  1903 
logt  =  0-3795— 4+logAT,  (1) 
log  erlogt—  [0-2185— 13+ log  3//].  (2) 


A 

X 

Mittleres 
X 

\Z70g 

5-6 

4-3 

3-2 

3-8 

2-9 

21 

5  4 

2-5 

4-0 

3-275 

4-6 

1-5 

38 

6-2 

4-3 

3-8 

9-6 

5-5 

6  5 

9-3 

5-2 

63 

5-225 

8-5 

7-3 

4-3 

11-5 

■ 

5-8 

8-2 

13-5 

10-4 

7-6 

13-0 

7-9 

8-5 

8-150 

12-8 

7-9 

8-3 

Nach  Gl.  (1)  I  Nach  Gl.  (2) 


beobachtetes  |  hieraus 

berechnetes  t 


0-000785° 


0-00125° 


0-00198« 


3 -02X10-* 


2-80X10 


■i 


3 -00X10-* 


D,CSe  12  Pachtungen  ergeben  ein  mittleres 
s  =  2-97  v  10-4 


248  A.  Waßmuth, 

Zweite  Beobachtungsreihe  (Ni„).  21.  Oktober  1903. 

Es  wurden  neue,  ganz  wenig  gebogene  Kupferstreifen  an 
das  Thermoelement  angelötet  und  der  Stab  50mal  gekocht 
und  abgekühlt. 

^  =  0557,    7=4-51,    #  =  2470; 

log  t  =  0  •  3532—4 + log  X.  ( 1 ) 


2p 

A 

1 

X 

Mittleres 
-Y 

Nach  Gl.  <1) 
beobachtetes 
i 

Nach  Gl.  (2) 

hieraus 
berechnetes  t 

IZTög 

7-6 

5-  2 
4-0 

6-  1 
47 
67 

3  9 

2-  7 

1-  5 

o-s 

3-  0 

2-  3 

5  4 
3-6 
3-8 
5-6 
3-0 
54 

4  467 

0-00101° 

3 -87X10-» 

8-6 
8-5 

8-  1 

9-  5 

4-8 
4-7 

3-  9 

4-  9 

5-8 
58 
5  9 
6'7 

6-05 

0-00137° 

3-  14X10'4 

mag 

8-  0 

lö-o 

10-4 

9-  0 

3-0 
öS 
44 
ü  1 

6-  3 
«>■  7 

7-  9 

o-i 

0-75 

0-00152° 

2-83X10"' 

2170^ 

120 
140 

10-  4 
14-4 
100 
12-3 

11-  2 
11-2 

42 
7  2 
5-5 
11-8 

4-  1 
7-2 

5-  5 
4-  1 

9  0 
9  9 
73 
77 
t  i 
8-2 
8-1 
8-9 

S-425 

0-00190° 

2-92X10"4 

Diese  22  Beobachtungen  ergeben  ein  mittleres 

=  3-19xi0-4 
so  daß  alle  34  Versuche  für  Ni„  ein 

s  —  3-QSx  10-4 
liefern.  '  
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Nim- 

Dieser  Nickelstab  war  ursprünglich  3  mm  dick  und  wurde 
im  Eisenwerke  der  Alpinen  Montangesellschaft  in  Graz  28mal 
gezogen,  bis  schließlich  seine  Dicke  nur  mehr  1  75  mm  betrug. 
Hierauf  wurde  der  Stab  wiederholt  gekocht  und  abgekühlt. 
Nach  dem  Einlöten  des  Thermoelements  war  die  Distanz  der 
äußeren  Schneiden  25-58«*,  die  der  inneren  13-88«»,  so  daß 
der  Arm  =  5-85««  lang  war. 

Ein  Stück  von  der  Länge  21-47«»  wog  4-6173^  und 
wies  eine  experimentell  bestimmte  Dichte  von  8-915  auf,  so 
daß  der  Radius  r  =  0-08763«»  gefunden  wurde,  also  sehr 
nahe  gleich  dem  gemessenen  Werte  r  =  0-0875««. 

Die  Bestimmung  des  Elastizitätsmoduls  lieferte  nach  der 

rormei 

log£=  log  Af— log  Ä+5- 7188 

folgende  Werte: 

log  M 

5-6883 

5-  S8S8 

6-  0255 
6- 1290 
62123 
6-2823 
6-3421 
6-3947 
6-4412 
6-4836 
6*5219 

S°daß  das  Mittel  aus  diesen  Werten 

E  =  10» .  2  •  62  C.  G .  5  =  25700  kg/mm' 

zSenlsDrIhteT68  ^  dUrCh  daS  oftmaliSe 

m  ^  0itobcr  1903  ergaben  bei  der  g,eich" 
der  Tafel  7J  die  Temperaturänderungen  folgende  in 

zusammengestellte  Werte: 


log  h 

log  B 

E 

0-9542—2 

12-4529 

1012.2-84 

0-1959—1 

•4117 

2-58 

0-3222—1 

"4221 

2-64 

0-4472 — 1 

•  400(3 

2  52 

0-5378—1 

•  3933 

2-47 

0-5999  —  1 

•4012 

w  *  O  j 

0-6628—1 

•3981 

2-50 

0-6972—1 

•4163 

2-61 

0-7490—1 

•4110 

2  •  59 

0-7694—1 

•4330 

2-71 

0-7853—1 

•4554 

2-85 

250  A.  Waßmuth, 

(Ni,n)  24.  Oktober  1903,  früh. 

r  =  0  08763  cm,    w  —  0*453,  T=4'62, 

Ä=  (^2470  =  2501. 
log  t  =  0- 2426— 4+log  X  0) 

und 

logs  =  logt— [0*0827— 12+logJ/*].  W 


2p 

1 

Xl—x,  . 

'3— *2 

v 
A 

Mit«. 
X 

Bcobacht. 
nach  Gl.  (1)  ] 

Hieraus  nach 
(2)  berechn. 
1 

770 

16-1 

10-8 

7-5 

10-0 

lO  O 

11.0 

8  1 

10-0 

10-2 

0-00178° 

2-82X10"4 

17-3 

120 

8- 1 

10-6 

17-6 

13-0 

8'7 

10-2 

970  £ 

28-0 

10-3 

14-9 

1Ö-8 

30-0 

203 

15-0 

18-2 

1825 

0-00319° 

3-40X10-1 

296 

191 

_ 

IS  7 

31-1 

20-6 

193 

1 170^ 

38-2 

24  0 

24  6 

345 

23-0 

22  8 

22-4 

0-00392° 

3-56X10"4 

365 

26  2 

21-5 

346 

243 

174 

20-7 

Aus  diesen  12  Versuchen  ergibt  sich  für  Nim  ein  mittleres 

31  =  3-26X10-4. 
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Derselbe  Stab  Nilu  wurde  am  24.  Oktober  1903,  abends, 
noch  einmal  den  Biegungsversuchen  unterworfen  und  erhalten : 

w  =  0-400,    T=4-44,       =  (i^iV  2470  =  2394, 

logr  =  0-3111— 4+logX  (1) 


* 

A 

X.  —  *«. 

*s — xi 

570/ 

8-2 

6-5 

4-6 

9-9 

5-3 

3-8 

7-0 

6-4 

31 

5-9 

4-9 

770/ 

15-8 

11-2 

7-4 

14-3 

12-5 

8-9 

14-5 

10-8 

70 

14-6 

III 

94 

870/ 

190 

12-9 

9-3 

19-9 

13-8 

9-6 

21  -3 

14-2 

10-7 

19-8 

14-8 

9-7 

970/ 

21-7 

17-1 

12-3 

23-9 

16-7 

13-8 

21-9 

10-7 

10-7 

21-6 

15-9 

9-3 

»170/ 

26-9 

19-8 

25-9 

19-3 

13-3 

28-7 

20-1 

13-2 

23-8 

18-2 

MitU. 

x 


Beobacht. 

T 

nachGI.(l) 


4-5 

6-  9 
3-8 
3-1 

9-6 

7-  2 

8-  6 
7-8 

11-6 
121 
13  0 
11-6 

11-9 
13-7 
128 

13-  2 

15-6 
15-0 
17-7 

14-  5 


4-575 


8-30 


12-075 


12-00 


15-70 


0-000937' 


000170° 


0-00247° 


0-00264° 


0-00321° 


Hieraus  nach 
(2)  berechn. 

E 


4- 15X10-* 


2 -69X10-» 


3-34X10"4 


2-81X10-» 


2-92X10  4 


e.-rt«      Beobacntungen  ergeben  für  Ni)U  ein  mittleres 

waT-  Ai  £  V'  Während  fÜr  denselben  Stab  .t  =  3-26X  10^ 
'       uteI  aus  si  und     folgt  für  NL.  ein 

s  =  3- 22  X  10-4. 

N'cketoe  Üb7SiCht  ZU  Achtern,  sind  für  die  verschiedenen 
ändere      dle  Verschie<Jenen  Belastungen  die  Temperatur- 
ngen:Undd^  Werte  (10^  X£)  angegeben. 
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254  A-  Waßmuth, 

Sucht  man  die  wahrscheinlichen  Fehler  der  einzelnen 
Reihen,  so  liefert  der  erste  Stab  die  Werte: 

0  07X10-4, 
0-21X1CM, 
0-08X10"4 

und  o-ooxio-4, 

woraus  man  ebenfalls  ersieht,  daß  die  zweite  Reihe,  die  vom 
12  Oktober  1903,  zu  den  schlechteren  Beobachtungen  zahlt 
Die  wahrscheinlichen  Fehler  für  den  zweiten  und  dritten  Stab 

o-ioxio-4 

und  0- 12X10-». 

jedenfalls  erkennt  man,  daß  die  Voigt'sche  Formel  die  Ver- 
suche gut  wiedergibt.   

Kupfer. 

Der  zuerst  am  5.  Oktober  1903  zur  Anwendung  gelangte 
Stab  Kx  wies  eine  experimentell  bestimmte  Dichte:  8-90  und 
eine  mit  einem  feinen  Dickenmesser  ermittelte  Dicke  2r- 
2- Ab  mm  auf.  Ein  Stück  von  28  -47  cm  wog  11 '865  &  woraus 
man  für  den  Radius  r  des  kreisförmigen  Querschnittes 
r  -  1  -221mm  erhält,  während  der  Dickenmesser  1  -22a  lieferte, 
als  Mittel  wurde  r  =  1*223  genommen. 

Die  Distanz  der  äußeren  Schneiden  war  25  lern,  die  de 
inneren  diesmal  2«  =  13-88,  woraus  sich  die  horizontale  Arm- 
länge . 

—  (25-7— 13'88)=  5-91 
2 

ergibt. 

Die  Bestimmung  des  Elastizitätsmoduls  durch  die  un- 
gleichförmige Biegung  des  Stabes  lieferte  für  r=  1-223*»«' 
und  /  =  268  mm  bei  den  Belastungen 

Kilogramm 

-  — 
0-0S4       0-1H       0-184       0-234  0'2S4 

die  Pfeiltiefen  ...  .  1-47      2-37      3  37     4-32  5'37mm, 
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woraus  sich  nach  der  Formel: 

E  _     l*  P%-Px 

ergibt  2  1 

£=12678,    11410,    12011,    10867  kg/mm' 

so  daß  das  Mittel 


war. 


E=  11742 kg/mm9  =  11519X1019  C.G.S 


Die  Bestimmung  des  Elastizitätsmoduls  E  mit  Hilfe  der 
gleichförmigen  Biegung  lieferte  konstant 


bei  den 

Belastungen 

die  Pfeilhöhen 

P~  Sog 

h  =  0*065  cm 

135 

0-095 

185 

0118 

235 

0-158 

285 

0-191 

335 

0-213 

385 

0-248 

435 

0-280 

485 

0-310 

535 

0-330 

585 

0-375 

635 

0-403 

685 

0-436 

735 

0-458 

^raus  sich  nach  der  Formel 

für  k  2~ri  ' 

Ur2«=  13 -875o»  und  r  =  0-  1223cm  zu  den 

^^^men  die  Werte  von 

*  =  492600  £=  1-038x10" 
781700  !.127 
1071000  1.o43 


■ 
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A.  Waßmuth, 


Drchungsmomonten 

die  Werte  von 

 .  ' 

.1/=  1358000 

1  •  177  XlO12 

1644000 

1  •  179 

1930000 

1-241 

2214000 

1  •  223 

2495000 

1  -221 

277(3000 

1  •  226 

3058000 

1-269 

3329000 

1-216 

3602000 

1-224 

3875000 

1-163 

4141000 

1-239 

ergaben  und  somit  im  Mittel 

E=  T199X1012 

gefunden  wurde. 

Den  weiteren  Betrachtungen  wurde  dieser  Wert  von  n 

zu  Grunde  gelegt. 

Mit  diesem  Stabe  wurden  22  Versuche  zur  Bestimmung 
der  Temperaturänderungen  t  bei  gleichförmiger  Biegung  durch- 
geführt, wobei  stets  die  Belastung  mit  der  Entlastung  ab- 
wechselte. . 

War  A  der  erste  Ausschlag,  (*t  — *,)  die  erste  und 

x  —v0  die  zweite  Distanz  der  Umkehrpunkte,  so  wurde  zuerst 
berechnet: 

dann  X  =  A—X0  und  schließlich  als  beobachtetes 

0-483 


T  —  X' 


1990 


genommen,  da  zur  Schwingungsdauer  7=4-05  die  thermo- 
elektrische  Konstante  1990  gehörte  und  der  Gesamtwiderstan 
0-483  Ohm  betrug. 
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A.  Waflmuth, 


Der  hernach  zur  Anwendung  gelangte  Stab  Ks  wies  eine 
experimentell  bestimmte  Dichte  8  91 7  auf. 

Ein  Stück  von  7  •  85  cm  wog  2  •  2290 woraus  sich  für  den 
Radius  r  des  kreisförmigen  Querschnittes  ergibt  r  =  0"  1016a«. 

Die  Bestimmung  des  Elastizitätsmoduls  durch  die  un- 
gleichförmige Biegung  des  Stabes  lieferte  für  r  =  l*016mm 
und  /  =  268 mm 


bei  den 
Belastungen 

die  Pfeiltiefen 

0'2\Akg 

8  •  5  mm, 

0194 

7-75 

0174 

6-95 

0-154 

615 

0-134 

5-33 

0-114 

4-53 

0*094 

3-75 

0-074 

2  •  95 

0-054 

2-18 

0  034 

1-30 

woraus  sich  nach  der  Formel 

  l»     ,  P*-Px 

\2zr*  h.i—hi 

ergibt: 

E  -  1 2780,    1 1 980,    1 1 980,    1 1 690,    1 1 980, 
12290,    11980,    12450,    10890  kg/mm\ 

so  daß  das  Mittel 

E—  12000  kg/ mm3 

oder 

E-  1012X  M77 

war. 

Die  Ermittlung  des  Elastizitätsmoduls  mit  Hilfe  der  gleich- 
förmigen Biegung  lieferte  bei  den  Anhängegewichten 

170  370  570  770  970/ 

die  Pfeilhöhen           1-06     2-31      3-56     4-71      5* 71mm, 
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woraus  sich  für  E  ergab: 

E  =  10«  X  1  '335,    1012  X  1  326,    1018  X  1  -313, 
10»  X  1322,    10iaXl  355 

so  daß  also 

E=  1-33X1012 

wäre. 

Als  Mittel  beider  Beobachtungsreihen  wurde 
E-  1  255X1018 

genommen. 

Beobachtungen  am  Kupferstabc  K2  vom  9.  Oktober  1903. 

Schwingungsdauer  T=  4-52,  thermoelektrische Konstante 
2479,  Widerstand  0  -454  Ohm.  Das  beobachtete  x  bestimmt 
sich  aus: 

2479 

*wird  erhalten,  indem  man 
1  r, 

jK*i— *t)  +  (*s— **)] 

VOm  ersten  Ausschlage  4  abzieht. 

Wie  angegeben,  wird  die  spezifische  Wärme 

T  =  0-093X4  - 19X107, 
^  spezifische  Gewicht 

^Elastizitätsmodul      *  =  8"917' 

£  =  1-255x10" 
^  ^  Ha,bmc**r  r  des  kreisförmigen  Querschnittes 

r  =  0- 1016cw 
kommen.  Voigfs  Formel  liefert  dann: 

log  s  =  log  r  + 1 1  •  9 1 1 66-log  [Mt—M*l 
*  Angliche  Drehungsmoment  Ma  gegeben  ist  durch. 
«2=  10'*x0-243. 


2LV2 


A.  Waßmuth, 
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A.  Waßmuth, 


Gab  der  erste  Kupferstab  ein 

e  =  3-64XlO-4, 
so  lieferte  der  zweite  hiefür 

s  =  353xlO-4, 

so  daß  im  Mittel 

s  =  3-59XlO-4 

resultiert;  Schaefer  hat  hiefür  3-627X  10"4;  Katzenelsohn 
hat  nur  die  stets  größere  thermische  Änderung  des  Torsions- 
moduls 73  beobachtet  und  erhielt  hiefür  t,  =  3-65X  10"4 

Bestimmt  man  den  wahrscheinlichen  Fehler  aller  46  Ver- 
suche, so  erhält  man  hiefür  ±0*05,  d.  i.  1  -44%. 


Gold. 

Chemisch  rein,  bezogen  von  Heraeus  in  Hanau.  Der  Stab 
von  173  mm  Länge  wog  ö'95g,  woraus  sich  bei  einer  Dichtig- 
keit von  19-4  die  Dicke  1  -510  ergibt.  Dieser  Stab  wurde  sehr 
oft  erhitzt  und  dann  abgekühlt,  so  daß,  wie  die  Konstanz  der 
Pfeilhöhen  nachwies,  der  Normalzustand  erreicht  war. 

Bei  der  Bestimmung  des  Elastizitätsmoduls  E  mit  Hilfe 
der  gleichförmigen  Biegung  zeigte  sich  innerhalb  der  an- 
gewandten kleinen  Belastungen  noch  keine  bleibende 
Änderung  des  Drahtes.  Es  wurde,  fast  konstant,  gefunden, 
daß 

den  angehängten 

Gewichten  die  Pfeilhöhen 

h  —  0- 163  cm 
0  325 
0-470 

entsprachen;  die  Pfeilhöhen  nahmen  daher  für  je  50  g  Mehr- 
belastung zu  um  0-162,  respektive  0- 145,  also  im  Mittel  um 
A&  =  0- 1535rw.  Hieraus  rechnet  sich  E  nach  der  einfachen 
Formel 

£  _  SM  (2uf  _  144700  (13-8)2 

A//  2zr»       0  1535  2^x0  0755*' 
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die  Pfeilhöhen 


d.i. 

E=  10nx8-87  C.G.S=z  9045 kg/mm'. 

Am  Schlüsse  aller  Temperaturbestimmungen  wurde  am 
21.0ktober  1904  der  Elastizitätsmodul  E  noch  einmal  bestimmt 
und  gefunden,  daß 

den  Gewichten 
2/7  =  50g 

100 
150 
200 

entsprachen,  so  daß 

d.i.  im  Mitte,      AÄ  =  0'I6.0-I7,014, 

A*  =  0-157cw 

w'ar.  Hiemit  ergibt  sich 

£=10»x8-68  C.G.S  =  8840 kg/mm3, 
somit  die  Änderung  nur  gering  (2-3%)  war.  Es  wurde 
gesetzt.  £=10«X8-8 

Die  ersten  Versuche  vom  21.  Juni  1904  lieferten 

r  =  4-37,  »  =  0-550;    log  t  =  0-3553-4  +  logJt  (1) 
Ufid  wurde  beobachtet: 


100 
150 
200 
250 


A 

*i—*2 

's—  *o 

X 

l 

Mittl. 
Ar 

Beobachtetes 
t 

Nach  Gl.  (2) 

(unten) 
berechnetes  s 

7-2 
70 

7-4 
4  9 

5-4 
3-7 

2-9 
4-1 

3-5 

0-000793° 

4-42X10-' 

96 
12-4 

7-1 
4*7 

4-  7 

5-  3 

5-7 
9-1 

7-4 

0-00168° 

4-06X  10-' 

11-8 
15-4 

5-8 
10-3 

5-6 
3-4 

80 
10-8 

9-4 

0-00213° 

3- 54X10-» 

22-  2 

23-  4 

15-  2 

16-  3 

8*2 
9-2 

14-4 
149 

1465 

0-00332° 

3-  66X10-» 

Mittel  «  =  4-07xiO~». 
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A.  Waßmuth, 


Zur  Berechnung  der  Werte  von  s  aus  den  beobachteten 
Werten  von  t  diente  die  Gleichung: 


log  s  =  log  t-[log  (W-3ß)+0  - 1540-1 1] 
entsprechend  der  Gleichung: 

293  X  s  ■<  (Mt—M%)  

 — .  - — — ■  — —         "  'i 


(2) 


z  zzz 


19.3x0-0316X419Xl05Xl0"X8-80X^r« 


Die  Anfangsbelastung  war  24g,  die  zu  den  übrigen  Be- 
lastungen 2p  =  100,  150  etc.  dazu  kam.  Hiemit  rechnet  ,,ch. 

Ml  =  1011X005 

und  für 


log  i  —  log  s 

100  

10"  X  1-310 

0-2544 

1011X2'530 

0 • 557 1 

10UX4*224 

0-7797 

250.... 

10nX6394 

0-9564 

worden  beobachteten  Wert  des  *  angibt. 

Beobachtungen  mit  demselben  Stabe  am  24.  Juni  1WH 

lieferten: 

„  =  0-642,    7=4-65,    log  r  =  0- 4450-  -4  -4-  log  X,  0) 
log  e  =  log  r  -[log  0W-^)+O-  1540-U1.  (2) 


100 


150 


200 


1 

A 

X 

Mittleres  j 
X 

Beobachtetes 
■»  nach  (1) 

E 

nach  (2) 

3-3 

1-8 

2-3 

2*35 

0- 000655° 

3-64X10"4 

3-0 

2-1 

2-4 

0-3 

2*5 

49 

4-S5 

0-00135° 

2-98X10"* 

7-8 

5-0 

4-8 

U-2 

s-o 

8-2 

H  0 

0- 00251° 

4-10X10"4 

15-4 

9-7 

9-8 

Mittel  8  =  3-59XlO-4 
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Die  Größe  s  hat  Herr  Schaefer  nicht  beobachtet,  da, 
wie  er  anführt,  die  von  ihm  gebrauchten  dünnen  Goiddrähte 
auch  bei  kleinen  Belastungen  bleibende  Verlängerungen  auf- 
wiesen. Für  die  thermische  Änderung  des  Torsionsmoduls 
erhielt  er  den  Wert  3014X10"4,  wobei  er  allerdings  auf- 
merksam macht,  daß  aus  denselben  Gründen  dieser  Bestimmung 
kein  großes  Gewicht«  beizulegen  sei.  Da  die  obigen  Werte  von 
s  sogar  höher  sind  als  die  eben  erwähnte  Zahl,  so  war  es 
jedenfalls  nötig,  die  Versuche  mit  demselben  Goldstabe  unter  ge- 
änderten Verhältnissen  auszuführen.  Der  Stab  wurde  demnach 
herausgenommen  und  aufs  neue  vielfach  (SOmal)  erhitzt 
"nd  abgekühlt.  Das  Ganze  blieb,  nachdem  die  Galvanometer- 
nadeln etwas  stärker  astasiert  worden  waren,  mit  Watte  sorg- 
faltig umgeben,  mehrere  Tage  stehen  und  wurde  mit  dem 
Beobachten  stets  gewartet,  bis  die  Ruhelage  sicher  konstant 
geworden  war;  es  wurde  auch  die  zweite  Distanz  der  Umkehr- 
te abgelesen.  Ein  Überschreiten  der  Elastizitätsgrenze 
™t,da  kein  Anhängegevvicht  größer  als  200^  zur  Anwendung 
™>  n.cht  ein.  Die  Beobachtungen  vom  12.  Oktober  1904 
eterten:  Schwingungsdauer   T  =  5- 20,  Gesamtwiderstand 
u  00 Ohm,  Temperatur  17°, 


log  r  =  0  •  2887 — 4+ log  X. 


(1) 


*-p 

A 

X 

Mittel 
der  A' 

Beobachtetes 
t  nach (1) 

8 

i 
j 
1 

4-2 

6-8 

1-2 
1-6 

2-4 
4-6 

3-  0 

4-  7 

385 

0- 000749° 

4-  17X10-' 

U-4 

11-5 

2-9 
4-2 

6-3 
6-9 

8-3 
7-8 

805 

000157° 

4  •  34X10-' 

17-0 
20-4 

5-4 

7-0 

8-  9 

9-  9 

12-2 
14-8 

13-5 

0-00202° 

4-36X10» 

Mittel  s  =  4-29xl0-». 
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A.  Waßmuth, 


Die  beobachteten  Temperaturänderungen  t  sind  durch- 
wegs höher  als  die  vom  28.  Juni,  liefern  aber  ein  ziemlich 
konstantes  8,  d.  h.  eine  hinreichende  Bestätigung  der  Voigt- 
schen  Formel. 

Um  ganz  sicher  zu  gehen,  wurden  am  20.  Oktober  1904 
die  Versuche  mit  demselben  Stabe  wiederholt  und  hiebei  ge- 
funden : 

w  =  0-680,     7  =  4-56,  (l) 
logt  =0-5176— 4+logX 


2;> 

,1 

v,  • 

x;i— .v.. 

A' 

Mim-1 

3  LT  A* 

Bo.tbaclitelcs 
t  nu^h  (1) 

s  berechnet 
nach  (2) 

— 

3'2 

-!■:■> 

1-2 
I  •«> 

2-4 

o-s 

2o 
1  '() 

1  -s 

1 

0- 000593° 

3 -30X10"* 

10-9 

7-0 

2-3 

7 '4 

7-fi 
0-3 

3 '  0 
7-o 

3' : 

3-0 

4-2 
0  ■  (j 

3-6 

«VO01840 

3-11X1Ö-* 

7-2 

-7 

4'S 

-1-7 

■>ih  1  -r 

!7  -  1 
13  -  1 

«»■■> 

7-s 
5  •  3 

s  ■  0 

N-  1 

t»..i 

13-3 

ö-i 

7  '  S 

3  '  S 

tr  ■ 
t>  4 

S-  17 

..>-mu2^9° 

4-47X1'-'  1 

TJ-  l 

4'0 

S-3 

7-3 

1  .V  1 

0 '  ■! 

S-v» 

Mittel  s  =  4-29X10-4. 

Dieser  Mittelwert  von  s  =  4  29xl0~4  fällt  vollständig 
zusammen  mit  jenen,  den  die  Versuche  vom  12.  Oktober  1904 
lieferten.  Die  folgende  Tafel  gibt  nachstehende  Übersicht: 
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Datum  1904 


21.  Juni 


100 


150 


200 


28.  Juni 


Mkui 


12.  Oktob. 


0  000793° 
4-42x10-* 

0-00168° 
4-66x10-* 

0-00213° 
3-54x10-» 

421x10-* 


0-000655° 

3-  64 

000135° 
2-98 

000251° 

4-  16 

3-59x10-* 


0  000749° 
4-17 

0-00157° 
4-34 

0- 00262° 
4  36 

4-29x10"* 


20.  Oktob. 


Mittel 


0  000593° 
3-30 

0  00184° 
5-11 

0*00269° 
4  47 


0  000698° 

3-  88x10"* 

000161° 

4-  27x10-* 

0-00249° 
4- 13x10-* 


4-29x10-4  4-09x10* 


Der  wahrscheinliche  Fehler  dieser,  an  vier  verschiedenen 
agen,  unter  geänderten  Umständen  ausgeführten  32  Beob- 
achtungen ist 

0-187XNM, 

iL  unter  5«/,  (als  die  beste  Beobachtung  erscheint  die  vom 
Die  .h°Öer,^(Hxmit  dem  wahrscheinlichen  Fehler  01ÖX  10-*. 
«fische  Änderung  ,  des  Elastizitätsmoduls  für  Gold 
Kann  demnach  gesetzt  werden: 

ß  =  4-09X1CM. 

»hermische  i  1  der  Torsion  werden  zeigen,  um  wie  viel  die 
*«h     lt        *r       Torsionsm^uls  größer  ist  als  s. 

Wfer  ond    ^  G°'d  *"  der  Reihe  der  Metalle  "icht  vor 
sondern  zw.schen  Kupfer  und  Silber  zu  stellen. 


Silber. 

gekocht  undab^k'h^"  Kahlbaum  bezogen;  wiederholt 
^•UScw  1         Quadratischer  Querschnitt;  eine  Seite 

siatiert  und  sf  d'rekt  mit  dem  Dicken™esser  kon- 

,mmt  mit  dem  spezifischen  Gewichte.  (Ein  Stück 
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von  31*825t"w  Länge  wog  0-083^,  woraus  sich  als  spezifi- 
sches Gewicht  die  gebräuchliche  Zahl  10 -ö  ergibt.)  Die  Distanz 
der  zwei  äußeren  Schneiden  betrug  25 -6  cm,  die  der  zwei 
inneren  \4cm.  Der  Silberstab  trug  an  beiden  Enden  Omm  dicke 
und  Gern  lange  Zylinder  aus  Aluminium,  von  denen  jeder  4,4if 
wog.  Die  ganze  Länge  des  Stabes  war  14-6  +  2x6  =  2(r6n«; 
dieses  Drehmoment  entspricht  einer  Belastung  von  je  2'ög  am 

Arme  von -^-(25*6 — 14*0)  =  ;V8ai;.  Da  die  zwei  Haken, 

Seidenfäden  und  das  Querholz  1 1  g  wogen,  so  betrug  die  stets 
vorhandene  Belastung: 

11+2X2-5  =  16a'. 
Würden  also  z.  B.  unten  2p  —  100 g  angehängt,  so  drehten 
rechts  wie  links  ^   11  ijg  am  Arme  von  o'$cnty  woraus  sich 

die  Drehungsmomente  M  leicht  berechnen  ließen. 

Der  Elastizitätsmodul  E  wurde,  wie  oben  angegeben,  aus 
den  Pfeilhöhen  bei  der  gleichförmigen  Biegung  ermittelt  und 
hiefür 

E-  10llX6-8S3  -  70\6kg/mm' 

erhalten. 

Bei  den  Beobachtungen  der  Temperaturänderungen  ' 
hatten  sich  beim  Silber,  insbesondere  bei  dünneren  Stäben, 
ganz  erhebliche  Schwierigkeiten  ergeben.  Während  nämlich 
bei  der  bisherigen  Anordnung  (Thermoelement  Konstantan- - 
Eisen  in  der  Mitte)  die  Bewegung  der  Nadel  im  Sinne  der  von 
Edlund,  Haga  und  Onnes  aufgestellten  Gesetze  verlief,  d.h. 
die  Nadel,  da  der  Thermostrom  rasch  verschwand,  nach  einigen 
Schwingungen  in  die  Ruhelage  periodisch  zurückkehrte,  zeigte 
sich  hingegen  bei  dünnen  Silberstäben  (wie  auch  bei  solchen 
aus  Aluminium)  ein  aperiodisches  Verhalten.  Die  Nadel 
erhielt  einen  Stoß,  kam  etwas  zur  Ruhe,  kehrte  aber  nicht 
um,  erhielt  wieder  einen  Stoß  u.  s.  w.,  und  kehrte  erst  nach 
längerer  Zeit,  während  welcher  man  die  Temperatur  nicht  als 
konstant  ansehen  konnte,  in  die  Ruhelage  zurück.  So  waren 
z.  B.  (3.  Februar  Uk>4)  bei  einem  dünnen  Silberstabe  11  (quadr. 
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fl  =  0-113)  die  von  10  zu  10  Sekunden  nach  dem  Abheben 
von  50/ beobachteten  Stellungen  der  Nadel: 

58  06,  57-12,   56-70,    56-48,    56-33,    56-28,  56-28, 
36-13,  55-85,   55-72,    55-56,    55-42,    55-33,  55-37 

und  ähnlich  auch  bei  stärkeren  Belastungen. 

Diese  Art  aperiodischer  Bewegung  ist  von  der  von  Du 
ßois-Reymond  und  Riecke  untersuchten  wesentlich 
verschieden  und  hängt  mit  der  elastischen  Nachwirkung  zu- 
sammen. Infolge  dieser,  bei  Silber  und  Aluminium  besonders 
stark  auftretenden  Erscheinung  wird  z.  B.  bei  der  Entlastung 
gebogenen  Stabes  die  gesamte  Erwärmung  nicht  sofort, 
sondern  erst  allmählich  auftreten.  Die  Differentialgleichung, 
welche  die  Bewegung  der  Nadel  bestimmt,  bedarf  einer  Um- 
gestaltung, da  bisher  nur  angenommen  wurde,  daß  die  (etwa 
tei  der  Entlastung)  sich  entwickelnde  Wärme  im  Momente  der 
Mästung  entstehe  und  im  Laufe  der  Zeit  (ziemlich  rasch)  durch 
Leitung  und  Strahlung  verschwinde.  Hier  aber  kommt  die 
«anncemwick,ung  erst  allmählich  zur  Geltung  und  kann 
herumständen  die  Umkehr  der  Nadel  verhindern.  Diese  merk- 
^Jige  Erscheinung  soll  Gegenstand  einer  besonderen 
Versuchung  sein.  Es  ist  ersichtlich,  daß  bei  dünneren  Stäben, 
^«  femperaturanderungen  bei  sonst  gleichen  Verhältnissen 
^gen  des  r«  ,m  Nenner)  viel  höhere  Werte  annehmen,  auch 
-    orangen  um  so  greller  hervortreten  und  nicht  leicht  bei 
■feiner Anordnung  vollständig  zu  vermeiden  sein  werden. 
TheCl  nClen  Vergeblichen  v^suchen  (Wahl  von  anderen 
oder  Z  euentCn'  Einsetzen  v<™  metallenen  Zwischenstäben 

^TZ«T0Ch™ der  Släbe  u- s- w)  fand  sich 

der  Nadei  z  wenigstens  gestattete,  die  ß  evvegung 

^iuZrxZ  P!ri°diSChcnzu  gestalten.  Es  wurde 
dralr  encel-t  Silberstabes  ein  dünner  Konstantan- 

*<*  außen  Seitu'ärts  in  einer  Entfernung  von  4  bis 

Breite'1",  innCrS,,berStreifen  VOn  etwa  5tvw  Un-C'  und 
Der  Silberstr"1"  *"  ^  Außenseite  des  Stabes  befestigt 
dünn«  Kup-Wh^  ^   Konslantandraht  standen  durch 

leche  und  Kupferdrähte  mit  dem  Galvanometer 
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in  Verbindung.  Für  dieses  so  entstandene  Thermoelement 
»Konstantan — Silber«  wurde  die  thermoelektrische  Konstante  R 
in  der  oben  angegebenen  Weise  bei  verschiedenen  Wider- 
ständen und  verschiedenen  Temperaturen  gemessen  und  er- 
halten: 

#=  1780,    1732,    1737,  1766, 

so  daß  zu  7"=  4-64  ein  mittleres  R  =  1758  gehört,  während 
bei  dem  Thermoelemente  Konstantan — Eisen  bei  gleicher 
Schwingungsdauer  R  —  2410  war. 

Bei  dem  dickeren  Silberstabe  ließen  sich  beide  Me- 
thoden anwenden  und  so  dartun,  daß  beide  —  wie  gezeigt 
werden  wird  —  zu  demselben  Ziele  führen.  (Beim  Aluminium, 
das  die  gleiche  störende  Erscheinung  zeigte,  wurde  zuerst  ein 
seitlicher  Teil  des  dünnen  Aluminiumstabes  verkupfert  und 
hierauf  ein  feiner  Kupferstreifen  angelötet  und  die  thermo- 
elektrische Kraft  in  diesem  Kalle  als  Mittel  aus  R  =  1625, 
1620  und  1619,  d.  i.  R  =  1621  '3,  bestimmt.)  Halten  wir  an  der 
Anschauung  von  der  allmählichen  Wärmeentwicklung  fest,  so 
wird  es  auch  möglich,  eine  allerdings  hypothetische  Erklärung 
der  merkwürdigen  Wirkung  dieser  Vorrichtung  zu  geben.  Durch 
das  Anbringen  der  seitlichen,  breiten  Silberstreifen  (Oberfläche 
über  5  cm3)  wird  jedenfalls  bewirkt,  daß  der  Wärmestrom 
schneller  abfließt,  als  wenn  nur  ein  dünner,  kurzer  Draht  vor- 
handen ist;  die  einzelnen  Wärmestöße  kommen  nicht  mehr  so 
stark  zur  Geltung,  so  daß  nun  ein  Umkehren  der  Nadel  eintritt. 
Aus  der  Größe  der  ersten  Distanz  der  Umkehrpunkte,  die  weit 
unter  dem  berechneten  Werte  liegt,  sieht  man  schon, 
daß  diese  Wärmestöße,  d.  h.  die  elastische  Nachwirkung,  auch 
bei  der  seitlichen  Anordnung  ebenfalls  vorhanden  waren. 

Es  folgen  nun  Versuche  mit  Silber  I,  bei  dem  der  Silber- 
streifen 5  cm  von  der  Mitte  entfernt  war. 

Silber  I 

mit  quadratischem  Querschnitt;  Kante  a  =  0-135«».  Beob- 
achtungen vom  7.  Februar  1904.  Periodische  Bewegung  der 
Nadel.  Schwingungsdauer  T—  4-  50  und  Widerstand  w  = 
0-743.  Die  thermoelektrische  Konstante 
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R=  T^7  1758=  1654. 

Das  beobachtete  t  ergibt  sich  aus: 

logt  =  log  AT+0  6473— 4,  (l) 

1654 


Es  wurde  die  Größe  e  aus  dem  beobachteten  t  berechnet 
nach  der  Gleichung: 


wobei 
und 

war  und 

— 'a 

ist 


,0gS  =  1Og"^^  +  I°'8064'  <2> 
K*  =  10"X1  0446 
tfl  =  0  00129° 


290°  xe 


10-5X0  057X4J9X105X10»X7-34X  — 

6 


«  =  7-476X10-«. 

fe&Zfe^derJnneren  ZWei'  dL  7  533X10^  und  von 
aKLk  t"Zahl  7'65X,°"  "'cht  vie.  abweicht. 
Beobachtungen  verliefen  ungemein  ruhig. 


«>«»-».turw.Kl.;CXV.Bd.,Abt.1Ia. 
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Kummer  des 
Versuches 

«                 £                 ü                           S  - 

?      <*       ^           *  " 

1 

Die  ganze 
in  der  Mitte 
wirkende 
Belastung 

^           fe:  Ä 

II        Ii        II            H  1 

©           3           ©                 ©  © 

*        *        x             X            X  [ 

©                 4".                 M                           ,C  T 

o           ©                              r  4» 

Quadrat  des 
rechts-  wie  linksdrehenden  | 
Momentes 

 — 

_ 

-s|  V>5   W                                                                                ...                             •      *       *  * 

Ci  ~  ©  ©            WW            rö  C5            ICOODM  OOO*. 

Erster  | 
Ausschlag  i 
A 

Z  oc  -  -i        ©           *-  a;        TT".1?        T  "T  lf  rf 

CT  —       -^1            ~  -  J            O  —                 «»  M                 -1       N  O 

o.  ~ 

-i 

r,    S  c  - 
5r  3  -• 
.i    «  «  g 

.*  N 

U,  £  ~,  ~           tO  ~           «00           CT-  CD  Ci  a>           co  «  w  t? 

-  <i  a>  w        ö            ©  c©        -J  -  ->  *■        ©  ©  4»  w 

X 

Mittel 

II  II 

o               o           ©               <=>  ° 

8          §        §          S  § 

t=i                      S                 Ol                      Ci  © 
®                    o                o                    o  o 

Hieraus 
gerechnet  das 
beobachtete 

—  —            —  *Z 

©               ©           ©  © 

X           X         X  X 

—  4»                  Ct)  ~> 

—  —              io  cn 

4-                        -                   4-  C't 

Die  Beob-  \ 
achtung  ergibt  ein  1 

 ^ —  1 
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Derselbe  Stab  (a  =  0- 135  mm)  war  schon  am  6.  Februar 
1904  untersucht  worden  und  hatte  bei  den  Belastungen 

1p-  116,  166,  216  und  266^ 

ähnliche  Werte  wie  oben  ergeben.  Es  war  T=  4  28",  also 

^4-64 


A  -jx  1758  =1 496,      w  =  0  ■  595, 


so  daß 

0-595 


1496  ' 

d.  i. :  sehr  nahe  gleich  -i- .  X  ausfiel.  Demnach  gehörten  zu 


10* 
den  Werten 


die  Temperatur- 
änderungen 
>  .  

*  =  2-82...  r  =  0  00113ft 

660...  0-00264 

7'86...  0-00314 

10-9  ...  0  00436 


zis^nrn  man  immer  von  der  Nu,uge  aM 

e  =  10-»x6-93, 
10-^x8-26, 
10-'x613, 

d- l-  «m  Mittel: 

ergibt  »  =  6.83X10-* 

<*fa2  HBe°bkachtUnß  verli^  leider  nicht  so  ruhig  wie  die 
Der  l  ^WegS  höhere  T^peraturänderungen  aufwies. 
1904  in  ,p1k    Stüb  (I'  ü  =  °'  ,35>  war  auch  am  2rt-  Jänne'- 
Pentes  in  rf    lICherArt  dUrCh  AnbrinSen  eines  Thermo- 
•  gehört  scho     '  untereucht  worden  und  hatte  —  er 

Bewegung  der  V«^  di°keren  Stäben  ~  eine  P*™<«**e 
b  8  der  Nadel  ergeben.  Es  war  da 

7=  4-65, 

19* 
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also  R  =  2422  und  w  —  0-778, 

logt  -  0-5068— 4+ log  X, 


1904 

Gesamtgewicht 

2P=  weg 

2/>  =  \Wg  1 

2p  =  2\6g 

26. Jänner  .  . 

0-00151° 

0-00246° 

t  = 
6-00375° 

7.  Februar  . 

000129 

0-00266 

0-00395 

6.  Februar  . 

0-00113 

0-00264 

0-00314 

(  In  der  Mitte: 
l  Konstanten— 
Eisen 


*   In  der  Mitte:   Konstantan  und  5  cm  seitwärts  ein  angelötetes 
dünnes  Silberblcch. 

Man  sieht  aus  diesen  Daten,  daß  im  großen  und  ganzen 
wenig  verschiedene  Temperaturänderungen  erzielt  werden  ob 
man  nun  in  üblicher  Weise  das  Thermoelement  m  der  Mitte 
anbringt  oder  in  der  Mitte  nur  Konstantan  und  5  cm  seitwärts 
einen  angelöteten  Silberstreifen  für  den  Thermostrom  ver- 
wendet. . 
Geht  man  immer  von  der  Nullage  aus,  so  liefern  die  BeoD- 

achtungen  vom  26.  Jänner  1904  für  s  die  Werte: 

e  =  10-4X9'26, 
10-4x7-70, 
10-^X7 -32, 

wo  wiederum  die  zwei  letzten  sicheren  Werte  von  der 
Schaefer'schen  Zahl  (10^x7 -65)  nur  wenig  abweichen.  Wir 
werden  nicht  fehlgehen,  wenn  wir  für  diesen  Silberstab 

e  =  10-4x7-47 

setzen.  (Tatsächlich  ist  dies  das  Mittel  aus  allen  am 
26.  Jänner,  7.  Februar  und  6.  Februar  ausgeführten  ^Beob- 
achtungen, das  dem  sichersten  vom  7.  Februar  [10  X'  '  J 
ungemein  nahe  liegt.) 
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Süber  II. 

Zur  Verwendung  gelangte  noch  ein  zweiter,  schon  oben 
erwähnter  dünner  Silberstab  vom  quadratischen  Querschnitte 
mit  der  Kantenlänge  a  =  0*  1 13.  Nach  Anbringen  des  seitlichen 
Silberstreifens  in  der  Distanz  von  4  cm  ergaben  sich  für 

1=4-68,   /?=  1788,    w  =  0-678,    t  =  16°  C. 

am  4.  Februar  1904  beim  Anhängegewichte  100  g: 

die  ersten  Ausschläge  A. . .  10-6  13-5  12  6  14  2 
und  die  Werte  {x—xt) ... .    3-0     3-9     2*8  4-3, 

woraus  sich  im  Mittel  X=  9-55  oder  tt  =  0-00362°  berechnet. 
Ebenso  beim  Gewichte  150  g: 

A  19-7  19-9 

  7-3         9  0 

oder 

14-85,    d.i.  t2  =  0-00563°, 
und  beim  Gewichte  200  g: 

A   23-7     25-0     22-4  26*9 

*i— xt  15-9     17  6      12-4  15-4 

*i—*t  120     13-4      11-2  13-1 

oder 

x=  18-4,    d.  i.  t3  =  0- 00698°. 
rechne!  ZahI  ■=  10-*X7-65  ergeben  sich  be- 

<  =  0-00286°,     <  =  0-00562°,        =  0-00899. 

auf  ,D.'e  A.bweichung  ir"  ersten  und  letzten  Fall  ist  jedenfalls 
^ende  Der und  die  schon  beginnende 

^Werte  9  fift  7  l°.n  zurückzu'*hren  (man  findet  für  10*Xt 
ne  y  b8,  7-6o  und  5*94) 

MiUeiwr?afin!,le  H  WertC  der  £  und  rechnet  dara«  den 
ei^rt,so  findet  man  für  Silber 

6  =  7-48x10-4 

^^^^^^^^^^^^  ^^^^^^^^^^^w* 

m       wahrscheinlichen  Fehler  gleich  ± 0  •  3 1  =  4  2%. 
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Aluminium. 
Aluminium  I. 

Chemisch  rein  (K  ah  1  b  aum),  Beobachtungen  vom  24.  Jänner 
1904.  Ein  dünner  Aluminiumstab  mit  quadratischem  Quer- 
schnitte (a  =  1  '2  nun)  erhielt  in  der  Mitte  ein  Thermoelement 
Konstanten — Eisen  und  gab  bei  kleinen  Belastungen  perio- 
dische Nadelbewegungen.  Es  war  T—  4*79,  somit 


/4..7Q\2 

R  -      ---12410  =  2568 
W-64/ 


und  es  wird,  da  der  Widerstand  tv  —  0*851  war, 

0-851 


t  -  X 


2568 


Es  wurde  beobachtet: 


2/>,  =  20,<r 

2p,  =  40  g 

 r 

A  

2-8  2-5 

64  44    34  5-1 

7-1  10-0    8-6  105 

*1 — X%  .... 

11  2-4 

2-1  0-7    1  7  2-1 

1-5    0-6    1-0  2-6 

X  

2-1  1-3 

5-2  4-4    2-5  4-0 

6-3    9-6    8-1  9-1 

Mittel  X... 

1-7 

4-03 

83 

M 

=  0-000563° 

U  =  0-00134° 

t3  =  0-00275° 

Es  ist  klar,  daß  bei  so  kleinen  Anhängegewichten  die 
der  Nullage  entsprechende  Anfangsbelastung  eine  wichtige 
Rolle  spielt;  nennen  wir  dieselbe  2x,  so  soll  also  sein: 

t1==  C.e.t>1+*)*, 
r2  =  C.s.(p2  +  .r)2, 
t3  =  C.s.(/>3+*)a. 

Aus  je  zweien  dieser  Gleichungen  läßt  sich  (durch  Divi- 
sion) x  unabhängig  von  e  finden  und  wird  so  als  Mittel 
Ix  —  1 1  -ög  erhalten. 
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Dann  ergibt  sich  nach  der  Gleichung 

289XsXitf2 


2-708X0-216XlO»x7-136x419XlO5X  4-0-12« 

o 

die  zu  suchende  Größe  s  aus  dem  beobachteten  x  durch  die 
Formel 

log  s  =  log  t+ 1 0 •  4787— log  M2 
und  man  findet  so: 

6  =  20-78x10-^,    18-47X10"4,  19-84X10"4, 
also  im  Mittel: 

e  =  19-70x10-». 

Mit  diesem  Werte  ist  berechnet: 

t/  =  0-000534°,    0-00142°,  0-00273° 
und,  wie  oben  angegeben,  beobachtet: 

t  =  0-000563°,    0-00134°,    0  00275°. 
Die  Abweichungen  liegen  unter  den  Beobachtungsfehlern. 

Aluminium  II. 

,    Chemisch  rein.  Dieser  zylindrische  Stab  hatte  eine  Dicke 

-r  -  1*78  mm,  so  daß  r  =  0-089  cm  war;  es  rechnet 
steh  :  aus 

  290vsx(M'^/2) 


d.i. 


2  708 >:0-214X419X10»X7-89X10"X  —  0  0896  ' 

— 

log  t  =  0-  7901— 12+/8+/(,V»— A©. 

Mchr^ir8011116'  St6tS  vorhandene  Gewicht  war  21  g,  so  daß 
v,f   °"  d,e  Zahl  10»X0-06  ergibt  (Arm  5-834  cm). 
wurde  am  6.  Jänner  1904  mit 

"  =  0-777  Ohm,    7=  4-567, 


2  SO 


A.  Waßmuth, 


also 

R  =  ( ±1®L)2 24M  =  2339, 
V  4-68  / 

beobachtet  und  mit 


log  t  =  1  og  X+ 0-521 4—4 

berechnet,  für: 


Zp 

A 

X 

Mittel 
X 

t 

1504-27 

9-4 

1-6 

8-5 

98 

91 

9-35 

000311° 

10-6 

ro 

10-0 

10-7 

1-5 

9-8 

2004-27 

13-4 

23 

120 

15*9 

3-3 

14-0 

1338 

0-00445° 

11-4 

1-8 

10  3 

21-3 

7-1 

17-2 

2504-27 

15*3 

3-3 

13-4 

19-0 

48 

164 

15-30 

0-00505° 

15-7 

3-4 

13'8 

21-4 

7-0 

17  6 

Nimmt  man  noch  eine  Beobachtung  hinzu,  die  an  dem- 
selben Stab  einen  Tag  vorher,  mit  2p  =  100+27  ausgeführt, 
das  zugehörige  t  =  0*00155°  ergeben  hatte  —  zwei  Tage  vor- 
her war  dafür  0-00162°  gefunden  worden  —  so  erhält  man 
mit  s  =  21  X  10~4  folgende  Zusammenstellung: 


2;,==  . 

.    '- 

100-H27  1504-27  2004-27  2504-2* 

Berechnet  t7  =  0-00160°  0-00312°  0*00504°  0-00735° 
Beobachtet    t  =  0-00155      0-00311      0-00445  0'00505 

Deutlich  erkennt  man,  daß  die  Abweichungen  zwischen 
Rechnung  und  Beobachtung  um  so  größer  ausfallen,  je  stärker 
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die  Belastung  genommen  wird  und  daß  beim  Entlasten  (Ab- 
heben  der  Gewichte,  bei  den  stärkeren  Verbiegungen)  größere 
Ablenkungen  eintraten  als  wie  bei  dem  Anhängen  der  Ge- 
wichte; die  Wirkung  der  Entlastung  tritt  eben  sehr  rasch  auf. 
Würde  man  nur  diese  höheren  Ablenkungen  berücksichtigen 
so  würden  die  beobachteten  Zahlen  sich  schon  mehr  den 
berechneten  nähern;  bei  noch  stärkerer  Biegung  würde  auch 
dieses  Mittel  versagen,  da  dann  die  Grenzen  der  vollkommenen 
Elastizität  überschritten  werden  und  die  elastische  Nach- 
wirkung sich  stets  in  dem  Sinne  äußert,  daß  zu  kleine  r 
beobachtet  werden. 

Rechnet  man  das  den  obigen  Beobachtungen  entsprechende 
s  nach  der  Gleichung 

log  s  =  log  t— log  t' + log  2 1  X  1 0-4, 
so  erhält  man: 


und 


e1  =  20-34X10-», 
e8  =  20-93xiO-4 


e8  =  18-54X10-4, 
also  im  Mittel  19-94X10-4,  d.  i. 

£  =  20X10-*. 


Aluminium  III. 

to*^^*1"*^  überden  Einfluß,  den  die 
Resultat  hat  Thermoe,^ents  auf  das  schließliche 

schnitte  des's ^  7  vom  quadratischen  Quer- 

Thermo'elem!  T  *  =  °* 138  Cm  VVar"  Die  Befestigung  des 
«£t  1  (UirSprÜn^Iich  Konstantan-Eisen)  geschah 
stantandraht  „  ^  ^  Cr  ^  flachgcklopften  Kon- 

schließlich  mit  d"  A,Ummiumstab  herumlegte  und  ihn 
verlötete  ajs  ^  mder  Mitte  befinc«Hchen  Eisendraht  außen 
bli<*,  wurde  deX  ^  BeweSunS  der  Nadel  aperiodisch 
fcrnung  von  5  «  S&iUeh  CtWaS  verkuPfert  und  in  der  Ent- 
lölet:  dieses  Ku  M'tte       dQnnes  Kupferblech  ange- 

dUrch  das  bctj]      °h        daS  Konstantan  ~  verbunden 
ar»ge  Aluminiumstück  —  bildeten  nun  das 
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A.  Waßmuth, 


Thermoelement,  dessen  Enden  mit  dem  Galvanometer  ver- 
bunden waren.  Auch  hier  bewirkte  das  seitliche  Kupferblech 
eine  periodische  Bewegung  der  Nadel.  Durch  das  Umlegen 
des  Konstantandrahtes  war  nun  aber  der  Querschnitt  des 
Stabes  an  dieser  Stelle  größer  geworden;  die  Kantenlänge 
war  hier  nicht  0-138fw,  sondern  (V  1 60  cm;  dieser  Umstand 
macht  sich  in  der  Rechnung  sofort  fühlbar.  Setzt  man  a  =  0-  138, 
so  erhält  man  berechnete  Werte,  die  weit  über  den  beob- 
achteten lagen;  es  wurde  daher  der  Rechnung  ein  Mittelwert 
a  —0-150  zu  Grunde  gelegt. 

Die  Beobachtungen  vom  6.  April  1904  ergaben: 

T- 4-53,    w=l-02,    R-[  -"     1621  =  1734, 
log  t  z=  log  A'+O-  7696  -4. 


j 

A 

44 

>* 

A 

Mittel 

Beobachtet 

Berechnet 

>. 

* 

2px  =  100  g 

3  S 

l  •:. 

18 

•> 

. 

4-9 
4  0 

o-;> 

3-9 

0-5 
5  •  2 

4 
1 

•  > 

Xl=3-03 

t1=0-00178° 

0-00191° 

5-3 

2-7 

1-9 

3 

2  f.,  ==  130,^ 

7-3 

2  •  5 

1-9 

3 

11-5 
5-  1 

5-0 
03 

39 
3  4 

S 
3 

A',=6-l 

t.,=0- 00359° 

0  00374° 

8  « 

3-5 

4-0 

6 

; 

2pz  =  200  .f 

12-9 

8-0 

7  2 

7 

20-2 
11-8 

8-8 
G-l 

s-o 

■VO 

14 
8 

'.> 
1 

A"3=  10-23 

-3=0- 00603° 

0-00599° 

10-2 

10-5 

G-0 

10 

1 

Die  berechneten  Werte  wurden  erhalten  mit  e  =  21  X  10~4 
und,  wie  schon  bemerkt,  mit  (/  =  0'15n«,  indem  die  den 
ganzen  Belastungen 
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118£     166*.  216^ 
entsprechenden  Quadrate  der  Momente 

3/2=  10« XI '0446, 
M£=  10ux2-0466 

und 

M}=  10,1X4-6475 

waren  und  sich 

log  t  =  0  •  9398—  1 2 + log  e + log  M* 

ergibt. 

Sucht  man  umgekehrt  die  den  Beobachtungen  entsprechen- 
den Werte  der  s,  so  erhält  man: 

£,  =  19-6x10-»,   s,  =  20-2xl0-\    s3  =  21-1x10^», 
also  im  Mittel: 

s  =  20-3X10-4. 

Dieses  Beispiel  erweist  zur  Genüge,  daß  es  sich  empfiehlt, 
bei  diesen  Untersuchungen  der  Biegung  (und  der  Torsion),  wo 
J»e  Querschnittsänderung  eine  so  bedeutende  Rolle  spielt,  den 
Uraht  des  Thermoelementes  nicht  um  den  Stab  umzulegen. 


Platin. 

Chemisch  rein,  bezogen  von  Heraeus  in  Hanau.  Die 
itke  dieses  Stabes  wurde  zuerst  mit  einem  Dickenmesser 

unfi  !!LbeStimmt  Und  hi6fÜr  ,'500'  l'*°°>  1>498>  1,500 
»  498,  also  im  Mittel  zu  1  -499  mm  erhalten.  Nun  hatten 

nJt'l  C1"  Gevvicht  von  ö'575&  woraus  sich  mit  dem 
e  fischen  Gewichte  ^  =  21-4  eine  Dicke  2r  =  1498  mm 
«tto  so  wurde  denn  r  =  0-07495  ™  gesetzt. 

rieirhr-16  °bCn  anee«eben»  lieferten  Versuche  über  die 

förmige  Biegung  für  den  Elastizitätsmodul  E  die  Werte 

,0"X  1-737,  10^x1-715,  10»x  1T61  und  10«X  1-766, 
so  da6 

war.  £=  1012X  1  745  C.G.S 


284  A.  Waßmuth, 

Die  berechneten  Temperaturänderungen  t  entsprachen, 
da  /  =  19°  war,  der  Formel 

292XSXW— Ml)   

t_  

2T4  X0-032X419X105X101*X  1*745  X  TJtV 

oder 

log  t  -  0  •  8240—  1 2  +  log  s + log  (M$—M*). 

Es  hatten  nur  die  zwei  Haken  mit  ihren  Seidenschnüren 
nebst  dem  unteren  Brettchen  ein  Gesamtgewicht  von  21g, 
woraus  sich,  da  jeder  Arm  6  cm  lang  war,  für  M%  der  Wert 
10llX0-05  ergibt. 

Wurden  unten  2  p  —  150  g  angehängt,  so  daß  also  im 
ganzen  150  +  24  =  174^  zogen,  so  ergab  sich 

Ms  =  10,1X2-62 

und  für  2p  =  200 

Mg  =  10llX4-35. 
So  sollte  für  2p  —  150  g: 

logt,  =0-2339+loge  (2) 
und  für  2p  —  200  g: 

logra  =  0-4575+logs  sein.  (2') 
Nun  ergaben  die  Beobachtungen  vom  14.  März  1905  für 

r=4-60,    R-  (—°-f 2470  =  2576,    w  =  0-5Ö, 

logt  =  0-3383  -4  +  IogA'  0) 


und  für  das  Anhäneretfewicht 


2p 

A 

x 

Mitte! 
X 

Nach  (1) 
beobacht.  t 

Nach  (2) 
berechnetes  s 

\bOjr 

'l-Z 

12 

2-0 

l'l 

2  -  ö 

1-9 

3-5 

0-7 

1-21X10"4 

2  3 

1-4 

2-3 

1  ■  1 

0  •  90 

0-000207° 

1-9 

1-0 

"'' 

0-9 
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A 

t, — Xn 

<  X*  Xn 

x 

200g 

3-0 

2  0 

2-7 

1-1 

4-7 

3-2 

4-9 

20 

3-0 

1-8 

39 

Ii 

2-6 

1*7 

4-3 

0-6 

Mittel  !     Nach  (1) 


X 


beobacht.  t 


Nach  (2) 
berechnetes  e 


t-2 


0-000261' 


0-91X10-* 


Mittel:    s  =  1  -06x  10"4. 


Desgleichen  lieferten  die  Beobachtungen  vom  16.  März 
1905  mit  w- 0-62,  T  =  4  (50,  R  =  2576 


für 


logr  =z  0-3814 — 4+\ogX 


(1) 


A 

L3-*2 

A' 

Mittel 
X 

Nach  (1) 
;  beobacht.  t 

!  Nach  (2)u.(2') 
berechnetest 

Mg 

2-0 

0-6 

2-9 

0-8 

2-0 

2-5 

1-7 

0-6 

0-70 

0  000169° 

0-983X10-« 

200g 

2-8 

1  1 

2-6 

1-6 

2-7 

2-6 

1-2 

1-40 

0- 000337° 

1-175X10- ■» 

Mittel:    e  =1-08  XI 0"4. 


werden  demnach  «  =  1-07x10-»  setzen,  wofür 
^zenelsohn  0-89x10^  und  Schaefer  0732X10^ 
J**.  Der  wahrscheinliche^ 


•ehler  wird  dann  ±0  024,  d.  i. 


Palladium. 

Dicke de^St0 b  fein'  ^  Heraeus  in  Hanau  bezogen.  Die 
für  die  mittl  *  eS.WUrde  mit  drei  Apparaten  bestimmt  und  hie- 
daß  2r  -  tC  1  '45'  1  *45  und  1  '48  mm  erhalten,  so 

mm  oder  r  =  0  •  073  cm  zu  setzen  war. 


A.  Waßrauth, 

Mit  den  den  Anhängegewichten  100*  und  200*  ent- 
sprechenden Pfeilhöhen  0-23  cm  und  0-33  cm  findet  man  für 
den  Elastizitätsmodul  die  Zahlen 

£  =  10,2X  1*100 

respektive 

V  E-  1012  .-.  l'14o, 

so  daß  im  Mittel 

£  =  10lfX  1-123 

war-  dieser  Wert  steht  in  guter  Übereinstimmung  mit  dem  von 
Schaefer  angegebenen  10»XlM07.  Da  nach  verläßlichen 
Angaben  das  spezifische  Gewicht  des  Palladiums  1 1  -  4  und  die 
spezifische  Wärme  desselben  0  0093  ist,  so  rechnet  sich  t  aus 

292X8XW— ^q*) 


11-4X0  0593X419X10^X1-123X10^X  -^->'6 

oder 

log  t  =  0-0896-1 1  +  log  s+log  (Jtf- W)-  (-) 

Im  Anfangszustande  hingen  stets  24*  an  den  Mittel- 
haken, so  daß  sich  hiemit  findet: 

Mf=  1011  ;0  03. 

Wurden 

100  <f  angehängt,  d.  h.  zogen  124*,  so  war  Mf  =  1  '29X  ^j; 
\-M  »  .  .      ,      174      »         Jtf  =  2-olX  0  , 

200  .  -      >     224       •     •     ^  =  4-10X0 

250  >  ,  .      .     274       >     •    ,W  =  Ü-02X10». 

Demnach  gelten  für  diese  vier  Fälle  die  Gleichungen: 


Für  2p  =  100.  .  . .  log?,      0-  1830  +  loge. 
»   2/7=100....  logt,  =0-4805  +  löge. 

»   2/7  =  200          log  t3  =  0-0971 -Möge. 

>   2/7  =  250....  logr4  =  0-8050  + log  s. 


!  (20 


Hatte  man  rlf  v  r3  und  t4  durch  Beobachtung  bestimmt, 
so  sollte  sich  ein  nahezu  konstanter  Wert  für  s  ergeben.  Dali 
dies  tatsächlich  trotz  der  Kleinheit  der  Temperaturänderungen  ' 
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der  Fall  ist,  zeigen  die  ersten  Beobachtungen  vom  23.  Juni  1904. 
Dabei  war  w  =  0-545,  7=4*34,  R  =  2007  und  wurde  das 
beobachtete  z  gefunden  aus 


log 

r  —  0- 

4339— 4 H 

-log  X. 

0 

I1' 

! 

A 

l 

ri 

|  1 

X 

.Mittel 

X 

1 

r  t  nach  (1) 

t  nach  (2) 

Mit  dem 
M  iltel  werte 
s  — 
'  2-013X10-* 
berechnet 

100 

2  9 

20 

1-7 

1-7 

- 

1 

23 

3-0 

0-6 

ris 

0-000312° 

0*000107° 

150 

2-8 

1  '5 

1  -Q 

3-0 

0-5 

o  •  7 

2-30 

0  000625° 

2  -066X10-» 

0-000609° 

2Ö0 

4-1 

0-9 

3-6 

5-1 

2-2 

39 

3-75 

0-00102° 

2  046X10-» 

0  00100° 

250 

5  6 

2-1 

1-ö: 

4-4 

6-7 

1-5 

1-3 

5-8 

5-1 

0-00139° 

1  -888X10-» 

U  ■  00 148° 

Als  Mittel  aus  allen  vier  Reihen  ergibt  sich 

6  =  2-013x10-*, 
welchem  Werte  die  letzte  Reihe  berechnet  wurde. 

Belastung  ^        IeUtC  Beobachtu"g.  ^  mit  der 

des*.«/      "7  2o°  dle  Grenze  der  Leistungsfähigkeit 

t'lVThi  iSt!  b6im  Abheben  d-  Gewichte,  wo 
^o,leWlrkung  sofort  zuTage  tritt>  jst  der  AusschIag  der 

Nantes    'h  Beobachtungen  zeigen  ein  sehr  kon- 

°'67o  Hegi  AbweichunS  vom  Mittel  2  - 054X10«  unter 

•^h&nkht  SPät6re  Beobachtungen  ergaben  ähnliche,  wenn 
2  Juli  1904  S°  rCge,mäßig  ver'aufende  Zahlen.  So  die  vom 
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A.  Waßmuth, 


2p 

• 

i 
1 

A  ' 

.r,—  t2 

X 

Mittel 
X 

Beobachtetes 

T 

8 

100 

2-1 
2-1 

IM 
1-6 

13 

1-25 

0 • 000339° 

2-23x10-* 

Ebenso  eine  Beobachtungsreihe  vom  6.  Oktober  1904  mit 
w  —  0-545,    r=4'5Ö,    #  =  2216. 


2p 

A 

X 

Mittel 
X 

Beobachtetes 

i 

100 

2-7 

0-8 

2  •  2 

1-8 

0- 000443° 

2-91X10"4 

20 

1-0 

1-4 

200 

41 

0-4 

1-8 

34 

4  0 

0-2 

2-0 

32 

3  •  40 

0  000837° 

1-68X10"4 

4-4 

1-1 

26 

32 

4-3 

0-5 

11 

3-8 

250 

6-0 

0-9 

0-5 

5-7 

5-10 

0-00126° 

1-71X10* 

6-1 

28 

4-5 

Mittel:  £  =  2-10xl0-4. 


Man  wird  nicht  fehlgehen,  wenn  im  ganzen  mit  Ruck- 
sicht auf  das  Gewicht  der  Beobachtungen 

s  =  2-05X10-4 

genommen  wird.  Hiemit  fallen  auch  die  drei  sichersten  Beob- 
achtungen vom  23.  Juni  1004  zusammen. 

Als  wahrscheinlicher  Fehler  aller  18  Beobachtungen 
resultiert  ±  0  •  08  x  1 0~4,  d.i.  4%;  läßt  man  aber  die  (dem 
kleinsten  Gewichte  2p  —  100)  entsprechenden  zwei  Beob- 
achtungen, die  ein  absonderliches  e  =  2-9lXl0-4  lieferten, 
aus,  so  ist  der  wahrscheinliche  Fehler  nur  ±0-051,  also  unter 
2-570. 
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Zink. 

Für  dieses  Metall  ist  bisher  nur  »ungefähr«  die  thermische 
Änderung  des  Torsionsmoduls  bekannt,  indem  Katze- 
nelson hiefür  die  Zahl  40X10-*  und  Schaefer  die  Zahl 
4- '92X10-«  angeben.  Die  thermische  Änderung  des  Elasti- 
zitätsmoduls konnte  bisher  noch  nicht  ermittelt  werden,  da 
-wie  Schaefer  hervorhebt  —  wegen  der  außerordentlich 
niedrigen  Festigkeits-  und  Elastizitätsgrenze  es  nicht  möglich 
war.  eine  sichere  Messung  auszuführen,  obwohl  Drähte  bis  zu 
1      Radius  genommen  wurden. 

Bei  so  schwierigen  Verhältnissen,  wo  selbst  bei  der  ge- 
ringsten Torsion  eine  dauernde  Verschiebung  des  Null- 
punktes auf  der  Skala  eintrat,  war  nicht  zu  hoffen,  daß  sich- 
re b^nge  Anordnung  der  gleichförmigen  Biegung  eines 
Ankstabes  bewähren  werde.  Dagegen  ergab  sich,  wie  sich 
"'^en  wird,  die  Möglichkeit,  aus  dem  Verhalten  der  Legie- 
ren des  Zinks  mit  Kupfer  von  genau  bestimmter 
sammensetzung  -  auf  das  thermische  Verhalten  von  Zink 
'  n  innerhalb  gewisser  Grenzen  gültigen  Schluß  zu  ziehen, 
t-s  ^rde  angenommen,  daß  in  diesem  hier  vorliegenden  Falle 

.M.schungsrcgel  gelte.  Wenn  demnach  in  der  Legierung 
* 'ng),o/o  Cu  und  (100_v)0/o  ^  vorhanden  ^  8und  * 

.    e  < .  die  thermischen  Änderungen  des  Elastizitätsmoduls 

*  GllTung    a'le  VOrSte,Ue'  S°  SO]Ue  daS  2  der  Le*c™« 

1ÖÖ 

^SL^V?0111606"^^6  Zusammensetzungen  (ver- 
fertigt. S  8leiche  **>  80  war  dieser  Ansatz  gerecht- 

^V^T^1^8^ zuersi  eine  ganze  Rcihe  v°n 

Messingwerke '(Cv  ****  Entgegenkommen  der  Achcnrainer 
danke-  Die  Anal  -  'Z'  Kramsach-Achenrain)  in  Tirol  ver- 
im  hiesigen  U"d  ande,er  Messingstäbe  erfolgte 

*>»ntenDr      miSChen  Institute  dnreh  den  Herrn  Privat- 
SlA  d  b  " *remann>  dem  ich  hiefür  zu  Dank  verpflichtet  bin. 

4  mi,hen,-natur»-  Kl.;  CXV.  Bd.,  Ab«.  II  a.  20 
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Die  erste  Gruppe  des  Achenrainer  Messings,  mit  S.  &.  B. 
bezeichnet,  bestand  aus  67-2%  Cu  und  32-9%  Zn,  hatte  also 
schon  einen  bedeutenden  Gehalt  an  Zn.  Ein  Stab  dieser  Gattung 
hatte  eine  Dicke  von  2mm,  ein  direkt  bestimmtes  spezifisches 
Gewicht  s  =  8*541  und  wies  einen  Elastizitätsmodul 

E—  1012X0*9966  C.G.S 

auf;  für  die  spezifische  Wärme  wurde  (mit  hier  hinreichender 
Sicherheit)1  der  aus  den  Zahlen  für  Cu  und  Zn  berechnete 
Wert  0-0942  genommen.  Mit  diesen  Daten  und  der  Temperatur 
t  =  17-5°  ergibt  die  Voigt'sche  Formel: 

log  x  —  0-  2434  — 12  4- log  e  +  log  M*. 

Die  Arme  waren  hier  etwas  größer  wie  sonst,  indem  jeder 
die  Länge  von 

—  [25-85— 14-0]  =  5-925  cm 
2 

hatte.  Hiemit  rechnet  man  für 

(log  A/* 4-0-2434  — 12) 

(logM2-f-0'2434-12) 


die  Werte: 


2p  =  300.  .  . 
400... 
450... 
•  >oo ... 
600. . . 


01016 

0-3338 
0 • 4280 
0-5094 
0  •  5834, 


indem  bei  so  starken  Zugkräften  das  bleibende  Anhänge- 
gewicht vernachlässigt  wurde. 

Nun  lieferten  die  Beobachtungen  vom  23.  Februar  1904 
bei  T  —  4-57,  also 

R  =  ( ^7  f 2071  =  2224,     w  -  1  Ohm; 

log  x  =  Z A'+O  6528—4,    A'  -  A  —     [(*,—  *2)  +  (*3— ^ 

3 


1  Die  spezifische  Wärme  des  Cu  ist  0  094  und  die  des  Zn  0'095. 
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•p 

1  A 

*1—  *2 

!  *j — Xo 

l 

X 

i  Mittel 
X 

Beobachtetes 
t 

7-5 

1-4 

4-6 

4-5 

5-1 

1-6 

2-5 

3  7 

1-6 

3-2 

43 

417 

0-00188° 

5-9 

5-7 

i-S 

2-9 

4-2 

40«) 

9-3 

0-6 

4-0 

7-8 

9-5 

2-3 

4-8 

7  0 

1  4 

0  00.333 

45<) 

10-0 

28 

5-9 

7-1 

10-9 

2-2 

5-6 

8-3 

7*7 

0' 00346° 

50») 

11-9 

3-4 

64 

8-6 

10-7 

2-4 

5  8 

80 

8-3 

0- 00373° 

550 

15-8 

2-6 

76 

12-4 

20-5 

7-2 

8  1 

154 

iöO 

2-7 

60 

131 

136 

0  00611° 

18-8 

84 

76 

13'5 

Zieht  man  von  dem  beobachteten  log  r  die  Summe: 
(log  jtfä+0-2434  — 12) 
ab' so  erhält  m»n  log  s  und  findet  für  e  die  Werte: 


Tür 

2/7  =  300... 
400... 
450. . . 
500 . . . 


14-83X  10-4 
15  42X  10  4 
12-92X  10-4 
1 1  "55x  10-4. 


550   15-95x10  4 


50  daß  sich  als  Mittel: 


s  =  1413X10 


ergibt. 


20* 
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Den  Unterschied  zwischen  Rechnung  und  Beobachtung 


Berechnetes 
t 

Beobachtetes 

T 

2p  —  300. .  . 

0-001 79° 

0-00188°, 

400. . . 

0- 00305 

0-00333 

450 . . . 

0-00379 

0-00348 

500. . . 

0-00457 

0-00373 

5o0 . . . 

000541 

000G11 

die  mindestens  für  die  drei  niedrigsten  Belastungen  eine  gute 
Übereinstimmung  dartun.  Nimmt  man  demnach  für  den  unter- 
suchten Messingstab 

s  =  14-13X10-4 
und  für  Cu  die  von  Schaefer  gegebene  Zahl: 

£l  =  3-627XlO-\ 
so  kann  man  das  für  Zink  geltende  £2  berechnen  aus  der 


Formel: 


und  findet: 


67-lXs,4-32-9X2, 

£  =    •  "  " 

100 


s,=  35  6X10  4. 


Wie  schwierig  es  hält,  Messingstäbe  von  im  vorhinein 
bestimmten  Zinkgehalte  herzustellen,  zeigen  die  zweite  und 
dritte  Gruppe,  bei  denen  leider,  obwohl  dies  nicht  beabsichtigt 
war,  sich  ähnliche  Verhältnisse  wie  bei  dem  eben  betrachteten 
Stabe  der  ersten  Gruppe  (S.&B.)  vorfanden.  So  gab  die  Analyse 
eines  Stabes  der  zweiten  Gruppe  (S.  &  M.)  an  Cu  64*  4%. 
Zn  35-370  und  SiOa  0-4%. 

Ebenso  zeigte  die  Analyse  eines  Stabes  der  dritten  Gruppe 
(P.  &  M.)  daß  sich  darin  (>5-3<\0Cu  und  35-l"/0  Zn  befanden. 

Beide  Gruppen  wiesen  also  einen  nur  etwas  wenig  höheren 
Zinkgehalt  als  wie  die  erste  Gruppe  (S.  &  B.)  auf,  bei  der 
32-9%  Zn  vorkamen.  Obwohl  die  Beobachtungen  nicht  so 
regelmäßig  wie  bei  der  ersten  Gruppe  verliefen,  so  ließ  sich 
doch  auch  hier  ein  Schluß  auf  die  Große  von  s2  ziehen. 
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Für  einen  Stab  der  zweiten  Gruppe  (S.  Sc  M.)  —  Dicke 
2  mm  —  wurde  zuerst  der  Elastizitätsmodul  bestimmt;  da 


den  Anhänge- 
gewichten 


die  Hohen 


2p  =  200g 
300 
400 
500 
600 
700 


//  z=  0- 175«« 
0-253 
0-330 
0  400 
0-481 
0-500 

^sprachen,  so  lieferte  die  Differenzmethode  (Gleichung  1 ,  p  234) 
^  e  Werte: 

E=  1012x  1-081, 
=  10»»X  1-080, 
=  10,8X  1-182, 
=  10' -X0  908, 
=  10"x8i-00, 

^  war  im  Mittel: 

£=10»xl-071; 

^spezifische  Gewicht,  direkt  bestimmt,  war  8-508  und  die 
Pezihsche  Warme  (berechnet)  0-0943. 

Die  Beobachtungen  vom  1.  März  1904  ergaben  w  =  0-479, 
-  •* '  ut  also 

Ä=  '4 -4 li  2071  =  2372'   ,0«'  =  0 •  3032^4 +  /X 


0» 


27-8 


34-2 
34  9 


51 

3-8 

5-4 
8-3 


r3— *2 

*3— 

X 

5-8 
5-6 

2-0 

13-  1 
12-C» 

0  0 
8-2 

3-0 

19-0 
ISO 

13-9 
10-9 

4-G 
2  5 

21 

<>•)  .  u 
 J 

15-0 
16  5 

3-3 
b2 

27-4 

2(3-6 

Milte! 
X 


Beobachtetes 


1 2  •  .->:, 
is-;> 
22  ■  ° 

27-0 


0-00253° 
()•  00374° 
»•«ml  48° 

o-uo.vr.0 
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Hieraus  berechnet  man  für  die  vier  verschiedenen  Be- 
lastungen : 

10*Xs=  19-0,    16  7,    13-0,  112, 
deren  Mittel  für 

£r=  15  2X10"4 

CrglbHätte  man  mit  e2  =  35-6  für  Zn  nach  der  Mischungsregel 
gerechnet,  so  wäre  »  =  14-95X10-*  herausgekommen;  in- 
soweit dient  also  auch  dieser  Stab  zur  Rechtfertigung  für 

e2  =  3.VGX10-4. 
Eine  spätere  Beobachtung  am  2.  März  1904  mit  w  =  0-498 


.1 

Xo 

xs-x,  ! 

X 

Mittel 
X 

20  6 
16-6 

3-3 
1-9 

11-0 
7-9 

15-8 
13-3 

14-55 

[ 

Beobachtetes 


0-00309« 


und  für  2p  —  300: 

l 


15-9 
13-9 


1-6 
1-3 


8-0 
6-7 


12-7 
11-2 


11-95 


0-00254° 


Die  Verschiedenheit  (bei  2P  =  400)  gegen  früher  rührt 
davon  her,  daß  diesmal  mit  der  höchsten  Belastung  begonnen 
wurde. 

Auch  die  dritte  Gruppe  (P.  &  M.)  lieferte  für  steinen  an 
die  obige  Zahl  35-0 X  10  1  nahe  herankommenden  Wert. 

Die  Beobachtung  vom  4.  März  1904  an  einem  solche 
Stabe  _  Dicke  wiederum  2  mm  —  lieferte: 

w  —  0  -475,    T  =  4  •  23 

i  Das  Mittel  der  beiden  inneren  Zahlen  ist  14- 85,  das  der  beiden  äußer- 
sten 15-55;  man  merkt  das  gleichmäßige  Abfallen  von  t. 
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d.  i. 

und 
und: 


e.  23\2 
  X  2224  =  1906 
•57/ 

log  t  =  log  X+0  -3967— 4 


xl —  *2    xi — x2    *3 — xi 


X 


Mittel 
X 


Beobachtetes 


400 

16-3 

2-1 

7-9 

13-0 

18-5 

35 

8-4 

14-5 

13-75 

0-00343° 

500 

24  3 

4-2 

110 

30 

19-2 

• 

23-8 

48 

11-1 

4M 

18-5 

18-85 

0-00470° 

600 

30-9 

8-1 

15-3 

6-3 

23"  1 

31-4 

7-1 

14-6 

24-2 

23-65 

0  00590° 

Der  Vergleich  mit  der  Theorie  zeigt  uns,  daß  sich  für 
diese  drei  Belastungen  für  s  die  Werte: 

15-3x10-*,    13-6x10-»,    12- IX 10-* 

ergeben,  so  daß  als  Mittel  der  beiden  ersten,  da  die  für 
2/>  =  300  fehlt, 

14-45x10-* 


Rechnet  man  nun  an  der  Hand  der  Mischungsregel  mit 
»     ö'2*  10-4  für  die  zweite  Gruppe  und  s  =  14  45  für  die 
nue  Gruppe  die  zugehörigen  Werte  für  Zink,  d.  i.  e2,  so  findet 
US  den  Beobachtungen  in  der  zweiten  Gruppe: 

ea  =  36-3xlO-« 
undaus  denen  in  der  dritten  Gruppe: 

£2  =  34-6xl0  -». 

gruppe  G'gCnSatze  zu  den  drei  bisher  besprochenen  Messing- 
n>  die  untereinander  einen  wenig  verschiedenen  Zink- 
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gehalt  (etwa  34  •  4  %)  aufwiesen,  zeigte  die  vierte  Gruppe  einen 
erheblich  niedrigeren  Zinkgehalt  von  nur  2.V7  70  Zink  und 
dementsprechend  einen  höheren  Kupfergehalt  von  74'4%-  Bei 
den  gleichen  Belastungen  (Drehmomenten)  und  gleicher  Stab- 
dicke (2  mm)  ergaben  sich  nun  wesentlich  kleinere  Temperatur- 
änderungen T. 

So  wurde  am  0.  März  1004  an  einem  solchen  Messing- 
stabe —  in  der  Mitte  das  Thermoelement:  Konstantan — Eisen 
—  beobachtet: 

T-  4-4,    R  —  (-—   f  2410  =  2108, 

W-04' 

iv  =  0  •  .V)3,    log  t  =  log  A'+ 0  •  40>7 — 1 . 


300  7-o 
8-2 


40<> 


12-0 

«s-s 


1-2 

0"> 

0  •  "» 

6-4 

l-T 

3-7 

6-3 

02 

3-7 

!0  7 

—  — 

4-2 

0-7 

8-7 

O -00  103« 


12  8x10-» 


o- 1-0221°  0-9x10--» 


TZ 


Derselbe  Stab  wurde  am  12.  März  1904  abermals  unter- 
sucht, nachdem  in  der  Mitte  ein  Konstantandraht  und  links  seit- 
wärts ein  Kupferstreifen  angebracht  worden  war;  die  thermo- 
elektrische  Kraft  war  demnach  kleiner  und  wegen 

/  4  •  'V>  2 

7=4-32.    R  =  ;  1021  3  =1570, 

4-:;s. 


wurde 


I«\g  '  =  log  A'-4-0-ö449  -  1 
und  erhalten  bei  fallende  r  Belastung  : 
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2P  A 


■x.2  x3— x.2  X 


I 


Mittel 
X 


m 


1 

■10-8 

0-8 

3-0 

9-5 

II -  2 

2-7 

5-8 

9-4 

9  45 

3-2 

1-7 

47 

6-1 

10- 1 

1"6 

4-7 

80 

705 

8-3 

0-9 

4-8 

6-4 

6-1 

2-1 

6-0 

3-4 

4  0 

0-00331' 


Mittl. 
e 


9-59x10-4 


0-00247°  11-03x10 -4    <  X 

CO 


0-00172° 


13-47x10-* 


in  der 


meierten  gab  eine  mit  dem  wiederholt  fi 
a  am  3.  Juni  1904  durchgeführte  Beobachtung 
-Mitte  Konstantan-Eisen  —  für 

■ 

und  Iflr  2?  =  300:    t,  =  0-00132' 

2j>  =  400:    ta  =0-60232° 

taUlt  veineT  5  =  10  4X1°-4  hin*i-:  "och  weher 
kleL  W?     *  :VieSe"  auch  fUr  h8h«»  Belastungen 

^™1  =  TtxT< ,SiCh  naCh  MisChu"S-gol  für 
*  verlor,0  "°Ch  VerSUChC  beSProch-  -erden, 

«"  * * I  m.  "  f enrainer  Messings  mit  in  c™»  selb, 

^äKrr  fhk  hergestemen  Mess,ns- 

»■•Wuchter  St-ih  •  h  r v  so,cheram  3.  November  11K« 
^  »»gell  u  '  '35"""'  der  nach  dc"  heim 

"ies,  «i  aus^neVinen  Zink8Chalt  ™"  2""/«  hab- 

h"-orgcht,  nur  ein  Versllchen  »«■  der  folgenden  Seite 

kl«nw^oelSiCrf-VermUten'  daß  der  Pro^ntgehalt  an  Zink 
«eführtc  \nalv-»"     .    ;  dle  sPiter  «n  zwei  Stücken  durch- 

'«•5%  Z»  fand  83-?  r"?  'V  ™  für  Jas  erslc  S'«<* 
(mit  83 •  2 o/o  Cu)     '  '     U)        für  das  zweite  Stück  10  •*-/,> 
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§■ 

F.  © 

I?     U     »?  r+f 
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TT  IC 
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3  ^ 

tc 

1 — 

tc  ic  ic  to          tc  IC  —  —          —  —  —  —          —  —  —  — 

ot  in  ü>  s         u  c  »  c         oc  c  «4  y         —  i.-'  cc  — 
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Bei  den  Versuchen  p.  298  war 

/  4'30\2 

7=4-30,   R={   X2470  =  2246,    w  -  0-484 

4*51  / 

und,  bei  vorheriger  Bestimmung  des  z,  das  beobachtete  t  aus 
log  t  —  log  X+ 0  •  3503—4 

und  für  t  =  17° 

log  r  =  0  •  7857—  1 2  +log  s+ log  (M*— M02), 
worin  M*=  10»x0-402  war. 

Sucht  man  mit  diesem  so  erhaltenen  s  =  87x  10"4  nach 
der  Analyse  mittels  der  Mischungsregel: 

8.7  _  83-35x3-627  +  16-63xs8 

99-98 

das  dem  Zink  entsprechende      so  findet  man 

s8  =  34-2xl0"4, 
also  in  guter  Übereinstimmung  mit  dem  Obigen. 

Die  nachfolgende  Tabelle  gibt  eine  Übersicht  über  die 
Kesultate  der  Messungen  an  den  Messingstäben : 


Gehalt  an 


Gattung 


Achenrainer 


Gruppe  I 


I 


IL. 
HL. 
»  IV.. 

Gnzer  Mes- 
s'"g  ... 


Cu 


Zn 


in  Prozenten 


67-2 

64-  4 

65-  3 
74-4 

83-35 


32-9 
35-3 
35-1 
25-7 

16-63 


Beobachtetes 

Hieraus  für 

t 

für  dieses 

Zn 

berechnetes 

Messing 

14-  13X10-* 

35  6X10-» 

15-2  X»0-» 

36-3XI0"4 

14-45X10-« 

34  6X10  1 

11-35X10-» 

33- 7X10  » 

8  7  X»0-> 

34-2X10-» 

^  Sich  als  schließlicher  Mittelwert  für  Zink 

£  =  34-9X104 
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ergibt.  Da  diese  unter  sich  gut  stimmenden  Resultate  (die  letzte 
Kolonne  liefert  einen  wahrscheinlichen  Fehler  ±0-47,  d.i. 
1  -9%)  unter  Anwendung  der  Mischungsregel  erhalten  wurden, 
so  wird  es  wahrscheinlich,  daß  der  Gebrauch  dieser  Regel 
zur  Bestimmung  eines  unbekannten  ss  aus  den  gemessenen 
Werten  von  s  und  h  auch  in  anderen  Fällen  gestattet  se.n 
wird;  man  wird  indes  —  worauf  hier  ausdrücklich  hin- 
gewiesen werden  soll  —  immer  nachzusehen  haben,  ob  die 
vorhandenen  Versuche,  wie  in  den  vorliegenden  Fällen,  für  s, 
nahe  konstante  Werte  liefern. 


Schluß. 

Die  vorliegenden  Versuche  —  rund  450  an  der  Zahl  — 
lassen  erkennen,  daß  der  wahrscheinliche  Fehler  des  Wertes 
eines  s  unter  den  möglichen  Bcobachtungsfehlern  zu  hegen 
kommt,  d.  h.,  daß  sich  für  s  Werte  ergeben,  die  als  hin- 
reichend konstant  anzusehen  sind.  Die  vorgeschlagene 
Methode,  die  thermische  Änderung  s  des  Elastizitätsmoduls  zu 
bestimmen,  erscheint  somit  gerechtfertigt. 

Im  großen  und  ganzen  stimmen  die  nach  diesem  Verfahren 
erhaltenen  Werte  von  s  mit  jenen  überein,  die  andere  Forscher 
nach  ganz  anderen  Methoden  erhalten  haben. 

Prüft  man  die  obigen  Beobachtungsreihen  eingehender, 
so  sieht  man,  daß  bei  einzelnen  Metallen  -  -  wozu  insbesondere 
Aluminium  und  Silber  gehören  -    die  Größen  s  von  offenbar  zu 
hohen  Werten  nahe  gleichmäßig  bis  zu  allzu  niedrigen  Beträgen 
herabsinken.  Dieses  letztere  Verhalten  der  3,  das  Sinken  der- 
selben, tritt  bei  verhältnismäßig  großen  Belastungen  ein  und 
hat  seinen  Grund  im  Überschreiten  der  Grenze  der 
vollkommenen  Elastizität,  wozu  noch  in  einzelnen 
Fällen  die  elastische  Nachwirkung  dazukommt.  Beide 
Einflüsse  verhindern  das  volle  Entstehen  der  den  angewandten 
Kräften  entsprechenden  Deformationen,    respektive  der  zu- 
gehörigen positiven  oder  negativen  Wärmetönung. 

Ganz  andere  Ursachen  liegen  jenen  Erscheinungen  zu 
Grunde,  bei  denen  für  kleine  Belastungen  die  ersten  Aus- 
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schlage  A  etwas  zu  hoch  ausfielen.  Eigene  Versuche  zeigten, 
daß  auch  dann,  wenn  das  Thermoelement  mit  Wachs  an  den 
Stab  angeklebt  und  hierauf  mit  dem  Stabe  gehoben  und  ge- 
senkt wurde,  sich  (allerdings)  kleine  Ausschläge  ergaben,  d.  h. 
also  schwache  Ströme  unbekannter  Herkunft  vorhanden 
waren,  die  übrigens  im  gleichen  Sinne  wie  die  eigentlichen 
B:egiingsströme  verliefen.  So  wurde  z.  B.  am   17.  Oktober 
1903  das  Thermoelement  (Konstanten  —  Eisen ;  tv  =  0-512, 
7*=  4-51)  an  einem  Nickelstab  mit  Wachs  befestigt  und 
hierauf  bei  einer  Gesamtbelastung  von  j70g  ein  mittleres 
A  ~  2- 8 »im  und  bei  einer  von  1370^  ein  solcher  von  (51;«;« 
beobachtet.  Demnach  wären  die  wirklich  beobachteten  Aus- 
klage A  .    um  diese  Beträge  A' . .  ,  die  allerdings  etwas 
unbestimmt  blieben,  zu  vermindern  gewesen;  dies  konnte 

.  nur  bei  k,einen  Belastungen  von  merklichem  Einflüsse 
«m,  denn  nur  da  kam  diese  Korrektur  gegen  A  in  Betracht 
und  so  erklärt  es  sich,  warum  A,  t  und  entsprechend  e  gerade 
-e«  schwachen  Biegungen  zu  groß  ausfielen. 

Um  diesen  Übelstand  wenigstens  teilweise  zu  beheben 
^mehrmals  die  Differenzmethode  angewendet.  Da 
amhch  nach  Vo igt's  Formel  die  Differenz  Ar  =  t,-tt  von 
*e>  aufeinander  folgenden,  beobachteten  Größen  r 

pornonal  sein  mußte  der  Differenz  der  zugehörigen  Qua- 
ate  er  Drehungsmomente,  d.  i.  AJf=  so  ließ  sich 

n*-h  dieser  Beziehung:  "  1 

7,  -  —  C.b 
ebenfalls  e  hac*i~~       .  . 

Fehlerquelle  1  T  '  d'eSe  Art  mllß,e  dio  erwähnle 

'mZZl  t6nS  te'1WeiSe  eHminiert  werde".  «««  nicht 

— —  - 

acherdif8®'81"1«  ldeen  finden  «-ir  z.  Ii.  in  Yer- 

'-''-'l-s«  ""l       November  1903  mit  einem  Stahlstabe 

'^eTdenT;:r;d3uor2we?rt  wu:den  und  die  in  der  nach- 

P-  <m  wiedergegeben  sind. 
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Es  war: 

/=I8°C,    w  =  0-542,    7=4-84,    R  =  2845, 

logt  =  0- 2801— 4+IogA',  (l) 
E  —  21940  kg/mm2  —  2  •  1 52  x  1012, 
A/«=  I0»»X0-247   für  2p  =  170^. 
Die  Formel 

Iogs  =  11  -9893+log   (\) 

AM  K  } 

liefert  nach  diesen  Versuchen  für  s: 

i  =  2  •  655  X  1 CM,    2  -  6 1 6  X  1 0  ~\    2  •  644  X  1 0~\ 
1-540X10"4,  1-804X10-4. 

Deutlich  erkennen  wir,  wie  die  vier  ersten  Versuche  (2p  — 
920,  1170,  1420,  für  drei  sehr  nahe  konstante  Werte 
:-2-65öxi0-<,  2-616X10-4  und  2-644x10-*)  mit  dem 
Mittelwerte  ■  =  2-Ö38X10-*  lieferten  und  wie  dann  bei  noch 
«erer  Biegung  ein  starker  Abfall  der  s  mit  dem  Über- 
schreiten der  Grenzen  der  vollkommenen  Elastizität  eintrat. 
Hatten  wir  nach  der  Formel 


Iogs  =  1 1  -9893  4- log  r— log<Afs— Ml) 
die  Größen  (10*x.)  berechnet,  so  hätten  wir  dafür  die  Werte 
A  2  •  04.  2  •  82,  2 •  77,  2  •  45  und  2  •  35  mit  dem  Mittelwert  2  ■  75 

ChodeVMan  erkenm  deUlMCh  d6n  V°rteil  der  anSewandte« 

Die  Versuche,  an  denen  Herr  Wilhelm  Egerer  regen  und 
glichen  Anteil  nahm,  sind,  soweit  sie  nicht  allgemeiner 
^rgesteiu'     ^  Erg6bniSSen  durch  die  nachfolgende  Tafel 

^Kupferb^  ^  Ende"  ^  Konstantan'  und  Eisendrahtes  dort,  wo  sie  an 

a«deö-ü03S  .anla8Cn'  durch  ein  dünne*  Kupferblech  (»rücke)  vom  Wider- 

ntoflufe  Teil  !  ndc"'  S°  «in«  nur  der  berechnete,  vom  Thermoelemente  her- 

*******  ?™  dureh  daS  Galvanometer.  So  war  z.  ».  der  Ausschlag  ohne 

23  Teil  d'  T  6  2'3;  "Un  SO"tC  miCh  den  Wid^^^dsmes,ungen  nur 
5,,  s  »ruberen  Stromes  durch  das  Galvanometer  gehen  und  es  gibt 

23  -  -  n  e  entsprechend  der  Beobachtung.  Ware  in  der  Leitung  auüerhulb 
ucr  drucke  und  außerhalb  l  n 

Krift  vorhanden  Thermoelements  irgend  eine  elektromotorische 

gewesen,  so  hätte  sich  der  Ausschlag  anders  gestalten  müssen. 
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Die  Resultate  der  vorliegenden  Untersuchung  drücken  sich 
in  folgenden  Sätzen  aus: 

I.  Die  Methode,  aus  den  bei  der  gleichförmigen  Biegung 
beobachteten  Temperaturänderungen  von  Metallstäben  die  ther- 
mische Änderung  8  des  Elastizitätsmoduls  E  zu  bestimmen 
liefert  für  «  Werte,  die  innerhalb  der  Beobachtungsfehler  als' 
konstant  anzusehen  sind. 

II.  Wenn  bei  starken  Biegungen  ein  Sinken  des  Wertes 
von  t  eintrat,  so  lag  dies  darin,  daß  die  Grenzen  der  voll- 
kommenen Elastizität  überschritten  wurden  und  mitunter  - 
insbesondere  bei  Silber  und  Aluminium  -  die  elastische 
Jachwirkung  dazutrat  Die  nähere  Untersuchung  beider 
Müsse  soll  einer  späteren  Arbeit  vorbehalten  bleiben. 

in  Innerhalb  gewisser  Grenzen  hat  sich  für  die  Legierungen 
^Z,nks  m,t  Kupfer  die  Mischungsregel  für  die  betreffen- 
den  s  als  richtig  erwiesen. 

der  !Vh  ^  ""^        °bigen  Verfahren  fl)  erhaltenen  Werte 

e In  tu  7  Vi6,faCh  jenen  An«*bcn'  wie  sie  von 
anderen  Beobachtern  nach  anderen  Methoden  erhalten  wurden. 

mentell  "4^^"  ^  die  eXPeri" 

FiuenfinH^  b,S2^0)  erhar^en  Sätze  über  allgemeine 

des    er"  0H   6  T  V°igt  S°  «,ückIich  ^ebene  Erweiterung 

to^*"*^  P0temia,S  Bacher  Körper  ihre 


SlUb  d  — "».-natunv.Kl.;CXV.Bd.,  Ab,.  IIa.  21 


SITZUNGSBERICHTE 

DER 

KAISERLICHEN  AKADEMIE  DER  WISSENSCHAFTEN. 


MATHEMATISCH  -  NATURWISSENSCHAFTLICHE  KLASSE. 


CXV.  BAND.  IV.  HEFT. 


ABTEILUNG  II, 


"TMLT  DIE  ABHANDLUNGEN  AUS  DEM  GEBIETE  DER  MATHEMATIK,  ASTRONOMIE, 
PHYSIK,  METEOROLOGIE  UND  DER  MECHANIK 
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Über  das  elastische  Gleichgewicht  einer  Hohl- 
kugel, beziehungsweise  eines  Hohlzylinders, 

wenn  auf  die  äufiere  und  innere  Oberfläche  ein  gleichmäßiger 
Dnick  p„  beziehungsweise      wirksam  ist,  unter  Berück- 
sichtigung von  Gliedern  in  den  Spannungen,  die  bezüglich 
der  Defonnationselemente  von  zweiter  Ordnung  sind 

von 

Dr.  techn.  Alfons  Leon. 
(Vorgelegi  in  der  Siuung  «m  1.  Februar  1806.) 

I. 

In  den  Sitzungsberichten  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissen- 

tlT  1  WLe"  erSChiCn  im  Jahre  1894  die  zweiteilige  Ab- 
^d  ung  des  Herrn  Prof.  Dr.  Josef  Finger:  -Das  Potential  der 

nneren  Kräfte  und  die  Beziehungen  zwischen  den  Deforma- 
TlTt  Spannun«en  in  «'«tisch  isotropen  Körpern  bei 
.lern  ,?   SU,ngV°nGliedern' die  bezü8lich  der  Deformations- 

Bd  CH  Zdr,ter'beZiehUn^^  weiter  Ordnung  »nd. 
(ol.  Uli,  Abt.  II,  janner,  p.  163,  und  April,  p.  231). 

Beziehung  ""^  Te"e  dieSer  Abhandlung  wurden  die 
* n  fe  or,  ZW'SChen  de"  KomP°"enten       Spannung  und 

J    e  at™  h r°Wie  SUCh  d6r  Ausdruck  für  das  Pote"'-' 
de  u  7«  t      ;äf,e  'ediglich  aus  zwei  Grundannahmen 
gez iret™^11  Vm™*™™<  daß  ".ton.  das  in 
<ion  isotron  if,     K°rpereleme'"  vor  der  betrachteten  Deforma- 

™«rhalb  dieses  K«r  "T"*  *°  die  'mn"en  Kräfte'  die 
«Wien  oh„?H  t0rpere,ementes  sind,  ein  Potential 

*»    m.  ri  ,  Üb"  die  Aft  der  ZWischen  de"  ein- 

«  2*Z   k      kte"  di6SeS  E'emen,es  wirke"den  Kräfte 

•Es  e    k         8emaCht  Worden  wäre  « 

"«Potentklfr11  ÜiedUrCh-  W°fern  man  bei  der  Bestimmung 
absieht  die  .  '  ez,enun«sweise  der  Spannungen,  von  Gliedern 

fon  häherer  als  T'a  *"*  ^  "eUn  Versehiebungsderivati,>nen 
"er  dritten,  beziehungsweise  zweiten  Ordnung 
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sind,  die  Notwendigkeit,  bei  jeder  isotropen  Substanz  außer  der 
Integrationskonstanten  A0  der  Potentialfunktion  noch  sechs  kon- 
stante, bloß  von  dem  anfanglichen  Zustande  des  betrachteten 
Körperelementes  abhängige  Koeffizienten,  also  sechs  F^lasti- 
zitätskonstanten,  in  Rechnung  zu  ziehen.  In  aller  Kürze  wurde 
jedoch  bemerkt,  daß  diese  sechs  Konstanten  nicht  voneinander 
unabhängig  sein  müssen,  sondern  daß  zwischen  denselben 
noch  gewisse  Beziehungen  stattfinden  können,  deren  Ermitt- 
lung eine  Aufgabe  der  Molekulartheorie  ist.« 

Im  zweiten  Teile  wurde  gezeigt,  »daß  in  der  Tat  bei  der 
Beschränkung  auf  die  oberwähnten  Glieder  sich  diese  sechs 
Koeffizienten  durch  bloß  drei  Elastizitätskonstanten  ausdrücken 
lassen,  wofern  man  von  der  üblichen  besonderen  Annahme  aus- 
geht, daß  die  zwischen  je  zwei  materiellen  Punkten  wirksamen 
inneren  Kräfte  entweder  anziehend  oder  abstoßend  wirken  und 
lediglich  Funktionen  der  veränderlichen  Entfernung  dieser 
Punkte  sind«. 

Im  folgenden  sollen  nun,  ausgehend  von  den  Finger'schen 
Grundgleichungen,  zwei  der  wichtigsten  Aufgaben  der  Elasti- 
zitätslehre behandelt  werden,  nämlich  das  elastische  Gleich- 
gewicht einer  Hohlkugel,  beziehungsweise  eines  Hohlzylinders, 
wenn  auf  die  äußere  und  innere  Oberfläche  ein  gleichmäßiger 
Druck  pa,  beziehungsweise  wirksam  ist.  Es  läßt  sich  zeigen, 
daß  beide  Aufgaben  in  elementarer  Weise  exakt  lösbar  sind.  In 
beiden  Fällen  lehrt  uns  schon  die  Anschauung  die  Richtungen 
der  bloß  von  den  Hauptdilatationen  X,.  \  und  X,  abhängigen 
Hauptspannungen  iv  und  erkennen,  für  welche  Herr  Prof. 
Finger  folgende  Formeln  entwickelt  hat: 

a,  -  Ai+(2Ai  +  Al)[2\l  +  (K^,)-]-h 

4-  (2  A,— A , )  [X,  +  >s,  4-  X:i  4-  X.,  X3  4-  X,  X,  4-  X! Xg  ]  4- 
4-  3  (A:~A2)  (X,  4-X,  4  X.,)*  —  4  (A3  4-  AJ  (X^—  3Xf). 

%  ~  A  +  ('-?^4--41)[2X2  +  (X,4-X1)2]  + 

4-  (2  A.~  A , )  [X,    X,  +  X3  +  X..X,,  -f-  X.,X,  4-  X,  X,,]  + 
4-  3  (A, -  At )  (\  4-  X,  4- X;{) ■-'  ■  -  4  ( .4, 4-  A,)       -  3 X*), 

a3  =  Al  +  {2A2  +  Al)[2l,  +  (^+l2)<\  + 

4-!2.42-.41HX1+^4-X34-^X34-XsX14-X,X2]4- 
+  <A  -  A2)  (X,  +  k2  4-      -  4  (Aa  4-  .4,)        -  3  X?) 

Av  A2  und  AH  sind  die  Elasüzitätskonstanten. 


(0 


Digitized  by  Google 


Elastisches  Gleichgewicht  einer  Hohlkugel. 


311 


Die  Hohlkugel. 

Eine  Hauptspannungsrichtung  ist  offenbar  die  Richtung 
der  Geraden,  welche  den  betrachteten  materiellen  Punkt  mit 
dem  Mittelpunkte  der  Hohlkugel  verbindet.  In  der  auf  diesen 
Kadiusvektor  normalstehenden  Ebene  sind  alle  Richtungen 
gleichwertig.  Die  radiale  Hauptdilatation  X,  ist  gleich  wenn 
man  die  Verrückung  des  materiellen  Punktes  in  radialer  Rieh- 
tung  mit  ?  und  seine  ursprüngliche  Entfernung  vom  Mittel- 
punkte mit  r  bezeichnet.  Djc  Dilatation  des  Punktes  in  der 
darauf  senkrechten  Ebene  ist  X,  =  X,  =  £ .  Jeder  Punkt  bewegt 
sich  nur  in  radialer  Richtung.  Die  radiale  Hauptspannung 
bezeichnen  wir  nun  mit       die  darauf  senkrecht  stehende 
m*t  3,.  Somit  lauten  nun  die  Formeln  (I): 

*r  =  4  +  (2^+4)|2^  +  4^ 

+  <24.-A>[ä 

+  ^>[i  +  2-^£+2£.Ä]  + 

polaren\-n'eirhgeWiChtSbedingUng  fÜr  cin  Volumelement  ,„ 
P^ren  Koordinaten  ist  bekanntlich  die  folgende: 

-  —   rTr  +  2     —      =  0.»  ,3) 

J    Fr>|-...  ■•  ■ 

Pensionen  ^kT"  VOimU*gesctet'  we,che  k,cin  sind  itn  Verhältnis  zu  den 
G!tichu"3  (3)  zu  erset^Tduroh  dlCSC  A'lnahme  "icht  mehr  zu!iissi8-  so  isl 

'»ehe  A.  Leon-  Ob#r  h;„  u~ 
^»8  Fromme,  igoej  "'armespannungen  in  runden  Schornsteinen. 


(2) 
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Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  die  Spannungen  durch 
die  relativen  Längenänderungen  (Gleichung  2),  so  erhält  man 
die  folgende  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

Jp  , 


0  =  (^+6^)^+2^ 


:]- 


d? 

dr 


Jr2 


dr 


d*p 
~dr* 


J*p 
Jr  '  dr* 

9  P  <*P 
r  dr 


(4) 


Aus  dieser  Gleichung  ist  p  als  Funktion  von  r  zu  ermitteln. 
Trotzdem  sie  ziemlich  kompliziert  aussieht,  besitzt  sie  gewisse 
Schwächen,  welche  man  durch  Einführung  neuer  Variablen 
ausnützen  kann,  um  sie  zunächst  durchsichtiger  zu  gestalten 
und  dann  elementar  zu  integrieren.  Wir  ersetzen  sowohl  die 
Unabhängige  r  als  auch  die  Abhängige  p  durch  x,  beziehungs- 
weise durchs,  und  zwar  mit  Hilfe  der  Gleichungen: 

x  —  logn  r,  (°) 

y  =  P-  (ß) 
J  r 

Es  ist  nicht  schwer,  aus  den  vorstehenden  Beziehungen 
die  folgenden  abzuleiten: 


du  dy  , 

d2U         dv       d~y  ,  „ 

dr*       rf*      dx*      *  ' 


(7) 


Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (4)  ein,  so 
erhält  man 


0  =  (Al  +  6Ai)(y"+3y')—2Al(yy"+2y'*+3yy')+  ) 

+  2A2{§y'y"+byyn+\röyl2+\5yy')+  > 
+QAa{5y'yn+7yy"  + 1 1  y'*  +  2\yy');  ) 


(8) 
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y  kommt  in  dieser  Gleichung  nur  als  Koeffizient  eines  Differen- 
tialquotienten,  x  überhaupt  nicht  vor;  man  kann  sie  auch  in 
folgender  Weise  schreiben: 

0  =  6  (34 + 5  As)y'y»+  2  (—  2  Ax  + 1 5  A%  +  33  AJ y'*+ 

+  [2(-Al+5Ai  +  2lAs)y+(Ai  +  ßAJ](y+3y'). 
Dividiert  man  die  einzelnen  Glieder  dieser  Gleichung 
durch  6(34,+54,),  so  schreibt  sie  sich,  wofern  man  im 
folgenden 

a  _  — 2^+15^+33 A 
1  3(3^  +  54,) 


8      '    3(3>l2  +  5^3) 


-  A1+6Aa 

3      6(34,  +  5>y 
setzt,  wie  folgt: 


(9) 


y'y"+<iiy*+(<**y+as)(y»+Sy>)  =  0.  (10) 

h  und  as  sind  konstante  Größen,  welche  lediglich 
abhang,g  sind  von  den  Elastizitätskoeffizienten  Av  A,  und  Av 

beziehungsweise  von  den  Verhältnissen  4l  und  A. 

setzen  wir^  0P)  n0Ch  g6Stalten' 


Es  ist  daraus 

y  =  ~ 

y  =  £ 

und  a* 


Man  erhält  somit: 

ö  =  yr'+öly'»+fljy(y,,+3ni  (]2) 

a«ht  zu  vrm^aanderUngen'  WC,Che  «e«enüber  den  Dimensionen  des  Körpers 
«nwhttM.gen  sind,  erhält  man 
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Dividiert  man  diese  Gleichung  durch  Y'8,  so  erhält  man: 

Y"  Y  (Y"  Q\ 

0  =  yf  +  ai  +  *i  yi  Vyf  +  3| 

Setzt  man  nun  ,r 

--  =s,  (13) 

so,  daß 

1  — 

Y"  dx 

Y'  -      z  ' 

so  reduziert  sich  die  vorstehende  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  in  eine  solche  der  ersten  Ordnung,  welche  lautet 

dz  _  3tiiz2  +  (a^+a2)z  +  1 
dx  ~~  tf2- -+- 1 

Somit  ist 

und 

tfQz+l 


=  l0gn  C>  + / 3^^^ 


(15) 


wobei  logn  Cx  eine  willkürliche  Konstante  ist.  Gelingt  es  nach 
Ausführung  der  hier  angedeuteten  Integration,  z  als  Funktion 
von  x  zu  bestimmen,  so  liegt  der  weitere  Weg  zur  Lösung  des 
Problems  klar  vor  Augen.  Es  ist  (Gleichung  13) 


und  daher 


also 


Y  Y 
Z=  Y>  =  -dY'd*=Ax) 


dY  dx 


oder 


logn  Y  =  logn  c*+\-f^ 

:     .  AX). 
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logn  Q  ist  die  zweite,  willkürliche  Integrationskonstante. 

In  den  meisten  Fällen  wird  es  jedoch  schwierig  sein, 
:  explizit  als  Funktion  von  x  zu  bestimmen,  so  daü  man  von 
dem  soeben  angedeuteten  Wege  der  Integration  abgedrängt 
wird.  Dann  wird  man  auch  Y  als  eine  Funktion  von  z  dar- 
stellen. Nach  Gleichung  (14)  ist 

H:'+foi+a8);-H       dz  _   dz    dY  dz 

W  + 1         "  -  d'x  ~~  dY  "dx~  ~  dY'  Y'' 

Aus  der  Gleichung  (13)  erhält  man 


daher  ist 


oder 


z 


H-8-Ka,-K*,)s-H  _  dz  Y 
<V  +  J  ~~   z  '  dY 

dY^  _  a2z  +  \ 


Es  ist  also 

Die  Gleichung  (15)  stellt  x,  die  Gleichung  (16)  Y  als 
"  ;  V°n  2  dar-  Betrachtet  man  z  als  willkürlichen  Para- 
e*r,  so  ist  durch  diese  Gleichungen  der  Zusammenhang 

tischen  x  und  Yy  beziehungsweise  zwischen  r  und  f-  ,  also 

2ilrSChen  r  Und  p  gegeben,  und  unsere  Differential- 
s'eicnung  integriert. 

D'e  Funktion  *Lt 2+1 

-f  den  Ga  ^T^^  b^~^ 
teristiscjJ  p  ?g  Inteß«-ation,  weshalb  sie  die  »charak- 
brochene  "  °n  genannt  werden  soll.  Diese  echte,  ge- 
sei"-  Sie^'T'6  FunkUon  kann  reduzibel  oder  irreduzibcl 
samen  J!  reduz,bel' vvenn  Zahler  und  Nenner  einen  gemein- 
me^onc  abhängigen  Faktor  besitzen. 
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Ist  die  »charakteristische«  Funktion  irreduzibel,  so  kann 
ihr  Nenner  reelle  oder  imaginäre  Nullstellen  besitzen.  Im 
ersteren  Falle  ist  eine  weitere  Zerlegung  in  Partialbrüche  mög- 
lich, im  letzteren  nicht.  Ob  das  eine  oder  das  andere  der  Fall 
ist,  hängt  von  der  Größe  der  Koeffizienten  ax  und  ab.  Diese 
beeinflussen  daher  die  Art  der  Integration. 

Wir  wollen  nun  darangehen,  die  hier  angedeuteten  Fälle 
zu  behandeln.  Wenn  durch  Versuche  die  drei  Elastizitäts- 
konstanten Av  A2  und  A3  für  die  einzelnen  Materialien  bestimmt 
sein  werden,  wird  es  vielleicht  möglich  sein,  einen  einheit- 
lichen Gang  in  die  Berechnungen  zu  bringen. 

1.  Ein  Sonderfall.  Die  »charakteristische«  Funktion 

sei  reduzibel. 

Ist 

at  =  3,  (17) 
genügen  also  die  Elastizitätskonstanten  der  Bedingung 

^+6(i4f  +  i48)  =  0.  (18) 


so  ist 

X  : 

und 


C   d"  1 
=  logn  C,-h  I  ~  —  —  =  logn  C,  +  —  logn  (3s  +  1) 
J  32  +  1  3 


Y  e3x—C 


Z-  =± 


Yl  3  C\ 

Somit  erhält  man 

logn  y  =  logn  C\  +  C\j gS^c?  =        Ct  +  loSn  ^r$± 
oder 

v=r/V*.  (.9) 

Nach  den  Gleichungen  (5),  (6)  und  (1 1)  kann  man  dafür 
auch  setzen: 

V  r3 


Es  ist  also 


1  _  ^-03  QCJ 
r  ß2         a8 .  i'3 
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Nennt  man 

°i~ a*  =  C 


C*C\  —  QU 


so  ist 


_  r,  2C" 


(20) 


Diese  Lösung  bekommt  man  auch,  wenn  man  die  vor- 
liegende Aufgabe  behandelt,  aber  in  den  Spannungen  nur 
Glieder  berücksichtigt,  die  bezüglich  der  Deformationselemente 
von  erster  Ordnung  sind. 

Setzt  man  für  die  Dilatationen  die  vorstehenden  Formeln 
m  die  Gleichungen  (2)  ein,  so  erhält  man  folgende  Ausdrücke 
»ur die  Spannungen: 

8'  =  ^1+2(2^+^)  [c(2C+])  + 

+  2C»(2C-l)^+2££]  + 

+3(H-^)[c^+i)-^j+27K_A)C^ 
-^3M)[-2c^i4^^n^!l 

i  r3  r6  J' 

=  A+(2^,+^)  f2C(2C+l)+ 

+2C'(-2C'+I)^  +  5]  + 

+3^-A)[c(c+I)_^]+27(^_A)C,>+ 

■M(^,)[2C+7-^+5^-]. 


3/=: 


(21) 
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Zur  Bestimmung  der  Konstanten  dienen  die  Oberflächen- 
bedingungen, nach  welchen  für  r  =  ra  die  radiale  Spannung 
den  Wert  pa  und  für  r  =  r,  den  Wert  /»,-  annimmt. 


pa  -  4+2(24  +  4) 


r%  J 


C'(2C'+1)  + 
+2C"(2C— 1) 

+  3(24~4)  [C(C  + 1)  -  -~]  +  27(^-4)?»- 

_2C'«+14-^  11 

/>,  =  4  +  2(24  +  4)  [c'(2C'+l)  + 


1  C"21 
2C"(2C- 0      +  2—1 + 


3(24,-/1,) 
4(^-4-4) 


r?  J 

+  27(/l,— j4,)C— 


_2C'-'H-14C4--U 


r? 


2.    Ein   anderer  Sonderfall.   Die  »charakteristische* 
Funktion  sei  wieder  reduzibel. 

ISt  „.  =  0,      *  W 

genügen  also  die  Elastizitätskonstanten  der  Bedingung 

4  -  ÖA,-H214,  (24) 


so  ist 


und 


x  —  logn  Cj-4-  —  logn  {axz  +  1) 


t«,A_(v,  y 
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Somit  bekommt  man 

lognr=log„Q+C«. fj^L.  =  ,ognC>+logni^=Ä 
oder 

y=C*—^1-  (25) 

Nun  ist  aber  Y=a9£+a9  und  e*  =  r,  so  daß  man  aus 
der  vorstehenden  Gleichung  £  als  Funktion  von  r  angeben 
kann.  Es  ist 

_P  _  Q— a9  C2C?> 

3-  Ein  allgemeiner  Fall.  Die  »charakteristische«  Funk- 
en sei  nicht  reduzibel.  Ihr  Nenner  besitze  zwei 
reelle  und  voneinander  verschiedene  Nullstellen  zt 

und  z2. 

Sem  man  den  Nenner  der  »charakteristischen«  Funktion 
gleich  Null,  also 

3«lz»+(a1  +  <J8)z  +  l  =0, 

so  erhält  man  folgende  Wurzeln: 

.        1   r  /  

"l  ~"  6^ +     +  vV,-»-tf2)2-12aJ , 

=  6^  t~  <a* +  aJ  "  \A* -i  +  <'2)2— 1 2  a2  ] . 
und  zt  sind  reell,  wenn 

(^  +  ^)2>12^2  (20) 
151  «»er  wenn,  wie  aus  den  Gleichungen  (9)  hervorgeht, 
(^+2H+54V>36M1  +  5^  +  2M:l)(3^+5.43).  (27) 

d^  Nente?d,,ßemeinen  Gleichunßen  (15>  u^  (16)  können  wir 
duktderW.  er*Charakteristischen«  Funktion  durch  das  Pro- 
iaerVVurzelfaktoren 


ersetzen  und  erhalten: 
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=  ,0«n^+/3^-^(=-i.)"fe  " 


!  +      _logn(s-2,),  (28) 


logn  V  =  logn  C,  +j  3atS(s_ei)(s_-r) *■  " 


-,-^?v  logn  (*-*,)•  (29) 


so  ist 


Setzt  man  der  Einfachheit  halber: 

_     1  -4-  a2  c2 

Pl  -  3^-c,)  ' 

_  ^-4-3^^ 

*  -  3^  ~v' 


(30) 


(31) 
(32) 


a„  ßt  und  ß2  sind  nur  von  den  Elastizitätskoeffizienten 
abhängig. 

4.  Ein  Grenzfall.  Die  »charakteristische«  Funktion 
sei  nicht  reduzibel.  Ihr  Nenner  besitze  zwei  reelle 

und  gleiche  Nullstellen. 

Soll  zt  —  Zg  sein,  so  muß 
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und 

(-34+204+54.4,)«  = 

=  36(— ^+5^  +  21^(3^+5-4,).  (34) 

Es  ist  dann 

=  ,og„CI-i±^.2±_  +  llogn(s__Zi), 

J  3a,s(z— »,)» 

=  logn  Q  +  logn  z  ~L  .  ___  — iogn  (z—zj 

und  1 

  _  l+a«g| 


e    a(s-Zt).  (36) 


3;E'n  allgemeiner  Fall.  Die  »charakteristische.  Funk- 
,on  sei  nicht  reduzibel.  Ihr  Nenner  besitze  keine 
Wenn  ree,len  Nullstellen. 

also  (öi+a8)2<12^,  (37) 

(-34+204+54^<36Mi  +  5^  +  2M3)(3A+5AX  (38) 

Pmllhnvl  Zerl^gUng  der  »charakteristischen.  Funktion  in 
]bfUChe  mcht  ™hr  möglich.  Es  ist  daher 

^lognC+f.  +  1 

J  3S28+(a1+a2)s+-l^  - 


-  logn  C,  +  1 1  ogn  [3    s* + (^  +  ^)  c  + 1  ]  + 


1 

6 

6-  /2  /»  s>  _  . 
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"  i7  Z  "4"  1 

logn  y  =  logn  Q+J  Tf^I^^^ 


=  logn  Q + logn  z——  logn  [3fl1sa+(al+««)«  +  l]+ 

2 

 s      *  arctcr  — ■ — — ■  

Daraus  erhält  man  nun: 


€*  -  r  -  "-a'-fL_-r  «ctg-  ^t+^+J'v 


y 

~~  2 \/Sä^zI+{al+ü2)z+  1 

Der  Hohlzylinder. 

Der  Untersuchung  sei  ein  halbpolares  Koordinatensystem 
zu  Grunde  gelegt.  Die  achsialen,  tangentialen  und  radialen  Rich- 
tungen seien  durch  die  Buchstaben  a,  t  und  r  bezeichnet.  Es  kann 
sich  ein  Punkt  unter  dem  Einnuß  eines  gleichmäßigen  Druckes 
pu  nur  in  radialer  und  achsialer  Richtung  verschieben.  Ist  der 
Hohlkörper  so  dimensioniert,  daß  man  vom  Einflüsse  der  Rohr- 
abschlüsse (des  Zylinderdeckels  und  Zylinderbodens)  absehen 
(wie  dies  bei  allen  Berechnungen  geschieht)  und  einen  zur 
Achse  normalen  Querschnitt  auch  nach  der  Formänderung  als 
eben  betrachten  kann,  so  sind  a,  t  und  r  die  Richtungen  der 
bloß  von  den  Hauptdilatationen  X(I,  X,  und  X,  abhängigen  Haupt- 
normalspannungen und  nr.  Für  die  radiale,  spezifische 
Längenänderung  Xr  ist,  wofern  man  die  radiale  Verrückung 

mit  s  bezeichnet,      ,  für  die  tangentiale  X,  bekanntlich  ■-  zu 

setzen;  die  achsiale  Dilatation  ist  (voraussetzungsmäßig)  kon- 
stant und  durch  C  gekennzeichnet.  Setzen  wir  diese  Werte  in 
die  Gleichung  (1)  ein,  so  erhält  man: 
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^  =  A,H2At+Al)[2±  +  (l+CJ] 

+  ,2^l)[(l  +  C)(|  +  i)+C+i.i] 
+  3(^)g  +  l  +  Cf- 
— »(4+4) 
*  =  4  +  (24  +  4)[2|-  +  ( 

+9M,[«lt£,(4  +  i)+c+i.4] 

-M+,,)[c*--3g, 

«.  =  .4,+(2A+A)[2C+g  +  2)2]  + 

.      +(2VA)[(i+c,(|  +  g+c+i.|' 

-4(^[£.^_3C.]. 

>»n<Worm,gen Tonnengewölbes  ist  bekanntlich  die  folgende: 
r"3T  +'r—  0,  =  0.'  (42) 

««uS  tZ.  ^     U"d  fÜr  *  die  Fo""änderungen  ein,  so 
«  *  folgende  Differentialgleichung: 

"''klmfhrMTr^kr""*'"'  W,lch°  S^enübcr  den  Dimensionen  des  Körpers 
vc™thlessigen  sind,  gilt 
09r  | 

«Cr  dp 

i\ -",)  =  '). 


ir  +7  <»,-«,)+ ■^■ 
'   "»«»  -».„r».  Kl.,  CXV.  Bd..  Ab,  IIa. 
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0  =  Ai[(l-C)[r-^  +  ±-7)  + 

+  2^[<8-2C,(rg  +  -J-S  + 

r    Je        r1         Jrl  Jr- 

+  9r  dr  dr>\ 
iRj  fr  ('/f  4.  *      f''     3^  + 


+  3 


4-  5r 


't/r  '  i/r* 


1 


(42) 


Wir  führen  wieder  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (5)  und  (6) 
neue  Variable  ein  und  erhalten  nach'  einer  einfachen  Um- 
formung: 

0  =  S&A%+bA%)y'y»+2{-Ax  +  \2At+2AAt)yn+ 
Ai  +  \4Ai  +  36A,)y+Al  +  6A2  + 

+  d-At-  4  A,  +  6 .43)1  (/'+ 2/).  0*3) 

Setzt  man  der  Abkürzung  und  Übersichtlichkeit  halber 

—.4,-^12^  +  24^3 
~~  3(3A2  +  5^3)  ' 

— At+\  \  Aj  +  MAa  (44) 
0(3^  +  5  Ä,) 


ax  - 


at  = 


so  ist 


Ax  +  6  4,  +  C(— 4  -  -  4 ,4, +6^) 
473  "~  '  6(3i4Ä  +  ö>ls) 

0  =  //'+tf1/2  +  (^v+tfs)(y,+2.>',>- 


(45) 


at  und  a2  sind  Koeffizienten,  welche  lediglich  von  Av  A 
und  Ad  abhängig  sind,  während  ii3  die  erst  später  zu  bestim- 
mende Konstante  C  linear  enthält. 
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Setzt  man  ferner 

=  Y,  (11) 

so  erhalt  man 

0  =  Y'Y"+alY'*+aiY.(Y»+2Y,y  (46) 

eine  Gleichung,  die  bis  auf  den  Faktor  2  im  letzten  Gliede  der 
Gleichung  (12)  entspricht.  Auch  die  Integration  vollzieht  sich 
m  derselben  Weise  und  die  Einführung  von 

Y1  —  z  (13) 
ist  ein  Schlüssel  hiezu.  Man  erhält 

*  =  Iogn r  ~  logn  Q  +  f  atz  +  1  d  {±7. 

^2atz^(a1  +  a2)zTJ]äz-  (48) 

Die  weitere  Integration  hängt  ab  von  den  Werten,  welche 

«.und  a,  annehmen;  da  ax  und  at  Funktionen  der  Elastizitäts- 

on.anten  sind,  so  wird  sie  von  diesen  beeinflußt;  welchen 

Crt  h,ebei  d,e  instante  C  hat,  ist  gleichgültig. 

Nun  ist  dgg-H  . 

^a2s2+(ai+a  )z  +  l    as'  was  wir  im  früheren 

die  .charakteristische«  Funktion  nannten.  Wir  gehen  nun  daran, 
brachten"2  SPeZle"e  Und  auch  die  allgemeinen  Fälle  zu 

1  £in  Sonderfall.  Die  -charakteristische«  Funktion 

P     .  sei  reduzibel. 

ts  sei 

ai  ~  2,  (49) 
die  Beziehung  ZWischen  ^'  ^  und  As  rsiehe  Gleichungen  (44)1 
;R--  °  =  4  +  6(^  +  4,).  (50) 

Beziehungsweise 


=  lognQ+j"- 
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Man  erhält  auf  ganz  analoge  Weise  wie  bei  der  Hohlkugel 
die  folgende  Lösung: 

?-=C'+Cl  (51) 
r  r2 

Behandelt  man  das  elastische  Gleichgewicht  eines  durch 
gleichmäßigen  inneren  und  äußeren  Druck  beanspruchten  Hohl- 
zylinders in  der  gewöhnlichen  Weise,  indem  man  die  Span- 
nungen als  lineare  Funktionen  der  Dilatationen  ausdrückt,  so 
kommt  man  auch  auf  diese  Lösung.  Die  Gleichung  (50)  ist 
identisch  mit  der  Gleichung  (18). 

Nun  setzen  wir  diese  Lösung  in  die  Gleichungen  für  die 
Hauptnormalspannungen  ein: 


V  =  A^iVAr  +  AJ^C'+iC'+Cy 


1  C"* 


C"* 


+  (2Ai—A1)[2(l  +  C)C'+C+C'*—  ^ 

+  3(^—4)  (2  a+cy- 

-4(^  +  ^)  [(C-.3C)C'  +  C"(C+6C')^-3^]f 
a,  =  Ai  +  (2,At  +  Ax)\2C  +  {C'+Cy+ 

+  (2At-At)  1 2(1  +  C)C'+  C+  C'2-  + 

+  3(.43  At)(>C+Cy- 
—*(AZ+At)  [(C-3C')C'-C"(C+6C)  i  — 3~], 
=  A+2(2^  +  ^1)[C  +  2C"»J  + 
+  (2 .4,-^,)  [2  C'(  1  +  C)  +  C  +  C"  -  ~]  + 

+  3(^3  -.42)(2C'+C^    4M3  +  ^)[c'*-3C*~ 
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Für  r  =  ra  nimmt  ar  den  Wert  pa,  für  r  =  r,  den 

Wert  pi  an: 

Pa=Al+(2At+A1)[2C'+(C'+Cy  + 

+2C*'(C'+C-l)^  +  ^]  + 

+  (2 Af-AJ  [2(I+C)C'+C+C'^^]+ 
+  S(Ai-At)(2C'+C)*- 

[c(C-3C)  +  C"(C+6C)  -L  -3  ^1 , 

*a  *a  J 

*  =  4+04+4)  [2C+(C'+C)»+ 

+2C"(C'+C-l)^  +  <g!]  + 

+  (24~4)  [2  (1  +  C)  C'+  C + C"  -  ^]  + 
+  3(4-4)(2C'+C)»- 

-4(4+4)  [c'(C-3C')+C"(C+6C')-  -3  —  • 
L  *f         rl  i 

inneren  !^  ?UerSchnitte  des  Hohlzylinders  muß  zwischen 
eren  Und  außeren  Kräf^n  Gleichgewicht  herrschen.  *r\pa- 

a^e^Ob^VT1"6'6"'6  Kmft  d6r  auf  die  innere  und 
wirk  J!      «  Rohrabschlusses  in  achsialer  Richtung 

tanten  L     ^  ^  WdChe  g,eich  sein  muß  der  Re^" 
auf  dte  Elemente  des  Querschnittes  wirkenden, 

Fialen  Spannungen  =f\a.2«rär.  Nach  Ausführung  der 
Ration  und  geringerUmformungen  erhält  mandieGleichung: 

*2-rf    -A+2(2^+^)(C+2C^  + 

+  (2^-^)  [2  C'(l  +  C)  +  C+  C'2j  + 
+3(^^)(2C/+C),_4(^+^)(C,2_  3C8)  + 

C"* 


-^(Al  +  2Ai  +  4A3). 
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In  den  letzten  drei  Gleichungen  sind  nur  C,  C  und  ('" 
unbekannt. 

2.  Ein  Sonderfall.  Die  »charakteristische«  Funktion 

sei  reduzibel. 

Wenn 

a2  =  0  (53) 
ist,  also  zwischen  den  Elastizitätskoeffizienten  die  Beziehung 

Ax  -  2(74,-1- 18  As)  (54> 

besteht,  so  ist 

P  =  C'+  ~-  (55) 
r  r"« 

(Siehe  Fall  2  der  Hohlkugel.) 

3.  Ein  allgemeiner  Fall.  Die  »charakteristische«  Funk- 
tion sei  nicht  reduzibel.  Ihr  Nenner  besitze  zwei 
reelle  und  voneinander  verschiedene  Nullstellen  rt 


Die  Wurzeln 


und  Cjj. 


(56) 


sind  reell,  wenn 
also 

(-  3  j4t  +  38.42 + 84  A3y->  48  (-4t  +  1 4  At  +  36A,)  (3-d, + 54,) 

(58) 

ist.  Somit  erhält  man 

,  =  '08»  '  =  "ogn  C,  +j\-^±l—.ds  = 

=i°«nci+4f-^logn(-,')" 
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=  logn  C2-+-  /   dz  — 

=  logn  C2  +  logn       •"'*2*'% logn  (z-zj 

logn  (z— Zg) 


und  daraus,  wofern  man 


2*2>r-z2) 


2*1,(5  -z,)  ' 

^(z,-^)' 
4-2*7,::, 

_a1-4-2i72c2 


(59) 


(60) 


(61) 


Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichungen  für  die  Haupt- 
wrmalspannungen  ein,  so  erhält  man  letztere  als  Funktionen 

unl  r  dr6i  GleichunSen  zu  bekommen,  welche  C,  C\ 

1 bestimmen,  hat  man  für  z  =  s-  und  z  =  s,  die  radiale 
Innung  gleich  Null  zu  setzen,  wobei 

(^-  ^ 

r,  =  Cl 

^•Außerdem  i«««^^)  =  r-^.2,r<fr. 
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4.  Ein  Grenzfall.  Die  »charakteristische«  Funktion  sei 
nicht  reduzibel.  Ihr  Nenner  besitze  zwei  reelle  und 

gleiche  Nullstellen. 

Soll 
sein,  so  muß 

(^  +  ^»  =  8^  (62) 

und 

„  _         +      _  2    _  _   L_ 

~l  ~         4ö2  +  yj2at 

sein.  In  diesem  Fall  erhält  man: 

1+2  J| 

5.  Ein  allgemeiner  Fall.  Die  »charakteristische«  Funk- 
tion sei  nicht  reduzibel.  Ihr  Nenner  besitze  keine 

reellen  Nullstellen. 

Wenn 

K+<z2)2<8a2  (65) 
ist,  so  kommt  man  zu  folgendem  Resultate: 

4/  2^8u.-<u,+d.)1  V'8as-(a,+J.)t  /ß|,v 

=  Cx\/2a2~J+{ax  +  a2)z+\.e      '  .  (6b> 


arctg  — 


• — ~  £         .  .  „  ,  £ 

2  v^fli^+^+flJs+l  •  (67)' 
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II. 


Wie  eingangs  schon  erwähnt,  gelten  die  Grundfonneln  (1) 
unter  der  Voraussetzung,  daß  die  zwischen  je  zwei  materiellen 
Punkten  wirksamen  inneren  Kräfte  entweder  anziehend  oder 
abstoßend  wirken  und  lediglich  Funktionen  der  variablen  Ent- 
fernung dieser  Punkte  sind.  Macht  man  diese  Voraussetzung 
nicht  und  nimmt  nur  an,  daß  das  in  Betracnt  gezogene  Körper- 
element vor  der  Deformation  isotrop  ist  und  daß  ferner  die 
inneren  Kräfte  ein  Potential  besitzen,  von  dessen  Gliedern,  die 
m  Bezug  auf  die  Verschiebungsderivationen  von  höherer  als 
der  dritten  Ordnung  sind,  man  absieht,  so  haben  die  Haupt- 
spannungen, wie  Herr  Prof.  Finger  nachweist  (I.Teil,  Glei- 
chungen 56)  folgende  Werte: 

^  =  A+4Bt\i+(Cl-Al)(\i+\i+\8)  + 

+(ß^-45ll)(Xl+Xi+X,)»+2Ä1(Xi+X1)»+ 

+(8^4^1)(X1+Xi+V.+2Äi(Xi  +  X1)»+  ;  (68) 
+(C.-A)(^Xs+XsX1+X1X1!)-4^1X8X1-r-4581X|, 

5>  =  A+4ö8Xs  +  (C1~-^)(X1-f-X,  +  X,)  + 

+(3^45js1)(X1+X8+X3)^258(X14-X8)»-k 

^effizienten  ^  ^  ^  U"d  Ci  SM  &ie  SCChS  EIastizitäts" 

Koeffi^.^v  di6Se  Formcln»  ^Iche  sechs  verschiedene 
nur  derer i  dl  T'  *™  G]eichungen  <«),  in  welchen 
bedingt  d-  e\VOrkommen>  den  Betrachtungen  zu  Grunde,  so 
AufBahpn^  mC  beSOndere  Erschwerung  der  hier  behandelten 
««^Mktr1^  Diffcrent«'8««ichunsenf  auf  deren  Lösung 

Zeichneten       T**  606050  ge°aUt  wie  die  mit  (10^  und  <45> 

stehenden  Zeil'0  ß  ^  LoSUngen  auf  dem  in  den  vor- 
tonnen.      6,60  angeSebenen  Wege  vorgenommen  werden 
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Die  Hohlkugel. 

Es  ist  \  =      und  X,  =  X,  =  £- ,  daher 
%=4.+4H-*  +  (Cl-^)(ft  +  2A)  + 

+  (3^-4ßSI)(^ .+2$+ SB,  g  + 

^-A)(2f|+S)-^,S+^.(^'(6ä) 

0,  =  £  +(C-.4,)(g  +  2  -P )  + 

+  (3^_4^(J+2^2,ag  +  ^ 
+  (Ci-^(2fg  +  S)-4^-«-J+^S 

Setzt  man  diese  Formeln  in  die  Gleichgewichtsbedin- 
gung (3)  ein,  so  erhält  man: 

+  (45,  +  ^^)]  + 

+  8M'V/r  i/H+V^/  r*| 

Führt  man  wieder  für  die  Abhängige  p  eine  Größe  y,  für 
die  Unabhängige  r  die  Variable  x  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (o) 
und  (6)  ein,  so  geht  die  vorstehende  Gleichung  nach  Aus- 
führung einiger  Umformungen  in  die  folgende  über: 
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0  =  ü4//'+2(-252-f-C—  At+9A[— 4Bn)y+ 

+[2(QA[-8Bil  +  C-A1)y+(4B2  +  C1~Al)](y»+3y'). 

Setzt  man 

1  3A[ 

b       C.  +  dA'^SB^-A, 

2  SA[ 

__  4Bi  +  C-At 

3  6^; 


(70) 


so  ist 


0 


=//'+^y*+(^+^)(y'+3y). 


Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  nur  durch  die  Werte 
für  die  Koeffizienten  von  der  Gleichung  (10).  Unter  der  be- 
schränkenden Voraussetzung,  daß  die  zwischen  zwei  mate- 
riellen Punkten  wirksamen  inneren  Kräfte  entweder  anziehend 
oder  abstoßend  wirken  und  lediglich  Funktionen  der  variablen 
tntfernung  dieser  Punkte  sind,  haben  folgende  Beziehungen 
avischen  den  Elastizitätskonstanten  B2,  Cv  A'v  B2l,  ^p  B[ 

iL  8"4s  Gü,t'ßkeit  [s|ehe  die  oben  erwähnte  Fingersche 
Abhandlung,  II.  Teil,  Gleichungen  (31)]: 


2B2  = 

Q  = 

4  = 

B2l  = 


At+2AV 

3j4ä+ö-4ä, 
3(^  +  -43), 

^2+3^3. 


(72) 


Benützt 
voraussetzui 
so  erhält  man 


man  diese  Formeln,  um  unter  der  erwähnten 
ni  K  h  und  bi  durch  .4,,  A^  und  .43  auszudrücken., 
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— 2Ai  +  \roAi+33As 

b,  =  , 

1  3(3j4|+5j48) 

— ^  +  5^+21-4, 
b%  ~~      3(3^  +  5.4,) 

3  6(3^+5^4,) 

Dies  sind  aber,  wie  aus  den  Gleichungen  (9)  ersichtlich 
ist,  die  Werte  für  die  Koeffizienten  av  a%  und  ar 


Der  Hohlzylinder. 

Es  ist \  =  ~r>  K  =  J>  \  =  Cund  daher 

^  =  ü1+4HlJ+(C;^1)(J  +  ^+c)  + 

+  (3^-4^(J  +  |+c)f+2l^(^+c),+ 

+(ci^)(cJ+ci  +  iA)- 

-4^,cJ+42^£. 
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(73) 


Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichgewichtsbedingung  (42) 
ein,  so  erhält  man: 

°=f'3^-aH-4A.)(i+i+c)+ 

+4^  +  Q-^l  +  C(C1~i41)]  + 

W''£-£M£)--5]- 

Durch  Einführung  von  *  und y  erhält  man: 

°  =  6W+[-2^-4^1  +  l2^  +  Ci^lly.+ 

+[(12  A[-  g  ^  +  Q-^ + 4  ß2  +  Ct-i4t  + 
+  C(Ci-A)+2C(3^;-4ß21)](y'4-2y).  (74) 
Setzt  man  wieder 

*2  =  iH^Al±Ci-A 


(75) 
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so  erhält  man  die  folgende,  der  Formel  (45)  analoge  Gleichung: 

0  =y>y»+bly'i+(hy+bi){y"+2y').  (76) 

bx  und  b9  sind  von  C  unabhängig;  b9  hingegen  enthält 
diese  Konstante  in  linearer  Form.  Auch  diesmal  gehen  natür- 
lich blt  b„  fc8  in  die  durch  die  Gleichungen  (44)  definierten 
Werte  av  ag,  a3  über,  wenn  man  die  durch  (72)  ausgedrückten 
Beziehungen  benützt,  um  Av      und  A9  einzuführen. 
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Elektromagnetische  Vorgänge  in  bewegten 

Medien 

(II.  Mitteilung) 
von 

G.  Jaumann, 

k.  M.  k.  Akad. 

'Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  16.  März  1906.) 

Die  Theorie  der  elektromagnetischen  Erscheinungen, 
welche  in  meiner  ersten  Mitteilung'  aufgestellt  wurde,  unter- 
scheidet sich  dadurch  ganz  wesentlich  von  allen  früheren 
Leonen,  daß  derselben  weder  das  Gesetz  der  ponderomotori- 
when Wirkungen  noch  das  Faraday'sche  Induktionsgesetz  zu 
wunde  gelegt  wurde. 

Man  kann  die  Maxwell-Heaviside'schen  Gleichungen  für 
^hende  Medien  direkt  aus  der  Fresnel-Faraday'schen  Licht- 
Aypothese  ableiten.  Ich  habe  a.  a.  0.  die  Gleichungen  meiner 
eone  für  bewegte  Medien  ausschließlich  auf  Grund  der 
auf,  ,  n     D°PPe,brech«ng  rasch  deformierter  Medien 

stellun  1 •  WUrdCn  diG  Methoden>  nach  welchen  bei  Auf- 
geben n  T  GleichunßC!1  vorgegangen  wurde,  genau  ange- 
beton,n  ^  -  u  heuristischen  Wert  dieser  Methoden  besonders 
daß  ich  n  '  b6traChte  iGb  65  fÜr  einen  g'ücklichen  Zufall, 
ich  wirk|Uh  m  LagG  bin>  überzeuSend  nachzuweisen,  daß 
«wa  unJ  ^  65  d°rt  darSeste,,t  i?t>  dachte  und  nicht 
^ms^T"!! enermaßen  mich  von  dem  Faraday'schcn  In- 
^sgesetz  oder  von  der  Herrschen  Theorie  leiten  ließ. 

1  ■*«  Sitzungsber.,  Bd.  CXIV,  p.  1635,  Dezember  1905. 
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Ich  machte  nämlich  bei  Ableitung  der  Deduktionen  aus 
meinen  Gleichungen,  auf  einem  mir  fremden  Gebiete  nach 
neuen  Rechenmethoden  rechnend,  mehrere  ganz  wesentliche 
Rechenfehler.  Zufolgcdessen  schien  meine  Theorie  einen 
falschen  Wert  des  Rouiand'schen  Effektes  und  der  Unipolar- 
induktion zu  ergeben,  sie  schien  das  Faraday'sche  Induktions- 
gesetz nur  unter  der  Voraussetzung  zu  ergeben,  daß  das  Jen 
induzierten  Stromkreis  umgebende  Medium  inkompressibel 
und  wirbelfrei  bewegt  ist  und  auch  dieses  nur  deshalb,  weil 
ich  ein  Integralgesetz,  welches  nicht  allgemein  dem  Faraday- 
schen  Gesetz  entspricht,  für  den  genauen  Ausdruck  dieses 
Gesetzes  hielt.  Deshalb  behauptete  ich  sogar,  daß  die  Hertz'sche 
Theorie  dieses  Gesetz  nicht  richtig  darstelle  und  daß  sie  auf 
fortwährende  Produktion  freier  Ladungen  schließen  lasse.  Als 
ich  endlich  die  Hertz'sche  Theorie  richtig  auffaßte,  erkannte 
ich,  daß  allerdings  an  diesen  zwei  Punkten  die  Schwäche  dieser 
Theorie  liegt,  daß  dieselbe  jedoch  eine  sehr  schöne  und  wider- 
spruchsfreie Form  hat,  welche  aber  gar  nicht  dem  Charakter 
der  elektromagnetischen,  sondern  der  Gravitationserschei- 
nungen angemessen  ist,  auf -welche  ich  dieselbe  demnächst 
anzuwenden  gedenke. 

Nun  fand  ich  auch  die  Rechenfehler  in  meinen  Deduktionen 
auf  und  es  zeigte  sich,  daß  nur  diese  es  waren,  welche  die 
Konsequenzen  meiner  Differentialgleichungen  in  minder  gün- 
stigem Licht  erscheinen  ließen.  Aus  den  nun  wohl  exakten 
Rechnungen,  welche  im  folgenden  mitgeteilt  werden,  geht  her- 
vor, daß  meine  Theorie  in  vollkommenster,  durch  keine  Bedin- 
gungen eingeschränkter  Weise  den  Erscheinungen  gerecht 
wird. 

Erster  Teil. 

I.  Aufstellung  der  Grundgleichungen. 

Die  Differentialgleichungen,  zu  welchen  ich  in  der  ersten 
Mitteilung  gelangte  und  von  welchen  hier  ausgegangen  werden 
soll,  lauten: 

ii    ^ c      (  \      ,  \  , 
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?.(mV,u),  6) 

<K«V,*).  7) 

Hierin  bedeutet  e  den  elektrischen  Vektor,  „,  den  magne- 
nen  Vektor,  s  und  |i  die  dielektrische,  beziehungsweise  dia- 
magnetische  Dyade  des  Mediums,  welches  wir  stets  als  im 
a  Sememen  anisotrop  voraussetzen.  Ferner  bedeuten  s,  und  «i. 
^  konjugierten  Dyaden  und  ^ 


2  2 
2  2 


&maLTKSChen  Tei'  dCr  diclektnschen,  beziehungsweise 
^agnehschen  Dyade,  endlich  e0  und  H  deren  statische 

welches? ^ChtgeschwindiSkeit  in  einem  Medium,  für 
o  -     -  7,  worin  I  die  Einheitsdyade  ist.  Wir  setzen 

Weither  S  =  h.  =       ,  um  nach  Heaviside 
dle  Mitführunir  der  7am  4 

übr'gendieV  V  ?M  vermeiden'  l,nd  messen  im 

diepondPm  e.ren  '  Und  m  in  Gau0'^hem  Maße,  indem  wir 
^deromotonschen  Wirkungen  zu  Grunde  legen. 

S"2^  <•  raath««  ..... 

p-  Kl.;  CXV  Bd..  Abt.  IIa.  24 
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Y0  ist  die  eiekti  i-che  Leitfähig!. eit  des  Mediums,  ^  ist  die 
magnetische  Leitfähigkeit  des  Mediums.  Ich  halte  es  für  wahr- 
scheinlich, daß  alle  oder  doch  die  meisten  festen  Stoffe  eine 
(äußerst  kleine)  magnetische  Leitfähigkeit  haben,  will  dies  aber 
nicht  bestimmt  behaupten,  ebensowenig  aber  auch  diese  Mög- 
lichkeit ganz  außer  acht  lassen. 

Ferner  erwies  es  sich  heuristisch  sehr  wertvoll,  allge- 
meine dyadische  Derivationen  der  Geschwindigkeitsverteilung 
einzuführen.  Es  bedeutet: 

«V,  ö  9-  iMiVjttH-WgV  x  tt-t-w3/div  », 
mV,  \)  =  f^Vjtn-  h2V  x       «3/  div  n. 

Die  Zahlen  nt^m^  und  n^t^t^  dürften  nahezu  universelle 
Werte  für  alle  Medien  haben.  Ks  ist  Aufgabe  der  folgenden 
Deduktionen,  die  passendsten  Werte  dieser  Zahlen  zu  bestim- 
men, und  zwar  ergab  sich: 


»1  = 

—  2, 

»2  = 

=  -2, 

W3  = 

=  0. 

Man  erhält  diese  Werte  in  folgender  Weise: 

1.  Die  Grundvorstellung  meiner  Theorie  ist,  daß  die  Be- 
wegung überhaupt  keinen  direkten  Einfluß  auf  irgend 
einen  elektromagnetischen  Vorgang  hat,  die  Bewe- 
gung des  Mediums  wirkt  nur  insofern  indirekt,  als 
sie  die  Ursache  der  Deformation  des  Mediums  ist. 
Die  Rotation  des  Mediums  hat  überhaupt  keinen  weder  direkten 
noch  indirekten  Einfluß  auf  irgend  einen  elektromagnetischen 
Vorgang,  was  allerdings  eine  wesentlich  neue  Auffassung  ist. 
Die  Rotation  rot»  wird  aber  durch  die  antisymmetrische  Dyade 
der  Geschwindigkeitsverteilung  bestimmt.  Deshalb  müssen  die 
Dyaden««V,u  und  ;/V,»  unbedingt  symmetrisch  sein.  Die 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  hiefür  ist  aber: 

«/,  =r  m.j,,    ;;,  =  nr 

2.  Das  Energieprinzip  fordert  die  Beziehungen 

M'j— wä  +  2mi8  —  Hl—u2  +  2ns  =  0. 
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Es  ist  also: 

mi  —  M3  —  0. 

3.  Der  quantitative  Ausfall  des  Rowland'schen  Versuches 
fordert  den  Wert: 

ml  —  — _'. 

Hiedurch  sind  alle  drei  Konstanten  m  bestimmt  und  den 
Konstanten  n  gleich,  wie  in  I)  angegeben  wurde. 
^  Die  drei  Konstanten  a^a,  der  noch  unbestimmten  Dyade 
u7,t,  ebenso  die  drei  Konstanten  bxbtbt  der  Dyade  bV,  t  und 
die  Konstanten  ax  und  b4  haben  in  verschiedenen  Medien  ver- 
schiedene Werte,  welche  sich  durch  die  Strahlungserschei- 
nungen  in  starken  elektromagnetischen  Feldern  bestimmen, 
worauf  wir  hier  nicht  eingehen. 

Es  gibt  drei  verschiedene  symmetrische  Dyaden,  welche 
man  durch  Multiplikation  zweier  Vektoren  n  und  b  bilden  kann. 
Hievon  hat  die  erste: 

a-bl 

*e  einfachste  geometrische  Bedeutung  und  diese  ist  sogar 
isotrop  symmetrisch.  Die  zweite  symmetrische  Dyade 

haunalytisch  die  einfachste  Form,  aber  die  dritte  symmetrische 

hat  weitaus  die  wichtigste  physikalische  Bedeutung,  wie  wir 
weiter  unten  ersehen  werden. 

Dvad!ementTChend  gibt  63  aUch  drei  symmet.  ische  derivierte 
emer  Vektorverteilung:  die  isotrop  symmetrische 

7diva  =  V-al 

j6ne  VOn  ei^chster  analytischer  Form 

P^atchfLr^6'  erS6hen  WCrden'  diC  Srößte 

^vierte  Dyade  ^  ^  ES        ^  ^  svmmetrische 

24* 
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Nach  I)  haben  die  derivierten  Dyaden  der  Geschwindig- 
keitsverteilung, mV,  und  nV,  ö,  welche  die  elektromagne- 
tischen Vorgänge  mitbestimmen,  die  Form: 

mV,  »     nV,  \>     — 2[V,  U]  =  -2  V?a-2Vxu.  II) 

II.  Elimination  der  Hilfsvariablen. 

Die  Variablen  o,  t,  «  und  <|>,  deren  physikalische  Bedeutung 
im  zweiten  Teile  dieser  Abhandlung  erörtert  werden  soll,  lassen 
sich  leicht  aus  dem  Gleichungssystem  1)  bis  7)  eliminieren, 
wodurch  sich  die  elektromagnetischen  Grundgleichungen 
meiner  Theorie: 

[e] .  *i  +  1  a2 .  c+(To-[V, »]  •  8)  •  e  ^-  <r0  rot  m,  A) 
8/       2  2/ 

W  .  !ü  +  1  ^  .„,4-^-tV,  >1.|t).«  ±  -c0  rot  c  B) 
lt       2  3/ 

ergeben,  welche  wir  den  Deduktionen  zunächst  zu  Grunde 
legen. 

Wir  betrachten  ferner  vorerst  nur  gewöhnliche  Medien, 
welche  keine  elektrische  Doppelbrechung,  keine  starke  magne- 
tische Drehung  der  Polarisationsebene  zeigen  und  in  welchen 
Kathodenstrahlen  nicht  auftreten  können.  In  solchen  Medien 
darf  mit  hinreichender  Annäherung 

4L  JJ 1  0 
dt  dt 

gesetzt  werden,  so  daß  nur  die  zwei  Variablen  e  und  m  ver- 
bleiben, zu  deren  Bestimmung  obige  Gleichungen  A)  und  B) 
ausreichen. 

Sind  diese  Medien  außerdem  mindestens  in  der  Bewegungs- 
richtung hinreichend  homogen,  so  reduziert  sich  das  ganze 
Gleichungssystem  auf  die  zwei  Gleichungen: 

Le]-^+(7o-P',»]-0-        f0  rot«,  9) 
0/ 

0  r 
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Man  erkennt,  daß  in  diesen  Medien  außer  dem  Maxwell- 

schen  Verschiebungsstrom  [e].  ~,  beziehungsweise  [(x].  9~  , 

welcher  auch  in  dem  unbewegten  Medium  vorhanden  wäre 
und  dem  Leitungsstrome  Ve  beziehungsweise  ^-m  nur  noch 
der  Deformationsstrom 


— [V,  ö].fi.m, 


— [V,  u].  s  •  c 

auftritt  Der  Deformationsstrom  ist  die  mittels  der  De- 

rormat,onsdyade-[V,o]  aus  dem  elektrischen  Vektor 
-e,  beziehungsweise  dem  magnetischen  Vektor  u-m 
abgele.tete  Vektorfunktion. 

Der  gesamte  Einfluß  der  Bewegung  des  Mediums  läßt  sich 
7?  S°  darstellen'  daß  man  angibt,  daß  die  Leitfähigkeit  Y'  be- 
«ehungsvveise  ?  desselben  in  bewegten  Medien  nicht  den 
»ZT  ^6rt  To'  beziehun^weise  ^  hat,  sondern  einen  ab- 
malen dyadischen  Wert,  welcher  sich  zusammensetzt  aus 

b^ClVtit  f°hen)  n°rmalen  WCrte  T- 
bezieh  Deformationsdyade  —  LV,u].£ 

Leitfähi^!r,Se  T[V'        ES  ist  diese  abnorme  oder  fingierte' 
ah,gkeit  rasch  ^formierter  Medien  beziehungsweise: 

*x  V-[V,ö].e, 

gewötli^trragnetiSChen  Grund^eichungen  für  bewegte, 

^en  al  7h'      u*™  U"d  im  Ruhezustand  isotrope  Medien 
also  die  sehr  einfache  Form: 

aT"*"^^      rotTO'  n) 


M-~+?-m  ±-c0  rote.  12) 
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III.  Die  Wärmeproduktion  im  elektromagnetischen  Felde. 

Es  entsteht  nun  die  für  die  Zukunft  dieser  Theorie  wich- 
tige  Frage,  in  welchem  Maß  es  gestattet  ist,  die  fingierten  Lea- 
fähigkeiten T'  und  i'  als  tatsächliche  Leitfähigkeiten  aufzufassen. 
Diese  Frage  entscheidet  sich  bestimmt,  wenn  man  die  beob- 
achteten Energieänderungen  in  elektromagnetischen  Feldern 
zuzieht.  Da  meine  Theorie  ausschließlich  auf  das  kundt  sehe 
Phänomen  gegründet  ist,  kann  man  unmöglich  aus  den  Grund- 
gleichungen A)  und  B)  derselben  entnehmen,  ob  im  elektro- 
magnetischen Felde  überhaupt  Wärmeproduktion  und  Arbeits- 
leistung stattfindet.  Man  muß  also  der  Erfahrung  diese  Tat- 
sache entnehmen,  d.  h.  man  muß  durch  direkte  (oder  äqui- 
valente indirekte)  Beobachtung  entscheiden,  daß  keine  anderen 
Energieänderungen  als  Wärme  und  Arbeit  auftreten  und  ferner, 
in  welchem  Verhältnisse  diese  beiden  Energien  auftreten, 
ob  vielleicht  niemals  Wärme,  also  stets  nur  Arbeit  oder  umge- 
kehrt stets  nur  Wärme  oder  allgemein:  zu  welchem  Teile 
Wärme,  beziehungsweise  Arbeit  auftritt. 

Ist  aber  diese  unerläßliche  Beobachtung  gemacht  und  ge- 
lingt es,  das  Resultat  derselben  in  universell  gültiger  Form  aus- 
zusprechen, d.  h.  ist  das  Verhältnis  der  Wärme-  zur  Arceits- 
produktion  im  elektromagnetischen  Felde  durch  eine  uni- 
versell gültige  Zahl  bestimmt,  so  ergeben  meine  Grund- 
gleichungen ohne  Zuziehung  anderer  Voraussetzungen  als  der 
Kenntnis  dieser  bestimmten  universellen  Zahl,  die  ge- 
nauen Gesetze  aller  Energieproduktionen  bei  elektromagneti- 
schen Vorgängen  und  den  Wert  der  potentiellen  elektromagne- 
tischen Energie.  . 

Wäre  diese  universelle  Zahl  gleich  Null,  d.  h.  würde  keine 
Arbeit  geleistet,  so  müßte  die  ganze  fingierte  Leitfähigkei 
(T'_To)  ebensogut  als  die  Ohm'sche  Leitfähigkeit  Y0  als  wahr® 
Leitfähigkeit  aufgefaßt  werden,  da  sodann  folgen  würde,  da 
die  ganze  Leitfähigkeit  f  nach  dem  Joule'schen  Gesetze  die 
Wärmeproduktion  bestimmt. 

Wäre  hingegen  diese  universelle  Zahl  gleich  1,  d.  h.  wäre 
nur  die  Ohm'sche  Leitfähigkeit  ?0  als  wahre  Leitfähigkeit  zu 
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betrachten,  da  nur  sie  nach  dem  Joule'schen  Gesetze  die 
Warmeproduktion  bestimmt,  dann  wäre  die  Deformation  des 
Mediums  im  elektromagnetischen  Felde  von  keiner  besonderen 
Warmeproduktion  begleitet,  dafür  würde  das  Auftreten  sehr 
hoher  elektromagnetischer  Kräfte   folgen,   welche   die  ent- 
sprechende hohe  Arbeit  leisten.  Dieser  Fall  entspricht  ebenfalls 
den  einfachsten  Tatsachen  nicht.  Die  beobachteten  elektro- 
magnetischen Kräfte  sind  fast  oder  völlig  genau  halb  so  groß, 
als  aus  dieser  Annahme  folgen  würde.  Diese  Annahme  wider' 
spricht  auch  den  Grundlagen  der  Gleichungen  3)  meiner  Theorie 
(vergl.  h.erüber  a.  a.  0.,  p.  1649  und  1ÖÖ7).  Es  fällt  selbst  die 
der  inneren  Reibung  zugeschriebene  Wärmeproduktion  im 
unelektrischen  Feld  in  den  Gesichtskreis  meiner  Theorie 
oder  hegt  vielmehr  vorläufig  am  Hor.zonte  desselben.  Nichts 
Konnte  zu  dem  Charakter  dieser  Theorie  in  besserer  Überein- 
stimmung stehen  als  die  Erkenntnis,  daß  die  Deformation 
des  Mediums    im  elektromagnetischen    Felde  von 
einer  besonderen  Wärmeproduktion    begleitet  ist, 
welche  pro  Volums-  und  Zeiteinheit  den  Wert 


1  i 
-~e-lV,p].£.e  m.[V,  »].(*.  m 


III) 


üurch  direkte  Beobachtung  könnte  diese  Wärmeproduktion 
h  vint         k°nStatiert  werdcn'  da  sie  einen  ver- 

FeS  w  Wert  100  SCC  "  hat  das  eleklrische 

Deform.*  C  -  3000  Volt/°">  50  hat  d»e  elektromagnetische 
Gr  mm  Warme  d°Ch  nUr  den  Wert  «00  Erg.  =  10- 
Sch1ebuntr,tn  'S*  SekUndG  Und  Kubikzentimeter.  In  dünnen 
sein  donf!  ,.  ^  kann  6ine  Stärkere  Deformation  vorhanden 
dem  Fe^r,  ^  Defor™tionsstrom  senkrecht  zu 

mationsZ     ,Und  d6Shalb  ist  die  elektromagnetische  Defor- 

^  <Ter.tr  P8?"  glGiCh  NU,L  Üb6rhaUpt  ist 

ais°  auch  n        nPotenz  der  Deformation  proportional,  kann 

Nationen  ^  U"d  verschwi"det  bei  stärkeren  De- 

der  zweit*  die  8evvohnIiche  Reibungswärme,  welche 

"en  Potenz  der  Deformation  proportional  ist. 
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Wir  bezeichnen  deshalb  den  Wert 
7^7o+|(T'-Vo)  "To- 

als  die  wahre  Leitfähigkeit,  welche  nicht  nur  nach  Art  der 
Ohm'schen  Leitfähigkeit  in  den  Gleichungen  für  bewegte 
Medien  auftritt,  was  nur  eine  formale  Ähnlichkeit  wäre,  sondern 
welche  wirklich  nach  dem  Joule'schen  Gesetze  die  Wärmepro- 
duktion bestimmt.  Die  Grundgleichungen  A)  und  B)  müssen 
also,  wenn  es  sich  um  die  Berechnung  der  Energieverände- 
rungen handelt,  in  der  Form  geschrieben  werden: 

rsl .  }JL  +  _L  ö_i  .  e  -  —  [V.  »1-8-  e  -+-?•«  ^  <"0  rot  ra>  A'; 
LJ    3/      2  3/  2 


3/2  9/  2 


Multipliziert  man  nun  nach  dem  Vorgange  von  Poynting 
diese  Gleichungen  mit  f,  beziehungsweise  in  und  addiert,  so 
ergeben  die  Glieder  mit  7  und  i  die  gesamte  Wärmeproduktion; 
alle  Glieder,  welche  die  Geschwindigkeit  D  enthalten,  ergeben 
die  gegen  die  elektromagnetischen  Kräfte  geleistete  Arbeit,  so 
daß  die  potentielle  elektromagnetische  Energie  nur  als  Funktion 
von  e,  m,  e  und  p.  erscheint,  nicht  aber  von  der  Geschwindigkeit 
des  Mediums  abhängt. 

IV.  Die  Begrenzung  des  elektromagnetischen  Feldes. 

Wir  gehen  von  dem  Axiom  aus,  daß  jeder  physikalische 
Vorgang,  sofern  er  Objekt  (Problem)  einer  Theorie  sein  kann, 
im  Endlichen  begrenzt  sein  muß. 

Es  ist  dies  freilich  eine  Abstraktion,  denn  in  Wirklichkeit 
hängen  alle  Vorgänge  im  ganzen  Welträume  zusammen,  aber 
dieser  Zusammenhang  darf  außer  acht  gelassen  werden.  Es  ist 
diese  Abstraktion  notwendig  und  die  Voraussetzung  jeder 
Theorie,  denn  es  kann  keineswegs  das  Ziel  der  Theorie  sein, 
alle  Naturvorgänge  gleichzeitig  zu  untersuchen. 

Bei  der  Beschreibung  jedes  physikalischen  Vorganges 
muß  eine  bestimmte  Grenzschale  desselben  angegeben  werden 
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und  der  Nachweis  erbracht  werden,  daß  alle  außerhalb  dieser 
Grenzschale  verlaufenden  Vorgänge  ohne  Einfluß  auf  den  be- 
trachteten Vorgang  innerhalb  der  Schale  sind.  Es  ist  diese 
Angabe  immer  so  leicht,  daß  sie  meist  nicht  ausdrücklich  er- 
wähnt zu  werden  braucht. 

Ferner  gehen  wir  von  dem  Nahewirkungsprinzip  aus 
welches  besagt,  daß  die  Werte  der  physikalischen  Variablen 
und  ,hrer  räumlichen  und  zeitlichen  Derivationen  in  einem  sehr 
kleinen  Te.le  des  Mediums  sich  gegenseitig  vollkommen  be- 
snmmen.  Die  Fortpflanzung  einer  Wirkung  auf  größere  Ent- 
fernung kann  also  nicht  ohne  wesentliche  Veränderungen  in 
dem  dazwischenliegenden  Medium  gedacht  werden 

Nun  ersehen  wir  die  Bedingung,  welche  die  Grenzschale 
emes  physikalischen  Problems  immer  erfüllen  muß.  Sie  kann 
nicht  als  eine  mathematische,  geschlossene  Grenzfläche  gedacht 
«erden,  denn  von  einer  solchen  könnte  man  niemals  behau 
aß  s»  alle  äußeren  Wirkungen  abhält.  Die  Grenzschal 

Vieimphr  oin«   U~_i:   . 


pten, 
e  muß 


i- 

ale 


e'n 2h  "n-  beS'immt  anzu&ebendc  materielle  Schale  von 
Z       !    !    Sein'  FÜr  dieSelbe  muß  nwhgewiesen  werden, 
1«      ,       betrach,ete»  Wang  wesentlichen  Eigen- 
t^TT!a"etn  ihreS  Materials  Nu"  sind-  Da»"  P»»nzt 
enZC  ^keine  WirkUng  der  iiUßere"  in  den 

zzrzr des  un,ersuch,en  vorsaiiges  iin 

*Ldiv!)ef0rmati0n  derTeile  d«  Mediums  jeden  phys 
jedenf  Ish   ganrVeSen'liCh  beeinf,uß<.  ™*  «°  Grenzschal 

Iii.    .        alle  0r|s-  und  Richtungsmessungen. 

fe"  G°Se,Ze   mÜsse"    '»Variante  Form 
Wahl'der  k-„  d'.e  Uge  des  K'0'"-dinatenursprunges  und  die 

*>  jedenfalls  enriCh,Un8en  «leich«ültiS  &»  reicht 
we>sen  auf  »,  i T'  e,ne"  bestimnlten  starren  Korper  aufzu- 

m  «  ist  lieh  .  S'Ch  MeSSUnec'11  zu  bez'ohe"  h«ben 
diesem  Körper  fesHegt'8'  ^         ^  Koordinatensvstem  in 

s*en  üleichui"1"  AUSnahme  der  ungültigen  Maxwell-Hertz- 
F|u"ionen  dn.  SDn{  ke'"  f"'ner  bekanntes  Gesetz,  welches 
"  R,ch("ngsgröße  enthalt,  eine  solche  Form  hat, 
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daß  auch  die  Translationsgeschwindigkeit  und  Rotations- 
geschwindigkeit des  Koordinatensystems  ohne  Einfluß  ist,  darf 
nicht  ein  beliebiger,  sondern  muß  ein  bestimmter  starrer 
Körper  als  Träger  des  Koordinatensystems  ausdrücklich  be- 
zeichnet werden  und  dies  muß  so  geschehen,  daß  das  betref- 
fende Naturgesetz  eine  universell  gültige  Form  hat. 

Nun  halte  ich  es  für  ganz  unrichtig,  deshalb  zu  verlangen, 
daß  dieser  starre  Körper  für  jedes  Problem  derselbe  Körper 
sein  müsse.  Dann  bleibt  nichts  übrig,  als  den  Fixsternhimmel 
zur  Festlegung  des  Koordinatensystems  zu  benützen.  Diese 
Lösung  ist  aber  durchaus  nicht  universeller,  als  wenn  man  das 
Koordinatensystem  in  irgend  einem  anderen  starren  System 
festlegt,  denn  außerhalb  unseres  Fixsternsystems  gibt  es  andere 
anders  bewegte  Fixsternsysteme  und  man  kann  doch  die 
Vorgänge  in  diesen  nicht  auf  unseren  Fixsternhimmel  be- 
ziehen. 

Die  einzig  denkbare,  wirklich  universelle  Festsetzung  ist, 
daß  man  das  Koordinatensystem  immer  in  der  Grenzschale  des 
betrachteten  Problems  festzulegen  hat;  dies  ist  einleuchtend 
und  man  tut  es  ohnehin  meist  unwillkürlich. 

Deshalb  weil  die  Planeten-  und  Erdbewegung,  ja  ganz 
streng  genommen  jede  Bewegung,  in  kosmischen  Dimensionen 
abläuft  und  also  für  solche  Probleme  nur  der  Fixsternhimmel 
die  Abschlußschale  bilden  kann,  folgt  nicht,  daß  man  das  Licht 
einer  irdischen  Lichtquelle  nicht  vollkommen  genau  durch  die 
Zimmerwände  und  Fensterläden  abschließen  kann.  Die  Wände 
sind  eben  undurchsichtig  genug,  um  kein  Licht  aus  dem  Beob- 
achtungszimmer herauszulassen,  hingegen  lassen  sie  die  Gravi- 
tationswirkungen völlig  durch. 

Der  Michelson'sche  Versuch,  welcher  zeigt,  daß  der  Aus- 
fall eines  optischen  Experimentes,  bei  welchem  Lichtquelle, 
Aufstellung  und  Beobachter  im  selben  Beobachtungsraume 
sich  befinden,  nicht  von  der  Bewegung  des  Fixsternhimmels 
(von  den  Weltrichtungen)  abhängt,  folgt  also  aus  der  Undurch- 
sichtigkeit  der  Zimmerwände  nach  dem  Nahewirkungsprinzip. 
Er  folgt  als  selbstverständlich,  wenn  man  das  Koordinaten- 
system für  jeden  realen  physikalischen  Vorgang  stets  in  der 
tatsächlichen  Grenzschale  desselben  festlegt. 
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Die  Aberration  des  Lichtes  und  der  Fizeau'sche  Versuch 
zeigen  aber,  daß  die  Translationsgeschwindigkeit  des  Mediums 
in  Bezug  auf  das  Koordinatensystem  nicht  gleichgültig  ist  und 
daß  also  die  elektromagnetischen  Gesetze  sich  nicht  auf  ein 
beliebig  bewegtes  Koordinatensystem  beziehen  lassen  dürfen. 

Wir  beziehen  die  Orts-  und  Richtungsmessungen  immer 
aut  ein  beliebig  in  der  bestimmten  realen  Abschlußschale  des 
betrachteten  Vorganges  festgelegtes  Koordinatensystem.  Mit  ü 
bezeicnnen  wir  die  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  die  Grenz- 
schale. Mit  s-  bezeichnen  wir  die  Fluxion  einer  Variablen  an 

einem  so  bestimmten  Orte  und  in  Bezug  auf  die  so  bestimmten 
Ächtungen,  falls  es  eine  gerichtete  Eigenschaft  ist.  Zum  Unter- 
schiede von  dieser  lokalen  Fluxion  bezeichne  ~  die  totale 
fluxion,  d.  i.  die  Fluxion  einer  Eigenschaft  in  einem  mit  der 

Geschwindigkeit  .  bewegten  Punkte.  Endlich  bezeichne  d- 
j-  dt 
^  materielle  Fluxion,  d.  i.  die  Fluxion  der  Eigenschaft  eines 
matenellen  Teiles  in  Bezug  auf  ein  mit  diesem  nicht  nur  mit- 

wegtes,  sondern  auch  mitrotierendes  Koordinatensystem, 
n  eine  Gleichung  nur  solche  materielle  Fluxionen  enthält 

«  d»e  Hertz'schen  Gleichungen,  sowie  die  Gleichungen  4) 

2leichmmem!r  The°rie'  50  kann  man  sie  auf  J'edes  beliebig 
vstem  h^K      gtC  Und  «,eichfcrmig  rotierende  Koordinaten- 

ITlT^;  ES  gMt'  W6nn  <  einen  Skalar,  c  einen  Vektor 
no  6  eine  Dyade  darstellt: 


,    8  | 

dt        ä7e  +  t"V'e+7rotl,xc,  H) 

-ei^e  +  a.v.e,  ^ 

<//  *  ~"  ^8  +  *'^?e  + —rotto  x  s,  US, 
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Es  kommt  ferner  in  Betracht  die  totale  Fluxion  eines 
Raumelementes  tv,  dessen  Punkte  die  Geschwindigkeit  »  haben, 
und  eines  bewegten  Flächenelementes  f.  Es  ist 

—  w^wdivtt,  18) 
dt 

—  f -:,=  f.Vxt>.  19) 
dt 

Es  bestimmen  sich  hiedurch  die  totalen  Fluxionen  (Varia- 
tionen) von  Raum-  und  Flächenintegralen  mit  materiellem 
Träger: 

—  (etv)  z=  tv  —  e+we  div  t>,  20) 
dt  dt 

JL  (f.e)=f.48+t'^«-e-  20 

dt  dt 

V.  Die  Prinzipien  der  Mechanik. 

Sämtliche  Bewegungsvorgänge  werden  durch  Gleichungen 
von  der  Form: 

d' 

s  —  U     V  •  Ö, 
dt 

bestimmt.  Hierin  ist  5  eine  Materialkonstante,  die  Dichte 
welche  durch  diese  Bewegungsgleichungen  definiert  ist  un 
für  welche  das  Gesetz  der  Erhaltung  der  Masse: 

dt 

gilt.  0  ist  die  Spannungsdyade.  Diese  ist  die  dyadische  Summe 
mehrerer  speziell  bestimmter  Spannungsdyaden  6P  92,  von 
welchen  jede  für  jeden  Punkt  des  Mediums  durch  spezielle, 
dort  vorhandene  Zustände  und  Eigenschaften  nach  direkten 
Gesetzen  bestimmt  ist.  Die  Kraft  pro  Volumseinheit,  welche  das 
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Medium  erfährt,  ist  hingegen  nicht  durch  direkte  Gesetze  be- 
stimmt, sondern  nichts  anderes  als  die  vektorische  Derivation 
der  direkt  gegebenen  Verteilung  der  Spannungsdyade  6.  Das 
Gegenwirkungsprinzip  hat  bei  dieser  Auffassung  die  Form: 

jpi.ÖiO.  23) 
Der  Flächensatz  hat  die  Form: 

jp/o«0xr^O.  24) 

Hierin  ist  o  eine  völlig  in  der  Grenzschale  des  betrachteten 
Vorganges  verlaufende  Oberfläche  und  r  der  Abstand  von  einem 
beliebig  gewählten  Nullpunkte. 

Die  in  den  Bewegungsgleichungen  auftretende  Beschleuni- 
SU"K  jr  ist  nicht  die  materielle,  sondern  die  totale  Fluxion 

Tl!,lhWi.ndiSk,eit      DeSha'b  ist  woM  eine  gleichförmige 
i  e  Rn  r    I  Koordinf«<^ystems  gleichgültig,  nicht  aber 
e,ne  Kotatton  desselben. 

den  ^J™^*™'^  Pro  Volumseinheit  bezeichnet  man 

2 

'"^enentV16  t0'a'e  F'UXi°n  der  in  dem  klei"<="  Volum  w 

te^;rrTas:rrgie  unterzu^ 

dt  m)~  ~2SW~^  ö2  =  ^(V.6).i,.  20) 

leSUngeXkSDhtlgen  die  Recnenreßel,  welche  die  Zer- 

ljch(:  ivergenz  einer  linearen  Vektorfunktion  ermög- 

div(6-ö)  =  (V.0).ö  +  (U.V):6.  20) 

Bild 

*ir  J'enes^deTr^  RaUminteßra!  di<*er  Gleichung,  so  können 
,lr*en  Seite  leicht  in  ein  Oberflächenintegral 
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verwandeln.  Dieses  wechselt  sein  Vorzeichen,  wenn  mar .diese 
Oberfläche  des  ausgeschlossenen  Raumes  betrachtet  und  stel  t 
daher  einen  von  dem  äußeren  an  den  inneren  Raum  ab* - 
gebenen  Energiebetrag  vor.  Man  kann  den  Vektor  -6.»  a 
den  Fluß  der  Bewegungsenergie  bezeichnen,  we er  » 
unbewegten  Medien  Null  ist.  Auf  der  rechten  Seite  steht  zu- 
nächst die  F.uxion  der  Bewegungsenergie,  also  muß  wenn  das 
Energieprinzip  erfüllt  ist,  das  skalare  Doppelprodukt: 

(»,  V)  :  0,  27) 
die  von  der  Volumseinheit  pro  Zeiteinheit  gewonnene  sonstige 
Energie  darstellen.  Ist  8  die  Spannungsdyade  der  elastischen 
Wirkungen,  so  ist  der  Wert  27)  die  F.uxion  der  Po,en  ^ 
elastischen  Energie.  Ist  6  die  Spannungsdyade  der  Zalngk  t 
so  ist  der  Wert  27)  der  entwickelten  Reibungswarme  aquivaiem 
u  s  f.  Wenn  das  Energieprinzip  erfüllt  ist,  muß  die  Spannungs- 
dvade  6  derart  durch  die  Variablen  des  Feldes  bestimmt  sein, 
daß  der  Wert  27)  (mindestens  nach  Hinzufügung  der  Diver- 
genz eines  beliebig  durch  die  Variablen  des  Feldes  zu  öe- 
stimmenden  Vektors  als  integrierendem  Summanden )  sichatt 
die  Fluxion  einer  Funktion  der  Feldvariablen  da rste llen lasse 
Dann  nennt  man  diese  Funktion  eine  potentielle  Energie.  Ge 
Hngt  dies  nicht,  so  muß  dieser  Wert  einer  WärmeproduUion 
oder  chemischen  Energieänderung  äquivalent  sein. 

VI.  Die  elektromagnetische  Energiegleichung. 

Es  ist  bei  der  Prüfung  jedes  vorgeschlagenen  Gleichungs- 
systems  für  die  elektromagnetischen  Vorgänge  vor  allem  no  - 
wendig,  zu  untersuchen,  ob  dasselbe  dem  Energiepnnz.p  nicht 
widerspricht,  wenn  man  alle  bekannten  Veränderungen  a 
elektromagnetischen  Variablen   berücksichtigt.  •ns°es°n 
muß  auf  die  Variabilität  der  dielektrischen  Dyade  s  Kuck' 
genommen  werden,  da  diese  zweifellos  (zum  mindesten 
allen  Volumsänderungen  des  Mediums  nach  Boltzmann) 
tritt,  man  also  von  ihr  nicht  abstrahieren  kann. 

Es  muß  ferner  gefordert  werden,  daß  die  potentielle  elehi 
magnetische  Energie  E  durch  den  Ausdruck: 
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E—  ^■(''*-<+m-t>.-m)  27) 

bestimmt  ist,  denn  nur  dieser  entspricht  der  Erfahrung.  Ins- 
besondere liegt  es  nicht  im  Charakter  des  Energieprinzips 
wenn  angenommen  wird,  daß  diese  potentielle  Energie  außer 
von  den  Feldvariabeln  auch  von  der  Geschwindigkeit  »  des 
JWJ«  abhänge,  denn  dann  wäre  sie  eine  Art  Bewegung 

dem  LTPliZiT  Grund8'eichungen  AT)  und  B)  nach 
dieren  T  7  ^"'^  <'  ^«"»ngsweise  m  und 
STr n T  ^  E"ergiegleichung  unserer 
u~  1  '  We'Che  die  Geschwindigkeit  »  enthalten, 
W  hl""  h'ebei     8nderer  Wdse  derselb«"  Operation 

e  men 1 T"     "yadiSCh  miU'  "^ehungsweise  n,  und 
nehme  von  den  so  erhaltenen  Dyaden  den  Skalar. 
Wir  setzen  vorläufig: 

5=  yf^.*]! 
und  berücksichtigen,  daß 

8'       2       8/       2  3/ 

Verhalten  die  Energieg,eichung: 
8£ 

3/  ^^T-c+m.^.m  =  ^  div  (TO  x  c)>  28) 

Nun  ist: 

(V^):(e.e.e)  =  (ö.v):(e.exe), 
*°  ergibt  sich: 

*  "ymra^-'V16  dielek'ris<:he  und  diamagnetische  Dyade 

Und  in  »Hen  mL*T ^  haben'  weil  dies  einfacher  »t 
untersuchten  Fällen  auf  das  s(e  z 


3ö4  ^.  Jaumann» 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  0  den  Wert 

0  £  ![£.c,c|  +  -  - [•*•«,  m].  29> 

2  2 

so  folgt  nach  der  Rechcnregel  26): 

S  =  div(O-o)— (V-ö)-» 
und  die  Energiegleichung  nimmt  die  Form  an: 

H  +(V.6).»-4-div(rpcxm-e.t»)  +  CT-c  +  m-£>m  =  a 

VII.  Die  ponderomotorischen  Wirkungen. 

Sämtliche  mechanischen  Wirkungen  im  variablen  inhomo- 
genen anisotropen  elektromagnetischen  Felde,  also  auch  m 
Strahlungsfeldern,  werden  bekanntlich  durch  die  Maxwcll- 
Hertzschen  Spannungen,  präziser  ausgedrückt  durch  die  Max- 
well-Hertz sehe  Spannungsdyade  in  der  vollkommensten 
Weise  dargestellt,  deren  Wert  sich  in  folgender  Form  darstellen 
läßt: 

2 

+  ,L[{J,.m,m].  IV) 

2 

Wir  müssen  nur,  zeigen,  daß  man  den  Wert  (\7.6)-U  in 
der  Energiegleichung  30)  als  die  Fluxion  der  Bewegungsenergie 
ansprechen  darf.  Jedenfalls  ist  aber  dann  nach  Gleichung  -o) 
(V-Ö).tt  die  totale  Fluxion  des  Raumintegrals  der  Dichte  der 
Bewegungsenergie  B  mit  materiellem  Träger  w: 

?jB   =  i-  -</'-(5w)  =  (v.e).». 
o/         «'  dt 

Wir  müssen  also  zunächst  dieselbe  Fluxion  der  potentiellen 
elektromagnetischen  Energie  E  in  die  Gleichung  30)  einfuhren. 
Es  ist  nach  der  Regel  Gleichung  20),  18)  und  13): 
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Nach  der  Rechenregel 

dWE*  =  tt-VE+E  div  0 

erhält  man  nun  folgende  leicht  zu  deutende  Form  der  Energie- 
gleichung: 

IE  ZB 

^  +  ~+<*T'e+m^m+div(c0exm— 6.»— £t>)  —  0.  V) 

Das  erste  Glied  stellt  die  Fluxion  der  potentiellen  elektro- 
magnetischen Energie  E  eines  bestimmten  Teiles  der  Materie 
dar  und  diese  Energie  hat  nach  Gleichung  27)  den  Maxwell- 
Hertz'schen  Wert. 

Das  zweite  Glied  stellt  die  Fluxion  der  Bewegungs- 
energie B  desselben  materiellen  Teiles  dar. 

Die  folgenden  zwei  Glieder  stellen  nach  Kapitel  III  die 
Wärmeproduktion  dar.  Alle  diese  Werte  sind  auf  die  Volums- 
einheit  bezogen. 

Endlich  folgt  eine  Divergenz  eines  Vektors  q,  welcher 
also  den  Energiefluß 

darstellt.  <A -ö'»+<.ex«-£»  VI, 

Da  sonach  das  Energieprinzip  erfüllt  ist,  ist  (V-6).»  tat- 
sächlichdie  Fluxion  der  Bewegungsenergie  und  also  stellt  der 
/rt  Jd,e  auch  aus  meiner  Theorie  folgende  clektromagne- 
Wert  e|xrpannunSsdyade  dar,  welche  nach  29)  genau  den 
Theo  MaXwe,,'schen   Spannungsdyade  hat.  Meine 

ne  ergibt  also  sämtliche  ponderomotorische  Wirkungen 
genau  m  derselben  Weise  wie  die  Maxwell-Hertzsche  Theorie 
Daß  si'mmt  mU      m  mechanischer  Beziehung  völlig  überein. 
der  rTi  arCh  ^  GegenwirkunßsPrinzip  und  das  Prinzip 
ativitat  der  Bewegung  erfüllt,  folgt  aus  Kapitel  IV. 

Medium  -b°  V°'UmS"  Zeiteinheit   an   das  umgebende 

U  ertraßene  Bewegungsenergie  bestimmt  sich  durch 

— div(ö.p). 

Arbeit 'l^fr6"0  der  Bewegungsenergie  kann  auch  als  die 

betrachtete ,T '  We'Che  ^  an  def  0berfläche  düS 

Fiächen.n"     lleS  deS  Mcdiums  wirkenden  Maxwell'schen 
««Spannungen  leisten. 

S)tIb  d  »*then,.naturw>  K1>.  cxy_  ^  Abt_  na  2. 
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VIII.  Die  Aberration  des  Lichtes. 

Der  Rest  der  Energieübertragung  hat  elektromagnetische 
Bestimmungsstücke. 

Der  elektromagnetische  Energiefluß  3,  welchen  wir 
mit  der  Strahlrichtung  in  elektromagnetischen  Wellen  identi- 
fizieren dürfen,  hat  nach  Gleichung  VI)  den  Wert: 

«  =  c0cxm-£u.  VII) 

Die  erste  Komponente  dieses  Energieflusses  ist  der  Poyn- 
ting'sche  Vektor,  aber  die  zweite  Komponente  — E\>  ist  neu 
und  meiner  Theorie  eigentümlich. 

Nach  den  Grundgleichungen  9)  und  10)  für  homogene  und 
isotrope  Medien,  in  welchen  nur  lokale  Fluxioncn  und  Deforma- 
tionen vorkommen,  sind  die  elektromagnetischen  Vorgänge 
von  der  Geschwindigkeit  des  Mediums  ganz  unabhängig  und, 
wenn  noch  die  Deformationen  klein  sind,  ist  überhaupt  die 
Bewegung  des  Mediums  völlig  ohne  Einfluß  auf  den  elektro- 
magnetischen Vorgang. 

Gerade  deshalb  muß  der  Energiefluß  durch  jede  mate- 
rielle Fläche  von  der  Geschwindigkeit  derselben  abhängen, 
denn  die  Energiegleichung  bezieht  sich  auf  einen  von  einer 
materiellen  Fläche  umschlossenen  Raum.  Wenn  der  Energie- 
fluß  Null  ist,  so  erfüllt  die  Energie  die  Kontinuitätsgleichung, 
d.  h.  sie  bewegt  sich  mit  der  Materie.  Da  aber  der  elektro- 
magnetische Vorgang  von  der  Bewegung  der  Materie  ganz 
unabhängig  ist,  so  muß  der  Energiefluß  die  Komponente  —  £» 
enthalten,  welche  den  Transport  der  Energie  mit  der  Materie 
wieder  rückgängig  macht. 

Dies  gilt  auch  für  die  Lichtfortpflanzung  im  Welträume. 
Wir  beziehen  uns  nun  auf  ein  im  Fixsternhimmel  festgelegtes 
Koordinatensystem.  Die  von  einem  ruhenden  Stern  ausge- 
sendeten Lichtweilen  sind  von  der  Bewegung  des  Weltäthers, 
den  ich  als  ganz  gewöhnliche  Materie  ansehe,  und  der  Bewe- 
gung der  Atmosphäre  völlig  unabhängig.  Eben  deshalb  muß 
der  Energiefluß  9  in  diesen  Lichtwellen  nach  Gleichung  VII) 
die  Komponente  —  Ex>  haben  und  deshalb  hängt  auch  die 
Strahlrichtung  3  in  gleich  hohem  Maße  von  der  Geschwindig- 
keit des  Mediums  ab. 
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Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c0  des  Uchtes  in  Rich- 
tung der  Wellennormalen  erhält  man,  wenn  man  den  Poyn- 
ting'schen  Energiefluß  durch  die  Energiedichte  E  dividiert:  " 


exm 


Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c  des  Lichtes  in  der 
Sirahlrichtung  erhält  man,  wenn  man  den  ganzen  elektro- 
magnetischen Energiefluß  *  durch  die  Energiedichte  dividiert. 
Es  ist  also 

«  -  V- »•  VIII) 

Man  erhält  die  Strahlgeschwindigkeit  c,  wenn  man  zu  der 
Wellengeschwindigkeit  c0  die  negative  Geschwindigkeit  des 
Mediums  vektorisch  addiert. 

Damit  ist  die  Aberration  des  Lichtes  erklärt. 

Damit  man  diese  Abweichung  der  Strahlrichtung  von  der 
wellennormalen  beobachten  kann,  ist  aber  erst  notwendig,  den 
ahI  *u  begrenzen,  denn  die  Strahlrichtung  kann  ja  keinen 
anderen  Sinn  nahen  als  den  einer  Grenzbedingung  an  der 
Mrahloberfläche.  Begrenzte  Strahlen  verlaufen  je  nach  der 
ungleichförmigen  Bewegung  des  Weltäthers  und  der  Atmo- 
sphäre gekrümmt,  die  Wellenflächen  und  Vektorverteilungen 
■n  denselben  sind  aber  ganz  ungestört,  von  der  Bewegung  des 
•Eilums  und  von  der  Strahlbegrenzung  unabhängig. 

IX.  Die  Faraday'sche  Induktion. 

diamWlr  betraChten  nun  ein  Medium,  welches  in  Bezug  auf  die 
stark?"6115^6  DyadC  *  hom°gen  ist-  Da  abgesehen  von  den 
magnetischen  Substanzen  für  alle  Stoffe  fast  genau 


^liebiiT  vi  S1CH  UnSere  BetrachtunS  auch  auf  die  Bewegung 
^pferdraht  tal,kf  *"  be,iebiSen  Flüssigkeiten,  z.  B.  von 
Form'  m       '  Und  es  kann  die  Gleichung  10)  in  der 
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-4*f0rotc  31) 

8/ 

der  Rechnung  zu  Grunde  gelegt  werden. 

Der  Geschwindigkeitsverteilung  dieses  im  übrigen  ganz 
inhomogenen  Mediums  legen  wir  gar  keine  Bedingung  auf,  es 
können  die  stärksten  Volumsänderungen,  Wirbelbewegungen 
und  Deformationen  zugelassen  werden. 

Das  anfänglich  gegebene  magnetische  Feld  in  kann  eben- 
falls fast  ganz  beliebig  verteilt  sein,  doch  müssen  wir  demselben 
die  Bedingung  auferlegen: 

rot((rotw)x»)AO,  32) 

wenn  wir  zu  einem  anschaulichen  Resultat  unserer  Rechnung 
gelangen  wollen.  Es  empfiehlt  sich  diese  Vereinfachung,  weil 
diese  Bedingung  bei  Induktionsversuchen  immer  mit  weitaus 
hinreichender  Annäherung  erfüllt  ist.  Denn  das  magnetische 
Feld  in  ist  bei  den  Induktionsversuchen  mit  bewegten  Leitern 
immer  als  nahezu  statisches  Feld  gegeben,  so  daß  außerhalb 
von  starkstromführenden  Drähten  sogar  rotitt  -^0  ist.  Aber 
wollte  man  auch  die  Bewegung  der  Drahtringe,  welche  der 
Induktion  unterworfen  werden  sollen,  im  Inneren  von  Stark- 
strömen, etwa  in  vom  galvanischen  Strome  durchflossenem 
Quecksilber  ausführen,  so  wäre  immer  noch  die  Bedingung  32) 
so  oft  erfüllt,  daß  sich  tatsächlich  kaum  ein  Induktionsexperi- 
ment ausdenken  läßt,  bei  welchem  diese  Bedingung  nicht  erfüllt 
ist.  Ein  solches  Experiment  könnte,  wenn  es  ausführbar  ist,  die 
Bedeutung  eines  »experimentum  crucis«  für  meine  Theorie 
haben. 

Es  sollen  folgende  Rechenregeln  benutzt  werden: 

mxV^Vxm-Krotnt)*/^  V-m— divmi,  33) 
grad  (m»ft)  =  V-m-U-hV  •  \>-m,  34) 
rot  (ra  x  ö)  =3=  Vxm  •  ü— V  x  ö .  to,  3o) 
lerner  der  sehr  verwendbare,  dem  Siokes'schen  Satz  analoge, 
von  mir  aufgestellte  Integralsatz: 
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Hierin  ist  f  eine  beliebige  Fläche,  welche  von  dem  Umfang  u 
begrenzt  wird.  Wir  haben  diesen  Integralsatz,  welcher  sich 
nicht  bloß  auf  die  Geschwindigkeitsverteilung,  sondern  auf 
beliebige  Vektorverteilungen  anwenden  läßt,  bereits  der  Glei- 
chung 19)  zu  Grunde  gelegt. 

Die  symmetrische  Deformationsdyade  [V,  »]  kann  nach 
Gleichung  II)  in  folgender  Weise  zerlegt  werden: 

[V,b]*=  VylH-Vy*.  37) 

Die  Grundgleichung  31)  kann  also  in  der  Form  geschrieben 
werden: 

3m 

—  —V.  *.m— V*».*  =A  —4zc0  rot  e.  38) 

Wir  können  das  zweite  Glied  —V .  tt-m  drei  aufeinander- 
folgenden Umformungen  unterwerfen,  wir  verwandeln  dasselbe 
nach  34)  unter  Ausscheidung  des  Wertes  -grad(m.»)  in  die 
Form  diese  verwandeln  wir  nach  33)  unter  Aus- 

scheidung des  Wertes  +*div»  in  die  Form  mxV.>  und 
*esc  endlich  unter  Ausscheidung  des  Wertes  »  x  rot  m  in  die 
rorm  Vxm.u. 

Die  Grundgleichung  38)  kann  also  auch  in  der  Form  ge- 
schrieben werden: 

ha 

3/"+V'm*ö-v?*-m+tidiviit  -grad  <*•»)  + 

-f-ö  x  rot  m  J=   -  4i:c0  rot  c .  39) 

ist,  dNßn  fÜhr6n  Bedin«unS  32)  ein,  deren  Bedeutung 

Dannt-  *  *  "  ein  eindeutiges  skalares  Potential  hat. 
uann  ku"nen  wir  setzen: 

— grad  (m .  »)  +  ü  x  rot  w  ^  grad  Sj  40) 

ZZL  7  SkÄlareS  Potential>  ™d  erhalten  endlich  nach  35) 
We  Form  der  Grundgleichung: 

3m 

8/  +rot  (tu  X>)+Ip  div  w+grad  5js_ 4Ä<rorot  e#  41) 
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Wir  hätten  aber  auch  die  Rechnung  in  folgender  Weise 

führen  können: 

Wir  verwandeln  das  Glied  —  V;».nt  wieder  unter  Aus- 
scheidung des  Wertes  —  grad  (ra-ö)  in  die  Form  V?»-«,  diese 
aber  unter  Anwendung  der  Rechenregel: 

Vj  m     m  tV+(rot  m)  */  42) 

in  die  Form  mTV-».  wobei  das  Glied  üxrotm  ausgeschieden 
wird.  So  erhalten  wir  folgende  Form  der  Grundgleichung: 

lnl,+m.V.»— V**-m+grads  3-  —  4zr0rote,  43) 
3/ 

welche  nach  den  Regeln  15)  und  21)  die  Bedeutung  hat: 

-(f-m)  +  f. grad  s^-4-r0f. rote.  44) 
dt 

Hierin  ist  f  ein  kleines  materielles  Flächenelement, 
dessen  Punkte  -mit  den  Geschwindigkeiten  »  bewegt  sind. 

Um  die  in  einer  beliebigen  (materiell  ausgezeichneten  oder 
bloß  gedachten)  geschlossenen  Linie  u  in  diesem  Feld  indu- 
zierte elektromotorische  Kraft  zu  berechnen,  haben  wir  diese 
Gleichung  44)  über  eine  beliebige  (materiell  ausgezeichnete 
oder  bloß  gedachte)  Fläche  f  zu  erstrecken,  welche  aber  von 
diesem  Umfang  u  und  nur  von  diesem  Umfang  und  nur  einmal 
von  diesem  Umfange  begrenzt  wird. 

Es  würde  nun  die  Rechnung  sehr  erleichtern,  wenn  man 
irgend  eine  Fläche  fände,  die  diesen  Bedingungen  entspricht 
und  auf  welcher  das  Flächenintegral  des  Vektors  grad  5  ver- 
schwindet, da  man  dann  diesen  Vektor  gar  nicht  zu  berück- 
sichtigen brauchte.  Tatsächlich  verschwindet  das  skalare 
Flächenintegral  jedes  Vektors  mit  Notwendigkeit  auf  jedem 
Teile  der  Oberflächen  seiner  Vektorröhren.  Es  fragt  sich 
also  nur,  ob  diese  stets  die  geeignete  Form  haben.  Dies  wäre 
sicher  nicht  der  Fall,  wenn  die  Vektorröhren  ringförmig 
geschlossen  wären.  Alle  Vektorlinien,  welche  den  Umfang  u 
schneiden,  umhüllen  dann  einen  körperlichen  Ring  und  die 
Oberfläche  desselben,  welche  zweifach  zusammenhängend  ist, 
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wird  durch  den  Umfang  u  nicht  in  zwei  Teile  getrennt.  Der 
Umfang  u  begrenzt  eine  solche  Fläche  gar  nicht,  zweimal,  vier- 
mal, kurz:  in  gerader  Zahl,  aber  nicht  einmal. 

Die  Vektorlinien  des  Gradienten  eines  eindeutigen 
Potentials  verlaufen  von  niedrigeren  Potentialwerten  zu 
höheren,  jeder  Potentialwert  kann  auf  einer  so  definierten 
Vektorlinie  nur  einmal  vorkommen,  dieselbe  muß  von  einem 
Punkte,  beziehungsweise  Gebiete  des  Feldes,  in  welchem  ein 
•Minimum  des  Potentials,  also  der  Wert  Null  des  Gradienten 
vorhanden  ist,  zu  einem  Punkt  oder  Gebiete  maximalen  Poten- 
tials, wo  der  Gradient  wieder  Null  ist,  verlaufen,  sie  kann  sich 
gabeln,  indem  sie  mehrere  Potentialminima  mit  mehreren 
Maximalstellen  verbindet,  in  welchem  Falle  natürlich  derselbe 
Potentialwert  auf  jedem  gleichlaufenden  Aste  der  Linie  vor- 
kommen kann,  aber  sie  kann  sich  niemals  ringförmig  schließen. 
Eine  Vektorröhre  des  Gradienten  eines  eindeutigen  Potentials 
kann  ebenfalls  niemals  einen  Raum  von  zweifachem  Zusammen- 
hang einschließen,  sie  verläuft  von  minimalen  zu  maximalen 
Potentialwerten  des  Feldes,  beginnt  und  endet  in  diesen  aus- 
gezeichneten Punkten  des  Feldes  im  allgemeinen  in  Spitzen, 
m  welchen  der  Gradient  den  Wert  Null  hat,  und  bildet  also 
stets  eine  geschlossene,  einfach  zusammenhängende 
flache,  auf  welcher  das  Fläch en i ntegral  des  Gra- 
dienten Null  ist.  Eine  solche  Vektorröhre  kann  sich  gabeln, 
e'ner  ihrer  Äste  kann  sich  aber  ringförmig  schließen.  Die 
maximalen  und  minimalen  Potentialwerte  brauchen  nicht 
gerade  in  Punkten,  sondern  können  auch  in  ausgedehnten 
dortT' 'rk°nStanten  Potent'als  vorkommen.  Um  so  mehr  ist 
Gebi  T       6nt  Nul1,  die  Vektorröhre  endet  in  einem  solchen 

ein  Kl-  ^"^  SpitZ6'  kann  aber  immer  dort  durch 

Cr^i  ,  *nstück  abgeschlossen  werden,  auf  welchem  der 
^dient  Null  ist. 

durch0'6  H°berfläChe  j6der  Vektorröhre  eir|es  Gradienten  wird 
getrennt    ^  ^  liegende  geschlossene  Linie  u  in  zwei  Teile 

begrenzt  ^  j6der  "Ur  ei"maI  VOn  dem  Umfang  u 

Internr  ^  dieS6r  ZWei  Teile  bi,det  eine  ,ür  unscre 

des  rJr"  geeignele  Fläche,  auf  welcher  das  Flächenintegral 
s  Kenten  Null  ist. 
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Da  die  Wahl  dieser  Integrationsfläche,  wenn  sie  nur  obige 
geometrische  Bedingung  erfüllt,  im  übrigen  ganz  beliebig  ist, 
erhalten  wir  folgenden  Satz: 

Zu  der  elektromagnetischen  Grundgleichung  kann 
man  den  Gradienten  eines  beliebigen  eindeutigen 
skalaren  Potentials  hinzufügen,  ohne  daß  aus  der- 
selben andere  Werte  für  die  auftretenden  elektri- 
schen Wirbel  rote  oder  elektromotorischen  Kräfte 
folgen. 

Deshalb  bildet  das  Faraday'sche  Induktionsgesetz  keine 
geeignete  Grundlage  für  die  Aufstellung  elektromagneti- 
scher Differentialgesetze  und  ist  die  Absicht  Maxwell's  und 
Hertz'  im  Prinzip  ohne  Aussicht  auf  Erfolg,  dieses  Integral- 
gesetz der  elektromagnetischen  Theorie  zu  Grunde  zu  legen. 
Das  Faraday'sche  Gesetz  hat  nach  dem  eben  bewiesenen  Satz 
eine  willkürliche  Form.  Ein  jedes  Induktionsgesetz  bestimmt 
die  Stärke  von  rote  (beziehungsweise  rot  m),  diese  Wirbel- 
dichten  sind  aber  keine  allgemein  verteilten  Vektoren,  son- 
dern haben  keine  Divergenz.  Will  man  also  eine  vektorische 
Grundgleichung  aus  einem  Induktionsgesetz  ableiten,  so  hat 
man  noch  eine  willkürliche  Annahme  frei,  nämlich  die  An- 
nahme eines  beliebigen  eindeutigen  Potentials  s,  dessen 
Gradient  zu  der  Grundgleichung  gefügt  werden  darf. 

Wenn  es  sich  also  nur  um  die  Berechnung  der  vorhan- 
denen elektrischen  Wirbel  (oder  auftretenden  elektromotorischen 
Kräfte)  handelt,  so  kann  man  das  Glied  grad  5  in  Gleichung  41) 
oder  auch  in  Gleichung  44)  völlig  weglassen.  Hiedurch  erhält 
man: 

.?*  +rot  (m  x  ü)+»  div  m  ^  — 4zc0  rot  c,  45) 
8/ 

-~(f.m)  -s-  -4itc0f.rote.  46) 
dt 

Dies  sind  aber  zwei  bekannte  Formen,  in  welchen  man 
die  Hertz'schen  Gleichungen  darstellen  kann. 

Meine  Theorie  stellt  also  sämtliche  Induktions- 
erscheinungen in  derselben  Weise  dar  wie  die  Max- 
vvell-Hertz'sche   Theorie,   was   die   induzierten  Wirbel 
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betriff!,  während  sie  bezüglich  der  auftretenden  Ladungen  (oder 
Leitungsströme)  zu  wesentlich  anderer  Auffassung  der 
betreffenden  Vorgänge  führt. 

Den  Wert  des  im  obigen  abgeleiteten  Satzes  erkennt  man 
sehr  wohl,  wenn  man  denselben  auf  spezielle  Beispiele  an- 
wendet. Er  räumt  dann  alle  Rechnungsschwierigkeiten  aus  dem 
Wege.  Wenn  ein  Kupferdraht  z.  B.  sich  in  einem  beliebigen 
magnetostatischen  Felde  beliebig  bewegt  und  dabei  deformiert, 
so  wäre  es  schwer,  nach  meiner  Theorie  zu  berechnen,  welche 
elektromagnetische  Wirkung  die  Deformationen  der  Luftteile  in 
der  Umgebung  des  Drahtes  haben.  Bildet  man  aber  das  Pro- 
dukt tt-m,  so  erhält  man  in  der  Nähe  des  Drahtes  eine  ein- 
deutige Potentialverteilung,  welche  schon  in  einiger  Entfernung 
von  demselben  überall  Null  ist,  und  man  erkennt  sofort  die 
Gültigkeit  des  Faradayschen  Gesetzes  für  diesen  Fall. 

Die  hier  vorgetragene  Theorie  erklärt  das  Auftreten  der 
elektromotorischen  Kräfte   in  galvanischen  Elementen 
nicht.  Zu  diesem  Ende  muß  der  Grundgleichung  B)  ein  beson- 
deres Glied  beigefügt  werden,  welches  ich  in  einer  früheren 
•^andlung  angegeben  habe.'  Es  ist  dieses  Glied  gleich  dem 
Kreuzgefälle  der  Leitfähigkeiten  und  hat  nur  in  den  Grenz- 
ten, m  welchen  drei  verschiedene  Stoffe  zusammentreffen 
^n  von  Null  verschiedenen  Wert,  ist  also  sogar  in  den 
würd     h       ZWischen  zwei  verschiedenen  Stoffen  Null.  Ich 
weich         S°gar  ^  d'eSen  Grenzflächen  bedeutende  Ab- 
2e&J!nger  V°n  jeder  für  einigermaßen  homogene  Medien  auf- 
tar'-  nli     S6tZmäßigkeit  ZU,assen'  weil  die  außerordentlich 
besonder,' "^'^  j"  diesen  Grenzschichten  jedenfalls 
sondere  Wirkungen  haben. 

^7 Pdßr  V°raussetzung.  daß  man  der  Grenzschicht 
schenken  h  u  U"d  Uft  "icht  ändere  Beachtung  zu 
inhomo *Z*u  l-  ^  ^  Ab,eitun8en  ganz  allgemein  für 
Feid  in  wik  Z*  B' fÜr  diG  Indul<tionswirkungen  in  einem 
sind  Jede  f  n  bCWegtC  Unmassen  vorhanden 
  aUs  geIten  s'e  aber  für  rotierende  Eisenkerne  (in 


1 J 

(1900 


Jautnann   7nr  tu 

-Ann  h.'dL  der  Lösu"gcn;  diese  Sitzungsber  ,  Bd.  CIX 

derphys.,  Bd.  III,  p.  6oi. 
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Wechsel-  und  Gleichstrommaschinen),  da  dann  die  Geschwin- 
digkeit des  Eisenkernes  keine  Komponente  in  die  Normale  der 
Kisenoberflache  sendet. 

X.  Das  Rowland'sche  und  Röntgen'sche  Phänomen. 

Für  das  Auftreten  magnetischer  Wirbel  gilt  alles  im 
vorigen  Kapitel  Gesagte  in  gleicher  Weise.  Da  aber  das 
einzige  bekannte,  den  magnetischen  Induktionsexperimenten 
entsprechende  elektrische  Experiment  das  sehr  anschauliche 
und  einlache  Rowland'sche  Experiment  ist,  so  wollen  wir 
dieses  noch  speziell  berechnen. 

Die  Rotation  der  Metallplatten  bei  dem  Rowlandschen 
Versuch  und  der  nichtleitenden  Platte  bei  dem  Röntgen'schen 
Versuch  hat  nach  meiner  Theorie  gar  keinen  direkten  Einfluß 
au!  das  elektromagnetische  Feld.  Ks  kommt  also  auf  das  Mate- 
rial dieser  starren  Platten  überhaupt  nicht  an  und  hienach  ist 
der  Röntgen'sche  Versuch  überhaupt  nicht  wesentlich  von  dem 
Rowland'schen  Versuch  verschieden.  Die  von  beiden  Forschern 
beobachteten  Kreisströme  rühren  von  der  raschen  Torsion 
her,  welche  die  Luft-  oder  Flüssigkeitsschichten,  die  zwischen 
den  parallelen,  mit  verschiedener  Winkelgeschwindigkeit  rotie- 
renden Platten  notwendig  vorhanden  sind,  erfahren. 

Wir  gehen  von  der  Grundgleichung  9)  aus,  in  welcher  wit 
7„  =  0  und  e  konstant  annehmen,  wie  es  den  Verhältnissen  ;n 
der  Torsionsschicht  entspricht: 

et 

e  •  [V,  U]  •  e  •  e     c0  rot  m .  47) 

et 

Da  hier  der  elektrische  Vektor  c  stets  senkrecht  zu  den 
Geschwindigkeiten  U  in  der  Torsionsschicht  ist,  oder  aber  weil 
die  Geschwindigkeitsverteilung  divergenzfrei  ist  und  sich  der 
(gleichförmig  verteilte)  Feldvektor  c  in  der  Richtung  der  Ge- 
schwindigkeiten t»  nicht  ändert,  berechnet  sich  hier  der  gesamte 
Deformationsstrom  in  sehr  einfacher  Weise. 

Die  Deformationsgcschwindigkeii  ist 


[7,  »1  !' 


.  1 

II 
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worin  tt,  und  tt2  die  Geschwindigkeiten  gegenüberliegender 
Punkte  der  Grenzplatten  im  Abstände  r  von  der  gemeinsamen 
Kotationsachse  derselben  und  u  die  Distanz  der  Platten  (die 
Dicke  der  Torsionsschicht)  ist.  to,  und  »g  sind  die  Winkel- 
geschwindigkeiten der  Platten. 

Der  Deformationsstrom  in  der  Schicht  hat  also  den  vekto- 
rischen Wert: 


-[V,ö].E.e  ±  -ö;V.(E.e)  J  (v-^f-i  .e.c} 


49) 


Derselbe  verläuft  also  in  geschlossenen  peripheren,  ko- 
axialen Ringen.  Er  ist  der  partiellen  Änderung  von  ü  in  der 
Richtung  s-e  (d.i.  die  Bedeutung  von  *?V.(e.e))  gleich  und 
entgegengesetzt,  also  entspricht  auch  sein  Vorzeichen  der 
Beobachtung. 

Multiplizieren  wir  49)  mit  dem  Raumelement 

n-(n  x  dt)  =  n.rff  =  wdq  =  u>(dt  x  n), 

*orin  d\  ein  von  zwei  Kreisbogenstücken  n,  deren  radiale 
^  anz  </r  .st,  begrenztes  Flächenstück  der  Grenzplatten,  und 
^  Querschnitt  des  anliegenden  Stromfadens  ist.  Es  ergibt 

(ö,-ö2) (Jf . s . e)  A  t-u „  (rot  m •  </q) .  öO) 

Da  «., :  die  Ladung  der  Flächeneinheit  der  Platten  ist,  so 
aer -Deformationsstrom  in  der  tordierten  Schicht 

Lrh  R0  gr°ß  ^  dCF  V°n  RowIanJ  beobachtete,  aber 

c  »Bewegung  der  Elektrizitätsmengen«  erklärte  Strom, 
-n  RowlanT  ^  Defor™tionsstrom  nicht  die  Lage  des 
Torsion  de  fr  angen°mmenen  Stromes-  Bei  gleichmäßiger 
föllt  er  di/n!1  ht  Zwischen  dcn  rotierenden  Platten  cr- 
der  Platt^K  ngleiChmäöig;  damit  er  in  unmittelbarer  Nähe 
«nJandl^?Chen  HUftritt'  mÜßte  die  Luftschicht  ruhen 
^dortl  l^flichcn  8,eiten'  so  daß  die  Deformation 
biegenden  p"?0  d°rt  eintrcten  würde.  Ich  halte  die 

genug        Keobachtungen  in  diesem  Punkte  für  nicht  genau 

F  i  i] 

"MhRönt^116^  r°tierende  oder  ruhende  Glasplatte,  welche 
ß6n  2Wlscnen  die  Rowland  sehen  Platten  geschaltet 
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wird,  hat,  wenn  sie  ungeladen  ist  und  das  elektrische  Feld 
genau  denselben  Wert  s-e  hat,  keinen  anderen  Einfluß,  als  daß 
sie  die  Torsion  der  Zwischenschichten  mitbewirkt  und  daß  sie 
die  Dicke  und  Lage  dieser  Torsionsschichten  bestimmt,  was 
zwar  gleichgültig  für  die  Stärke  des  Deformationsstromes  ist, 
aber  dessen  Wirkung  auf  eine  zur  Seite  aufgestellte  Magnet- 
nadel beeinflußt. 

XI.  Die  Unipolarinduktion  und  der  Wilson'sche  Versuch. 

Obwohl  alle  Induktionsexperimente  im  magnetischen  Feld 
in  Kapitel  IX  bereits  im  Prinzip  erledigt  wurden,  wollen  wir 
doch  die  Unipolarinduktion,  welche  das  anschaulichste  und  ein- 
fachste  Induktionsexperiment  darstellt,  ausführlich  berechnen. 
Sie  stellt  das  genaue  Analogon  des  Rowland'schen  Versuches 
oder  präziser:  des  Röntgen  sehen  Versuches  dar. 

Das  Medium  zerfalle  in  zwei  Teile  von  beliebigem 
Material,  welche  durch  eine  Rotationsfläche  voneinander  ge- 
trennt werden  und  um  die  Achse  derselben  mit  verschiedenen 
Winkelgeschwindigkeiten  Wl  und  to>2  rotieren.  Hiebei  wird  nur 
das  Medium  in  dieser  Grenzschicht,  deren  Dicke  u  sehr  klein 
sei,  deformiert,  und  zwar  mit  der  Geschwindigkeit: 


[V,t>]  =  |rx  (bp,-»,),  y]' 


51) 


Besteht  die  Rotationsfläche  aus  zylindrischen  und  ebenen 
Teilen  und  ist  der  magnetische  Vektor  p-m  des  Feldes  der 
Rotationsachse  parallel,  so  hat  der  Deformationsstrom  in 
den  zylindrischen  Teilen  der  Schiebungsschicht  den  Wert  Null, 
in  den  ebenen  Torsionsschichten  der  Trennungsfläche  aber 
den  Wert: 

-[V,  »]  •  it .  m  ^  r  x  (»,  -  »,)  (\  •  |i  •  w  )  •  52) 

Bei  dem  Unipolarinduktionsexperimente  hat  der  rotierende 
Magnet  die  Form  eines  Zylinders.  Integrieren  wir  52)  über 
einen  radialen  Schnitt  der  Torsionsschicht  an  einer  Polfläche, 
so  erhalten  wir  die  elektromotorische  Kraft  in  irgend  einem 
Ring  Ii,  welcher  von  der  Mantelfläche  des  Magnets  zu  dem 
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Mittelpunkt  der  Polfläche  führt  und  im  Magnet  sich  schließt. 
Es  ist  nach  Gleichung  31) 

—[V,  t>] .  fj..  m  i       rot  e  53) 
also,  wenn  r0  der  Radius  der  Polfläche  ist: 

J»'e  =  ~"«o(»i— 54) 

Es  entspricht  dies  genau  der  Beobachtung. 

Bei  dem  Wilson'schen  Versuche1  bestand  der  rotierende 
Korper  aus  Glas,  was  keinen  Unterschied  macht,  wenn  dafür 
gesorgt  ist,  daß  der  Feldvektor  fi-m  denselben  Wert  hat,  ferner 
wurde  die  Messung  elektrometrisch  gemacht  Daß  Wilson 
noch  einen  Kondensator  einschaltet,  der  im  magnetischen  Felde 
mitrotiert,  ist  vom  Standpunkte  meiner  Theorie  ohne  Einfluß. 

Xn.  Die  Erhaltung  der  elektrischen  und  magnetischen 

Ladungen. 

Eine  charakteristische  Seite  aller  früheren  Theorien,  ins- 
besondere der  Maxwell-Hertz'schen  sowie  der  Lorentzschen 
eone,  ist,  daß  die  wahren  Ladungen  div  s-c,  beziehungs- 
weise divji.m  die  Kontinuitätsgleichung  erfüllen,  also  in  der 
ewegten  Materie  erhalten  bleiben,  wie  man  sofort  erkennt, 
enr i  man  die  Divergenz  der  Grundgleichungen  dieser  in  Bezug 
diesen  Punkt  ganz  identischen  Theorien  bildet.  Die  elek- 
sene  Grundgleichung  der  Herrschen  Theorie  lautet: 

-(«•e)+div  s.e+rot  (mxn)  =  cQ  rot  m.  55) 
Hieraus  folgt  durch  Divergenzbildung  unmittelbar 

a 

—  div  (s  •  () + di v  (» .  di v  s .  c)  =  0.  56) 

dieErhaltu111"?^"  **"  *****  die  Dichte'  50  erSibt  sich  die 
 _"g  der  Masse  aussprechende  Kontinuitätsgleichung, 

Wrgl*  M"  Abraha(n,  Theorie  der  Elcktr.,  Bd.  II,  p.  322  (1005). 
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die  elektrische  und  magnetische  Menge  bleibt  also  jedem  Toil 
der  Mateiie  ebenso  unbedingt  erhalten  als  seine  Masse.  Es  ent- 
spricht dies  oft  der  Beobachtung,  ist  aber  in  dieser  Allgeme  in- 
heit sicher  unrichtig.  Hertz  bezeichnet  Vorgänge,  bei  welchen 
in  Nichtleitern  die  Ladung  nicht  erhalten  bleibt,  als  -nicht 
lediglich«  elektromagnetische  Vorgänge.  Doch  scheint  es  mir 
wünschenswert,  auch  solche  Vorgänge,  besonders  die  Elek- 
trisierung durch  Reibung,  welche  doch  die  Grundlage 
der  Elektrizitätslehre  geliefert  hat,  einer  elektromagnetischen 
Theorie  bewegter  Medien  unmittelbar  anzugliedern.  Die  not- 
wendige Bedingung  hiefür  ist  aber,  daß  eine  Theorie,  welche 
dieses  leisten  soll,  welche  auch  die  ladende  Wirkung  der 
Kathodenstrahlen  darstellen  soll  und  eine  Grundlage  der  Theorie 
der  elektrischen  Entladung  in  Gasen  bieten  soll,  nicht  unbe- 
dingt jede  Änderung  der  Ladungen  in  Nichtleitern  ausschließen 
darf.  Deshalb  habe  ich  gleich  im  ersten  Beginn  dieser  Unter- 
suchung1 sehr  gern  auf  die  prinzipielle  Erhaltung  der 
Ladungen  verzichtet. 

Mit  dieser  Erhöhung  des  Zieles  der  Theorie  erwachsen 
derselben  aber  neue  Schwierigkeiten  insofern,  als  nachgewiesen 
werden  muß,  daß  dieselbe  in  jenen  Fällen,  in  welchen  Erhaltung 
der  Ladungen  beobachtet  wurde,  zu  gleichem  Resultate  führt. 

Diese  Frage  erledigt  sich  für  meine  Theorie  sehr  einlach. 
Die  Grundgleichungen  9)  und  10)  derselben  lauten  für  Nicht- 
leiter: 

£  .  -?c.  —  [ \7,  u] •  e  •  c  :{-  c0  rot  m,  ö7) 

H .  ?J?  — [V,  D]*jj.-m  -  —  c0  rot  c  *'8/ 
et 

Sie  unterscheiden  sich  also  von  den  Maxvvell'schen  Glei- 
chungen für  ruhende  Nichtleiter  nur  durch  den  Deforma- 
tionsstrom und  wir  müssen  zunächst  die  Größenordnung 
dieses  Stromes  bestimmen.  Die  fingierte  Leitfähigkeit  hat  den 
Wert  —  [V,»].s.  Der  größte  Tensor  der  Deformationsdyade 


1  Vergl.  die  erste  Mitteilung  dieser  Sitzungsber.,  Bd.  CX1V,  Abt  IIa.. 

p.  1039. 
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[v.o]  hat  auch  in  heftig  bewegter  und  deformierter  Flüssigkeit 
oder  Luft  höchstens  den  Wert  iO^scc-1),  d.  h.  es  haben  dann 
zwei  um  1  cm  voneinander  abstehende  Flüssigkeitsteile  eine 
GeschwindigkeitsdifTercnz  von  lOOcw/sec.  Die  fingierte  Leit- 
fähigkeit [V?d].£  hat  also  für  e  =  L-  höchstens  den  Weit 
Sisec-').  Da  die  elektrostatische  Einheit  der  Widerstände  in 
gleichem  Maße  gemessen  .J_.cj.10ii  Ohm  beträgt  und  das 

im  Vakuum  destillierte  Wasser  nach  Kohlrausch  4.10,0mal 
schlechter  leitet  als  das  Quecksilber,  so  hat  es  in  unserem  Maß- 
system die  Leitfähigkeit  18000  sec~«.  Das  im  Vakuum  destil- 
lierte Wasser  verhält  sich  schon  fast  wie  ein  Nichtleiter  und 
doch  ist  seine  Leitfähigkeit  2000mal  größer  als  die  stärksten 
fingierten  Leitfähigkeiten  [V.uJ.e  meiner  Theorie  in  heftig 
deformier  Luft  oder  Flüssigkeit.  Nun  wird  im  allgemeinen 
noc.i  ein  großer  Teil  des  Üeformationsstromes  divergenzfrei 
verlaufen.  Der  restliche  Teil  des  Deformationsstromes  kann 
^er  jedenfalls  nur  sehr  langsame  Ladungen  oder  Entladungen 
^wirken.  Es  kann  vielen  festen  Medien  eine  echte  OhnVsche 
"'ttahigkeit  To,  welche  von  gleicher  Größenordnung  (also 
'«  mal  kiemer  als  die  des  Quecksilbers)  ist,  Gasen  und 
'■uwigkeiten  eine  konveklive  Leitung  zugeschrieben  werden, 
J"  ein  ubermäßiges  Anwachsen  der  durch  den  Deformations- 
^rom  bewirkten  Ladungen  auszuschließen. 

dieselbe  Überlegung  muß  auch  bezüglich  der  Änderungen 

^n7^ChCn  UdUngen  diV  *'9>  Welche  die  Deformation* 
bewiL-  meiner  Theorie  im  magnetischen  Felde 

kleiner  T**"'  Weiden'  Auch  diesc  sind  von  derselben 
ma.l  Üu  dnUng  Und  auch  hier  reidlt  e*  aus,  eine 
n*L  Leitfähigkeit  L  der  festen  Medien  anzu- 

Ä  Wf ,000°mal  kleiner  ist  als  die  elektrische  Lcit- 
UaTsers  Kohlrausch'schen,  im  Vakuum  destill  leiten 
schließen  ^  ****  Anhäufung  magnetischer  Ladungen  auszu- 

so8arJvieTfallfl  dCm  EiSCn  eine  Solche>  viclIc,cht 

ßestimmth       6  CChte  magnelische  Leitfähigkeil  t0  mit  einiger 
e,t  zu.  In  magnetostatischer  Hinsicht  bringt  dies 
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keine  Schwierigkeiten  mit  sich,  wenn  man  nur  annimmt,  daß  in 
einem  durch  Eisen  geschlossenen  Stromkreis  eines  permanenten 
Magneten  die  gesamte  magnetomotorische  Kraft  Null  ist,  wenn 
der  ganze  Kreis  gleiche  Temperatur  hat,  gerade  so  wie  die 
elektromotorische  Kraft  in  einem  aus  gleichtemperierten  Leitern 
erster  Ordnung  gebildeten  Kreise  gleich  Null  angenommen 
werden  muß. 

Es  gilt  ferner  nach  meiner  Theorie  mit  Exaktheit  der  Satz: 
Die  gesamte  Ladung  eines  nichtleitenden  Mediums,  das  von 
einer  Fläche  umschlossen  wird,  für  welche  das  Flächenintegral 
des  Deformationsstromes  Null  ist,  bleibt  erhalten. 

Es  trifft  dies  zu,  wenn  in  dieser  Grenzfläche  z.  B.  überall 
keine  Deformation  stattfindet  oder  überall  in  dieser  Fläche  der 
Fetdvektor  Null  ist. 

Beides  gilt  für  die  Grenzschale  jedes  Vorganges,  so  daß 
im  ganzen  durch  jeden  Vorgang  gleich  viel  positive  und  nega- 
tive Ladung  produziert  wird. 

Werden  geladene  Konduktoren  im  elektrostatischen  Felde 
bewegt,  so  dürfen  sie  sich  bekanntlich  nicht  zu  nahe  kommen, 
wenn  ihre  Ladungen  erhalten  bleiben  sollen.  Dann  kann  man 
um  jeden  derselben  in  größerer  Entfernung  eine  Fläche 
schließen,  in  welcher  alle  Deformationen  so  klein  sind,  daß 
innerhalb  dieser  Fläche,  also  in  der  Umgebung  des  Konduktors, 
die  gesamte  Ladung  erhalten  bleibt.  Bei  elektrostatischen  Ex- 
perimenten mit  isolierten  Konduktoren  bleibt  allerdings,  der 
mangelhaften  Isolation  wegen,  die  Ladung  derselben  nie  mit 
solcher  Genauigkeit  erhalten,  als  aus  meiner  Theorie  folgt. 

Bei  diesen  langsamen  Bewegungen  von  Konduktoren, 
welche  weit  voneinander  in  einem  Dielektrikum  eingebettet 
sind,  das  in  größerer  Entfernung  von  den  Konduktoren  wenig 
deformiert  wird,  bleibt  also  die  Ladung  der  Konduktoren  (und 
der  unmittelbaren  Umgebung  derselben)  erhalten  und  treten 
außer  in  der  unmittelbaren  Umgebung  der  Konduktoren  nirgends 
im  Dielektrikum  Ladungen  auf.  Deshalb  sind  die  Potentiale  der 
Konduktoren  als  lineare  Funktionen  der  Ladungen  durch  die 
für  jede  Lage  derselben  berechenbaren  Kapazitätskoeffizienten 
bestimmt  und  es  folgen  also  aus  meiner  Theorie  dieselben 
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Veränderungen  des  elektischen  Feldes  als  Folge  der  Bewegung 
der  Konduktoren  wie  aus  der  Maxwell'schen  Theorie. 

Während  aber  die  ponderomotorischen  elektrostatischen 
Wirkungen  nach  meiner  Theorie  mit  höchster  Präzision  den 
Maxwell'schen  Wert  haben,  gelten  jene  Sätze  der  Elektrostatik 
welche  die  Erhaltung  der  Ladungen  voraussetzen,  nach  meiner 
Theone  nur  mit  hinreichender  Annäherung,  und  dies  scheint 
mir  den  tatsächlich  zu  beobachtenden  Erscheinungen  wohl  zu 
entsprechen.  Es  ist  damit  der  Widerspruch  beseitigt,  daß  man 
m  der  Theorie  der  elektrischen  Vorgänge  in  Nichtleitern  stets 
mit  unerschaffbaren  Ladungen  gerechnet  hat  und  wenn  es  zu 
den  Experimenten  kommt,  diese  Ladungen  sofort  aus  unge- 
ladenen Körpern  gewinnt.  Der  Versuch,  die  Reibungselektri- 
aerung  als  emen  nicht  lediglich  elektrischen  Vorgang  zu 
erklaren,  um  diesen  Widerspruch  weniger  fühlbar  zu  machen, 
a  uemg  Wert,  da  es  sich  um  einen  sehr  wichtigen  und  aus- 
g.eb.gen  elektrischen  Vorgang,  ja  um  den  Grundversuch  der 
wektnznatslehre  und  um  eine  Prinzipielle  Frage  handelt. 


Zweiter  Teil. 

1  DieStraW™«en  m  starken  elektromagnetischen  Feldern. 
Wir  haben  im  obigen  die  beiden  Grundgleichungen 

8<      2  37  '  e+fro-[V,  »].  ,).  t  i  c0  rot  m,  A) 

W '  3<~ +  \  i7  ' * + V» •  H-) * «  A  ~ c*  rot  e  B) 

SSJ^SeS  dieS6,ben  diC  ähnlichen 

gutwie  dif^fl7unCh.e,nUngen  in  bewe*ten  ebenso 
^  aber  Hie  A  k        tZ  SChCn  Gleic^ngen  darstellen,  außer- 

^  5^^n  ^  erfÜ,,en'  d6ren  frische 
v«riabel  isT  %      6  Und  *  nach  ^liebigem  Gesetze 

».them..ntturw.  Kl.  cxy_  ^  ^  h  ^  ^ 
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Der  Lorentz'sc'.ien  Theorie  gegenüber  hat  meine  Theorie 
den  Vorzug  der  Natürlichkeit  ihrer  Grundvorstellungen.  Nach 
meiner  Theorie  hat  die  Bewegung  des  Mediums  nur  insofern 
Einfluß  auf  die  elektromagnetischen  Vorgänge,  als  sie  die  Ur- 
sache der  Deformation  desselben  ist.  Die  Wirkungen  der 
Deformation  im  elektromagnetischen  Felde  hängen,  wie  wir 
noch  sehen  werden,  außerdem  mit  den  Wirkungen  der  Deforma- 
tion im  unelektrischen  und  unmagnetischen  Felde  (Kund:'sches 
Phänomen,  Zähigkeit  der  Flüssigkeiten,  Elastizität)  zusammen. 
Meine  Theorie  erfüllt  die  Prinzipien  der  zwar  alten,  aber  einiger- 
maßen bewährten  Mechanik,  ist  unabhängig  von  Korpnskular- 
hypothesen,  von  der  Annahme  des  Lichtäthers  und  erklärt  das 
Michelson'sche  Experiment,  das  die  Lorentz'sche  Theorie  zu 
einer  völlig  absurden  Zusatzannahme  (Abhängigkeit  der  Form 
eines  Körpers  von  seiner  absoluten  Geschwindigkeit  und  Un- 
möglichkeit ausreichend  richtiger  Längenmessungen)  ge- 
nötigt hat. 

Die  Lorentz'sche  Theorie  ist  nicht  fortschrittlich,  sondern 
reaktionär.  Sie  hat  die  barbarischen  Vorstellungen  der  Emis- 
sionstheorie der  Strahlen  von  neuem  erweckt.  Meine  Theorie 
achtet  hingegen  die  Undulationstheorie  des  Lichtes  als  eine 
wesentliche  Grundlage  der  ganzen  heutigen  Physik,  ins- 
besondere der  ganzen  Elektrizitätslehre  und  der  ganzen  Elasti- 
zitätslehre. Deshalb  betrachte  ich  es  als  den  größten  Vorzug 
meiner  Theorie,  daß  sie  die  Undulationstheorie  der  Ka- 
thodenstrahlen, die  Theorie  der  elektrischen  Doppel- 
brechung und  der  magnetischen  Drehung  der  Polari- 
sationsebene des  Lichtes  umfaßt. 

Diese  Strahlungserscheinungen  in  starken  elektro- 
magnetischen Feldern  werden  dargestellt  durch  die  Glei- 
chungen: 

-^.+a4(e  —  e0)^aV,e,  4) 
dt 

at 

des  eingangs  angeführten  Gleichungssystems.  Da  die  Erschei- 
nungen aber  nur  in  ruhenden  Medien  beobachtet  wurden, 
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gestatte  ich  mir,  die  Deduktionen  aus  diesen  zwei  Gleichungen 
einer  späteren  Mitteilung  vorzubehalten.  Die  Gleichungen  4) 
und  5)  haben  sich  bewährt  für  undeformierte  Medien,  eine  Ver- 
allgemeinerung derselben  für  beliebig  bewegte  Medien  wird 
sogleich  weiter  unten  angegeben  werden. 

Nun  wäre  noch  zu  prüfen,  ob  der  gesamte  Einfluß  starker 
Inhomogenität  des  Mediums  dadurch  schon  hinreichend 
berücksichtigt  ist,  daß  in  4)  und  5)  die  materiellen  Fluxionen 
der  Variablen  e  und  (i.  eingesetzt  wurden,  oder  ob  ein  spezi- 
fischer Einfluß  der  starken  Eigenschaftsgefälle  in  scharfen 
Grenzflächen  zwischen  zwei  Medien  zu  konstatieren  ist.  Dies 
ließe  sich  durch  Beobachtung  der  Grenzbedingungen, 
welche  bei  der  Brechung  des  Lichtes  an  der  Grenzfläche  ver- 
schiedener, verschieden  bewegter  Medien  erfüllt  sind,  am 
sichersten  entscheiden.  Solche  Beobachtungen  liegen  aber 
nicht  vor. 

Hingegen  haben  sich  die  Gleichungen  4)  und  5)  für  die 
Opt'k  eines  rasch  gegen  die  Lichtquelle  bewegten  und  nahezu 
homogenen  Mediums  bewährt,  wie  sogleich  gezeigt  werden 

H.  Der  Fizeau'sche  Versuch. 

Ri  ht^  GangUnterschied  der  Lichtstrahlen,  welche  in  der 
•c  ung  der  Wasserströmung,  beziehungsweise  in  entgegen- 
g  etzter  Richtung  fortschreiten,  ist  eine  ganz  wesentlich  von 
sehen  VerSChiedene  Erscheinung,  da  bei  dem  Fizeau- 

*J!  ^SU,Che  d'e  Wasserst,ömung  auf  die  Fortpflanzungs- 
.eschwmdigkeit  des  Lichtes  in  der  Wellennormalen,  also 
rendT  c Ttr0magnetischen  Vorgang  selbst,  Einfluß  hat,  wäh- 
Gren7hl  Abermtion  nur  die  Strahlrichtung,  also  nur  eine 
dingung  an  den  Strahloberflächen  geändert  erscheint, 
al«  hornn?  GeSxChwmdigkeit  >  des  Wassers,  wenn  man  dieses 
tischen  r  !S;  diUm  anSehen  darf'  nach  den  elektromagne- 
es  sich  ulUp  §^ChUngen  A)  Und  B>  keinen  Einfi»ß  hat,  handelt 
tion  de,     •        6  ^  Inh0^^'enität  oder  der  Deforma- 

^matione       rdGn  W&SSerS'  Doch  müssen  die  ™^hcn  De- 
durch  diP  V       6  daS  WaSSer  wahre"d  d^s  Durchströmens 
durchleuchteten  Höhren  erfährt,  ohne  Einfluß  auf 
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den  Gangunterschied  der  Strahlen  sein,  weil  ein  solcher 
Einfluß  nur  durch  eine  Wirkung  hervorgebracht  werden  kann, 
welche  der  ersten  Potenz  der  Strömungsgeschwindigkeiten 
proportional  ist,  während  die  rasche  Streckung  des  in  der 
Röhrenachse  durch  ein  großes  Druckgefälle  strömenden 
Wassers  der  zweiten  Potenz  der  Geschwindigkeit  proportio- 
nal ist. 

Es  handelt  sich  also  um  einen  Einfluß  der  Deformation 
des  Wassers  an  der  Eintrittstelle  desselben  und  des  Lichtes, 
also  um  einen  Vorgang  an  der  Grenzfläche  zweier  verschieden 
bewegter  Medien,  und  zwar  um  eine  Veränderung,  welche  das 
Licht  oder  das  Wasser  in  der  Eintrittstelle  erfährt,  aber  in  der 
ganzen  Röhrenlänge  beibehält,  da  der  beobachtete  Gangunter- 
schied den  Röhrenlängen  proportional  ist. 

Welchen  abnormalen  Wert  nun  aber  auch  der  dielektrische 
Koeffizient  s  des  Wassers  in  der  beleuchteten  Eintrittstelle 
annehmen  mag,  jedenfalls  ist  in  der  ganzen  Röhrenlänge 

dz 

—  =0. 
dt 

Da  nach  der  Euler'schen  Regel  für  rot  Ii  A  0 

—  J=  h  *  .yrs, 

dt  3/ 

so  gilt  in  der  ganzen  Achse  der  Röhre 

Iii -I.V.*.  59) 

Dies  kann  unmöglich  bestritten  werden.  Setzen  wir  aber 
die  selbstverständliche  Gleichung  59)  in  die  Gleichung  40  ein, 
so  ergibt  sich: 

«4("-*)  J-'V.e,  60) 

d.  h.  wenn  in  einer  strömenden  Flüssigkeit  die  materielle 
Fluxion  von  s  gleich  Null  ist,  dieselbe  also  während  des  Durch- 
strömens keine  Veränderung  erfährt,  dann  kann,  wenn  ein 
ungleichförmiges  elektrisches  Feld  in  derselben  vorhanden  ist, 
s  nicht  den  normalen  Wert  haben. 
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In  einem  Lichtstrahl  ist  V.ezfrO,  also  ist  nach  60)  auch 
is-=0)^0.  Es  ist  unmöglich,  daß  in  einem  bewegten  und 
durchleuchteten  Medium  e  an  den  Stellen  der  Lichtwelle,  wo  e 
gleich  Null,  also  V,  e  im  positiven,  beziehungsweise  nach  einer 
halben  Wellenlänge  negativen  Sinne  von  Null  verschieden  ist, 
den  normalen  Wert  s0  hat. 

Setzen  wir  ferner  59)  in  die  elektromagnetischen  Grund- 
gieichungen  A)  und  B)  ein,  so  ergibt  sich: 

n    3t  1 

W'  ^~~2~(ö'V?s)*  «-^rotrn,  61) 

Man  erkennt,  daß  das  zweite  Glied  dieser  Grundgleichungen 
"'cht  nur,  wie  oben  ausgeführt,  für  das  Energieprinzip  in 
Medien  ,n  welchen  .  variabel  ist,  unentbehrlich,  sondern 
auch  fur  die  Optik  bewegter  Medien  von  Wichtig- 
«eit  ist. 

Die  Gleichungen  61)  und  62)  sind  leicht  für  unseren  Fall 
u  ntegneren  und  es  zeigt  sich,  daß  das  erwähnte  zweite  Glied 

o    r  GIeich^  einen  Einfluß  der  ersten  Potenz  der 
mmungsgeschwindigke.t  ^  ^       Lichtgeschw.nd  be_ 

womit  das  Fizeau'sche  Experiment  erklärt  ist. 

^ZZTrVe  AUtU  d6SSe,ben  Hefert  nUrein  BeStim" 
gs&tuck  fur  die  vier  Konstanten  av  a2i  a%i  av 

IU'  ^^«nerung  der  Gleichungen  für  die  Fluxion  der 
Elektrischen  und  diamagnetischen  Dyade. 

Grundli!!5!^16"  Mitteilunß  w«rden  die  elektromagnetischen 
Weise  1 Z11^11  ^  dn  bevveStes  Medium  in  folgender 
*Qr  ein  ruh  ^axwell-Heaviside  schen  Gleichungen 

Energieprin  Medium  wurden  mit  Rücksicht  auf  das 

G,ie<les  in  di^F        Hinzufußung  des  mehrerwähnten  zweiten 
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m    3/       2  0/ 

gebracht. 

Die  Gleichung  3)  ergibt  für  ein  ruhendes  Medium: 

«-i.IIjlIL.  63) 

Da  nun  3  eine  physikalisch  wichtige,  mit  der  Energie- 
änderung in  nahem  Zusammenhange  stehende  Variable  ist 
(vergl.  die  erste  Mitteilung,  p.  1649),  während  s  nur  eine 
Materialkonstante  ist,  ging  ich  von  den  elektromagnetischen 
Gleichungen  für  ruhende  Medien  in  der  Weise  zu  den  für 
bewegte  Medien  geltenden  Grundgleichungen: 

L  J    3/       2  Y  8/ 

!«  +  !*-«.  Iii -c0  rate  2> 

3s  03  ' 

über,  daß  ich  aus  63)  statt  ^  die  wichtigere  Fluxion  ^  m 

dieselben  einführte  (vergl.  a.  a.  O.,  p.  1650),  was  vollen  Erfolg 
hatte.  Doch  habe  ich  vergessen,  dieselbe  Änderung  auch  an 
den  Gleichungen  4)  und  5)  vorzunehmen,  welche  ja  auch  die 

Fluxionen  ^ ,  beziehungsweise  ^  enthalten  und  also  nur 
für  ruhende  Medien,  für  welche  ich  sie  allerdings  bis  dahin 
ausschließlich  geprüft  hatte,  gelten.  ^ 

Wir  holen  dies  nun  nach,  indem  wir  nach  63)  statt 
die  wichtigere  Fluxion  ~  in  die  Gleichung  4)  und  5)  ein- 
führen, wodurch  sich  statt  dieser  eingangs  angegebenen  die 
allgemein  gültigen  Gleichungen  64)  und  65)  ergeben. 

rit^+fl4(s-gJ:aV,(,  64) 
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Im  folgenden  werden  wir  aber  der  Einfachheit  wegen  die 
lokalen  Fluxionen  von  o  und  t  an  die  Stelle  der  materiellen 
Fluxionen  setzen,  wir  verzichten  also  auf  die  Betrachtung 
scharfer  Grenzflächen  zwischen  zwei  Medien  und  von  Medien, 
welche  sich  rasch  in  der  Richtung  einer  Inhomogenität  be- 
wegen. 

Aus  Gleichung  3)  folgt  hingegen  unter  Zuziehung  von  6) 


?    ä7    ~37  +  (wV,ö)'e-  66) 

Zunächst  erkennt  man,  daß         ^  in  sämtlichen  drei 

elektrischen  Grundgleichungen  vorkommt  und  also  eine  un- 
gemein wichtige  physikalische  Variable  darstellen  muß,  über 
deren  Bedeutung  wir  weiter  unten  noch  einigen  Aufschluß  er- 
alten werden.  Eliminieren  wir  aber  zunächst  diese  unbekannte 
Variable,  so  erhalten  wir  außer  den  bereits  eingehend  dis- 
kutierten elektromagnetischen  Grundgleichungen  A)  und  B) 
noch  eine  dritte  für  die  Variable  s,  beziehungsweise  bei  ana- 
lem Vorgehen  eine  vierte  Gleichung  für  die  Variable  ja,  und 

U 

—  - (m V,  *) . ,  JL  _ ^ (8  _eo)4_ß  v>  C)  q 

IV     r*  i 

tröoJ '„  !  8 D>  hat  aus  einem  besonderen  Grunde  keine 
die  21  T"S  "IS  Gleichu"S  5>-  Aus  der  Tatsa<*e,  daü 
Nation  1"  "ie  ma8"eti"he  Drehung  der  Polari- 

leiluJ,,!        2eige"'  f0,gt'  wie  dies  in  einer  ^teren  Mit- 
m WeT T  Werde"  S0"' doß  die  Konstanten  blWi  sehr 
Um!  S°  daß  die  linkc  Seite  von  4)  verschwindet. 

",o.a  !  „T? Uger  i$t  aber  Gleich«"S  Q,  da  die  Konstanten 
Med,en*i?i  Wefte  haben'  >&  für  die  gewöhnlichen 

*»  einerl^"  Ung  g'eiCh  Nu"  gesetzt  werden  können'  50 
««den  k»  d'r  F'UXi0n  der  Variable"  a  abgesehen 

'  andr«fseits  die  geringste  Veränderung  dieser 
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Variablen  mit  großen  Abweichungen  der  elektromagnetischen 
Werte  s  und  V,  t  von  den  statischen  Werten  verbunden  ist.  Die 
Folgerungen  aus  Gleichung  C)y  in  welcher  nur  die  elektrischen 
Variablen  e  und  e,  sowie  die  Geschwindigkeit  D  vorkommen, 
müssen  deshalb  charakteristischen,  rein  elektromagnetischen 
Erscheinungen  in  bewegten  Medien  entsprechen,  welche  wir 
nun  zunächst  betrachten  wollen. 

IV.  Die  Doppelbrechung  ruhender  deformierter  Medien. 

Wir  betrachten  zunächst  gewöhnliche  Medien,  deren  sämt- 
liche vier  Konstanten  aia2a^a4  mit  hinreichender  Annäherung 
gleich  Null  gesetzt  werden  dürfen.  Dann  ist  nach  C) 

—  +(wV,  u).e  -*  0. 

Das  Medium  erfahre  nur  kleine  Verschiebungen  u  seiner 
Punkte  aus  der  Ruhelage.  Da  mit  Genauigkeit 

*.(/-V.n)  3  67) 

so  gilt  für  kleine  Deformationen  [Vjii]  mit  hinreichender  An- 
näherung 

t»  A 

•et 

und 

mV,»  =  -(mV,u). 
8/ 

Damit  können  wir  Gleichung  65)  integrieren  und  erhalten: 
s  —  s0     —m  V,  u  •  s0 .  6S) 

Das  Medium  hat  also  im  deformierten  Zustande  nicht  den 
normalen  Wert  seiner  dielektrischen  Dyade.  sondern  einen 
abnormalen  dyadischen  Wert,  auch  dann,  wenn  es  im  Ruhe- 
zustand isotrop  sein  sollie.  Dann  fallen  die  Hauptrichtungen 
der  Dyade  s  mit  jenen  der  Deformation  [V •  ti]  zusammen.  Das 
deformierte  Medium  muß  also  das  optische  Verhalten  eines 
Kristalles  zeigen,   und  zwar  müssen  die  optischen  Haupt- 
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richtigen  mit  den  Hauptrichtungen  der  Deformation  zu- 
sammenfallen. Die  Stärke  dieser  Doppelbrechung  und  ihr  Vor- 
zeichen  ist  das  weitaus  beste  Mittel,  um  den  Wert  der  Kon- 
stanten m^m,  der  allgemeinen  derivierten  Dyade  in  festen 
Stoffen  zu  bestimmen.  Gase  und  Flüssigkeiten  lassen  sich 
ihrer  leichter  Beweglichkeit  halber  nicht  auf  die  Doppelbrechung 
jedes  einzelnen  schwach  deformierten  Teiles  derselben  unter- 
suchen, man  erkennt  also  nur  eine  Veränderung  des  Skalars 
der  Dyade  s,  d.  h.  der  Größe  des  dielektrischen  Koeffizienten 
derselben,  welche  nach  Boltzmann  insbesondere  bei  Volums- 
andemnyen  eintritt.  Hieraus  kann  man  nichts  über  die  Werte 
».«t«,  schließen  und  wir  haben  diese  deshalb  in  Kapitel  I 

^  ersten  Teiles  aus  anderen  Gesichtspunkten  bestimmen 
müssen. 

Für  feste  StofTe  und  Gallerten,  deren  bald  positive,  bald 
negative  Doppelbrechung  im  deformierten  Zustande  Mach  kon- 
T  a',ert  hat' ,st  nicht  geringste  Grund  abzusehen,  warum  die 
konstanten  mxm2m3  denselben  Wert  haben  sollten,  wie  in 
n^,gke,ten  und  Gasen.  Man  kann  keine  einzige  elektro- 
nische Wirkung  der  Deformation  fester  Medien  direkt 
eichten,  als  die  Doppelbrechung  und  die  Piezoelektrizität, 
hab  h«  S°  Verschiedene  Werte  in  verschiedenen  Medien 
J;  7e  von  Materialkonstanten  abhängen  müssen.  Die 
P  Ibrechung  hängt  aber  nach  68)  ausschließlich  von  den 

sta    T  r  f'W3       a,S°  S'nd  diese  stets  a,s  Materialkon- 
T        diC  ^""»chen  elektromagnetischen 
Wen,«!         Hüssi^keite»  Gasen   auf  universelle 

rieht« '  a,S°  ebenfaHs  a'S  m,r  ""genähert 
^n2^\WtT^  Und  dÜr,te  d-ch  mauere  Beob- 
fahre?         e,Cht  n°Ch  ganZ  beträchtliche  Korrektion  er- 

^n^^  ^  mV>*  Cine  sy"™""sche 

^gehalten       a    dmgS  aUCh  fÜr  fesle  Medien  unbedingt 
halten  werden;  also  ist: 


auch  «"  der  Bedingung 


'"i  =  m2 
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welche  nach  Kapitel  I  unmittelbar  aus  dem  Energieprinzip 
folgt,  muß  festgehalten  werden.  Aber  der  Wert  mt  ist  für  feste 
Stoffe  noch  vollständig  frei  verfügbar.  Das  Gesetz  der  Doppel- 
brechung deformierter  fester  Medien  lautet  also: 

e— 8o  =  f#f,[V,tt].60,  69) 

worin  mx  eine  Materialkonstante  ist,  die  in  manchen  Medien 
positiven,  in  anderen  negativen  Wert  hat  und  aus  den  Mes- 
sungen Mach's  leicht  berechnet  werden  kann. 

Es  bestätigt  sich  hier  wieder,  daß  die  Optik  weitaus  die 
beste  Grundlage  der  Elektrizitätslehre  ist. 

V.  Die  Piezoelektrizität. 

Meine  Theorie  sieht  die  Deformation  des  Mediums  als 
alleinige  Ursache  aller  beobachteten  Wirkungen  der  Bewegung 
im  elektromagnetischen  Feld  an,  auch  in  jenen  wichtigen  Fällen, 
wie  z.  B.  bei  der  Faradayschen  Induktion,  wo  diese  Auffassung 
durchaus  neu  ist.  Um  so  mehr  muß  man  erwarten,  daß  auch  jene 
Erscheinungen,  bei  welchen  der  Einfluß  der  Deformation  auf 
elektrische  Vorgänge  unverkennbar  ist,  von  meiner  Theorie 
einfach  erklärt  werden.  Es  sind  dies  besonders  das  Kundt'sche 
Phänomen,  die  Reibungselektrizität  und  die  Piezoelektrizität. 

Im  statischen  Zustand  ist  —  =0  und  also  nach  Glei- 
chung4):  7(Y| 

Wir  haben  im  vorigen  Kapitel  ein  gewöhnliches  Medium 
betrachtet,  dessen  sämtliche  vier  Konstanten  axatazax  sehr 
kleine  Werte  haben,  und  wir  setzen  die  Deduktionen  für  dieses 
Medium  hier  fort.  Da  die  Grundgleichung  4)  jedenfalls  so  weit 
exakt  gilt,  daß  nicht  etwa  kleine  additive  Zusatzglieder  unter- 
drückt sind,  sondern  daß  sie  höchstens  in  der  Form  des  Gliedes 
aV,e  (welches  wohl  auch  aV(t«e)  oder  («V,c)-t  lauten 
könnte)  einer  Verbesserung  fähig  ist,  so  muß  die  Gleichung  70) 
trotz  der  Kleinheit  der  Konstanten  a  ganz  exakt  erfüllt  sein, 
denn  es  kommen  in  derselben  nur  die  Verhältnisse  der 
Konstanten  axa%azaK  vor  und  diese  haben  bestimmte,  große 
Werte. 
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Setzen  wir  den  Wert  (e— s0)  aus  69)  ein,  d.  h.  berück- 
sichtigen wir,  daß  nur  ein  deformiertes  Medium  eine  abnormale 
Doppelbrechung  haben  kann  (wenn  die  Konstanten  a  klein 
sind),  so  ergibt  sich: 

<V»i[V,u].eo^0V,c.  71) 

In  einem  deformierten  Medium  müßte  also  ein  ungleich- 
formiges  elektrisches  Feld  vorhanden  sein,  dessen  derivierte 
Dyade  V,c  sich  sogar  direkt  durch  die  Deformation  [V,  u]  be- 
stimmt Wenn  aber  nur  überhaupt  ein  elektrisches  Feld  auf- 
tritt, so  muß  auch  ein  Deformationsstrom  [V,*].s.e  auftreten, 
welcher  die  piezoelektrischen  Ladungen,  welche  während  der 
Deformation  auftreten,  bewirkt. 

VI.  Das  Kundt'sche  Phänomen. 

Wir  betrachten  nun  eine  stationär  strömende  Flüssig- 
keit,  in  welcher  also  -  =  0.  Dann  folgt  aus  der  Gleichung  C), 
da  für  Flüssigkeiten  mx  ~  -2  ist: 

2[V,  »]..  i  _ai(s_eo)+aV,  c.  72) 

Je  nach  dem  Verhältnisse  der  Konstanten  ata9a3  zu  der 
onstanten  a<  treten  also  in  einer  stationär  strömenden  Flüssig- 
st zwei  verschiedene  elektrische  Wirkungen  in  verschiedener 
Starke  auf. 

Sind  sämtliche  Konstanten  axa%az  nur  kleine  Bruchteile 
"  Konstan'en  a4,  so  nimmt  Gleichung  72)  die  Form  an: 

2[V,*].e  =  —  a4(e~z0).  73) 

DoDD!hSe  G,eichUng  sPricht  das  Gesetz  der  Kundt'schen 
dieT  KC!!Ung  aUS:  In  einer  stationär  strömenden  und  dabei 
einen  1    Def0rmati0n  CV,  •]  erfahrenden  Flüssigkeit  zeigt  S 

n  abnormalen  dyadischen  Wert,  die  deformierte  Flüssigkeit 
Haupr  ^      °ptiSChen  Eigenschaften  eines  Kristalles,  dessen 

pnchtungen  den  Hauptrichtungen  der  Deformationsdyade 
lv» »J  gleich  sind. 

Paralllemer.SChiebUngSschicht»  wie  sie  zwischen  zwei 
n.  mit  verschiedener  Winkelgeschwindigkeit  um  eine 
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gemeinsame,  zu  ihnen  senkrechte  Achse  rotierenden  Platten, 
oder  wie  sie  zwischen  zwei  konaxialen,  mit  verschiedener 
Winkelgeschwindigkeit  rotierenden  Zylindern  vorhanden  ist,  hat 
eine  Flüssigkeit  die  Deformationsdyade  [vergl.  Gleichung  48)]: 


"4) 


Hierin  ist  b  die  GeschwindigkeitsdifTerenz  gegenüber- 
liegender Punkte  der  starren  Grenzflächen,  n  deren  Distanz, 
also  der  vektorische  Wert  der  Dicke  der  Schiebungsschicht. 
Die  Hauptrichtungen  dieser  Deformationsdyade  liegen  bekannt- 
lieh  senkrecht  zu  ö  und  n,  beziehungsweise  in  der  Ebene  der 
Vektoren  o  und  n,  so  daß  sie  den  Winkel  dieser  Vektoren 
halbieren.  Tatsächlich  liegen  die  optischen  Hauptrichtungen 
bei  dem  Kundt'schen  Versuche  45 gradig  gegen  Radius  und 
Peripherie  der  zylindrischen  Schiebungsschicht. 

Die  Kundt'sche  Doppclbrechung  ist  nach  74)  desto  stärker, 
je  kleiner  at  ist,  immer  vorausgesetzt,  daß  die  Konstanten 
tf^tfg  gegen  aA  verschwinden. 

VII.  Die  Reibungselektrisierung. 

Im  allgemeinen  werden  die  Konstanten  a2  und  ds  aber 
gegen  die  Konstante  a4  nicht  zu  vernachlässigen  sein,  nur  die 
Konstante  ax  dürfte  stets  sehr  klein  sein,  wie  aus  dem  hier 
nicht  zu  besprechenden  Charakter  der  Strahlungserscheinungen 
in  starken  elektromagnetischen  Feldern  hervorgeht 

Es  darf  also  das  Glied  aV,t  in  Gleichung  72)  nicht  völlig  ver- 
nachlässigt u  erden  und  somit  ergibt  sich,  daß  in  einer  stationär 
strömenden,  rasch  deformierten  Flüssigkeit  stets  ein  elektrisches 
Feld  vorhanden  sein  muß,  dessen  derivierte  Dyade  durch 
Gleichung  72)  mitbestimmt  ist.  Es  hängt  dies  mit  der  Reibungs- 
elektrisierung ohne  Zweifel  zusammen,  bildet  aber  an  sich 
keine  Erklärung  derselben. 

Ks  ist  ein  charakteristischer  Vorzug  meiner  Theorie,  daß 
nach  derselben  durch  jede  Deformation  des  Mediums  im  elek- 
trischen Felde  Ladungen  auftreten  müssen,  als  direkte  Folge 
der  elektromagnetischen  Grundgleichungen  A)  und  B)  dieser 
Theorie  (vergl.  Kapitel  XII  des  ersten  Teiles).  Der  üefoxmations- 
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sirom  —  [V,ö].ß.e  ist  nicht  notwendig  divergenzfrei  verteilt, 
zufolgedessen  ist  auch  der  Maxvvell'sche  Verschiebungsstrom 

[s]-  jj  (in  nichtleitenden  Medien  To  =  °)  nicht  notwendig 

divergenzfrei  und  es  ist  also  im  allgemeinen: 

-divMe  +  O, 

d  h.  es  tritt  im  allgemeinen  überall  Reibungselektri- 
sierung auf. 

Jedoch  sind  die  so  bewirkten  Ladungen  meist  unmerklich 
schwach  und  werden  durch  die  geringste  Leitfähigkeit  Tw  des 
Mediums  ausgeglichen. 

Stärkere  Reibungselektrisierung  könnte  man  nur  erwarten 
m  Schiebungsschichten,  welche  eine  rasche  Deformation  er- 
fahren. Aber  der  in  solchen  Schiebungsschichten  fließende 
Deformationsstrom  ist  im  allgemeinen  kein  anderer  als  der 
Rowland'sche  Strom  und  dieser  hat,  wie  sogleich  gezeigt 
werden  soll,  keine  ladende  Wirkung  und  auch  keine  Wärme- 
wirkung. 

Die  Deformationsdyade  in  der  Schiebungsschicht  ist  durch 

'  )  angegeben;  der  Deformationsstrom  in  derselben  hat  also 
den  Wert: 


-R»].t.e  -4  «.*(-!  .  e)  +  8.  —  (p.t). 

\n     I        n  ' 


75) 


bun    "h"       gleichförmiSes  elektrisches  Feld  in  der  Schie- 
gsschicht  vorhanden  ist,  was  allerdings  nach  den  eingangs 

Annäh      tClS  angeführten  Ursachen  nie  genau,  stets  aber  mit 

ström  erHng  ***  FäU  Se'n  Wird'  S0  ist  auch  der  Deformations- 
,n  der  Sch'ebungsschicht  gleichförmig,  er  geht  nach  75) 

diese  ßCftmeinen  schief  von  einer  Platte  zur  anderen  und 
beträch^hTadenh  ^  V°rgang  stationär  ist>  bald 

in  einer8  ^  die  Reibungselektrisierung  nicht.  Denn 

°der  bald^i dUnnen'  VOn  Starren'  entvveder  etwas  leitfähigen 
gleichförmig  elektrisierten  Platten  begrenzten  Schicht 
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geht  der  Feldvektor  e  stets  senkrecht  zwischen  den  Platten 
über,  es  ist: 

ö-c  =  0 

und  also  hat  nach  75)  der  Deformationsstrom  den  Wert 

— [V,  *].e.e=M.*(-i-.e), 

steht  also  auf  dem  Feldvektor  c  senkrecht,  weshalb  auch  die 
elektromagnetische  Deformationswärme  dieses  (Rowland'schen) 
Stromes  gleich  Null  ist  (vergl.  Kapitel  III  des  ersten  Teiles). 

Da  also  der  Deformationsstrom  die  Grenzplatten  nicht  ver- 
bindet, sondern  zu  denselben  parallel  verläuft,  bewirkt  er  keine 
Ladung  dieser  Platten. 

Ferner  ist  aber  dieser  Deformationsstrom  der  ersten 
Potenz  der  Deformationsdyade  proportional,  bei  Umkehrung 
aller  Geschwindigkeiten  müßte  sich  auch  das  Vorzeichen  aller 
etwa  noch  bewirkten  kleinen  Ladungen  umkehren,  was  ganz 
entschieden  dem  Charakter  der  eigentlichen  Reibungselek!ri- 
sierung  nicht  entspricht. 

In  einer  solchen  stark  deformierten  Schicht  tritt  aber  oft 
das  Kundt'sche  Phänomen  ein,  welches  nach  meiner  Theorie 
auf  einer  Veränderung  der  dielektrischen  Dyade  s  des  Mediums 
zufolge  der  Deformation  nach  Gleichung  73)  beruht. 

Es  ist  also  mit  hinreichender  Annäherung: 

Die  fingierte  Leitfähigkeit  (siehe  Kapitel  III  des  ersten 
Teiles)  hat  den  Wert: 

-[V,  »].8  =  -[V,  ö].e04-2  4°  [V,  »]». 

Zufolge  dieser  durch  Multiplikation  beider  Deformations- 
wirkungen geänderten  Leitfähigkeit  hat  der  Deformationsstrom 
nun  eine  weitere  Komponente  vom  Werte: 

2-S°-[y,u]2.e=  -l  -^*s(«.e)-.  77) 
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Dieser  Strom  geht  senkrecht  zwischen  den  Platten 
über  und  bewirkt  eine  entgegengesetzte  Ladung  derselben. 
Kerner  ist  dieser  Deformationsstrom  durch  das  Quadrat  der 
Deformationsdyade  bestimmt,  bewahrt  also  bei  Umkehrung 
ailer  Geschwindigkeiten  sein  Vorzeichen. 

Hiemit  ist  die  Reibungselektrisierung  erklärt  und 
gezeigt,  daß  dieselbe  eng  mit  dem  Kundfschen  Phänomen 
zusammenhängt.  Es  kommt  sehr  auf  die  spezifische  Konstante 
<*4  des  deformierten  Mediums  an,  also  auch  auf  die  Natur  der 
sich  reibenden  Platten,  da  auch  die  Gleitschichten  in  unmittel- 
barer Nähe  der  Plattenoberflächen  in  hohem  Grade  an  der 
Schiebung  beteiligt  sind. 

Wenn  aK  positiv  ist,  so  hat  die  Komponente  77)  des  De- 
ormationsstromes  dieselbe  Richtung,  wie  der  Feldvektor  e  und 
oscht  also  ein  etwa  vorhandenes  elektrisches  Feld  aus,  worauf 
Keine  weitere  Elektrisierung  eintritt. 

Wenn  aber  a4  negativ  ist,  so  verstärkt  der  Deformations- 
strom unausgesetzt  das  anfangs  (etwa  zufolge  der  eingangs 
«eses  Kapitels  erwähnten  Wirkung)  vorhandene  Feld  und  es 

nu  unbegrenzte  Entwicklung  von  Reibungselektri- 
s<erung  ein. 

Eine  analoge  Reibungsmagnetisierung  kann  nicht  ein- 

e  nen '  7  "ÄCh  Kapkel  111  d6S  Zweites  Teiles  *e  Konstante  b, 
n  sehr  hohen  Wert  hat  und  alle  angeführten  Wirkungen 
«>eser  konstanten  verkehrt  proportional  sein  müssen. 

VIII.  Beziehung  zur  Elastizitätstheorie. 

d*Ä^  WUrden  aUSde" 

2  Tt  '  C"~[V'  ö>8-e+Ve  ^  c0  rot  m,  A) 

8'      2  Ü7  ,w~"tV'ö]^-,»+^o-in  ^  —  c0  rot  e,  B) 

Ii 

8,  +™i[V,  »].8  JL  _ a^s—B0)  +  a  V,  t  C) 
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gewonnen,  welche  also  meine  Theorie,  soweit  rein  elektro- 
magnetische Vorgänge  in  Betracht  kommen,  vollständig  dar- 
stellen.   Daneben  behalt  aber  das  vollständige  Gleichungs- 
system 1)  bis  7),  aus  welchem  die  Gleichungen  Ajy  B),  C)  durch 
Elimination  der  Hülfsvariablen  a,  z,  <p  und  4»  gewonnen  wurden, 
seinen  grundlegenden  Charakter  und  heuristischen  Wert.  So 
wie  die  Theoretiker  älterer  Art  im  Verfolg  ihrer  Theorien 
Korpuskeln  merkwürdigster  Art  entdeckt  zu  haben  glauben 
und  den  heuristischen  Wert  dieser  Vermutungen  betonen,  so 
haben  sich  nach  meiner  Methode  Hinweise  auf  eine  neue  physi- 
kalische Variable  a  ergeben,  welche  in  dreifacher  Hinsicht 
nach  Gleichung  1),  3)  und  64)  direkten  Einfluß  auf  elektrische 
Vorgänge  hat  und  deren  selbständige  physikalische  Bedeutung 
zu  entdecken  man  nun  immerhin  hoffen  kann.  Direkt  läßt  steh 
dieser  steile  Weg  des  Fortschrittes  allerdings  nicht  in  Angriff 
nehmen. 

Die  Bedeutung  der  vier  Variablen  o,  t,  <p,  $  für  ein  festes 
elastisches  Medium  läßt  sich  aber  leicht  angeben,  wenn  das 
Medium  nur  kleine  Deformationen  [V,  n]  erfährt,  worin  n  die 
Verschiebung  seiner  Punkte  aus  ihrer  Ruhelage  bedeutet.  Die 
Gleichung  6)  hat  die  Form: 

ot 

Da  mit  hinreichender  Annäherung 

[V,  »]  ±  ±  [V,  n], 

Ol 

so  folgt 

?  JL?o  +  Wl?0.[V,u].  'yJ 

Hierin  kann  die  Integrationskonstante  <p0  als  eine  Material- 
konstante  des  Mediums  aufgefaßt  werden  und  es  ist  also  <p  als 
ein  bestimmter  Deformationszustand  des  Mediums,  d. h. 
als  eine  Funktion  der  Materialkonstantcn  und  der  Deformations- 
dyade,  nun  bekannt.  Das  gleiche  gilt  in  diesem  Fatl  auch  für 
die  Variable  <j. 

Wir  setzen  nun  voraus,  daß  das  Medium  ein  gewöhnliches, 
ohne  elektromagnetische  Besonderheiten  sei,  dessen  vier  Kon- 
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stanten  axa%a^  also  sämtlich  verschwindend  klein  sind.  Für 
ein  solches  festes  Medium  hat  nun  allerdings  auch  o  eine 
geringere  Bedeutung,  da  diese  Variable  nach  Gleichung  64) 
nun  von  höherer  Ordnung  als  die  Deformation  [V,  u]  klein  sein 
muß.  Für  dieses  gewöhnliche  Medium  gilt  Gleichung  68),  das- 
selbe  wird  durch  Deformation  nur  doppelbrechend  und  es  ist: 

6=*=£0— Wls0[V,u].  80) 
Nach  Gleichung  3)  ist : 

Man  erhält  also  durch  Multiplikation  von  79)  und  80): 

a  =  V- wK<?o-[V,u]2.  81) 

Die  Variable  n  ist  durch  das  Quadrat  der  Deformations- 
dyade  [V,u]  bestimmt.  Der  Skalar  der  Dyade  *  ist  eine 
lineare  Funktion  der  potentiellen  elastischen  Ener- 
gie des  Mediums. 

Bezeichne  da  i  i~?Q  die  Abweichung  der  Dyade  a  von 

'Urem  Ruhewert,  so  könnte  der  Skalar  S  der  Dyade  — («-L  j0) 

der  potentiellen  elastischen  Energie  geradezu  gleich  gesetzt 
werden: 

5  =  -  (To"1  *  <l°)s  =  +  m\  e0  [V,  u]  J , 
fa»s  «fo  dem  Elastizitätsmodul  gleichgesetzt  wird. 

Nehmen  wir  als  gegeben  an,  daß  dieser  Skalar  eine 
^nerg.eanderung  darstellt  und  daß  nur  Änderungen  der 
ewegungsenergie  zu  erwarten  sind,  so  folgen  auch  die 
asnschen  Bewegungsgleichungen  aus  meiner  Theorie, 
ist  tur  ein  inkompressibles  Medium 


und  also 


8 

-[V,u]|=2(o.V):[V,  u] 
—  -2m2Eo(ö.V);[V,  u]  =  0. 


HsoVrtf/!?.  Enerßieg,eich^ng  dieser  Bewegungswirkung 
8  IUr  d,e  ^Pannungsdyade  6,  derselben: 

"Zb  ^»athem.-n.turw.  Kl.;  CXV.  Bd.,  Abt.  IIa.  27 
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und  dies  ist  die  elastische  Spannungsdyade.  Die  Elasti- 
zitätstheorie ist  also  nicht  ohne  Beziehungen  zu  meiner 
Theorie. 

IX.  Beziehung  zur  Elektrolyse  und  zum  Peltiereffekt. 
Daß  ich  alle  Abweichungen,  welche  die  elektromagneti- 
schen Vorgänge  in  Medien  von  allgemeinem  Verhalten  und 
allgemeiner  Bewegungsform  von  den  einfachen  MaxweU*schen 
Gleichungen  für  ruhende  gewöhnliche  Medien  zeigen,  auf 
chemische  und  Wärme  Wirkungen  zurückzuführen  bestrebt 
bin,  geht  aus  meinen  sämtlichen  früheren  theoretischen  Arbeiten 
hervor  und  die  thermochemische  Bedeutung  der  Variablen  a 
bildet  eine  Grundlage  der  hier  mitgeteilten  Theorie  (vergl.  die 
erste  Mitteilung,  p.  1649). 

Direkte  Beziehung  zu  den  elektrischen  Vorgängen  hat  nur 

die  Variable 


3/ 


welche  in  allen  drei  Grundgleichungen  1),  3)  und  64)  vor- 
kommt. Diese  Variable  kann  nicht  als  eine  Eigenschaft  oder 
ein  Zustand  des  Mediums  betrachtet  werden,  auch  nicht  als 
die  Fluxion  eines  solchen,  da  sie  nach  einem  Kreisprozeß  im 
allgemeinen  nicht  auf  den  Anfangswert  zurückkehren  wird.  Ihr 
Skalar 

entspricht  also  keinesfalls  der  Fluxion  einer  potentiellen 
Energie,  falls  die  Deformation  eine  fortschreitende  ist,  oder  die 
Konstanten  a  nicht  verschwinden.  Doch  dürfte  dieser  Skalar  S 
der  pro  Zeit-  und  Volumseinheit  abgegebenen  Wärme  und 
chemischen  Energie  entsprechen. 

An  früherem  Orte1  habe  ich  dargelegt,  daß  die  Elektro- 
lyse ganz  allgemein  in  nichts  anderem  bestehen  dürfte,  als  in 
dem  Auftreten  von  Sauerstoff  an  der  Anode  und  der  gleich- 


i  Jaumann,  Zur  Theorie  der  Lösungen;  diese  Sitzungsbcr., 
(1900);  —  Ann.  der  Phys.,  Bd.  III,  p.  603. 
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zeitigen  Vernichtung  der  gleichen  Menge  Sauerstoff  an  der 
Kathode.  Diese  Wirkung  sowohl,  als  der  Peltiereffekt  treten 
dort  in  Leitern  auf,  wo  die  elektrische  Vektorverteilung  eine 
Divergenz  hat  und  sind  der  Stärke  dieser  Divergenz  pro- 
portional, außerdem  nur  von  Materialkonstanten  abhängig. 

Wenn  das  Medium  in  normalem  Zustand  erhalten  wird, 
wie  dies  bei  der  Elektrolyse  und  beim  Peltiereffekt  der  Fall  ist' 
wenn  die  produzierte  Wärme,  beziehungsweise  chemische 
Energie  nach  außen  abgeleitet  wird,  so  ist: 

und  es  folgt  aus  Gleichung  64): 

— 5=(al-2fla+3a3)divc.  83) 

Diese  Gleichung  läßt  sich  nach  obigem  als  das  Gesetz  der 
Elektrolyse  und  des  PeltierefTektes  deuten. 

X.  Beziehung  zur  Wärmeproduktion  in  zähen  Flüssigkeiten. 

Endlich  kommt  die  Variable  auch  in  der  durch 

Differentiation  aus  Gleichung  3)  abgeleiteten  Gleichung: 

ZweBraChKen      6ine  ZähC  FIÜSsjgkeit,  welche  in  stationärer 
««ng  begriffen  ist  und  das  Kundt'sche  Phänomen  zeigt. 

ES  'St  ä7  =  0  und  deshalb 

^•^-2[V,t,].£; 
fernerist  nach  Gleichung  73): 

also: 

r,'^-2[V,t,].Eo+4^[V,ö]2. 
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Nehmen  wir  den  Skalar  alle.  Dyaden  dieser  Gleichung. 
Für  eine  inkompressible  Flüssigkeit  verschwindet  der  Skalar 
der  ersten  Potenz  der  Deformationsdyade  und  wir  erhalten: 

-S-4-0-  [V,  »]« .  84) 

Diese  Gleichung  stellt  das  Gesetz  der  Wärmeproduktion 

in  zähen  Flüssigkeiten  genau  richtig  dar,  wenn  man  —  — - 

dem  Zähigkeitsmodu'  gleichsetzt.  Hieraus  folgt  in  Überein- 
stimmung mit  den  Tatsachen,  daß  die  Kundfsche  Doppel- 
brechung und  die  Reibungselektrisierung  in  zähen  Flüssig- 
keiten stärker  auftritt.  Auf  Grund  der  Energiegleichung  dieses 
Vorganges : 

S-(p.V):Qt  =  0,    0,     4  **-  [V,  »] 

gelangt  man  zu  dem  Werte  62  der  Sp annungsdyade  zäher, 
rasch  deformierter  Flüssigkeiten,  deren  Bewegungstheorie  also 
gleichfalls  Beziehungen  zu  der  hier  mitgeteilten  elektromagne- 
tischen Theorie  hat. 


Digitized  by  Google 


391 


Uber  die  Störung  des  homogenen  elektri- 
schen Feldes  durch  ein  leitendes  dreiachsiges 

Ellipsoid 

von 

Dr.  Hans  Benndorf. 

Aus  dem  physikalischen  Institut  der  Universität  Graz. 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  8.  März  1906.) 

In  der  vorliegenden  Arbeit  werden  Ausdrücke  für  die 
Potential.,  Kraft-  und  Dichtenverteilung  entwickelt,  wenn  ein 
beliebig  orientiertes  Ellipsoid,  das  eine  Eigenladung  besitzt, 
«ch  in  einem  homogenen  elektrischen  Felde  befindet.  Ich 
tobe  dabei  besonderen  Wert  auf  eine  streng  systematische 
»  «.chnungsweise  gelegt,  um  die  Anwendung  der  Formeln 
au!  Spelle  Fälle  zu  erleichtern. 

Kme  Formelzusammenstellung,  die  das  Verteilungsproblem 
™  allgeme.nen  Falle  behandelt,  existiert  meines  Wissens  nicht; 
agegen  sind  spezielle  Fälle  oder  Teile  des  allgemeinen 
untersucht V<irSChiedenen  Le^büchern  und  Abhandlungen 

Verall!611"  •  *"  dieser  Handlung  im  wesentlichen  nur 
werde  emngen  b6reitS  bekannter  Gleichungen  entwickelt 
Dar  Ji'„S0  ejrSChe,nt  mir  eine  einheitliche  und  übersichtliche 
müh Z!*  ,°Ch  ^  Veröffent,i^"ng  wert,  um  anderen  die 
samme^r  Z6itraubende  A'be"  ™  ersparen,  die  das  Zu- 
^ensuchen  und  Vergleichen  der  in  verschiedenen  Arbeiten 

104  (1895),Lp  88*' Theorie  der  Dielektrika,  diese  Sitzungsberichte, 
"geladenen  Elli  '  ..ehtndelt  strenS  die  Ladungsdichtenverteilung  auf  einem 
im  Außenraun,  dl  beliebig  im  Fclde  orientiert  ist;  das  Potential 

das  Ellipsoid686"  ffir  Entfernun8en  entwickelt,  die  groß  sind 
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gegebenen  Ausdrücke  macht,  um  so  mehr  als  die  Bezeichnungs- 
weise derselben  Größen  bei  den  einzelnen  Autoren  so  ver- 
schiedenartig ist,  als  es  die  Kombination  von  fünf  Alphabeten 
mit  ungezählten  Indices  nur  zuläßt. 

Dem  Hauptteil  der  Arbeit  angefügt  sind  einige  Tabellen 
über  die  Kapazität  von  Rotations-  und  dreiachsigen  Ellipsoiden. 
Im  letzten  Abschnitt  werden  Transformationen  und  Reihen- 
entwicklungen für  die  im  allgemeinen  Problem  auftretenden 
Integrale  gegeben,  die  zur  Ausrechnung  bei  numerischen  Bei- 
spielen dienen  können.  Über  Anwendung  der  hier  entwickelten 
Formeln  in  gewissen  praktischen  Fällen  wird  eine  folgende 
Abhandlung  berichten. 


Erklärung  der  Bezeichnungsweise. 

Vorausgesetzt  wird  ein  rechtwinkeliges  Koordinatensystem 
OX,  OY,  OZ.  Im  homogenen  elektrischen  Feld  herrsche  die  In- 
tensität     deren  Komponenten  £M,  §j)M,  3"  seien. 

Bezeichnet  4>M  das  Potential  der  durch  den  Ursprung 
gehenden  Niveaufläche,  so  ist  die  allgemeine  Gleichung  der 

Niveauflächen  . 

•P«  -  4>»—  yty«- -z3«,  •  •  •  U 

die  Kraftkomponenten  sind  also  positiv  gerechnet,  wenn  sie  in 
die  Richtung  der  positiven  Achsen  fallen. 

Alle  Größen,  die  sich  auf  dieses  ursprünglich  vor- 
handene Feld  beziehen,  werden  rechts  oben  durch 
den  Index  u  gekennzeichnet. 

In  dieses  Feld  werde  nun  ein  ungeladenes  leitendes 
Ellipsoid  mit  den  Halbachsen  a,  b,  c  so  gesetzt,  daß  seine 
Gleichung 

a-^  b*  c* 

wird,  wobei  wir  stets  a  ^  b  <Z  c  voraussetzen  wollen. 

Alle  Größen,  die  sich  nur  auf  den  Innenraum  des  Ellipsoides, 
die  Oberlläche  oder  den  Außenraum  beziehen,  werden,  wenn 
es  nötig  erscheint,  rechts  unten  durch  die  Indices  /,  0,  a  ver- 
sehen, mit  Ausnahme  der  Flächendichten  der  Ladung  an  den 
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Achsenenden  des  Ellipsoides,  die  mit  aa,  obf  ac  bezeichnet 
werden  sollen. 

Durch  das  ursprüngliche  Feld  werden  auf  dem  Ellipsoid 
Ladungen  induziert. 

Alle  nur  von  diesen  Ladungen  abhängigen  Größen  tragen 
rechts  oben  den  Index  /,  wenn  es  sich  um  die  Induktion  durch 
das  Gesamtfeld  (£"  handelt,  dagegen  die  Indices  ix,  iy,  L,  wenn 
nur  die  Induktion  der  Komponenten      g)",  gu  betrachtet  wird. 

Alle  Größen,  die  durch  Superposition  des  ur- 
sprünglichen Feldes  und  des  Feldes  der  induzierten 
Ladungen  hervorgehen,  erhalten  rechts  oben  den 
Index  l  respektive  Ix,  Iyj 

Nun  möge  schließlich  dem  Ellipsoid  eine  Ladung  E  erteilt 
werden,  die  sich  mit  der  Dichte  <sK  über  die  induzierten 
Ladungen  superponiert.  Alle  Größen,  die  nur  von  dieser 
Ladung  abhängen,  tragen  rechts  oben  den  Index  E. 

Schließlich  sollen  alle  Größen,  die  durch  die  Superposition 
der  Felder  («,  i,  E)  erhalten  werden,  rechts  oben  den  Index  g 
führen.  6 

Als  gegeben  betrachten  wir  die  Größen  ay  b,  c, 
X£,  durch  die  die  zu  suchenden  (das  Potential  an  der  Ober- 
ohe -fo^rn  Außenraum      die  elektrischen  Kräfte  & 

e-"  5  =  4I)  auszudrücken  sind. 

Es  bezeichnen  daher  im  folgenden: 

*'y,:'  resPektive  (*t,yi,zh  x0,yotSo,  xa,  ya,Za)  die  Koordinaten 
_  des  Aufpunktes; 

m^gr  die  Halbachsen  des  Ellipsoides; 

,!C  großle  <immer  Positive)  Wurzel  der  Gleichung; 

"*+«    i,t+u  +  cJ^ru  =  !>  die  ein  dem  gegebenen  konfokales 
Ellipsoid  darstellt; 

6  "~Ellipseoid^Vert  ^  U  ^         0berfläche  des  ^ebenen 
[Zj^.  I  die  Halbachsen  des  konfokalen  Ellipsoides; 
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4>«  das  Potential  im  ursprünglichen  Felde  in  der  Niveaufläche, 
die  durch  den  Koordinatenanfangspunkt  geht; 

<p»,  respektive  <?;  das  Potential  im  ursprünglichen  homo- 

genen Felde; 

X«,  respektive  Xj,  3Eg.  X«  | 

g«,        »        S?,  Si4,  9"  (  die  Kräfte  im  ursprünglichen 
3".        >  3o".  3:  homogenen  Felde; 

e«,     »     ey,  es,  ) 

<p»"*  Potential  der  durch        auf  dem  Ellipsoid  induzierten 
Ladungen; 

<pö  Potential  der  durch  ?)"  auf  dem  Ellipsoid  induzierten 
Ladungen; 

<p'*  Potential  der  durch  3»  auf  dem  Ellipsoid  induzierten 
Ladungen; 

<p'  Potential  der  durch  <£»  auf  dem    Ellipsoid  induzierten 
Ladungen; 

g*  3",  (5'*  o"  , 
X'-v,  9V,  3V.  ®v»      l  analog  Kräfte  und  Ladungsdichten; 

3E/S,  8«"s,  3,s.  °" 
2)S  3'.  ®f»  a'  J 

X7  =     +   analog   

g'=g«+g«-    ■   

3' =3" +3'    >   

ö'  =  V(X02+(S/)a+(3,)5! 


1  Dichten  an  den  Achsenenden  des  Ellipsoides 


Potential,  Kräfte,  Ladungen  des  ursprünglichen  Feldes  + 
dem  induzierten; 

.       3Efe'f  g/:,  3K,  GK,  -j*       ci«       Potential,  Kräfte,  Dichten,  her- 
rührend von  der  Eigenladung; 

R  Eigenladung  )        „n.  . 
~  .  ...      (  des  Ellipsoides; 

C  Kapazität  ) 
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? = r+f+?  =  I  Potentialj  Kräfte 

l<  =  =  analog  gfc  g*  \  und  Ladungen 

ff^VTS^+OO^OO*.  **>      rf,  of    j  im  Gesamtfelde; 

7-f°°  f  00  du 

i    («'+«)  Vfas+w)  (*»+*)  (c*  +  u)    J0  aÄßT 
00  rf« 


«?3T 

aßT8 
du 


c 


c 

3 


4=1" 

V  a4  y*  ' 

\a8      ß2  ^  ^2  iy 

|!  =  +  -3?L. 

'-U  +  Ji 

sich  ™f  *iC„hU"gen      ">  111  ln  i^em  Abschnitt  beziehen 

Inlr!  S,  °,emial  im  Aufle""«">.  der  Oberfläche,  im 
n  naUm   d,e  Gleichunge[)  ,         y|  ^  ^ 

lln-  IX  auf  die  Udungsdichten. 

'•      ungeladene  leitende  EUipsoid  im  homogenen 

Felde. 

A.  Das  Potential. 

Es  ' 

dieWierte"^untial  im  ÄUßenraUm  hervorßerufen  durch 


ro«  r°°  du 
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?i  =  wobei  für   <p*  <p'>,  <pj 

folgende  Ausdrücke1  gelten: 

i  Die  Ableitung  dieser  Formeln   geschieht  am  einfachsten  nach  der 

Methode  der  Gleitschichten. 

Bezeichnet  V  das  Potential,  herrührend  von  einem  homogenen  Ell.psoid, 
das  im  Inneren  gleichmäßig  mit  Masse  von  der  Dichte  p  erfüllt  »st,  und 
-V  das  Potential  von  einem  kongruenten,  mit  Masse  von  der  Dichte  p 
erfüllten  Ellipsoid,  wenn  das  Ellipsoid  achsenparallel  mit  seinem  Mutelpunkt 

s    bV  1  _ _ 

im  Koordinatenursprung  liegt,  so  ist  V+  --  — ,  respektive  ^ 

das  Potential  in  einem  Punkte  des  Raumes,  wenn  die  beiden  Eltipsoide,  das 
positive  in  der  Richtung  der  positiven  X-Achsen,  das  andere  entgegengesetzt 

um  das  unendlich  kleine  StücK  ^  verschoben  gedacht  werden,  und  die 

er 

Summen  beider  Potentiale  e  —  • 

ox 

Der  Ausdruck  für  V  lautet  (z.  B.  Kirchhoff,  Mechanik,  p.  215)  für  e.nen 

inneren  Punkt  «, 

x  v-  ~~ 

/•CO  <|2-J-K        b--\-u  c--t-u 

V,  =  x Q a b c  \     du  —         -        —  ^  " 

'  JO  x/(t|2+lO(*-,H-«)(^-t-,<) 

oder  mit  unseren  Abkürzungen 

t2  v2 

—    «>;  —  -  J" 

und  für  den  Außenraum 

^     x*  v2 


roo         a?       &       T"  , 
r.=K&w&fl   ' 


Jl 


wobei  ii  die  größte  Wurzel  der  Gleichung 


t-2               *2  A 
1  :  =  0  ist. 

«2         £2  T2 


Durch  Differentiation  ergibt  sich 

S  r,  f  oo    d  u 


c.v 
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Es  ist  daher 

f-*&_r°°du^  +  yjjr  r°odn_  +  zS«_  f~  du 
h  X     a»ßT       It  X     a?»T  X  aßT» 

im  Außenraum, 

an  der  Oberfläche, 
im  Inneren. 

Diese  Potentiale  ?'  superponieren  sich  den  Potentialen  <pM 
Eichung  1),  so  daß  ?'  =  wird.  Man  erhält  so: 


,  ^Rpaftor 


8 


8«  J. 


8« 


«ß7  8a 

.r->        V2  22 


J"     a3ßT  aßT  8v~ 

In  dem  den  verschobenen  EIliPsoiden  gemeinschaftlichen  Räume  (Dichte 

=  °Hst  das  Potential   «III         ,  * 

S77=-2-"ft^.rp  im  Außenraum 

5       =  - »Hafte,      f°°  rf" 
c*        "       I  tpJM  •  Ir"  Inneren  herrscht  aber  ein  homogenes 

Feld  von  der  Intensität  _  _L  /'   8  F'  \      -  f»   <' « 

»Äi-87r"M*"'l      setzt  ma» 


ßY  —     *v  ,  so  ist 
tf^xX»    und   C°°  .±!L 


^.Potential  eines  leitenden, 


vom  homogenen  Felde  induzierten  Ellipsoidcs. 
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?/  -  <J>«__ -3«  + 

ö'  =  4>M  •  •  •  'V 

...ny 

B.  Die  Kräfte. 

_V,  9.  =  -.^-,  8'  =  -£ 

8*  8y  3~ 


Es  ist 
und  daher 


„  _ _   -j._^rii._  v r — + 

yty*  r°°  d«_    «31  f 00  _£?J ?iL 


und  da  nun 


a  ~ '  02"       ~2  / 


2* 


8«U2"     F      T8       /       «*  Pl 
so  folgt  für  3^  und  analog  für  die  anderen  Komponenten 

X"  r°°  du       [x&  1 
=  £"  —  -   r-  


2 


W  —  9)«  —  ^   +   + 

vir  i_  .  -3"  M  ?> 

0/  —  Q'<  — -  v—  I  4-  —  H 

e;  =  v/(^)8+(9i)2+(3;)s" 


. . .  ivt) 
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im  Außenraum,  für  die  Oberfläche  wird 


abcV 


h    a*bc       I9     ab*c       I9  ~äb? 

.  2*0   1_ 


2j0 


&2  * 


b* 


31 =f^.  J-  +  üIÜ. 


2z0 


^  =  V^?+(9{)»+(3/)« 
und  für  das  Innere  ist 


78  a&c3 
 1 


3'  =  BJ  =  3{=«{  =  o. 
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...vy 


C.  Die  Ladungen. 

Für  die  Dichte  o'  der  elektrischen  Ladung  an  einer  Stelle 
\W»sg  des  Ellipsoides  folgt 

4jc        2«V  /t    a3*c       /,  ^ 


V  m 


,  ...VII,) 


v  a*  cl 

aus  die  Werte  der  Dichte  an  den  Enden  der  Halbachsen 
-  V  *  sich  ergeben 
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a'  = 


2rdxubc 


b  "  2nltabc 
Q« 

,/__  >_L  ... 

c~  2zl&abc 


...VIII,) 


Setzt  man  die  Werte  VIIIj)  in  die  Formel  VII,),  so  erhält 
man  schließlich: 


b* 


. . .  lXj) 


2.  Das  geladene  leitende  Ellipsold  im  kräftefreien  Felde. 

A.  Das  Potential. 

Bezeichnet  E  die  Ladung  des  Ellipsoides,  so  ist  das 
Potential1 


woraus  für  die  Oberfläche  folgt 

,B_£f-*L  =  !  ...iw 

f°  ~  2  J0      «?Y  C 


und  für  das  Innere 


 4  «pt-c 

i  Siehe  z.  B.  Kirchhoff's  Vorlesungen  über  Elektrizität,  p.  34  und  3o. 
Die  Formel  Kirchhoff's  ?  =  -  =- .  P"  Iur 

Ellipsoid,  dessen  Gleichung  —  1-  —f —  ••  -h  — r-  =  *  ist,  und  geht  in 

unsere  über,  wenn  statt  m,  +  «  als  Variable  eingeführt  und  daher 
a  =  ij2_t-C2_f.Mf  ß  =  fr2-t-c-'4-M,  y  =  e2-t-«  gesetzt  wird. 
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wenn  man  die  Kapazität 

C 

einführt. 


I 


00  du 


aßT 


B.  Die  Kräfte. 


Aus  y  folgt 


3* 


2  3«  [X  aßY 


3w  _    Z£  # 
3*~aßT  "  aW*  ' 


daher 


= 


aßY»  4P 


-.IV.) 


aßt  M 

den  Außenraum,  ferner  an  der  Oberfläche  im  Außenraum 


E 
a*bc 


vi 


~2 
"0 


ö*         M  C« 


402 


H.  Benndorf, 


und  im  Inneren 

Xf  =  < 

8f  =  < 

3f  =  < 
<sf  =  • 

C.  Die  Ladungen. 

Aus  V2)  ergibt  sich  sofort  die  Ladungsdichte  zE 


...VI2) 


4k 


1 


1  JL  _L 

1 


4«  a£c 


r2o 


..viy 


\  a*  ^  M 
ferner  die  Ladungen  an  den  Achsenenden 


„.  =  -»--* 

4z  bc 


1 


..vny 


oder  auch  für  oE 


0*  = 


4rc  öc 
1  E 
4z  ab 


*t     1  _ 


1_ 

"3 


b  M 


c 
C 


0 


1 

3/„ 


. .  •  IX2) 


+  —  +  — 
b  c 


3.  Das  geladene  leitende  Ellipsoid  im  homogenen  Felde. 

Betrachten  wir  nun  den  allgemeinen  Fall  des  geladenen 
leitenden  Ellipsoides  im  homogenen  Felde,  so  findet  sich  die 
Lösung  des  Problems  durch  Supcrposition  der  bereits  im  ersten 
und  zweiten  Abschnitt  abgeleiteten  Größen,  die  durch  Addition 
der  mit  gleichen  römischen  Ziffern  bezeichneten  Gleichungen 
erhalten  werden. 
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A.  Das  Potential. 

Es  ist     =  ?p'+<pK,  daher  aus  I,)  und  I2) 

/,  J»     ctß8T       /,  J„     «ßT3       2  J,  aßT 
aus  iy  und 


wobei 


C 


••I3) 


C  = 


aus  Iiy  und  III,) 


I 


00  du 


<pf  =  H  

C 


•  •  ■  IH8) 


&  Die  Kräfte. 

Aus  den  ersten  drei  Gleichungen  von  IVt)  und  IV.)  folgt 


2.r         E  x 

....  + 


*ßsT      >  /,    a»ßT  + 


y 


7*    *ß3T      78    aß-r3/  ßWa      aß3T  jtf* 

B{  =  3" - Si.  f  °°  du_  +  ^  1_ 

aß?3      v  /,    a3ßT  + 


,  ...IV3) 


-naturw.  Kl.;  CXV.  Bd.,  Abt.  IL 


28 
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aus  V,)  und  V8) 


*  71 


.To  9*  1 


1 


2*o 

>  


«2 


8f 


ab*c  x\ 


„2 
"0 


,  ...vs) 


8f= 


v  4 


2za 


1 


abcs  x* 


v2  zt 

" +  ^  +  <r» 


®oÄ  =  N/W)8  +  ©(f)2+(3(f)! 


aus  VI,)  und  VI8) 


o 

0 


...vis) 


C.  Die  Ladungen. 
Analog  findet  sich  aus  VII,  und  VII2) 

1  (x^_  i_  1  +=0Ä"  *-  +  -). 

2-  V  7,  h     b-       I,    c*  2' 

._L  1   V1{*} 
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aus  Vliy  und  VIII,) 

2r>abc\Jl  2  / 
2zabc\L       2  / 


2vabc\L       2  J 


..VIII,) 


und  schließlich  aus  IX,)  und  IX,) 


3  a» 


ZV 


3<* 


1 


...IX.) 


V  ^4  ^ 

^  Die  Formeln  I3)  bis  IX,)  enthalten  alle  gesuchten  Größen 
?  »  8*,  34  ®*.  im  Außenraum,  an  der  Oberfläche  und 
•m  Inneren  als  Funktion  der  bekannten  Größen  a,  b,  c,  4>-  £», 

Im  folgenden  sollen  noch  einige,  öfters  praktischer  An« 
*endung  fähige  Spezialfälle  behandelt  und  der  Vollständigkeit 
na3ber  auch  die  Kugel  mitaufgenommen  werden. 


4-  Die  geladene  leitende  Kugel  im  homogenen  Felde. 

(S"Jqh"V!i!  AIIgemeinheit  zu  beschränken,   können  wir 
0  »  *"  -0,  g)«  =  o  setzen.  Als  Koordinaten  soll  entweder 

*™  P  =  N/ii+y  oder  r  =  v/,^^  und  <>?  ( cos  »  =  JL) 
^ruende^werden;  die  entsprechenden  Kräfte  seien  $  und 

Für  den  Fall  der  Kugel  ist  ferner: 

a  =  *  =  c,    a  =  ß  -  7  _  =  r, 

28* 
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-   -   —  f  °°  —  -  __. 

7l""2"8~Jo      (c»4-«)s"  3<*' 


1  2  1        _2  1 


r°°  du  _  r°°    rf»        2  i  2_^-.-, 

c  -  r<*>  du  ~ c' 

Jo 

Ar  =  -  —  v^+y +«*  =  —Ar* =  t  und  ^0=" 

Für  das  Potential  außen  ergibt  sich  aus  I3) 

oder  *  r 

—  4>«_3«r  cos  $-*-3M  -~  cos  d  +  -- ,  •  •  •  V 

auf  der  Oberfläche  aus  IIS) 


=  4>"H   =  + 


Für  die  Kräfte  aus  IV3) 
,»          "  •*  a  )   _j  

9U'  —  -    °   -|  = —  — 

^    vVh-?+^>5  v/(*2+.r'+^) 

und 


■ivo 
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EP  _ 


=  3  sin  *  cos  »3«  —  +  A  Sin  $ 

r3  r2 


=  3" +3"  (3  cos2  ^  +  ~  cos  * 

für  den  Außenraum;  auf  der  Oberfläche  folgt  aus  V8) 
V  =  (3  v3"+S)  £  =  (33«  cos  *  +  -g  sin  ft 
3f  =  (ZzQc3u+E)  J  =  (33«  cos  ft  +  ^)  cos  » 

e£=vWFK3^=(33«cosi> 


...IV«) 


Die  Dichte  wird 
1 


c2> 


•  -.V4) 


=  ^(33"co,»+g,  ...viy 


woraus  folgt 


0{  =:    —  0£ 

'/=f  3"  +  — 


...VIII4) 


5"  DaS  verl*n&erte  Rotationsellipsoid  im  homogenen 
Felde  parallel  zur  Längsachse. 

Zunächst  ist  wieder  (£"  —  Q«  r«  _  n  01«  a 
da  alles  um  die  .  ~~  °  '     ~  °*  ®  ~  0  zu  sctze" : 

naten ,    /   *       86  symmctrisch  ist,  genügen  als  Koordi- 
—  und  o  —  1  /  9 

f  -  V*  +T,  die  entsprechenden  Kräfte  sind  ;)* 
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und  H|  =  s/W^W*'  Es  ist  ferner  a~b'  a  =  ß-V/fl2+"» 
T  =  \/^+«,  «  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

P8    +  Jl- -i 
a2  +  «  c24-w 

und  wenn  man  c2 — a2  =  &  setzt 

_  —  r°°— —  r°°     ***  — 


1  .  c+e 

lg 


du 


2       1  .  c+e 


X°°         _  f°°  — 


2  1  ,  V^H-«+e  -c 
  +  —  lg  — 7—=  3' 


2_  =  T  -  =  1  lg  f±i  =  J4 , 

C    Jo      (>»+«)(**+«)''»       «     ^— * 


=  —  lg  -r  —  ^4' 


(a2+u)(c8H-«),/s       «  \/c*+ti—e 


r  

x-i'  p8  ,  ^.^=v/4^4- 

^  -  V  (**+ «)■      + »)2        V  *4 

Für  das  Potential  ergibt  sich  zunächst  aus  I3) 
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ßr  den  Auflenraum  und  für  die  Oberfläche 


wobei  die  Kapazität 


...IIß) 


C- 


2e 


Ig 


c+e 

c—e 


Die  Kräfte  ergeben  sich 

ef=vA*|)'+(?)f)^(3|)» 

Die  Ladungen  sind 

=  __L_  (v3!  1  .  ^  __J__ 

und  daher  V  * 


•  •  •  IV 


a      4zac  °* 


und  da 


c      2*a*<;  U9  +  2   /  J 


...VIII5) 


kann  IX,  auch  geschrieben  werden 


c       3a  3c/ 


'    aJ  =  -  ,     <>f  =  

4*  a2 
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6.  Das  verlängerte  Rotationsellipsoid  im  homogenen 
Felde  senkrecht  zur  Längsachse. 

Es  gelten  hier  dieselben  Abkürzungen  wie  im  Abschnitt  5, 
nur  gibt  es  jetzt  keine  Symmetrieachse  mehr,  weshalb  p  und  9i 
bedeutungslos  sind. 

<£«  =  J«  £)"  -  3«  =  0. 
Kür  das  Potential  ergibt  sich: 

/,       2  4 


...I.) 
...H6) 


wo 


c  — 


2f 


lg  — 


Die  Kräfte  werden 


*  _ 
<i  — 


8f  = 


a4t  A/* 


...iv4) 


1 


1  {2xz& 


Ezj 


Die  Ladungsdichten  sind  schließlich 


2  Sa«c  V  /,    a*      2  /     /**       *»   .  s? 


1     /X"     £  \ 

3i  =   —  H  a\ 

•l-a'c  2  / 


4;raa 


...vni6) 
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und  da 


°i  =  —  ,    o7  =  o{  =  0     a£  —  —  -        nt  —   1  E 

£tl\a  c  4%  ac  4%  ac 


1  E 

°f  =  - 

4*  a» 

ist,  wird 


V  a*  <i4 


l  Das  abgeplattete  Rotationsellipsoid  im  homogenen 
Felde,  parallel  zur  kurzen  Aohse. 

Das  Feld  wird  charakterisiert  durch  =  g)«=3«  —  o 
Koordinaten  sind  p  =  y/^y  und  ^  die  entsprechenden 
Kräfte  ft;  und  3EJ.  Es  ist  ferner  *  =  c,  ß  =  T  =  V^t,  u  die 
größte  Wurzel  der  Gleichung  + =  ,,  und  wenn 

wieder  c»-a»  =  *■  gesetzt  wird: 

J»    a3T8  Jo 


(a8+J»)V*(c»+») 
=  ?  |  arc  tp  «  ,     Vc2— a2        tt  \ 
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X 


du 


u       (C*+li)2(a2  +  tt)'« 


arc  tg 


C'+H 


2    r-  ^  =  A(JL_arctg-)  =  /4 

X 


=     (  arctg-^— j  =  S4, 


(«»+«)''.(<:» +«) 
Man  erhält  dann  für  das  Potential 


ü  2 


...II,) 


wobei 


C  = 


v.  a 
 arc  tg  — 

2  * 


ferner  für  die  Kräfte 


1 

1 

I2x*& 

AP 

V  /,  a» 

1 

1 

/2*y£" 

1 

1 

a-r4 

M* 

\  /tas 

1 

_P 

/  2.rX" 

..iv7) 
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und  schließlich  für  die  Ladungen 


2zac% 


(x.&   1  B\ 


2  /     /  x* 


,..VII7) 


E 


2ic<zca  \L 


■) 


Azac 


,.VIU7) 


und  da 


'*=ä^'  ''*  =  *l  =  0>  "?  = 

so  wird 


E 


*       o£      2a£\  1 


E 
Atzuc 


...IX,) 


8.  Abgeplattetes  Rotationsellipsoid  im  homogenen  Felde, 
senkreeM  zur  kurzen  Aohse. 

Hier  ist  «.  =  8-  XM=-0,  g)»  =  0,  die  Symmetrie  des 
beides  bezüglich  einer  Achse  fällt  fort;  im  übrigen  gelten 
^selben  Abkürzungen  wie  im  Abschnitt  7. 

Es  ist  das  Potential 

•*  =  4>"-z3«+*3«  A  +  -54  . . .  I8) 

h  2 

*  ...,,t) 

wobei 

C  =  £  

ff 

—  — arc  tg  — 
2  e 
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die  Kräfte  werden 


a*Y2  M*\  I 
A  .  J-(*y&  +  Ey) 


8!  =  8m-B 


1    /  2  z2  3* 


\s  + 


ffif  =  s/(^)*+©*),+(3|)1 


...iv8) 


und  schließlich  die  Ladungen 
1      /*o3"  1 


4) 


3* 


2:ra£8 
£ 

E 

und  da 

o'=0,    o£  =  0,  aj==— 


...VII8) 


...vuy 


4Jtt:2 


Ar.ac 


ist,  wird 


Atzcic 
t£       2  o*\ 


1 


3a 


...IX,) 


9.  Die  Kapazität  eines  gestreckten  Rotationsellipsoides. 

Aus  Abschnitt  5  folgt  für  die  Kapazität  eines  verlängerten 
Rotationsellipsoides  mit  den  Halbachsen  a  und  c 

...3a) 


C  — 


iL  i 


lg 


c+e 
c—e 
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10.  Die  Kapazität  eines  abgeplatteten  Rotations- 

ellipsoides. 


Nach  Abschnitt  7  ist  die  Kapazität 


C  = 


 arc  tg  — 

2  e 


...4a) 


oder 


C- 


..Ab) 


 arctg-   

2  sjc'—a9 


Ist  a  sehr  klein  gegen  c,  so  wird 


...4c) 


In  folgender  Tabelle  sind  die  Werte  von  C,  wenn  c  - 1 
gesetzt  wird,  enthalten. 


0-954 


0-980  0-995|l -00 


0-8240-7900-751 

I     I  I 


0-715 


0-67  7  0-637 

i 


Die  Kapazität  ist  nahezu  proportional  —  und  kann  aucn 
durch  die  Gleichung 

C-  0-637  +  0  385  *  — 0'022(y) 

dargestellt  werden. 

10.  Die  Kapazität  eines  dreiachsigen  Ellipsoides. 

Aus  Gleichung  I,),  Abschnitt  2  ist  die  Kapazität  eines 
dreiachsigen  Ellipsoides  durch  die  Gleichung 


c  X 


\/(a-  +  u)  (b*  +  u)  (c- -f-  tt) 
definiert,  wobei  a<  b  <c  ist. 
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Das  Integral  I4  läßt  sich  durch  die  Substitution 

— c2 cos*  y — a* 

sin2  <p 


auf  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  transformieren;  es 
wird  nämlich 


2  r\ 


W°  *  =  Vc^T  u"d  <Pi  =  arccos  ±  -  arc  sin  U  ■ 
für  eine  elliptische  Scheibe  wird 


c3— . 


ist. 


2.  C 

C~Jo 


.  .  .5(7) 


Im  folgenden  sind  die  Kapazitäten  für  einige  Werte  von  a 
und  b  ausgerechnet,  wenn  c  =  1  gesetzt  wird. 
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12.  Reihenentwicklung  für  die  Integrale  /  und  $. 

Im  allgemeinen  Problem  der  Feldstörung  durch  ein  drei- 
achsiges Ellipsoid  treten  folgende  Integrale  auf: 

r  ao  du  

'  oo  du 


und 


oo  dil  


du 


so  wie  die  Integrale  7t,  72,  /„  Iv  die  aus  den  obigen  hervor- 
gehen, wenn  die  untere  Grenze  u  —  0  wird. 

Die  Integrale  St,  Sv  S3  lassen  sich  durch  Differentiation 
nach  a2,  b-}  c2  aus  S4  ableiten. 

Es  ist  nämlich 

Si  — 2  -— ,  ^,  ^ 

das  Integral  S4  aber  geht  durch  die  schon  im  vorhergehenden 

C-2  COS2  ^  — ^2      ;  die 

Abschnitt  erwähnte  Substitution  u  =  ■ 

Normalform  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  über. 
Es  wird 


4       VV-a*  Jo  N/t-^sina? 


A—  Ffo.tt.  •••6) 


=  -~ =-  F  (?,  *), 

wobei    ^  '"äCT?" 


<p  =  arc  cos 
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und 

V^—  a* 

ist. 

Infolgedessen  wird 

-  S!  =  +  1  r,,  „  ,         2        3F  3* 

-  4"  =  +       -  +  2   3^3^ 

und 

-  =  1        1  1 

8«2     2  c'-a*  '     3^  2   (<*-*»)  *  ' 

3*  =J  1__  #i 

3<r*      2  <*—fli 

wobei  der  komplementäre  Modul  V=  sjl^k*  =  v  ist 

3F  *  ö* 

er  Wert1       läßt  sich  durch  elliptische  Integrale  erster 

u"d  zweiter  Gattung  darstellen: 

s«tzt  man  diese  Werte  in  obige  Gleichung  ein  und  berück- 
sichtigt, daß  _sinj_cosjp  x/-— - 
.  _  Vl—#»sin*<p 

St     C  6  *  B  L48ka'  Mathem-  Formelsammlung,  P.  328. 
7dmMh^urW.K..;CXV.Bd..Ab,IIa.  29 


!sin'-<p 


Wenn  \ 

sm  ?dy=:Ety,k)  gesetzt  wird 
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so  wird 


k,2\/(c'i—  a*f 


\/a*+u 


...8) 


£2 


S3  = 


F(?1*)-"E(^«  + 


...9) 


v/tf2-*-» 


V/(^H-w)(^  +  «)  J 


S4  = 


S/c2— a2 


...10) 

...11) 


oder  auch 


und 


^  =  i(^  +  l^a-)-)- 


...12) 


...13) 


Analoge  Gleichungen  gelten  für  die  Integrale  Iv  It,  Iv  h- 
Es  wird 

A=  2 


£  f  arc  cos     ,  £ j  + 


bc  J 
-#2F(  arc  cos 


...14) 
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-£^arccos|-,*j  +  *t±  v^TT^ij  ...16) 

A=      vda«      F(arccosf^)-  ...17) 

Da  nun  alle  acht  Integrale,  die  beim  allgemeinen  Störungs- 
problem des  Ellipsoides  auftreten,  auf  elliptische  Integrale  erster 
und  zweiter  Gattung  zurückgeführt  sind,  können  die  bekannten 
Reihenentwicklungen 1  für  F  und  E  verwendet  werden. 

I-  Wenn  k  klein  ist,  wird 


1.3.5  \ 


4  2.4 


6  ^+uJ     6.4  W«/  +  6.4.2 

8  ^+*/     8.6  WJ  + 

+    7-5  ^-grj2  +  7.5.3 
8.6.4  \  c*  +  u'  8.6.4.2 


f\  .3.5\g, 
^2.4.6 


*6+...|  ...19) 

Kompendi^ ^ t *  Mathcm-  Formelsammlung,  p.  332,  und  Schlömilch, 
Höheren  Analysis,  4.  Aufl.,  p.  322. 
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ist.  Ebenso  wird 

E  jarc  sin  ,  *)  =  arc  sin  y -E+ 

+         c»+„         \2    2  2.4 

+  -20) 
2.4.6  ) 

wobei  /1„  Av  At  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  oben  und 

.-.(f  .)-!{-(#•■*(,-!->•- 


_(jjLyft*«+...}...2i) 


ist. 

2.  Ist  dagegen  *  nahe  gleich  1,  so  sind  Reihenentwick- 
lungen nach  dem  komplementären  Modul  k'  ==  x/T--*8  be- 
quemer. 

Es  wird  dann 


Vt'2-<i2  I2    1  2.4 

+  ...},  ...22) 

2.4.6  ' 


wobei 

AI  =  I  <W 


2  a8+« 

*      3    c2— a2 


^  1  /^-««y 

2       4  \a2+n  1      2.4  d2-r-*t 

_  1  /^-^Y_  A^-fllf +_^-(^==^)  etc.  etc. 
"~~  6~\a*+K/      6.4W*W      6.4.2  ^a2W 

und  K'—F       ,  kf^j  ist. 
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Analog 


E  larcsm  ^j-j—..  ,  k 


c%-  a2 


lg 


E'— 


Va2+» 
V  £2-a-  *2     1        2.4  2 
2.4.6    3  / 


...23) 


wobei  4;,      AI  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  haben  und 

Die  Reihenentwicklungen  nach     versagen,  wenn  <p  =:  — 

2 

wird;  man  verwendet  dann  für  die  vollständigen  Integrale  K 
und  E  folgende  Reihen: 


wo 


*  -«     2  2 


...24) 


7.8 


u- s.w.  ist.  Die  Reihe  für  E  lautet: 


...  25) 
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WO 

*-'®-,:t 

 1^  1_ 

P*  =  P«"T2  3.4' 


1  1 


3-4  5.6 
u.  s.  w.  ist. 

In  vielen  praktischen  Fällen  wird  es  bequemer  sein,  statt 
der  Reihenentwicklungen  die  Legendre'schen  Tafeln  zu  ver- 
wenden. 
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Beiträge  zur  Kenntnis  der  atmosphärischen 
Elektrizität.  XXIII. 

Über  gewisse  Störungen  des  Erdfeldes  mit  Rücksicht  auf  die 
Praxis  luftelektrischer  Messungen 

von 

Dr.  Hans  Benndorf. 

Aus  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Graz. 
(Mit  3  Textfiguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  8.  M«rx  1906.) 

In  der  Praxis  luftelektrischer  Messungen  stellt  sich  oft  das 
Bedürfnis  ein,  den  Betrag  zu  schätzen,  um  den  das  normale 
Erdfeld  durch  Unebenheiten  des  Bodens  (Berge,  Täler,  Häuser, 
Bäume,  Stangen  etc.)  gestört  wird,  besonders  dann,  wenn  es 
mit  Schwierigkeiten  verbunden  ist,  Reduktionsmessungen  in 
der  Ebene  auszuführen. 

In  einer  früheren  Arbeit1  habe  ich  bereits  derartige  Störun- 
gen durch  Annahme  gewisser  einfacher,  typischer  Formen  für 
Berge  und  Täler  berechnet. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  sollen  die  Störungen  solcher 
«wper  behandelt  werden,  die  sich  in  genügenden  Annähe- 
ren als  Ellipsoide  ansehen  lassen;  insbesondere  soll  die 
eemflussung  des  Feldes  durch  den  Luftballon,  Stangen,  Drähte 

Kollektoren  eingehender  behandelt  werden. 
.n    °>e  allgemeinen  Formeln  für  Potential  und  Kraftverteilung 
mem  ursprünglich  homogenen  Felde,  das  durch  ein  beliebig 

pralles  du^h"^0'^  StÖrUngen  des  normalen  atmosphärischen  Potential- 
(1000).     fC   ß0dencrhebungen.  Diese  Sitzungsber ,  109,  Abt.  IIa,  p.  92:1 
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orientiertes,  dreiachsiges,  geladenes,  leitendes  Ellipsoid  gestört 
ist,  habe  ich  in  einer  Arbeit1  zusammengefaßt. 

Um  unnötige  Wiederholungen  zu  vermeiden,  werde  ich 
mich  immer  auf  die  entsprechenden  Formeln  berufen  und  dies 
durch  [A]  andeuten. 

Im  folgenden  sollen  nun  die  verschiedenen  Störungsfälle 
einzeln  behandelt  werden. 

I.  Der  Luftballon. 

Die  Störung,  die  ein  Luftballon  mit  einer  Eigenladung  E 
im  homogenen  Felde  hervorruft,  der  Größenordnung  nach  zu 
kennen,  ist  von  großer  Wichtigkeit  für  die  Meßtechnik  im 
Ballon;  diese  Frage  praktisch  durch  Messungen  zu  lösen,  trifft 
immer  auf  gewisse  Schwierigkeiten,  die  dadurch  bedingt  sind, 
daß  der  Ballon  einerseits  durch  seine  Bewegung  an  Stellen 
anderer  Feldintensität  kommt,  andrerseits  z.  B.  durch  Ballast- 
auswerfen seine  Eigenladung  in  nicht  kontrollierbarer  Weise 
ändert. 

Es  erscheint  daher  wünschenswert,  auszurechnen,  in 
welche  Tiefe  man  mit  den  Elektroden  gehen  muß,  damit  das 
gemessene  Potentialgefälle  sich  nur  um  einen  gewissen  kleinen 
Prozentsatz  vom  Potentialgefälle  im  freien  Raum  unterscheidet 

Ich  habe  versucht,  zunächst  das  Störungsfeld  zweier 
Kugeln  (einer  großen  und  einer  kleinen)  im  homogenen  helde 
zu  berechnen,  ein  Problem,2  das  in  seiner  Allgemeinheit  bereits 
gelöst  ist;  die  dazu  nötigen  numerischen  Rechnungen  aber 
sind  infolge  der  verschiedenen  Reihenentwicklungen  so  um- 
ständlich, daß  die  darauf  verwendete  Mühe  in  keinem  Verhält- 
nisse zum  erreichten  Resultat  stehen  würde. 

Statt  durch  zwei  Kugeln  kann  man  den  Luftballon,  wenn 
auch  mit  geringerer  Annäherung,  durch  ein  Rotationsellipsoid 
darstellen;  besonders  der  Einfluß  der  Schwankung  der  Eigen- 
ladung wird  vermutlich  beim  Ballon  nicht  wesentlich  verschieden 
sein  von  dem  eines  Ellipsoides. 

i  Siehe  H.  Benndorf,  Über  die  Störung  des  homogenen  elektrischen 
Feldes  durch  ein  dreiachsiges  Ellipsoid.  Diese  Sitzungsber. 

Siehe  J.  Weickert,  Aus  dem  Gebiet  der  Influenzelektrizität.  J. 

Leipzig  1879. 
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Schon  Linke1  hat  den  Versuch  gemacht,  das  Feld  eines 
Ballons  als  das  eines  Rotationsellipsoides  zu  untersuchen, 
indes  sind  seine  Resultate  nicht  richtig,  da  teilweise  falsche 
Formeln  verwendet  werden.2 

Ich  werde  daher  im  folgenden  diese  Rechnungen  noch 
einmal  durchführen. 

Die  s-Achse  des  Koordinatensystems  sei  vertikal  nach 
abwärts  gerichtet,  das  Rotationsellipsoid  mit  den  Achsen  a 
undc-  (c>a)  habe  seinen  Mittelpunkt  im  Ursprung  und  Achse  c 
sei  parallel  mit  z.  Das  Potential  in  der  Höhe  des  Mittelpunktes 
sei  im  ungestörten  Feld  4>»,  die  Intensität  des  Erdfeldes  3»  und 
die  Z-Komponente  der  Intensität,  die  im  Außenraum  herrscht, 
wenn  das  Ellipsoid  eine  Ladung  E  hat,  Dann  ergibt  sich 
aus  Formel  IV5  ([4],  Abschnitt  5),  wenn  man  sich  auf  Punkte 
der;-Achse  beschränkt,  die  Gesamtintensität 


d     Y  L'nke'  Luftelektrische  Messungen  bei  zwölf  Ballonfahrten.  Abhandl. 
er  t  Ges.  d.  W.  zu  Göttingen,  math.-phys.  Klasse,  N.  F.,  Bd.  III,  Nr.  5  (1904). 
Efelrt-       F0rme,n  flir       Potential  und  die  Ladungsdichte  der  induzierten 
nzüat  s,nd  zwar  richtig,  dagegen  die  entsprechenden  für  die  Eigenladung 
n.  uie Ursache  hegt  darin,  daß  Herr  Linke  den  Ausdruck  für  das  Potential 
i        mllch  nut  Masse  erfüllten  Ellipsoides  als  Potential  eines  elektrisch 
zu  lauT'"     ,pS°ideS  ansieht   In  seiner  Bezeichnungsweise  hat  Formel  IV 


statt 


lg 


fE  =  -~E 


<j2 -f2  + 


2  a2~ci  ks/^--«  Iß7~v^S 


ferncr  Formel  Vi  g£  ^.  .  £ 


statt 


-L.i.  1 

4«      2    t»2  — ^2 


lg 


\Zr2  —  «2        c  —  v/c'-'  —  a2" 

gezogenen  c*!.,.!mUins  S,nd  aucn  dic  numerischen  Werte  und  die  daraus 
8  W  Sch,ussc  "^1  streng  richüg. 
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wobei 

2        1  .   c+e         _       2        1  .  z±l 

zu  setzen  ist  und  die  Klammerausdrücke  der  Reihe  nach  das 
ursprüngliche,  das  nur  von  den  induzierten  Ladungen,  das  nur 
von  der  Eigenladung  herrührende  Feld  bedeuten. 

Setzt  man  die  Werte  in  Gleichung  1)  ein,  so  wird 

und  daher 


Aus  Gleichung  2)  sieht  man  zunächst,  daß  aus  der  Größe 
des  wirklichen  Feldes,  nicht  auf  die  des  ungestörten  Feldes 
geschlossen  werden  kann,  solange  nichts  über  die  Größe  der 
Ladung  E  bekannt  ist;  kennt  man  daher  nicht  wenigstens  die 
obere  Grenze  der  Ladung,  die  ein  Ballon  durch  einige  Zeit 
hindurch  behalten  kann,  ist  eine  allgemeine  Diskussion  der 
Störungsfrage  ausgeschlossen.  Anders  verhält  es  sich,  wenn 
man  dem  Vorschlage  von  Linke  folgt  und  durch  Anbringung 
einer  genügend  rasch  wirkenden  Tropfelektrode  in  leitender 
Verbindung  mit  dem  Ballon  dafür  sorgt,  daß  die  Ladungsdichte 
an  einem  Punkte  dauernd  auf  Null  und  damit  die  Gesamtladung 
bei  konstantem  3"  dauernd  konstant  gehalten  wird. 

Wir  wollen  daher  zunächst  die  Frage  untersuchen,  wie 
die  Störung  des  Feldes  an  verschiedenen  Punkten  derZ-Achse 
beschaffen  ist,  wenn  auf  dem  Ellipsoid  in  gewisser  Höhe  die 
Ladungsdichte  Null  ist. 

Aus  Gleichung  V1I&  {[A]t  Abschnitt  5)  ergibt  sich  für  die 
Ladungsdichte,  wenn  z0  den  Abstand  eines  Oberflächenpunktes 
des  Ellipsoides  von  der  .rv-Ebene  bedeutet, 

„=,1.  MJi. +  £)--=!==;  4> 
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aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich,  wenn  man  at  =  0  setzt,  da 
die  Wurzel  nicht  oo  werden  kann, 

E  =  —2z°Äu 


6) 


und,  wenn  man  diesen  Wert  in  Gleichung  2)  einführt, 

Als  Störungskoeffizienten  fx  kann  man  zweckmäßig  den 
Quotienten  -£gj—  ansehen,  es  ist  dann 

und  nach  Gleichung  3) 

3"      -  a*  -  TJz^f*  [-^-  V'  8> 

Aus  Gleichung  8)  folgt  zunächst,  daß  von  z  =  c  bis 
*  =  ~  fortwährend  abnimmt,  für  z  =  £  ein  Minimum  wird, 
für  größer  werdende  s  zunimmt,  um  schließlich  für  z  =  oo  Null 

sorirhf      oder  WCrt  V°n  *  der  der  Stel,e  des  Minimums  ent- 
P  cht,  muß  daher  im  allgemeinen  negativ  sein;  wählt  man 
'o  so,  daß  n  für  z  =  c  positiv  wird,  so  muß  die  Gleichung 
>  =  0  eine  Wurzel  haben,  die  zwischen  c  und  ^  liegt.  Man 
kann  68  dÄher  durch  äsende  Wahl  von  ,0  erreichen,  daß  an 
bestimmten  Stelle  ,  entweder  ,  =  0  oder  g  =  0  wird. 

wirdS^Usfj!  Gl?ic£un*  für  H-  weiter  allgemein  zu  diskutieren, 

ganzen  ij"  ü'1  Rücksicht  auf  den  praktischen  Zweck  der 

annehmen       "g  empfehlen*  für  «  und  c  spezielle  Werte 

^ensi0nen   ^  Verhä,tnisse  der  Ballon- 

e  =  9«  c  =  l^e  ^  L,nkG  voraussetzt>  zu  Grunde  legen, 

""bestimme    u  ^  =  6C  Setzen'  vvobei  s  ein  vorläufig 

mmter  echt<*  Bruch  sein  soll. 
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Unter  dieser  Voraussetzung  wird 


2zce — 2  £t'3  z+e 
v+lg 


c  c — e 


In  Tabelle  I  sind  die  Werte  von  ji  für  die  Werte  0*0,  0'2, 
0*4,  0*6,  0*8,  10  von  e  und  für  verschiedene  z  und  h  —  z—c 
ausgerechnet  und  in  Fig.  1  graphisch  dargestellt. 


i 
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Die  in  diesem  Abschnitte  gefundenen  Resultate  lassen  sich 
in  folgenden  Sätzen  zusammenfassen: 

Ein  verlängertes  Rotationsellipsoid,  das  mit  seiner  langen 
Achse  parallel  den  Kraftlinien  in  einem  homogenen  Felde  von 
der  Intensität  3"  liegt,  erzeugt  im  Außenraume  eine  Störung 
des  elektrischen  Feldes. 

@* — ft" 

Bezeichnet  man  11  =  -^ —  als  Störungskoeffizienten 

o 

und  beschränkt  sich  in  der  Diskussion  auf  Punkte,  die  in  der 
Verlängerung  der  langen  Achse  liegen,  so  kann  man  sagen: 

Im  allgemeinen  hängt  n  sowohl  von  der  Feldintensität  3" 
als  der  Ladung  E  des  Ellipsoides  ab;  wenn  dagegen  auf  einem 
bestimmten  Parallelkreis  die  Ladungsdichte  dauernd  auf  Null 
gehalten  wird,  wird  |a  von  3"  unabhängig,  weil  dann  E  propor- 
tional 3"  ist. 

In  einem  bestimmten  Abstände  vom  Endpunkte  des  Ellip- 
soides ist  \l  im  allgemeinen  um  so  geringer,  je  gestreckter  das 
Ellipsoid  ist,  bei  gleichbleibender  Längsachse. 

Für  ein  Ellipsoid  mit  den  Konstanten  c  =  12,  c  —  9, 
a  =  7  93  ergeben  sich  Störungskoeffizienten,  deren  Größen  in 
Tabelle  I  verzeichnet  sind. 

In  Anwendung  auf  einen  Luftballon  läßt  sich  schließen:  Da 
ein  Luftballon  eine  von  einem  Rotationsellipsoid  abweichende 
Gestalt  besitzt,  wird  in  der  Nähe  des  Ballons  \l  andere  Werte 
besitzen;  in  größeren  Distanzen  jedoch  wird  dieser  Unter- 
schied vermutlich  praktisch  unerheblich  sein. 

Um  die  Störungen1  klein  zu  machen,  empfiehlt  es  sich, 
bei  einem  Ballon  von  24  m  Gesamthöhe  und  16  m  Durch- 
messer in  Punkten,  die  etwa  7  m  über  dem  tiefsten  Punkte  des 
Ballons  liegen,  die  Ladungsdichte  dauernd  auf  Null  zu  halten; 
es  wird  dann  zwischen  A  =  8w  und  h  =  \Om  |i  =  0  und 
zwischen  h-\Om  und  h  =  20  m  n  =  —  0-08  bis  —0*04 

und  ?-£  auch  sehr  klein.  In  diesem  Gebiete  darf  man  also  eine 

02 


i  Ich  will  zu  erwähnen  nicht  unterlassen,  daß  Herr  Linke  zu  ähnlichen 
Schlüssen  kommt,  so  dafl  sein  falscher  Weg  zu  praktisch  richtigen  Resultaten 
geführt  hat. 
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verhältnismäßig  gute  Übereinstimmung  zwischen  Theorie  und 
Wirklichkeit  erwarten. 

Schließlich  möchte  ich  noch  bemerken,  daß  sich  die  voran- 
gehenden Schlüsse  zwar  auf  die  Feldintensität  beziehen,  während 
bei  den  Ballonmessungen  PotentialdirTerenzen  gemessen  werden  • 
indes  tut  dies  der  Gültigkeit  der  Schlüsse  keinen  Eintrag,  da 
an  den  Stellen,  die  zur  Messung  empfohlen  werden,  die  Ände- 
rung der  Feldintensität  mit  der  Tiefe  unter  dem  Ballon  nahezu 
Null  ist. 

Nebenbei  bemerkt,  böten  Messungen  an  einem  Fesselballon 
unter  den  nötigen  Vorsichtsmaßregeln  Gelegenheit,  die  Gültig- 
keit der  obigen  Formeln  zu  prüfen.  Korrektionen  für  das  Fessel- 
seil konnten  nach  Berechnungen  des  Abschnittes  II  angebracht 
werden.  6 

II.  Stangenartige  Gebilde,  welche  die  Niveauflächen 
senkrecht  durchsetzen. 

Denken  wir  uns  die  *,>>-Ebene  als  leitende  horizontale 
Mache  auf  dem  Potential  4>«  =  Null  und  im  Ursprung  dje 

6  C,nes  ver|ängerten  leitenden  Rotationsellipsoides  so  auf- 
hetzt, daß  die  halbe  lange  Achse  c  vertikal  nach  aufwärts  mit 

ein^f  ,'Ven  S"AChSe  zusammenfällt,  so  geben  in  Anwendung 
n  s  b  k       n  Sfttzes         Elektrostatjk  G,eichungen 

^j,  o.  Abschnitt)  die  Potential-,  Kraft-  und  Massenverteilung 
a^vvenn  wir  darin  £-0  setzen. 

FeldesVd„WK,en  ZUnäChSt  WiedCr  die  StörunS  des  homogenen 
S  dUrch  e,n  traniges  Halbellipsoid  untersuchen. 

a)  Störung  der  Niveauflächen. 

aus  GSmwr?ffiZient     dCS  Potentiales  ergibt  sich  dann 
Eichung  I5  ([Al  Abschnitt  5) 


wobei 


_  m»  e 

N  £~  =  — />  io> 


S,  =  1    _      1_      V?+tl  +  e 
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2        j_  .   c  +  e 

/s  den  Wert  von  S3  für  11  =  0,  also  /8  =  —  ^  +  ^  « ' 
c  und  a,  die  beiden  Halbachsen,  e  =  Vc*^T*  und  u  die 

positive  Wurzel  der  Gleichung  +  =  1  bedeuten. 

Zunächst  zeigt  sich,  daß  ^  für  *  =  const.  auch  konstant 
wird;  d.  h.  der  Störungskoeffizient  des  Potentiales  ist  auf  allen 
Punkten  eines  mit  dem  gegebenen  Halbellipsoid  konfokalen 
Halbellipsoides  konstant.  Bezeichnen  wir  mit  cx  die  große  Halb- 
achse eines  solchen  zum  Parameter  u  gehörigen  Ellipso.des,  so 
läßt  sich  schreiben: 

1+  - 

Ig— ^—2-- 
1— S-  * 

<*1  11) 

H-'  =  , 

1  ■+■  " 

l  

woraus  eine  einfache  Bestimmung  für  \l  folgt.  Bezeichnen  wir 
die  Funktion  lg  £{-2*  mit  /(©,  mit  ^  und  i  mit  ^  so 
ist  ^  Fig.  2  zeigt  den  Verlauf  der  Funktion  /(€); 

Tabelle  II  gibt  ihre  Werte  für  Argumente  zwischen  0  und  1  an. 
Will  man  den  Störungsfaktor  |i?  für  einen^Jbestimmten  Fall 

berechnen,  bestimmt  man  zunächst  ^z^-—  —  -  aus  ^en 
Halbachsen  des  vorliegenden  Ellipsoides  und  entmmmtjk* 
Tabelle /(£,,).  Für  einen  Punkt  mit  den  Koordinaten  p  =  V*i+-r 
und  s  wird 

i   _        =    '^2  


t' 

für  Punkte  sehr  nahe  der  .ry-Ebene,  also  c  —  0,vvird  ^=  ^j-^+f 1 
für  Punkte  der  z-Achse  also  p  =  0,  €,  =  r  •  Über  die  Anwendung 


dieser  Formeln  siehe  unten. 
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b)  Störung  der  Feldkomponenten. 

Der  Störungskoeffizient  ^  der  ^-Komponente  ergibt  sich 
aus  Gleichung  IV5  ([A],  Abschnitt  5) 

a         3  a  3 
t*3  =        Oh  = 


9*2 


2 


_.-L-  12) 


/3    (a»+«)(c8+f*p       p*_    .  2 

(a2+«)2"  (c2+«08 
Betrachten  wir  zunächst  nur  Punkte  der  *y-Ebene,  dann 
wird  für  z  =  0  p.3  —  n?,  d.  h.  der  Störungskoeffizient  der  Feld- 
intensität ist  gleich  dem  des  Potentiales. 
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Für  Punkte  der  «-Achse  dagegen  (p  =  0)  ergibt  sich 


[A3  =  |i? 


2  i_      f(i)   ,  2? 

t\        r  "    ---  ---  -+-  


wobei  wir  wieder  (.  =  1.  und  j  =  .i  setzen  Un(er  Zuhufe_ 

nähme  von  Tabelle  II  kann  daher  leicht  die  Störung  der  Feld- 
mans,,* ,n  der^Ebene  und  in  der.-Achse  berechnet  werden. 
In  allen  andern  Punkten  des  Raumes  tritt  zur  gestörten  Vertikal- 
komponeme  %  noch  eine  Horizontalkomponente  SR*  hinzu, 

»nTren  Fa,I  T  G'eiChUngen  IVs  b^~  ^  «' 

W  =  2  p  g,8"  1  | 

"  ^  z^  f  i  H) 

wobei  sich  .  wieder  als  größte  Wurzel  der  Gleichung  -?L  + 
bestimmt.  a2+W 

4  Die  Feldintensität  an  der  Ellipsoidfläche. 

Moides  mi,  den  Koo"n  ^  PU»k»  - 

«J  =  4M«  =  _2?>  3"  I  /„  n 

V  a*  + 

^  langgestreckte  Ellipsoide  ^  <  -1)  und  Punkte,  für  die 

«fügend  genau  fi  -  „  ° 

öcnau  p0     a  gesetzt  werden  kann>  w.rd 

a    c*  /(So)  ^ 

Und  von  der  Größenordnung 

-  *©■ 

30* 
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d)  Berechnung  spezieller  Fälle. 

1.  Störung  der  Potentialniveauflächen  in  der 
Umgebung  einer  Stange. 

Da  ich  für  andere  Zwecke  einige  Tabellen  für  den  Störungs- 
koefflzienten  p.  in  der  Nähe  eines  gestreckten  Halbellipsoides 
ausgerechnet  habe,  seien  die  Zahlen  hier  mit  aufgenommen. 

Als  Koordinaten  eines  Punktes  dienen  wieder  die  Ent- 
fernung p  von  der  Längsachse  des  Ellipsoides  und  die  Ent- 
fernung z  von  der  *v-Ebene.  In  den  folgenden  Tabellen  sind 
die  Werte  von  p  und  z  als  Vielfache  der  Exzentrizität  e  des 
Ellipsoides  angegeben;  da  aber  nur  sehr  gestreckte  EUipsoule 
in  Betracht  gezogen  sind,  kann  man  die  Werte  von  p  und  z 
auch  als  Vielfache  der  Halbachse  oder  Höhe  des  Halbellipsoides 
ansehen. 

Tabelle  III  gibt  zunächst  die  Werte  von  iv  die  nach  der 
Formel 

e  V2  _   

gerechnet  sind,  Tabelle  IV  die  entsprechenden  Werte  von  /(;,)• 
In  den  Tabellen  V  bis  VIII  sind  dann  die  Werte  des 
Störungskoeffizicnten  ^  des  Potentiales  für  vier  verschiedene 
Ellipsoide  aufgenommen,  bei  denen  das  Verhältnis  der  kleinen 

zur  großen  Halbachse  der  Reihe  nach  * -  =  0-28,  0'10,  O'Oo 

und  0-01  beträgt. 

Die  Verwendung  der  Tabellen  ist  einleuchtend;  es  sol 
z.  B.  ausgerechnet  werden,  welches  Potential  V  in  1  m  Ent- 
fernung von  einer  1  m  hohen  und  20  cm  dicken  Stange  in  der 
Höhe  von  1  m  über  der  Erde  vorhanden  ist,  wenn  das  Erdte 

100  Vült  beträgt. 
m 

Da  - '  =  0-1  ist,  ergibt  sieh  aus  Tabelle  VI  für  p.  der  Wert 

C  r 

—  0-051;  nun  ist  jx  =  — ~  -  und  daher  F=  100(1 = 
=  04-9  Volt,  das  Feld  a'so  um  ?>7o  gestört. 
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—0-031 
—0  027 
—0-020 
—0015 

—o-ou 

—0-009 
-0  005 
0  003 

— 0102 
—0-098 
—0-092 
—0-081 
— 0  068 
— 0  052 
— 0  044 
—0  037 
—0  027 
—0-019 
—0013 
—0010 
—0-005 
—  0  003 

ö 

—0-172 
—0  - 167 
—0-  157 
—0-  137 
—0-112 
—0-079 
— 0  064 
— 0  052 
—0-034 
—0-022 
—0015 
—  0-011 
—0-005 
— 0  003 

OJ 

o 

—0-339 
—0-328 
—0-305 
—0-271 
-  0  220 
—0-144 
—0- 101 
—0  073 
— 0  039 
— 0  025 
—0016 
—0012 
—0-006 
—0  003 

o 
o 

— 0-  150 
—0-090 
— 0  044 
-  0  026 
—0-017 
—0012 
—0  006 
0  003 

• 

• 

• 

o   oi    t   <r>   oc    o    —   oi    -f   co   oo  o 

II 
»« 

?  uoa  uaqoty 
-P!A  u!  (*>  8U3qo|Biuo7i.iOH        -K»qn  8unq»qJ3 

Digitized  by  Google 


Atmosphärische  Elektrizität. 


445 


Um  ein  anschauliches  Bild  von  der  Störung  einer  Stange 
zu  geben,  sind  in  Fig.  3  die  Kurven  gleicher  Störung  für  ein 


•idvom  Achsenverhältnisse  —  =  0-05  eingezeichnet;  die 

c 

Höhe  der  Stange  ist  gleich  100  gesetzt  worden. 


120  Jw 


180     200     220  2*0 


Fig.  3. 


»  wh  ™  "„Ebene  Wlrd  es  «nter  Umständen  von  Wert  sein, 
Gebildes  rV  .  S'ÖrUng  im  Umkreis  eines  Langenargen 
zirka  S./  graPhenStange'  PaPPel-  Kirchturm)  die  Störung 
ternun, tfi6?^"^  IV»  heU&^  wcnn  man  sic"  '«  einer  Ent- 
WüS.  i^if  ^  dw  ^«ve  doppehen 

niw  Hohe  über  dem  Erdboden  angebracht  ist, 
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in  einer  Entfernung  von  2  im,  respektive  4  m  um  14"/o,  ^Pek- 
tive  3n/0. 

Schließlich  sei  noch  ein  Punkt  hervorgehoben,  der  in  der 
Praxis  oft  übersehen  wird.  Man  pflegt  bei  Messungen  in  der 
Ebene  den  Kollektor  an  einem  Ebonitstabe  zu  befestigen,  der 
seinerseits  wieder  an  einer  Stange  angebracht  ist,  die  in  den 

Boden  gerammt  wird. 

Aus  Tabelle  VII  ergibt  sich,  daß  oberhalb  einer  solchen 
Stange  von  etwa  1  m  Höhe  eine  recht  beträchtliche  Störung 
der  Niveauflächen  eintritt,  die  noch  20  cm  (40  cm)  oberhalb  des 
Stangenendes  13%  (6%)  beträgt;  man  muß  daher  Sorge  tragen, 
den  Ebonitstab  genügend  lang  zu  wählen. 

2.  Die  Feldintensität  in  der  Nähe  einer  vertikalen 

Stange. 

Für  mancherlei  Zwecke  ist  es  nicht  ganz  uninteressant, 
die  Feldstärke  an  der  Oberfläche  und  in  der  Nähe  eines  vertikal 
gespannten,  mit  der  Erde  verbundenen  Drahtes  zu  kennen. 

Wir  wollen  gleich  einen  speziellen  Fall  betrachten;  die 
Länge  des  Drahtes  sei  10  m,  sein  Durchmesser  2  mm,  infolge- 


a  1 
dessen  —  =  -^rr  und 
c  10* 


2        1  ,    c+e       2  (    2c*      \  _  36 

Nach  Abschnitt  Uc,  Gleichung  15),  ist  die  Feldstärke  an 
der  Ellipsoidfläche 

2  ~      3"  1 


V  ä*  ? 

wobei  p0  und  z0  die  Koordinaten  des  Oberflächenpunktes  sind. 
Berücksichtigt  man,  daß  $  +  |  =  1  und  *  sehr  klein  ist,  so 
erhält  nach  Einsetzen  des  Wertes  für  J3 

G,<  =  £  .  3.  _.  1  lö) 

4       18    ti       /",    .v  -..2/  „*> 

\ 1     l1  ■  ? 
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Setzt  man  z.  B.  $»  =  100^^  =  1        ,  so  wird  für 

fti  etn 


;=  ö      I      2       3       4       5       6       7       8        9  10  i» 

<g  =  0-0   56    114    174    242    321    416    542    743    1140  5-6.10«-°- 

cm 

Für  die  Horizontal-  und  Vertikalkomponente  der  Feld- 
stärke in  der  Nähe  des  Drahtes  finden  wir  aus  Gleichung  12) 
und  14)  unter  Berücksichtigung,  daß  für  kleine  (gegen  c)  Werte 
von  »  S,  nahe  gleich  I9  ist: 


und 


W  =  23«  _  ps  1 
-      <*/8  («■■•+«)*       p^  z* 


18) 


Kür  Punkte  der  s-Achse,  also  p  =  0,  ergibt  sich  daraus, 
wenn  die  Entfernung  vom  Endpunkte  des  Kitipsoides  5  =r  r  —  c 
klem  §egen  c  und  c8  groß  gegen  a*  ist, 

35  =  4^-  19) 

Drücken  wir  ?  in  Millimetern  aus  und  setzen  3«  =  1  ~[oh  , 
*  Wird  fUr  unseren  Drahl  £  =    '     Vol ,  woraus 

3b. 6 

für  5  =     0,         1,     2,     5,    10,  100  mm 
3J  =  5-6.10«  278,  139,  50,  28,  2  8 


cm 


fächeret Seitwärts  des  Dahles  ergeben  sich  ein- 
für die  *  2USdrUcke,wenn  wiruns  auf  solche  Punkte  beschränken, 
a]so  *J  genügend  genau  gleich  a*+u  gesetzt  werden  darf, 

nügend  S°1Che'  ^  ^  d'G  belreffenJen  ttllspsoidfiachen  ge- 
E*  wird  da"0"  ^  Zylindernächen  angesehen  werden  können. 
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20) 


_  23"  ~*     3"  f!. 

^  ~~  c^/a  18  <:8 

w-      23«    c  _  3«  z  9n 

und  _ü  -  .£1,  woraus  sich  leicht  für  alle  Punkte  in  der  Nähe 
35  S-P 

des  Drahtes  die  elektrischen  Kräfte  berechnen  lassen. 

In  ganz  analoger  Weise  läßt  sich  das  Potentialgefälle  in 
der  Nähe  der  Wand  eines  runden  Turmes  berechnen,  der 
genügend  hoch  ist,  um  mit  einem  gestreckten  Ellipsoid  ver- 
glichen zu  werden. 

Für  einen  Turm  von  40  m  Höhe  und  10  m  Durchmesser 
ergibt  sich  z.  B.  /3  =  3*6  und  infolgedessen  für  die  Feld- 
intensität an  der  Turmwand  in  der  Höhe  von  5  tn,  10  m,  20  m 

die  elektrische  Kraft  zu  56,  1 15,  257  ,  wenn  das  Potential- 
gefalle  100 -—  in  der  Ebene  beträgt. 

III.  Stangenartige  Gebilde  parallel  den  Niveauflächen. 

Ich  will  hier  nur  den  Fall  eines  horizontal  gespannten 
dünnen  Drahtes  behandeln,  der  auf  einem  bestimmten  Potential 
gehalten  wird,  wie  es  z.  B.  geschieht,  wenn  man  radioaktive 
Induktion  auf  ihm  niederschlagen  will. 

rp-g  sei  das  Potential  des  Drahtes,  4>*  das  des  ungestörten 
Erdfeldes  in  der  Höhe,  wo  der  Draht  gespannt  ist;  dann  wird 
die  Ladung  £  _  {?f^u)Q  22) 

wobei  die  Kapazität 


wenn  die  Achse  a  klein  gegen  die  lange  Achse  c  ist.  Hier 
gelten  dann  die  Gleichungen  des  Abschnittes  6  [.4];  die  3E-Achse 
fällt  mit  der  Feldrichtung  zusammen,  die  Z-Achse  mit  der  des 
Drahtes. 

Die  Feldintensität  in  der  Nähe  des  Drahtes  wird,  wenn 
man  den  Enden  nicht  zu  nahe  kommt,  unabhängig  von  z  sein. 
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Zunächst  sieht  man  auch  ohne  Rechnung  leicht  ein,  daß 
in  diesem  Falle  die  Feldintensität,  herrührend  von  der  Eigen- 
ladung des  Drahtes,  die  des  Erdfeldes  und  der  induzierten 

Ladungen  bei  weitem  übertreffen  wird,  wenn  <pg  4>"  nicht 

gerade  sehr  klein  wird. 

Die  maximale  Ladungsdichte  der  induzierten  Ladungen 
ist  nach  Gleichung  VIII,  [A]  <,/  =  -   *L    ,  wenn  X«  die  Stärke 

u  TT  1  .  d  C 

des  homogenen  Feldes  und  /,  eine  Konstante  bedeutet,  die 
von  den  Dimensionen  des  Ellipsoides  abhängt  und  für  sehr 

gestreckte  den  Wert  -L  annimmt;  infolgedessen  erhalten  wir 

für  die  Feldintensität  an  der  Drahtoberfläche,  herrührend  von 
den  induzierten  Ladungen,  den  Maximalwert 

XI  =  4*^  =  2X'\  23) 

während  die  elektrische  Kraft  an  der  Drahtoberfläche,  die  von 
der  Eigenladung  E  stammt, 

W  =  Tc  24) 
oder,  wenn  wir  den  Wert  für  E  aus  Gleichung  22)  einsetzen, 

wird.  =  Cc  -Opf— 25) 

C 

c  'dle  KaPazität  des  Drahtes  pro  Längeneinheit,  ist  (siehe 
Abschnitt  9)  von  der  Größenordnung  O  l;  rechnen  wir 
fe™r  Länge,  Potential,  Kräfte  in  Zentimetern,  Volt  und  ™l  , 

setzen  fl  =  o-l  cm  Z"  -  inn  VoIt      i  Volt      .  ^ 

v  icm,  x  _  lOO_  =  i  — <pff— «fr«  nur  zu 

100 VoU  an,  so  wW  3^  =  2^,  während  «f  =,<xÄ 
beträgt.  C  o;/ 

In  de^F  ^feSChränken  uns  daher  auf  das  Feld  der  Eigenladung, 
nuernung  p  von  der  Drahtachse  ist  die  Feldstärke 

WS  =    -  ■  r-   26) 
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Um  radioaktive  Induktion  auf  Drähten  in  genügender 
Menge  niederzuschlagen,  pflegt  man  <pg— *"  =  ~ 2000  Volt 
und  noch  höher  zu  machen.  Nehmen  wir  -  =  01  und  die 
Drahtstärke  zu  2  mm  an,  so  wird  die  Feldstärke  an  der  Draht- 
obcrfläche  2000—  ,  in  1  cm  Entfernung  200^,  in  10 cm 

c  Hl 

20  betragen. 

cm  , 
Kennt  man  die  Beweglichkeit  der  Induktionstrager  und 
die  Windstärke,  so  könnte  man  das  Luftquantum  schätzen, 
aus  dem  in  einer  bestimmten  Zeit  die  Korpuskeln  abgefangen 
werden. 

Da  die  Feldintensität  in  der  Nähe  des  Drahtes  proportional 
ist  der  Differenz  des  Drahtpotentiales  •?£  und  des  Potentiales, 
das  in  der  Drahthöhe  in  der  Atmosphäre  herrscht,  so  ist  es 
leicht  möglich,  daß  die  großen  Unregelmäßigkeiten  bei  den 
Induktionsmessungen  zum  Teile  durch  Schwankungen  des 
Potentialgefälles  in  der  Atmosphäre  bedingt  sind. 

Der  Betrag  <*>"  kann  übrigens  auch  einen  hohen  nega- 
tiven Wert  erreichen,  wenn  man  den  Draht  zur  Erde  ableitet 
und  ihn  an  Orten  starken  Potentialgefälles,  z.  B.  am  Rand  eines 
Turmes  oder  Daches,  ausspannt. 

IV.  Störungen  des  Feldes  durch  Kollektoren. 

Ein  Tropf  kollektor,  der  isoliert  in  einem  elektrischen  Felde 
tropft,  verliert  so  lange  an  elektrischer  Ladung,  bis  an  der  Stelle, 
wo  sich  die  Tropfen  loslösen,  die  Ladungsdichte  Null  herrscht 
oder,  was  dasselbe  besagt,  bis  der  Kollektor  das  Potential  der 
Niveaufläche  annimmt,  die  durch  den  Zerstäubungspunkt  hin- 
durchgeht. 

Analog  verhalten  sich  die  andern  Typen  der  bei  lutteieK- 
trischen  Messungen  verwendeten  Kollektoren. 

Gewöhnlich  nimmt  man  nun  an,  daß  die  Störung  des  .r 
feldes  durch  den  Kollektor  so  klein  ist,  daß  man  annehmen 
kann,  die  durch  die  Tropfstelle  hindurchgehende  Niveautlacic 
sei  dieselbe,  die  in  dem  durch  den  Kollektor  nicht  gestorten 
Felde  durch  denselben  Punkt  hindurchgehen  würde. 
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Ich  will  nun  im  folgenden  zeigen,  daß  die  Störung  durch 
gebräuchliche  Kollektoren  keineswegs  immer  zu  vernach- 
lässigen ist. 

Übrigens  können  die  folgenden  Betrachtungen  auch  An- 
wendung finden  auf  Ausmessungen  kleinerer  Felder  in  Labora- 
torien. 

Ich  will  voraussetzen,  der  Kollektor  habe  ungefähr  die 
Form  eines  verlängerten  Rotationselüpsoides,  das  mit  seiner 
langen  Achse  c  parallel  den  Kraftlinien  des  Feldes  orientiert 
ist,  und  möge  an  seinem  tiefsten  Punkt  abtropfen. 

Aus  [AI  Abschnitt  5,  Gleichung  VIII5,  ergibt  sich  die 
Ladungsdichte  oj  im  tiefsten  Punkte 


c  2za*c 


h      2  7' 


wo  3"  die  Feldintensität  des  ungestörten  Feldes,  a  die  kleine 
Achse  des  Ellipsoides,  E  seine  Gesamtladung  und  Is  eine  Kon- 
stante bedeutet,  die  nur  von  den  Dimensionen  des  Ellipsoides 
abhängt. 

Der  Tropfkollektor  wird  nun  ein  konstantes  Potential  <p£ 
angenommen  haben,  wenn  aß  =  0  geworden  sein  wird.  Ist 

°f  =  0,  so  ist  die  Gesamtladung  E  =  —  2&"  • 

Bezeichnen  wir  mit  4>«  das  Potential,  das  im  ungestörten 
Md  an  der  Stelle  herrscht,  an  der  sich  der  Mittelpunkt  des 
Whpso.des  befindet,  so  besteht  die  Beziehung 

wenn  Cdie  Kapazität  des  Kollektors  ist. 

Würde  der  Kollektor  das  Feld  nicht  stören,  so  würde  an 

Z  ,°fSte"e  d8S  P0tential  herrschen,  in  Wirklich- 

*«  'st  das  Potential  dort  niedriger. 
Schreiben  wir 

wobei  z  =  JL  J_ 

Is.c  '  C     c  Ist'  so  E'bt  uns  z  an>  um  w'e  viel  l,,e 

stöZiam^he  *  im  gestörten  Felde  gegenüber  dem  unge- 
rn ,m  Tropfpunkte  gehoben  ist. 

S""'' ""he"-"«»™.  Kl.;  CXV.  Bd..  Abt.  n  ,.  31 


452 


H.  Benndorf, 


Aus  [A],  Abschnitt  5,  finden  wir 


aus  Abschnitt  9 


2        1  ,  c+e 


Ig 


c  +  e 

c  -e 


wo  e—  \Jc2  —  a*  die  Exzentrizität  bedeutet;  daraus  berechnet 
sich  leicht 


oder,  wenn  wir  c  als  Längeneinheit  wählen, 


—  1 


1-C 


In  Tabelle  IX  sind  für  verschiedene  Werte  von  a  (c  —  1 
gesetzt)  die  entsprechenden  von  z  ausgerechnet. 

Tabelle  IX. 


a 

e 

C 

2 

10 

0-000 

1-000 

2  000 

09 

0-436 

0-936 

1-82 

0-8 

0  ■  600 

0-864 

1-65 

0-7 

0714 

0-800 

1-50 

06 

0-800 

0-727 

1-34 

0-5 

0-866 

0-656 

1-18 

0-4 

0-917 

0-584 

1-02 

0-3 

0-954 

0  500 

0-82 

0-2 

0-980 

0-428 

0  68 

0-  1 

0-995 

0-332 

0-48 

o-oi 

1  -000 

0- 189 

0-23 

o-ooi 

l  -000 

0  •  1 32 

0-15 

0-000 

1-000 

0-000 

o-ooo 

Aus  den  Zahlen  der  letzten  Reihe  geht  hervor,  daß  die 
Hebung  der  Niveauflächen  von  der  Größenordnung  der  Vertikal- 
dimension des  Kollektors  sind. 
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Bei  absoluten  Messungen  in  der  Ebene  können  also  mit- 
unter recht  beträchtliche  Fehler  begangen  werden,  wenn  man 
die  Beeinflussung  des  Feldes  durch  den  Kollektor  nicht  be- 
achtet, wie  das  folgende  Beispiel  zeigt. 

Die  Metallampen  mit  Metallzylinder,  wie  sie  vielfach  für 
luftelektrische  Messungen  in  den  Handel  gebracht  und  ver- 
wendet werden,  haben  etwa  eine  Höhe  von  \8cm  und  einen 

Durchmesser  von  7cm,  ~  ist  also  rund  0-4  und  z  ~  L0.  Als 

Indifferenzpunkt  können  wir  den  oberen  Rand  des  Schutz- 
zylinders ansehen;  das  Potential,  das  dann  das  mit  der  Lampe 
verbundene  Elektroskop  anzeigt,  liegt  im  ungestörten  Erdfeld 
zirka  9  cm  über  dem  oberen  Lampenrand. 

Ist  daher  der  Kollektor  1  m  oder  gar  nur  >/.  m  über  der 
trde  angebracht,  wie  man  das  bei  kleinem  Potentialgefälle  oft 
tun  muß,  so  begeht  man  einen  Fehler  von  10  bis  20«yo  wenn 
man  den  oberen  Rand  des  Zylinders  als  Referenzniveaufläche 
ansieht  Bei  unzweckmäßig  konstruierten  Tropfkollektoren  aber 
Kann  der  Fehler  noch  bedeutend  größer  werden. 

Es  ist  daher  im  allgemeinen  bei  absoluten  Messungen  zu 
empfehlen,  möglichst  kleine  Kollektoren  zu  verwenden,  und 

m  1h?  gf 6  nkht  Vermeiden  ,aSSen'  die  Ausgleichspunkte 
möglichst  ,n  der  Mitte  anzubringen. 

V-  Zusammenfassung  der  Resultate  mit  Rücksieht  auf 

die  Praxis. 

a>mo!nTeit  SJ6  einigermaßen  Bedeutung  für  Messungen  des 
2  1  ^  Potentia,^fäMes  haben,  lassen  sich  die  Resul- 
ate  zusammenfassen,  wie  folgt: 

unknnJÜr  EigenladunS  e»nes  Luftballons  starken  und 
vo„  eh  "  Schwankungen  unterworfen  ist,  kann  auch 

nicht  diJR 8retZmäßigen  StÖFUng  des  Erdfeld^s  durch  ihn 
v°n  Link  h  Sem;  S°rßt  jed°Ch  nach  dem  Vorschlage 
d*m  Ballo6  i  Ur°h  Anbringung  einer  Tropfelektrode,  die  mit 
dauernd  h"  verbunden  ist,  dafür,  daß  an  einer  Stelle 

die  Störun      dUngSdiChtC  Nu"  herrscht.  da™  »äßt  sich  auch 
°g  unterhalb  des  Baiionkorbe*  berechnen  unter  der 

31* 
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Voraussetzung,  daß  er  genügend  genau  durch  ein  Rotations- 
ellipsoid dargestellt  werden  kann. 

Nennt  man  die  prozentuale  Änderung  eines  ursprünglich 
vorhandenen  Feldes  den  Störungskoeffizienten  so  wird  p.  im 
allgemeinen  sowohl  von  der  Intensität  3"  des  Erdfeldes  sowie 
der  Eigenladung  E  des  Ballons  abhängen;  herrscht  jedoch 
dauernd  an  einem  Punkte  des  Ballons  die  Ladungsdichte  Null, 
dann  wird  \l  von  E  und  3"  unabhängig  und  variiert  nur  mit 
der  Tiefe  unter  dem  Korb  und  der  Lage  der  Stelle  am  Ballon, 
wo  die  Ladungsdichte  Null  ist. 

Für  einen  Ballon  von  24  m  Höhe  (samt  Gondel)  und  16  m 
Durchmesser  werden  die  Störungskoeffizienten  ausgerechnet 
und  graphisch  wiedergegeben;  es  zeigt  sich  dabei,  daß  es  am 
günstigsten  ist,  wenn  man  an  Punkten  des  Ballons  die  Ladungs- 
dichte Null  herstellt,  die  etwa  7  m  über  dem  Korb,  also  o  m 
unter  dem  Äquator  liegen;  unter  dieser  Voraussetzung  ist  in 
einer  Tiefe  zwischen  8  m  und  10  m  unter  dem  Korb  der 
Störungskoeffizient  der  Feldintensität  ji  =  0  zwischen  10  m 

und  20  m  zirka  — 0  03,  so  daß  auch      sehr  klein  ist. 

Da  Linke  gezeigt  hat,  daß  der  Luftballon  als  Ganzes  auch 
unter  ungünstigen  Verhältnissen  noch  als  Leiter  betrachtet 
werden  kann,  ist  die  Vermutung  wohl  gerechtfertigt,  daß  sich 
die  Verhältnisse  in  Wirklichkeit  nicht  weit  von  den  hier  be- 
trachteten entfernen  werden.  Messungen  an  einem  fresse  - 
ballon  bieten,  unter  den  nötigen  Vorsichtsmaßregeln  angestellt, 
Gelegenheit,  die  Formeln  zu  prüfen,  da  Korrektionen  für  das 
Fesselseil  berechnet  werden  können. 

2  Der  zweite  Abschnitt  behandelt  zunächst  die  Störung 
in  der  Nähe  stangenartiger  Gebilde,  die  die  Niveautlächen 
senkrecht  durchsetzen.  Es  wurden  Formeln  und  Tabellen 
gegeben,  die  gestatten,  Feldintensität  und  Potential  für  ver- 
schiedene Punkte  des  Raumes  leicht  zu  bestimmen. 

Für  absolute  Messungen  des  Erdfeldes  sei  hervorgehoben, 
daß  die  Störung  des  Potentialgefälles  in  der  Nähe  einer  Tele- 
graphenstange (Pappel,  Kirchturm)  5%.  respektive  1%  betrag, 
wenn  man  um  die  einfache,  respektive  doppelte  Stangennone 
vom  Fuß  entfernt  ist. 
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Der  Körper  eines  aufrechtstehenden  Beobachters  beein- 
flußt die  Angaben  eines  1  m  über  der  Erde  angebrachten  Kol- 
lektors in  einer  Entfernung  von  2  tn,  respektive  4  m  um  14°/ 
respektive  3%.  '  /0' 

Besonders  beachtenswert  ist,  daß  die  Störung  der  Niveau- 
flächen  über  dem  Ende  einer  vertikalen  Stange  recht  erheblich 
ist,  sie  betragt  noch  20  cm  (40  cm)  ober  dem  Ende  einer  1  m 
langen  Stange  13%  (6%).  Es  ist  daher  Sorge  zu  tragen  daß 
das  .sollende  Stück  des  den  Kollektor  tragenden  Stabes  nicht 
zu  kurz  bemessen  wird. 

Die  Feldstärke  an  der  Oberfläche  eines  1 0  m  langen,  2  mm 
dicken,  vertikal  gespannten  Drahtes  ist  nicht  unerheblich  und 
beträgt  in 

2        4        6        8  m  Höhe 


114     242     416  743 


Volt 
cm 


einem  Erdfelde  von  Ä  an  der  Spitze  des  Drahtes  ist 
sie  bedeutend  größer. 

Am  Ende  eines  Blitzableiters,  der  die  Form  eines  ge- 
eckten Ellipsoides  (±  =  io-<)  hat,  ist  die  Feldstärke  von 
der  Größenordnung  <£.  10«  Y£f  werm  S  die  Feldintensität  des 
Erdfeldes^j  an  der  betreffenden  Stelle  ist. 

der  r!!?  h,°riZOntal  «esPannter  Draht,  wie  er  zu  Messungen 

im  2 h Tn  IndUkti°n  VCrwendet  wird-  stört  ^  Effeld 
dtuemT  n  ^  ^  ^  Einladung.  Wird  er  isoliert 
Ei,en7la  rStantem  P°tential  ^halten,  so  schwankt  seine 
deLn  l?,1  °igC  dCS  WechseIs  des  Erdfeldes  und  infolge- 

Ein  fei      Feldintensität  in  seiner  Nähe- 
unter  UmTa       Variabilität  der  Induktionsmessungen  kann 

einem  lan  dadUr°h  bedingt  sein-  Die  Feldstärke  an 

^gen,  dünnen  (2  mm)  Draht,  der  auf  hohes  Potential 

Spaden  ist  ist  ;n  Volt 

~c~m~  ausßedrückt  von  der  Größenordnung 

des  Potentiales  in  Volt 
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An  Stellen  genügend  hohen  Luftpotentiales  ausgespannte 
und  geerdete  Drähte  können  in  Ermanglung  einer  Hochspan- 
nungsbatterie zu  Induktionsmessungen  verwendet  werden. 

3.  Schließlich  werden  noch  die  Fehler  betrachtet,  die  an 
die  Störung  des  Erdfeldes  durch  den  Kollektor  gebunden  sind. 
Ein  Tropfenkollektor,  der  im  großen  die  Gestalt  eines  Ellip- 
soides  hat,  nimmt  ein  Potential  an,  das  einer  tieferen  Stelle  im 
ungestörten  Feld  entspricht,  und  zwar  liegt  diese  Stelle  unter 
dem  Zerstäubungspunkt  um  ein  Stück,  das  von  der  Größen- 
ordnung der  Dimensionen  des  Kollektors  ist.  Fehler  von  5% 
bis  10%  können  bei  gebräuchlichen  Kollektorentypen  auf- 
treten. 
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Uber  eine  Modifikation  der  Pulfrieh'schen  For- 
mel, betreffend  das  Brechungs vermögen  von 
Mischungen  zweier  Flüssigkeiten  unter  Be- 
rücksichtigung der  beim  Mischen  eintretenden 

Volumänderung 

von 

Viktor  F.  Hess. 

(Mit  1  Text!u;ur.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  26.  April  1906.) 

I.  Ober  die  Lorentz'sehe  Refraktionskonstante. 

Gelegentlich  eines  im  physikalischen  Konversatorium 
gehaltenen  Referates  über  meine  im  Vorjahr  ausgeführten 
experimentellen  Untersuchungen«  über  die  Gültigkeit  der 
1  uifrich'schen  Mischungsformel 

^ — 1    \  —  ac/  n   1  «  _  i 

"d  "  1Z7 '  (p*+^  =  — , - a  +      -p*  (i) 

^rde  der  Einwand  erhoben,  daß  die  von  Pulfrich  benützte 
«efraktionskonstante 

N-l 
D 

keinerlei  theoretische  Begründung  oder  Berechtigung  besitze. 

Pulfr  w Emwand  veranlaßte  mich,  zu  versuchen,  in  den 
^nch  schen  Gedankengang  eine  r-  

°are  Refraktionskonstante  einzufüh 


lenZu  00  ClaUsius  hat  bei  seinen  Untersuchungen  über 
sammenhang  zwischen  der  Konstitution  eines  Isolators 

1  Hess,  Diese  Sitzungsberichte,  CXIV,  1 


905. 
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und  dessen  Dielektrizitätskonstante  k  gefunden,  daß  k  vom 
Werte  der  Raumerfüllung  durch  leitende  Substanz  abhängt, 
und  zwar  findet  er,  daß  die  Dielektrizitätskonstante 

*=I±^,  (2) 

1—1/ 

wobei  v  das  Verhältnis  des  von  einer  bestimmten  Menge 
eines  Körpers  wirklich  okkupierten  Raumes  zu  deren  schein- 
baren Volumen  bedeutet  Clausius  benützte  als  grundlegende 
Voraussetzung,  daß  die  leitenden  Moleküle  des  Isolators  als 
kugelförmig  angesehen  werden  können. 

Obige  Gleichung  lautet,  anders  geschrieben: 

v  =  <3> 

v  bedeutet  also  die  relative  Raumerfüllung  des  Dielektri- 
kums durch  leitende  Materie. 

Maxwell's  elektromagnetische  Theorie  des  Lichtes  zeigt, 
daß  die  Dielektrizitätskonstante  eines  Isolators  gleich  dem 
Quadrate  des  Brechungsexponenten  ist,  d.  h. 

k  =  n\  (4) 

Demnach  nimmt  der  Ausdruck  für  die  Raumerfüllung  mit 
leitender  Materie  die  Form  an: 

v  —  -   (°) 

Wird  ein  Körper  komprimiert,  z.  B.  bis  seine  Dichte  d 
doppelt  so  groß  geworden  ist,  so  steigt  offenbar  auch  die 
Raumerfüllung  v  auf  das  Doppelte.  Zwischen  v  und  d  herrscht 
somit  einfache  Proportionalität,  d.  h. 

  =  —  =  konstant.  (b) 

k+2     d        n*+2  d 

Diese  Refraktionskonstante  wurde  von  H.A.  Lorentz1  aus 
der  elektromagnetischen  Lichttheorie  und  auf  anderem  Wege 
von  L.  Lorenz2  übereinstimmend  abgeleitet. 

1  H.  A.  Lorentz,  Wiedem.  Ann.,  Bd.  9,  p.  641. 
-  L.  Lorenz,  Wiedem.  Ann.,  Bd.  11,  p.  70. 
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Die  Übereinstimmung  der  Formel  (6)  mit  der  Erfahrung 
war  bei  kondensierbaren  Gasen  eine  so  vollkommene,  daß  die 
beiden  Aggregatzustände  überbrückt  werden  konnten  (nach 
Bleekrode).1 

Versucht  man  nun  die  Lorenz'sche  Refraktionskonstante 
auf  Mischungen  zweier  Flüssigkeiten  anzuwenden,  also  in  der 

H  Arm 


Form 


*»+2  DKPl    *>      K  +  2  d+n'  +  i  d,'  {,) 

und  berechnet  nach  dieser  Formel  den  Brechungsexponenten  N 
irgend  eines  Gemisches,  so  ist  die  Übereinstimmung  mit  der 
Erfahrung  eine  ziemlich  schlechte. 

Es  liegt  wohl  nahe,  den  Grund  dieser  Diskrepanz  in  der 
offenbar  zu  engen  Annahme  von  Clausius  zu  suchen,  daß 
die  Moleküle  des  Dielektrikums  kugelförmig  seien. 

Eine  Entscheidung  darüber  ist  kaum  zu  finden,  jedenfalls 
steht  fest,  daß  die  Formel  (7)  kaum  bessere  Resultate  als  die 
alte,  einfache  Biot-Arago'sche  Formel 

■vr.'(,i+/g=  »^lA+»2-iÄ  (8) 

liefert.  1  ^ 

Dieser  Umstand  bewog  viele  Forscher,  von  der  theoretisch 
begründeten  Formel  (7)  abzugehen,  und  Pulfrich»  brachte 
^  der  rein  empirischen  Biot-Arago'schen  Formel  eine  gründ- 
ende Verbesserung  an,  er  berücksichtigte  die  beim  Mischen 
eintretende  Volumänderung  [siehe  Gleichung  (1)]. 

In  genau  analoger  Weise  suchte  ich  nun  die  Lorentzsche 
•  «scnungsforrnel  (7)  durch  Einführung  der  Volumkontraktion 

ent^ckeltZ,eren  ^  dieS6r  GedankenSanS  ist  im  folgenden 

11  Dle  Modiflkation  der  Lorentz'schen  Mischungsformel. 
Es  bezeichne  vv  das  Volumen  einer  ersten  Flüssigkeit  von 

der  Dichte  d  -  ?L  „  A  , 

1  —  ~Vi  »  v2  aas  Volumen  der  mit  dieser  gemischten 

;  ^krode,  Wiedem.  Ann.,  Bd.  8.  P.  -J00. 

,r'ch.  Zeitschr.  für  phvsik.  Chemie.  IV,  ISS!». 


■ 


Digitized  by  Google 


462 


V.  F.  Hess, 


zweiten  Flüssigkeit  von  der  Dichte  dt  =  &-  Die  nach  der 

Mischung  stattfindende  Dichte  sei  Z),  das  Volumen  V.  Zum 
Unterschiede  von  D  sei  diejenige  Dichte,  welche  die  Mischung 
haben  würde,  wenn  eine  Volumänderung  nicht  stattfände,  mit 
Dv  bezeichnet.  Diese  ist 

=  Pj  +  K  =  =  d)  J^_,  (9) 

wobei  -  ----  den  verhältnismäßigen  Volumanteil  der  zweiten 
vl  +  v2 

Flüssigkeit  bedeutet. 

Als  Maß  des  Brechungsvermögens  wähle  ich  den  Lorentz- 

schen  Ausdruck 

Ar  2  —  1 
R  =  

Seien  A,  Ä,  und  A»2  die  bezüglichen  Werte  für  die  Mischung 
und  deren  Bestandteile,  so  lautet  der  analog  Dv  gebildete  Aus- 
druck 


A<  -    „^:„ —  —  R*+(R2— AJ  v  .  v  — 

Vx  +  V2  vi  -r  ^2 


«;+2 


t': 


(10) 


.«5  +  2       »5+2J    "i  +  't 

Die  Gesamtänderung  C,  welche  die  Summe  der  Volumina 
t-,  und  v2  durch  die  Mischung  erfahren,  ist  offenbar 

C-  i^  +  v.—  V,  O1) 

wenn  1/  das  Gesamtvolumen  nach  der  Mischung  bedeutet. 
Ferner  ist 

V-  Pl±p*  (12) 

wo  7)  die  beobachtete  wirkliche  Dichte  des  Gemisches  be- 
zeichnet. 

Aus  (9)  und  (12)  folgt 
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und  somit 

C=(v1  +  v2)?^L.  (14) 

Die  Kontraktion  der  Volumeinheit  beträgt  mithin 

c  =  (I) 

D  W 

Pulfrich  stellte  nun  den  Satz  auf,  es  bestehe  zwischen 
diesem  von  ihm  abgeleiteten  Ausdruck  (I)  und  dem  analog 
gebauten  Ausdruck  für  das  Brechungsvermögen 

(ft  =  «— 1  nimmt  er  als  Maß  des  Brechungsvermögens) 

einfache  Proportionalität. 
Er  schreibt  also 

9t— %  D~DV 

und  diese  Beziehung  hat  sich  bisher  überall  bestätigt  gefunden. 
Der  Faktor  a  ist  nahezu  konstant  für  alle  Mischungsverhält- 
nisse, ändert  sich  nur  wenig  bei  Zu-  oder  Abnahme  der  Tem- 
peratur und  wird  auch  von  einem  Wechsel  der  Farbe  nur 
wenig  berührt. 

Wir  wollen  nun  für  den  analog  gebildeten  Ausdruck 

¥=  • 

den  wir  in  Ermanglung  einer  geeigneteren  Bezeichnung  »Kon- 
raktionder  Lorentz'schen  Refraktionskonstante« 
nennen,  eine  ähnliche  Proportionalitätsbeziehung  aufstellen  und 
nachsehen,  ob  dieselbe  in  Wirklichkeit  erfüllt  ist. 
Wir  behaupten  also,  es  bestehe  die  Relation 


Digitized  by  Google 


464 


V.  F.  Hess, 


welche,  ausführlich  geschrieben,  lautet  [siehe  Gleichung  (10)] 


N*+2 


r«i-i  ,  (»l 


1 


« 


1 


+  2      »;+2/i/l  +  t/t- 


N2 — 1 

AT* +  2 


Pulfrich  hat  seine  Beziehung  (III)  so  umgestaltet,  daß 
ein  direkter  Vergleich  mit  der  Biot-Arago'schen  Mischungs- 
formel (8)  ermöglicht  war.  Wir  nehmen  nun  mit  unserer  Be- 
ziehung (V)  formal  dieselben  Umformungen  vor,  um  einen 
direkten  Vergleich  unserer  Formel  mit  der  Lorenz'schen 
Mischungsformel  (7) 


Ar2_l  Pl  +  Pi  _  «s— l  Px 


II; 


1  Pi 


iV2  +  2  D 


zu  bewerkstelligen. 


»;  +  2  «|+2  rf8 


(V)  lautet,  anders  geschrieben, 


(15) 


iV8+2~  «}  +  2      \«:;+2      «2+2/t/j  +  t/g 

Berücksichtigt  man  noch  die  beiden  Gleichungen  (9)  und  (I) 


v. 


V2  = 


_  Pl+Pt 


Dv 


Dv  ~  D(\—c) 


und  setzt  diese  in  (10)  ein,  so  erhält  man 


p> 


R„  - 


«2  —  1  /», 


»2  —  1  P% 


 -.Z).(l— c).  (16) 


Pi  +  ft 

Dies  mit  (15)  zusammengehalten,  ergibt  unsere  Endformel 

•  l—lf.  •  =  .  El  +  "i-1  .  £|.  (17) 

JV»+2     1  — c        Z)  «»+2    rf,      m*+2  4, 
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Die  Lorentz'sche  Formel  (7)  wird  mit  dieser  dann,  und 
zwar  nur  dann  identisch,  wenn 

c  =  0    oder    ß  =  1. 

Beide  Fälle  werden  in  der  Wirklichkeit  höchst  selten  auch 
nur  näherungsweise  erfüllt  sein. 

III.  Die  Anwendung  der  neuen  Formel. 

1.  Will  man  Brechungsexponenten  irgend  eines  Mischungs- 
verhältnisses vorausberechnen,  so  kann  man  dies  nach  einer 
zweckmäßigen  Umformung  der  Beziehung  (V)  tun.  (V)  lautet 
in  anderer  Schreibweise 


oder 


Ar2-1  JV«— 1  r 


...  JV*+2  ~  N*  +  2 

mithin 

~o[l-M  =  Rv    oder    l>l=i  =  _A_ 

Weitere  Umformungen  ergeben : 

A'8(l-ßc)  =  ^[iV*+2J  +  l  — ßc 

N2  -  l-ßc+2fl, 
und  endlich  1  — ßc-Ä„ 


einest  T  dieSerFormel  den  Brechungsexponenten  iV  irgend 
stimmt™  U"gferhä!tnisses  vorausberechnen  zu  können,  be- 
Wesentr  l"  6  VolumkontraKtion  c,  ferner  Rp  nach  Formel  (10). 
faktors  M1St,endHCh  diC  Kenntnis  des  Proportionalitüts- 
^nebeiir!^  GntWeder  Cinen  dUrch  sorgfiiltige  Bestim- 
mt von  o  HeinemandernMischungsverhältnis  gewonnenen 
Hungen  ven  a  ****  Mittelwert  mehrerer  solcher  Bestim- 
fl8>  liefert  1  Uber  die  ResuItate,  welche  unsere  Formel 
'  uef«rt,  siehe  das  nächste  Kapitel. 
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2.  Die  Fundamentalbeziehung  (V)  kann  ferner  —  immer 
vorausgesetzt,  daß  die  Koeffizienten  ß  für  alle  Mischungsver- 
hältnisse nahezu  konstant  sind  -  dazu  verwendet  werden,  die 
Yolumkontraktion  irgend  eines  Gemisches  vorauszuberechnen 
nach  der  Formel 

€  =  1  *—R*x  wobei  Rv  =  /?1+(Ä2-/?1)^V;  (lö) 

gesetzt  also,  man  habe  durch  eine  genaue  Beobachtung  an 
irgend  einem  andern  Prozentgehalte  derselben  Mischung  den 
Faktor  ß  ermittelt,  so  genügt  eine  rein  optische  Messung  der 
Refraktionskonstante  R,  beziehungsweise  und  i?8,  um  nach 
(19)  die  Kontraktion  des  Volumens  angeben  zu  können. 

Der  Genauigkeitsgrad  ist  fast  derselbe  wie  bei  der  unter  1) 
beschriebenen  Methode  der  Vorausberechnung  der  Brechungs- 
exponenten. 

3.  Eine  ungleich  größere  praktische  Bedeutung  kann  unter 
Umständen  eine  andere  Anwendung  der  Relation  (V)  gewinnen, 
nämlich  die  Berechnung  des  Prozentgehaltes  einer  Mischung 
aus  den  Angaben  von  Brechung  und  Dichte  sowohl  des  Ge- 
misches als  auch  seiner  beiden  Bestandteile. 

(V)  kann  nämlich  folgendermaßen  umgeformt  werden: 

(R-R,)D  =  (D-D,)R.? 

oder 


Daraus: 

[0/a-^)/?.ß-(^~  K\)D\  =  (D-  JJR.t-iR-Ri)0 


vx  4- i/2 

Als  Endformel  ergibt  sich  mithin: 

_   (D-d:)R^(R--_Rl)D  .  (20) 
t'!+f3  "  (^-d^RZ-iRs-RöD 

Kennt  man  also  Brechungsexponent  JV  und  Dichte  D  der 
Mischung  sowie  die  bezüglichen  Werte  ttvn9  und  dvd2  für  die 
Bestandteile,  aus  denen  die  Mischung  hergestellt  ist,  und 
schließlich  den  Proportionalitätsfaktor  ß,  so  kann  man  mittels 
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der  Formel  (20)  den  Prozentgehalt  angeben,  ohne  bei  der  Her- 
stellung des  Gemisches  die  Bestandteile  abgewogen  zu  haben. 

IV.  Die  Versuchsresultate  und  ihre  Vergleichung  mit 

der  Theorie. 

Um  die  Gültigkeit  der  Relation  (V)  sowie  der  übrigen 
daraus  oben  abgeleiteten  Formeln  einer  möglichst  strengen 
Prüfung  zu  unterziehen,  wählte  ich  aus  dem  vorhandenen 
Beobachtungsmaterial  zwei  Versuchsreihen  aus,  bei  welchen 
die  Pulfrich'sche  Formel  (1)  und  um  so  mehr  die  Biot-Arago'sche 
Formel  (8)  sehr  schlechte  Resultate  liefern,  welche  die  Größe 
der  möglichen  Beobachtungsfehler  übersteigen. 

Es  sind  dies  die  Mischung  Alkohol-Schwefelkohlenstoff, 
welche  Wüllner1  untersucht  hat,  und  die  von  mir  im  Vorjahr 
untersuchte  Mischung  Wasser-Alkohol  (bei  /  =  25°). 

Bezüglich  der  in  den  Tabellen  gebrauchten  Bezeichnungen 
ist  zu  bemerken: 

A  bedeutet  die  Differenz  zwischen  den  beobachteten  und 
den  unter  Benützung  eines  Mittelwertes  der  ß  nach  unserer 
ormel  (18)  berechneten  Brechungsexponenten  in  Einheiten 
der  o.  Dezimale. 

&p  gibt  die  Differenz  zwischen  den  beobachteten  und 
den  nach  der  Pulfrich'schen  Formel  berechneten  Brechungs- 
exponenten und  endlich  AB=sl  die  Differenz  zwischen  Beob- 
achtung und  Berechnung  nach  der  Biot-Arago'schen  Formel, 
immer  in  Einheiten  der  5.  Dezimale. 

1.  Mischung. 

Wasser-Alkohol. 
/  =  25°. 

Arbeit  .Be0bachtun^sdaten  sind  meiner  auf  p.  459  zitierten 

wponent  n7men'  ^  gCringen  Unterschiede  der  Brechungs- 
die  Wen  ^  i  WaSSers  und  des  Alkohols  entsprechend,  liegen 
den  VJ  ?  I  Lorentz'schen  Refraktionskonstanten  R  zwischen 
^Werten  0-20784  und  0-22376. 

1  Wülln.r,  Pogg.Ann.,  133,  p.  1. 
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Tabelle 
Wasser- 


»eratur 

Ge- 
wichts- 
prozente 

Pi 

Volum- 
prozente 

Beob- 
achtete 
Dichte 

D 

Aus  den 
Bestand- 
teilen be- 
rechnete 
Dichte 

Volum- 
kontrak- 
tion 

D-Dv 

Beob- 
achteter 
Brech.-  i 
Expon. 

Aus  den 
Bestand- 
teilen be- 
rechneter 
Brech. - 
Expon. 

Tcmp 

Px+Pi 

Dv 

D 

nh 

r 

% 

0 

0 

0  99707 

0  99707 

0 

1-33084 

1-33684 

0  107 oO 

U  640UO 

C\  •  QA7Ö  1 

+0-01984 

TU      V  1 

1-34909 

1-34391 

0-40890 

0-46303 

0-93605 

0-90580 

♦0-03225 

1-36019 

1-35014 

25° 

0-59984 

0-65148 

0-89017 

0-80874 

+0-03000 

1-30520 

1-35556 

0-79989 

0-83195 

0-85000 

0-83319 

+0-0t9S4 

1-36740 

1-36074 

1 

1 

0-80009 

0-80009 

0 

1-30557 

1-3655" 

Die  Volumkontraktion  übersteigt  in  maximo  3/iooo  des 
Gesamtvolumens,  etwas   geringer  ist   die  Kontraktion  des 

Brechungsvermögens  nach   Pulfrich.  Daher  ist  * 

etwas  kleiner  als  1 . 

Die  Kontraktion  der  Lorentz'schen  Refraktionskonstante 
R—Rv  ist  noch  geringer,  also  sind  auch  die  ?  durchwegs 
kleiner  als  die  a. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Konstanz  der  Koeffizienten  [i  recht 
gut  gewahrt  und  somit  ist  bewiesen,  daß  die  von  uns 
nach  Analogie  des  Pulfrich'schcn  Ausdruckes  (III)  auf- 
gestellte Gleichung  (V)  tatsächlich  erfüllt  ist. 

Die  graphische  Darstellung  des  Ausdruckes  -  -   "  liefert, 

wie  aus  der  Figur  p.  470  ersichtlich,  eine  zusammenhängende 

Kurve,  welche  vollkommen  der  Volumkontraktionskurve  -  ^ 
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Lorentz-  Lorentz- 
I  sehe  Re-  sehe  Re 
I  traktions-  fraktions 
aF    konstante  konstante 
(beob.)  (berech.) 


0 

+0  01653 
+0-02790 


—    0-207841  0-207841 


0-878  0-215001 
0-865  0-220803 


+0  02656  0-868  |o«223589 


+0-01812 


0-914 


—  0-223759 


Mittel: 
0-881 


0-224763 


0-211758 
0-215211 
0-218211 
0-221084 
0-223759 


0 

+0-015084 
+0-025320 
+0-024053 
+0-016368 

0 




0-760 
0-785 
0  786 

0-825 


J 


-22 

-  5 

-  3 
+29 


Mittel: 
0-798 


-33 


AaM 


-118 


-18-102 
-14-153 


+  25 


-  64 


parallel  verläuft,  woraus  unmittelbar  hervorgeht,  daß  die  Koeffi- 
zienten ß  für  alle  Prozentgehalte  angenähert  konstant  sind.  Da 
der  Ausdruck 


bei  dieser  Mischung  stets  größer  ist  als 


R  ,  so  liegt  auch  der  Scheitelpunkt  der  ersteren  Kurve 
etwas  höher  als  bei  der  Kurve 

fikationdaChTen  Resultate'  welche  un^re  Modi- 

nun^vnnD  LentZ  SChen  Mischungsformel  bei  Vorausberech- 
nen Brechungsexponenten  ergibt. 

^nachTor^em^KO,rne  A  Sind  die  Abweichu^en 

we«s  ,  i! i  *  berechnetenBrechungsexponentendurch- 
Formei.  h  gCringer  a,s  bei  Pulfrich'schen 

^Ifrich'sch61  A  4'  Gemisch  übersteigt  die  Abweichung  A  die 
sehr  guten  p     Um  gerinSes>  d-  h-  beide  Formeln  geben  keine 
Kesultate.  Das  kann  auch  gar  nicht  überraschen, 
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da  ich  schon  in  meiner  früheren  Arbeit  bei  diesem  Gemische 
größere  Beobachtungsfehler  vermutet  habe. 

Was  die  Nachberechnung  der  Volumkontraktion  mittels 
Formel  (19)  betrifft  —  bei  Verwendung  des  Mittelwertes  der  ?  - 
so  ist  vor  allem  zu  bemerken,  daß  da  bei  weitem  nicht  derselbe 
Genauigkeitsgrad  verlangt  werden  kann  wie  bei  der  Formel  (18). 
Hier  genügt  schon  eine  ganz  kleine  Inkonstanz  der  ß,  um  die 

Kurve  (kr  \\>Utuilmlnihto>n       liitrrr  dir  h'-.mind.li'ii  ,h 
"  J\  Umliiintjsvmii  injais 


Zahlen  für  die  Volumkontraktion  c  erheblich  zu  ändern.  Wenden 
wir  z.  B.  auf  das  2.  Gemische  die  Formel  (19)  an,  so  ergibt  sich 


c  -  }_  R~R*  -  0-03174, 
ß  R 

welcher  Wert  vom  beobachteten  (c  =  0*03225)  um  51  Ein- 
heiten der  5.  Dezimale  differiert. 

Wollte  man  in  analoger  Weise  aus  der  Pulfrich'schen 
Relation  (III)  die  Volumkontraktion  berechnen  bei  Anwendung 
des  Mittelwertes  der  a,  so  erhielte  man 
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1   W— %.  0-02790 
c-   -  —  -      —  — -  =  0  03167, 

*      W  0-881 

welcher  Wert  vom  beobachteten  um  58  Einheiten  abweicht. 

Untersuchen  wir  ferner  die  Anwendbarkeit  unserer  Formel 
(20),  d.  h.  die  Berechnung  der  Volumprozente  aus  den  Angaben 
D,dvdv  R,RVR2  und  eines  Mittelwertes  ß,  so  finden  wir  z.  B. 
bei  dem  3.  Gemische 

v9  0-031913 
^=  0^490.5  =°'Ü:,10!'' 
welches  Resultat  von  dem  beobachteten  /— ^-    =  0-65148^ 

\  Vl  +  V2  ) 

nur  um  39  Einheiten  der  5.  Dezimale  differiert. 

Man  ersieht  daraus,  daß  sich  die  Formel  (20)  ganz 
gut  dazu  eignet,  Prozentgehalte  bis  auf  einige  Ein- 
heiten der  4.  Dezimale  genau  nachzuberechn en. 

Auch  aus  der  Pulfrich'schen  Relation  (III)  ließe  sich  in 
vollkommen  analoger  Weise,  wie  auf  p.  466  für  unsere  Relation 
(V)  dargestellt,  eine  Formel  zur  Nachberechnung  der  Volum- 
prozente gewinnen. 

Setzt  man  nämlich  in  der  Deduktion,  die  zu  Formel  (20) 
fuhrt,  statt  R,  Rl  und  R2  die  Pulfrich'schen  Ausdrücke  %  % 
«n  und  statt  ?  das  Pulfrich'sche  a.  so  bekommt  man  eine  formal 
ganz  gle,che  Formel  wie  (20),  nämlich 

Die  Anwendung  zeigt  jedoch  wiederum,  daß  Formel  (20) 
genauere  Resultate  liefert. 

Denn  man  erhält  z.  B.  für  das  3.  Gemisch  nach  Formel  (20') 

vt  0-057938 

F+iT  =  ~  ~  =  0-65001; 

vi  +  v2  0-089134 

beobachteter  Wert  =  0 -  65 1 48,  also  eine  Abweichung 

V°n  ^  leiten  der  5.  Dezimale. 

sproche"  SahGn  SOmit,         bd  all0n  drci  im  Kapitel  111  be" 
Result?61?-  Anwendungen  unsere  Beziehung  (V)  genauere 
ae  '»efert  als  die  Pulfrich'sche  Relation  (III);  für  die 
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praktische  Anwendung  wird  jedoch  die  Pulfrich'sche  ihrer 
Handlichkeit  wegen  vorzuziehen  sein. 

2.  Mischung. 

Alkohol -Schwefel  kohlen  stoff. 

/  -  20°. 

Die  Beobachtungsdaten  sind  der  auf  p.  467  zitierten  Arbeit 
Wüllner's  entnommen.  Diese  Mischung  ist  von  ganz  beson- 
derem Interesse.  Sie  bildet  in  gewissem  Sinne  ein  Gegenstück 
zur  Mischung  Wasser-Alkohol,  denn  es  zeigt  sich  bei  ihr  eine 
regelmäßig  verlaufende  Dilatation,  welche  in  maximo  Viooo 
des  Gesamtvolumens  erreicht.  Die  Dilatation  des  Pulfrich'schen 

Ausdruckes,  ,  ist  etwa  doppelt  so  groß,  daher  auch 

a>l.  Um  so  interessanter  erscheint  da  der  Umstand,  daß 

R-R« 

die  Dilatation  der  Lorentz'schen  Refraktionskonstante  — — 

bedeutend  geringer  ist  als  die  des  Volumens,  also  ß<l. 

Die  ß  sind,  wie  aus  Tabelle  2  ersichtlich,  fast  ganz  kon- 
stant, somit  ist  die  Richtigkeit  unserer  Beziehung  (V)  wiederum 

vollständig  erwiesen. 

Die  Vorausberechnung  der  Brechungsexponenten  nach 
unserer  Formel  (18)  mit  Hilfe  eines  Mittelwertes  der  ß  gibt,  wie 
aus  der  Kolumne  A  hervorgeht,  sehr  gute  Resultate.  Die 
Abweichungen  von  der  Beobachtung  sind  im  Durch- 
schnitte dreimal  so  klein  als  die,  welche  nach  der 
Pulfrich'schen  Formel  (III)  sich  ergeben. 

Die  Abweichungen  Aa  =  1  der  Biot-Arago'schen  Formel 
sind  enorm,  sogar  die  dritte  Dezimale  wird  erheblich  affiziert- 

Auch  die  übrigen  Anwendungen  lassen  unsere  bereits  bei 
der  ersten  Mischung  gezogenen  Schlußfolgerungen  vollständig 
gerechtfertigt  erscheinen. 

Da  die  ß  fast  ganz  konstant  sind,  ergibt  die  Formel  (19) 
zur  nachträglichen  Berechnung  der  Volumkontraktion 

c  —  _L  *Ldüv.    (für  3  wird  der  Mittelwert  eingesetzt) 
ß  R 

viel  genauere  Resultate  als  bei  der  ersten  Mischung. 
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Zum  Beispiel  für  das  1.  Gemische  ergibt  die  Berechnung 
nach  Formel  (19)  c  =  —  0-00882,  der  beobachtete  Wert  ist 
fast  absolut  gleich,  nämlich  c  —  —0*00880. 

Wendet  man  die  Pulfrich'sche  Beziehung  (III)  in  gleicher 
Weise  an,  so  rindet  man  für  das  1.  Gemische  (bei  Benützung 
des  Mittelwertes  der  a) 

c  —  JL  -  —0-00915, 

a  <R 

weicht  also  um  35  Einheiten  der  5.  Dezimale  vom  beobachteten 
Wert  ab. 

Auch  unsere  Formel  (20)  zur  Vorausberechnung  der 
Volumprozente  bewährt  sich  wieder  besser  als  die  analoge 
Formel  (20/),  die  aus  der  Beziehung  (III)  gewonnen  wurde. 

Man  rindet  nämlich  z.  B.  für  das  1.  Gemische  nach  (20) 

t>2  (D — dt)R$  —  (R — Rj)D  =  0:034868  =0.39354 

v,  +  v%       {di-di)R$  _  (R2-RJ  D      0 '  088602 

nach  (20') 

vt  _      (D-d^U  -W-%)D       0-Q7IÖ57  _  Q. 39572> 
vl+u2     (d2—äl)SRoi—(%—%)I)      0- 181080 

beobachteter  Wert  =  0*39386; 

also  ergibt  die  Formel  (20)  eine  Abweichung  von  bloß  32  Ein- 
heiten der  5.  Dezimale,  während  (201)  eine  solche  von  186  Ein- 
heiten liefert. 

Es  haben  sich  mithin  unsere  drei  Berechnungsformeln 
(18),  (10),  (20)  bei  dieser  Mischung  noch  schöner  bewährt  als 
bei  der  ersten. 

V.  Zusammenfassung  der  Resultate. 

1.  Die  von  uns  nach  Analogie  der  Pulfrich'schen  Be- 
ziehung (III)  aufgestellte  Relation  (V) 

R~RV       .  D  —  D, 


R  D 
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befindet  sich,  wie  wir  gesehen  haben,  in  vollständigem  Ein- 
klänge mit  der  Erfahrung.  Sogar  in  jenen  Fällen,  wo  die 
Relation  (III)  nur  in  sehr  grober  Annäherung  erfüllt 
ist,  bleiben  die  ß  für  alle  Mischungsverhältnisse  fast 
ganz  konstant.  Bei  jenen  Mischungen,  wo  sich  bereits  die 
Relation  (III)  sehr  gut  erfüllt  hat,  trifft  dies  für  unsere  Be- 
ziehung (V)  nur  um  so  genauer  zu. 

Daher  haben  sich  auch  die  drei  Arten  der  Anwendung 
der  Relation  (V),  nämlich  die  Formeln  (18),  (19),  (20)  besser 
bewährt  als  die  analogen,  aus  der  Pulfrich'schen  Formel  (III) 
abgeleiteten. 

Unsere  Beziehung  (V)  wird  in  folgender  Weise  praktisch 
verwertet:  Man  bereite  ein  Gemisch  von  bestimmtem  Prozent- 
gehalt und  ermittle  möglichst  sorgfältig  den  Proportionalitäts- 
faktor ß  der  betreffenden  Kontraktionen.  Dann  kann  man 

a)  Brechungsexponenten  N  irgend  eines  andern  Prozent- 
gehaltes derselben  Mischung  vorausberechnen  nach  Formel  (18), 

wenn  gegeben  sind  -V-,  Rv  ^  d„  ^  D  und  p. 

b)  die  Volumkontraktion  c  berechnen  nach  (19),  wenn  be- 
kanntsind:^^/?,^,^undß; 

C)  d6n  Prozentgehalt  ^  nach  Formel  (20),  wenn  ge- 
gCben  sind  *»      *,  äv  d„  D  und  ß. 

län  J'  UüSlre  Beziehun^  (V)  Si\t  fast  unabhängig  von  Wellen- 
verlu  7  TemPeratur.  Einige  probeweise  Berechnungen  an 
wie 2 VerSUChsreihen  er^en,  daß  die  ß  sich  ebenso 

mit  der  W  n1Ct! SCh6n  "  nUf  WGnig'  jedoch  in  steti«er  Weise 
interne         ^  ändern  und  innerhalb  eines  Temperatur- 
,SVOn  etwa  I0°  a's  konstant  betrachtet  werden  können. 

forme3!  (T^         S°mit  gCZeigt'  daß  Unsere  neue  Mischun^" 
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welche  ja  nur  eine  Modifikation  der  Pulfrich'schen  Formel  (1) 
durch  Einführung  der  Lorentz'schen  Refraktionskonstante  dar- 
stellt, mit  größerer  Genauigkeit  erfüllt  ist  als  die  Biot-Arago'sche 
(8),  die  Lorentz'sche  (7)  sowie  auch  die  Pulfrich'sche  (1)  und  ist 
damit  der  Endzweck  unserer  Untersuchung  erreicht. 

Freilich  muß  bemerkt  werden,  daß  die  praktische  Ver- 
wertung unserer  Formel  keine  sehr  bequeme  ist,  da  in  den 


Rechnungen  stets  die  Ausdrücke 


«2  —  1 

;/»+2 


auftreten. 
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Anhang1. 

Bei  meinen  Experimentaluntersuchungen,  die  zunächst 
nur  unternommen  waren,  um  die  Gültigkeit  der  Pulfrich'schen 
Formel  zu  prüfen,  stieß  ich  auf  einen  sehr  bemerkenswerten 
Ausnahmefall.  Es  war  dies  die  Mischung  Äthylenbromid- 
Alkohol. 

Dieses  Gemisch  zeigte  etwa  bis  zum  Prozentgehalte 
t,+--  =  0-60  eine  äußerst  geringe  Volumdilatation  (welche 
im  Höchstfalle  den  Wert  c  =  =  —0-00020  erreichte), 

von  da  ab  eine  sehr  geringe  Kontraktion  (Höchstwert  c  = 
ß~  —  +0-00131),  während  das  Brechungsvermögen 
eme  ziemlich  regelmäßige,  jedoch  ebenfalls  sehr  geringe  Dilata- 
tion, in  maxi mo  =  _o- 00501  aufwies.  Also  würde 

Vi     * £, 

der  Pulfrich'sche  Proportionalitätsfaktor  a  für  die  ersten  Pro- 
zentgehalte negativ  sein,  später  positiv.  Daß  ein  davon  ge- 
wonnener Mittelwert  für  die  Berechnungen  keine  besonders 
guten  Resultate  liefert,  läßt  sich  voraussehen. 

Bemerkenswert  ist,  daß  die  nach  (V)  berechneten  Lorentz- 
schen  Kontraktionen  mit  den  betreffenden  Volumkon- 

Aktionen  trotzdem  dem  Vorzeichen  nach  übereinstimmten, 
e«tb«eb  ReIati°n  ^  Wenn  auch  nur  in  grober  Annäherung, 

wel  h"  Literatur  fand  icn  mehrere  Gemische  erwähnt, 
c  e  bis  zu  einem  bestimmten  Prozentgehalte  Dilatation, 
ann  Kontraktion  zeigten  oder  umgekehrt. 
Bus  UChkremer  erwähnt  die  Mischung  Alkohol-Benzol, 
UreT  Bu'gnet  A,kohol-Chloroform,  Meissner  und 
niak-wnden  di6Selbe  Erscheinung  bei  der  Mischung  Ammo- 
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Jedenfalls  tritt  dies  Phänomen  nur  ein,  wenn  ein  Flüssig- 
keitsgemische sehr  geringe  Volumänderungen  aufweist,  und 
selbst  bei  derartigen  ist  es  ein  Ausnahmefall. 

Eines  wird  uns  durch  diesen  Ausnahmefall  wieder  so 
recht  in  Erinnerung  gebracht:  daß  sowohl  unsere  als  auch 
Pulf rieh's  Formel  zwar  in  den  meisten  Fällen  sehr  genau 
gilt,  daß  sie  aber  kein  allgemein  gültiges  Naturgesetz  sind,  von 
dem  es  keine  Ausnahmen  geben  kann. 

Am  Schlüsse  meiner  Mitteilungen  erlaube  ich  mir  meinen 
hochverehrten  Lehrern  Herrn  Hofrat  Prof.  Dr.  Leopold  Pf  au  n  d  1  e  r 
und  Prof.  Dr.  Anton  Wassmuth  für  ihre  vielfach  erteilten  Rat- 
schläge meinen  herzlichsten  Dank  auszusprechen. 
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Uber  eine  neue  Konstruktion  einer  Leydener- 
batterie  mit  UmscKaltungsvorrichtung  von 
Parallelanordnung  auf  Kaskadenanordnung 

von 

L.  Pfaundler  in  Graz. 

Mit  1  Tafel.) 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  26.  Mai  1906.) 

E.  Mach1  hat  eine  Konstruktion  der  bezeichneten  Art  be- 
schrieben, welche  auf  der  Parallelverschiebung  eines  Rahmen- 
gestells beruht  und  sich  gut  bewährt  hat.  Ich  habe  vor  mehreren 
Jahren  versucht,  eine  etwas  weniger  voluminöse  Anordnung  aus- 
zuführen, welche  auf  gleichzeitiger  Drehung  sämtlicher  Flaschen 
um  ihre  vertikale  Achse  um  90°  beruht.  Da  auch  diese  Kon- 
struktion ihren  Zweck  erfüllt,  so  will  ich  dieselbe  kurz  be- 
schreiben. 

Die  beigefügte  Tafel  zeigt  den  Apparat  im  Grundriß  und 
m  der  Vorderansicht  in  einem  Zehntel  der  Ausführung.  Die 
acht  Flaschen  stehen  in  zwei  Reihen  zu  je  vier  auf  Glassäulen 
isoliert.  Letztere  sind  in  Konusse  aus  Messing  eingekittet,  welche 
wie  Hahne  in  Hohlkonussen  drehbar  sind.  Die  Drehung  sämt- 
lcher  Flaschen  erfolgt  durch  zwei  Gestänge,  bestehend  aus 
^en  Messingstäben  /,  q,  s  einerseits  und  /',  q',  s'  andrerseits, 
Cren  Tei,e  starr  miteinander  verbunden  sind.  Der  Messing- 
^nus  jeder  Flasche  ist  durch  einen  zweiarmigen  Hebel  m'n' 
je  zwei  dieser  Stangen  gelenkig  verbunden,  ebenso  der 

Hand  ^  Enden  dCr  Stangen  5  und  s'-  Durch  einen 

an  gnff#ist  man  demnach  im  stände,  sämtliche  Flaschen 
g'eichzeuig  um  nahe  90°  zu  drehen. 

•     *  *  ♦         ,  *  * 

1  Anzeiger  der  Wiener  Akademie,  Bd.  XV  (1876). 
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Die  Zuleitungen  der  inneren  Belegungen  sind,  wie  aus  der 
Vorderansicht  der  vorderen  Flaschenreihe  ersichtlich  ist,  oben 
rechtwinkelig  umgebogen  und  enden  mit  biegsamen,  eng- 
gewickelten Spiralen  aus  dickem  blanken  Neusilberdraht,  welche 
an  den  Enden  Kugeln  tragen.  Die  äußeren  Belegungen  sind 
mit  vertikal  ansteigenden  Leitern  1n  Verbindung,  welche  eben- 
falls mit  biegsamen  Spiralen  und  Kugeln  in  gleicher  Höhe 
endigen.  Außerdem  stehen  auf  je  zwei  isolierenden  Glassäulen 
die  Leiter  L,  L'  und  L",  welche  nach  abwärts  Kugeln  in  gleicher 
Höhe  tragen.  Endlich  vermittelt  noch  ein  isolierter  Leiter  L'" 
die  Verbindung  der  beiden  Flaschenreihen.  Die  Figur  zeigt  die 
Anordnung  der  Kaskadenschaltung.  Die  als  positiv  geladen 
gedachten  inneren  Belege  sind  mit  den  negativ  geladenen 
äußeren  Belegen  der  Nachbarflaschen  in  Berührung,  P  und  P' 
sind  die  Pole  der  ganzen  Kaskade,  welche  einander  genähert 
werden  können.  Dreht  man  den  Hebel  //,  so  kommen  durch  die 
Drehung  alle  mit  ■+-  bezeichneten  Kugeln  der  Innenbelegungen 
mit  dem  Mittelleiter  L  in  Berührung  und  gleichzeitig  alle  mit  — 
bezeichneten  Kugeln  der  Außenbelegungen  mit  den  Außen- 
leitern V  und  L7/,  welche  zur  Erde  abgeleitet  oder  mit  dem 
—  Pole  der  Maschine  in  Verbindung  gebracht  sind.  Der  +  Pol 
der  Maschine  kommuniziert  mit  L.  In  dieser  Parallelschaltung 
erfolgt  die  Ladung,  die  Entladung  nach  der  Umschaltung.  Der 
Apparat  hat  sich  bewährt,  nur  empfiehlt  es  sich,  das  Grundbrett 
aus  recht  trockenem  Holze  zu  nehmen,  damit  es  sich  nicht 
verzieht.  Auch  erscheint  es  rätlich,  die  Flaschendistanz  sowie 
den  Abstand  der  Belegungsflächen  vom  Flaschenrande  etwas 
größer  zu  dimensionieren,  um  Nebenentladungen  sicherer  hint- 
anzuhalten. 


•   •  » ■  . 
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Neue  Konstruktion  einer  Leydenerbatterie  mit  Um  Schaltungsvorrichtung  von 
Parallelanordnung  auf  Kaskadenanordnung. 


d-  kais.  Akad.  d.  Wiss.,  math.-naturw.  Klasse,  IJd,  CXV,  Abt.  IIa,  1006. 
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Ober  komplexe  Einheiten 


von 


F.  Mertens, 

w.M.k.Akad. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  15.  Juni  1906.) 

L 

Kummer  hat  in  seiner  Theorie  der  aus  einer  Xten  Einheits- 
wurzel *  gebildeten  komplexen  Zahlen,  wo  X  eine  ungerade 
Primzahl  bezeichnet,  den  Satz»  bewiesen,  daß  jede  ganze  Zahl 
/(*)  m  a,  welche  der  Gleichung 

/(a)/(a->)  =  1 

genügt,  eine  2Xte  Einheitswurzel  sein  muß.  Kronecker  hat 
diesen  Satz  m  etwas  anderer  Gestalt  verallgemeinert,2  indem  er 
«ur  irgend  eine  Einheit  £(a>)  des  aus  einer  primitiven  «ten  Ein- 
neitswurz^ ^hervorgehenden  Körpers  nachwies,   daß  der 

ÖU°tient  ~£^T  eine  wte  oder  2»te  Einheit  ist,  je  nachdem  n 
gerade  oder  ungerade  ist. 

Weisesten   ^  ReSUltatC  in  der  folSenden  einfachen 

2. 

en^Vtl  *  6ine  Primitive  Einheitswurzel  und  /(«)  eine 
*^ZMm»}  welche  der  Gleichung 

komplexeTz^hi8^-  ^  Zer,eEunß  der  «"s  Wurzeln  der  Einheit  gebildeten 
sur  lu  theorie  m  Ihfe  Primfaktoren-  Crelle's  Journal,  ßd.  35.  —  Memoire 
notnbres  Pnt;„.   *f  .nombres  ««mplexes  composes  de  racincs  de  l'unite  et  des 

ec  er,  Über  komplexe  Einheiten.  Crelle's  Journal,  Bd.  53. 


482  F-  Mertens, 

genügt.  Bezeichnet  p  irgend  eine  ungerade,  zu  «  teilerfremde 
Primzahl,  so  ist 

/(«)*— /(»*)= />r(")» 
wo  I»  eine  ganze  Zahl  in  a>  ist.  Nimmt  man  auf  beiden  Seiten 
die  Norm  in  Bezug  auf  a>,  so  ergibt  sich 

Da  aber  auf  Grund  der  für/(<o)  gegebenen  Gleichung 

'/(<■>)  I  =  1 

und  infolge  der  Irreduktibilität  der  Gleichung  für  die  primitiven 
wten  Einheitswurzeln 

ist,  so  ist  auch 

\f(«Y  |=i,  LA«')  I  =  i 

und  daher  für  jede  primitive  «te  Einheitswurzel 

\f(»Y—f{*?)  |  ^  2. 

'  Hiemach  ist  die  ganze  Zahl  N(f(pY-f(»r))  nicht  größer 
als  2*<»>  und  muß  demzufolge  =  0  sein,  weil  sie  durch  teil- 
bar und  p  >  2  ist.  Somit  ist 

/(«y  =/(»'). 

Ist  $  eine  zweite  ungerade,  zu  n  teilerfremde  Primzahl,  so 
ist  aus  denselben  Gründen 

=  /(»«) 

und  daher  auch,  wenn  <o  durch  <o''  ersetzt  wird: 

/(««)  =/(«!»)«  =/(»)"• 

Setzt  man  diese  Schlüsse  nach  Bedarf  fort,  so  erhellt,  daß 
für  irgend  eine  ungerade,  zu  «  teilerfremde  Zahl 

/(co)-  =  /(«»») 

ist.  Nimmt  man  m  =  n+\  oder  =  2«+ 1,  je  nachdem  «  gerade 
oder  ungerade  ist,  so  ergibt  sich 
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/(*)«+!  =/(w-+l)  =  /(»), 
/•(ft))2«+l  _  /(ö)2„-f  1)  /(ü>) 

und  daher  beziehungsweise 

/(-)-=l, 

Wendet  man  die  vorstehenden  Gleichungen  auf  den 
Quotienten 

/(co)  =  ^1 
£(») 

an,  wo£(to)  eine  Einheit  in  w  bezeichnet,  und  ist  n  eine  Potenz 
einer  ungeraden  Primzahl  X,  so  kann/(»)  nur  eine  «te  Einheits- 
wurzel sein.  Denn  die  Gleichung 


£(co-,)=/(»)  EU) 
ergibt  die  Identität  JK  *  W 


=/(*)£(*)+£(*) 


n 

—  1 


wo  ß  ganz  und  ganzzahlig  in  *  ist,  und  es  wird 

(modX), 

/0)=1  (modX), 

LtaßchiCht        =         S6in  kann'  In  diCSem  FaHe  kann 

E((a-i)  —  to2*£(a>) 

gesetzt  werden  und  es  erhellt,  daß  £(»)  durch  Multiplikation 
m»t  e,ner  «ten  Einheitswurzel  co*  in  eine  reelle  Einheit  *E(m) 
erwandelt  werden  kann,  wie  schon  Kummer  für  eine  einfache 
Primzahl  n  =  X  gezeigt  hat. 

»eine  Potenz  von  2  und  >2,  so  kann  ^g^-  nur 
e,ne  j  te  Einheitswurzel  sein.  Denn  die  Gleichung 

^  die  Gleichung  ^  ' 

die  Identität  = 


Digitized  by  Google 


484 


F.  Mertens,  Über  komplexe  Einheiten. 


nach  sich,  wo  Q  ganz  und  ganzzahlig  in  x  ist.  Differentiiert 
man  noch  x  und  setzt  hierauf  x  =  1,  so  folgt 


£(ü>)  wird  daher  durch  Multiplikation  mit  <o2  in  eine  reelle 

Einheit  co-  E(ta)  verwandelt. 

Besitzt  dagegen  n  verschiedene  Primfaktoren,  so  zeigt  das 
von  Kronecker  angeführte  Beispiel  £(w)  =  1 — cd,  daß 

£(u>) 

eine  2«tc  oder  »te  Einheitswurzel  ist,  je  nachdem  »  ungerade 
oder  gerade  ist. 


hE(\)+E'(\)-(n-\)E'(\)  =  ~  Q(\)+2ff(l) 


und  hieraus 


(mod  2). 
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Die 

stereophotogrammetrisehe  Ballonaufnahme 
für  topographische  Zwecke 


von 


Dr.  Anton  Schell, 

*.  *•  Hofrat,  cm.  0.  ö.  Professor  der  k.  k.  Technischen  Hochschule  in  Wien. 

(Mit  12  Textflguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  6.  April  1906.) 

Die  photographische  Aufnahme  eines  räumlich  ausgedehn- 
ten Objektes  an  Bord  eines  Ballons,  ist  eine  der  wichtigsten 
Aufgaben  der  Aeronautik;  denn  diese  Aufnahmen  übertreffen 
durch  die  Einfachheit  und  Sicherheit  der  Konstruktion  alles, 
was  auf  dem  Gebiete  der  Geodäsie  bis  jetzt  geleistet  wurde. 

Die  Ballonphotographie  kann  wissenschaftlichen  Diensten 
nutzbar  gemacht  werden,  wenn  die  Ballonaufnahme  mit  einem 
P  otogrammetrisch  eingerichteten  Instrumente  (Phototheodo- 
hten)  ausgeführt  wird. 

Die  photographische  Aufnahme  von  einem  Luftballon 
Kann  unter  verschiedenen  Umständen  erfolgen: 

1.  mittels  eines  freien  und  bemannten  Ballons, 

•  mit  einem  gefesselten  und  bemannten  Ballon  und  endlich 

der  m'  mUeinem  ^fesselten  unbemannten  Ballon,  bei  welchem 

von 7TtVerSChlUÖ  der  Kamera  durch  elektrische  Auslösung 
der  Erde  aus  vorgenommen  wird. 

PhotJ?  bkisherigen  Ersuche,  im  freien  Ballon  brauchbare 
zeuLT^!Che  BÜder  ZU  erzeu^n.  sind  gescheitert.  Die  er- 
meisten      u    Wafen  größtenteils  ganz  unbrauchbar,  da  die 

KünstiL u  6inmal  die  SPur  eines  Bildes  zei8ten  und  im 
^gsten  File  nur  verwaschene  Bilder  lieferten. 
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Die  Gründe  dieses  Mißlingens  bilden  die  fortwährenden 
Bewegungen  des  Ballons,  welche  selbst  bei  mäßigen  Luft- 
strömungen unregelmäßig  und  ziemlich  heftig  sind  und  wäh- 
rend der  Exposition  störend  auf  die  Schärfe  des  erzeugten 
Bildes  einwirken. 

Bei  einem  freien  Ballon  sind  es  vorzugsweise  die  nach- 
folgenden Bewegungen, 
welche  die  Herstellung 
guter  und  brauchbarer 
photographischer  Bilder 
nicht  gestatten. 

a)  Eine  Bewegung 
des  Ballons  in  vertikaler 
Richtung  wirkt  weniger 
störend  auf  die  Schärfe 
der  Bildpunkte  in  der 
Mitte  als  auf  jene  an 
den  Rändern,  da  in  der 
Mitte  die  Schärfe  der 
Bildpunkte  stets  dieselbe 
bleibt,  während  die  Schär- 
fe der  Bildpunkte  an  den 
Rändern  immer  mehr  ab- 
nimmt. Es  sei  in  Fig.  1 
OQ  —  H  die  Höhe  des  op- 
tischen Mittelpunktes  des 
Objektives  der  Kamera 
an  der  Erdoberfläche,  X 
die  Negativplatte,  A  der 
Hauptpunkt  derselben  und 
OA  —  P  die  Bilddistanz,  welche  der  Brennweite  des  Objektives 
entspricht. 

Ist  nun  M  ein  beliebiger  Punkt  des  Terrains,  dessen  Ab- 
stand MO  =  R  ist  und  dessen  Bild  m  auf  der  Negativplatte 
den  Abstand  Am  —  r  besitzt,  so  ergibt  sich  aus  den  ähnlichen 
Dreiecken  OAm  und  OQ M  die  Proportion 
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woraus  folgt, 

PR 


r  — 


H 


...1) 


Ist  v  die  Geschwindigkeit  des  Ballons  in  vertikaler  Rich- 
tung und  E  die  Expositionszeit,  so  gelangt  O  nach  Ov  die 
Negativplatte  nach  Nt  und  das  Bild  von  Wnach  mv  Setzt  man 
nun  AlWl  =  rx  und  AXQ  =  Hv  so  ist 


PR 


Es  sei  r.-r  =  Ar  und  H~H=  AH  =  vE,  so  ist 

v-E 
H 


Ar  =  ~--     r.  ...2) 


VVie  man  sieht,  wächst  die  Unscharfe  Ar,  welche  durch 
eine  Bewegung  des  Ballons  in  vertikaler  Richtung  erzeugt 
wird  mit  der  Geschwindigkeit  des  Ballons,  der  Expositionszeit 
und  dem  Abstände  des  Bildpunktes  von  dem  Hauptpunkte  der 
•^gativplatte  und  nimmt  mit  der  Ballonhöhe  ab 

Ar-Ür  "i 7  bm>E=0-2>,H=  500m,  r  =  150  mm  wird 
ur  0-3r 


>wm. 


b  Eine  Bewegung  des  Ballons  in  horizontaler  Richtung 
nangt  vorzugsweise  von  der  herrschenden  Windstärke  ab.  Die 
all!  p   rtSt6hende  Unschärfe  ^r  Bilder  erstreckt  sich  auf 

srr0JiipwtivpiÄtte- Es  sd  in  Fig- 2  °o=^ 

eeW.J  R  Und  Am  =  r>  so  ist  nach  dem  vorher- 


gehenden 

r  =  P-R 
~  H 


zontalTp01!!161  V  diG  Geschwi"digkeit  des  Ballons  in  hori- 
lGr  R,chtung  "nd  E  die  Expositionszeit,  so  ist 


00,- AA,  =  QQl  =  D  =  v.E. 


Ist 


Baitons  und  ^  B'ld  ^  Punktes  M  in  dies«r  Stellung  des 
a  Ai»h  =  rlf  so  hat  man  die  Proportion 
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woraus  folgt: 


P  (R+D) 


Setzt  man  r-r  =  Ar,  so  ist  die  durch  die  horizontale 
Fortbewegung  des  Ballons  entstehende  Unschärfe  des  Bildes 
gegeben  durch  den  Ausdruck 


P.D  P.E.v 

Ar  =  =  — — — 

H  H 


...3) 


l — 


Fig.  2. 

Aus  dieser  Gleichung  ist  zu  ersehen,  daß  die  Unscharfe 
sich  auf  alle  Punkte  der  Negativplatte  gleichmäßig  erstreckt  und 
dieselbe  einen  desto  größeren  Wert  erhält,  je  größer  die  Brenn- 
weite des  Objektives  der  Kamera,  die  Expositionszeit  und  die 
Geschwindigkeit  des  Ballons  und  je  kleiner  die  Höhe  des- 
selben ist.  m 

Für  P-  150mm,  E-0  2\  v  =  5m  und  H=  500*», 

ist  Ar  —  0*3  mm. 
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c)  Eine  drehende  Bewegung  des  Ballons  um  seine  verti- 
kale Achse  bedingt  eine  beträchtliche  Unscharfe  der  an  den 
Randern  der  Negativplatte  gelegenen  Punkte.  Es  sei  in  Fig.  3 
m  das  Bild  des  Punktes  M  im  Räume  zu  Beginn  der  Exposition 


Fig.  3. 

^  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  desselben  %  und  y  in 
sv<teman -T  dUr°h  HauPlPunkt  A  ge^gtes  Koordinaten- 
den Au  d  ^         nUng  diGSes  Punktes  vom  Ursprung  ist  durch 


gegeben. 


.  .  .4) 


unikale  T  h*  ßaU°n  ^  drehende  Bewegung  um  seine 
Achse  und  ist  *•  die  Umdrehungszeit  desselben,  so 


-naturw.Kl.;  CXV.  HJ.,  Abt.  II  a. 


34 


Digitized  by  Google 


490 


A.  Schell, 


2ic 

ist  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehungsachse  y.  Ist  nun 

mx  das  Bild  des  Punktes  M  am  Ende  der  Exposition  und  ist  E 
die  Expositionszeit,  in  Sekunden  ausgedrückt,  so  ist  die  Un- 
schärfe  A«  =  mmx  des  Bildpunktes  m  durch  die  Relation 


O  mm. 


A  u  =  —  .  r .  E 
/ 

ausgedrückt. 

Aus  dieser  Gleichung  ist  zu  ersehen,  daß  die  Unscharfe 
des  Bildes  mit  der  Expositionszeit  und  der  Entfernung  des 
Bildes  vom  Hauptpunkte  zunimmt,  dagegen  mit  der  Um- 
drehungszeit des  Ballons  abnimmt. 

Für  r  =  150mm,  E  =  0"2S,  /  =  300»  beträgt 

Alt  =  0*6  wim. 

Eine  pendelnde  Bewegung  der  mit  dem  photogramm- 
metrischen  Apparate  ausgerüsteten  Gondel  übt  den  größten 
Einfluß  auf  das  Gelingen  scharfer  Bilder  aus,  wenn  die  Schwin- 
gungen rasch  aufeinander  folgen. 

Ist  /  die  Pendellänge  der  Gondel  und  a°  die  Größe  des 
Ausschlagwinkels,  so  ist 

rr 

'  =  «V7 

die  Schwingungsdauer  und 

—  TT 

X  =  /.«  =  ■   -— /.«° 
180 

der  vom  Mittelpunkt  des  Pendels  (Hauptpunkt  der  Negativ- 
piatte)  in  der  Zeit  /  zurückgelegte  Weg;  daher  die  Geschwin- 
digkeit der  bewegten  Negativplatte 

_  >.    _      T.     <    /  gW 

1  _  /  ~  180  *  / 
Bezeichnet  E  die  Expositionszeit,  so  ist  die  durch  eine 
pendelartige  Bewegung  der  Gondel  erzeugte  Unscharfe 


A«  =  v.E=    ~   •  - 
180  / 
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oder,  da 

t  ~  ir 
ist.  so  hat  man  schließlich: 

180  • • .o; 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  daß  die  Unscharfe  des  Bildes 
der  Größe  des  Ausschlagwinkels  und  der  Expositionszeit  sowie 
der  Quadratwurzel  aus  der  Pendellänge  direkt  proportional  ist 

Für  £=  9-8063m,  a  =  1°,  E  =  02>  und  /  =  2  m  ist 

Hie  pendelartigen  Schwingungen  der  Gondel,  welche  eine 
bedeutende  Unschärfe  des  Bildes  verursachen  können,  werden 
einerseits  durch  jede  Bewegung  des  LuftschifTers  in  der  Gondel 
andrerseits  durch  die  ungleichförmige  Verteilung  von  Volumen 
und  Gewicht  im  Ballon  und  in  der  Gondel  erzeugt.  Die  Gondel 
hat  in  der  Regel  ein  geringes  Volumen,  dagegen  ein  bedeutendes 
gewicht  (Menschen,  Ballast,  Instrumente  u.  dg!.),  der  Ballon 
agegen  ein  großes  Volumen  und  ein  geringes  Gewicht.  Jeder 
Windstoß,  welcher  Ballon  und  Gondel  trifft,  wird  an  beiden 
«nen  verschiedenen  Widerstand  finden.  Der  voluminöse  Ballon 
wird  vorgetrieben,  während  die  Gondel  zurückbleibt,  wodurch 
Schwingungen  derselben  erzeugt  werden. 

Um  demnach  mit  einem  photogrammetrischen  Apparate 

brJlememuLUflball0n  entsPrechend  befestigt  ist,  gute  und 
ucnbare  photographische  Bilder  zu  erhalten,  muß  der  Ballon 

nach  T  T  nah6ZU  rUhige  La*e  erhalten'  welche  Bedingung 
Fesseih!.?  V°;hereehenden  nur  durch  einen  unbemannten 
Leinen  f  ?\  *"  drei  Punkten  auf  dem  Erdboden  durch 
ein  eni     1  6rZielt  Werden  kann"  Der  Ballon  muß 

besitz  XtT'65  V°'Umen  Und  eine  hörige  Steigkraft 
(Fig4^'h  f  dr6ier  Leinen'  we,che  an  der  Ballongurte  - 
derErnl  Werden<  kann  der  Ba,,on  B  über  jedem  Punkt 

^obemache  zum  Stillstande  gebracht  werden. 

zu  geben  m  HPhoto^rammetrischen  Apparat  eine  sichere  La<-e 
und  denselben  von  der  direkten  Einwirkung  des 


34* 
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Windes  zu  schützen,  wird  derselbe  nach  dem  Vorschlage  des 
Dr.  A.  Meydenbauer  in  einem  zylindrischen  Kasten  Z  aus 
Ebonit  untergebracht,  welcher  im  Inneren  des  Ballons  an  einem 
durch  denselben  hindurchgehenden  kräftigen  Bambusstabe  SSY 
in  der  Mitte  befestigt  wird;  an  den  Enden  dieses  Stabes  ist  das 
Schnurnetz  angebracht,  welches  den  kugelförmigen  Ballon 
umspannt.   Das  obere  Ende   des  zylindrischen  Kastens  ist 


Fig.  4  a. 

geschlossen,  das  untere  dagegen  offen,  an  dessen  Rand  der 
Stoff  des  Ballons  befestigt  wird. 

Im  Inneren  des  zylindrischen  Kastens  wird  der  photo- 
grammetrische  Apparat  an  einer  Cardanischen  Aufhängevoi- 
richlungC  angebracht  und  die  photographische  Kamera  K durch 
zwei  aufeinander  senkrecht  angebrachte  Laufgewichte  derart 
belastet,  daß  im  Zustande  der  Ruhe  die  in  der  Kassette  befind- 
liche Trockenplatte,  welche  die  Bildebene  P  darstellt,  eine 
horizontale  Lage  besitzt,  was  durch  das  Einspielen  der  zwei 


Digitized 


Stereophotogrammetrische  Ballonaufnahme.  493 

an  der  Kamera  angebrachten  und  rektifizierten  Kreuzlibellen 
angezeigt  wird. 

Da  jedoch  der  Ballon  durch  die  unvermeidlichen  kleinen 
Wallungen,  hervorgerufen  durch  Windstöße  oder  infolge  un- 
gleicher Anspannungen  der  Leinen  zwei  aufeinander  senkrecht 
stehende  Bewegungen  der  Bildebene  P  erzeugt,  muß  noch  eine 
Vorrichtung  angebracht  werden,  welche  gestattet,  auf  auto- 
matischem Wege  die  photographische  Aufnahme  in  jenem 
Momente  auszuführen,  wenn  die  Bildebene  eine  horizontale 
Lage  besitzt. 

Dies  kann  dadurch  zu  stände  gebracht  werden,  daß  bei 
horizontaler  Lage  der  Bildebene  ein  elektrischer  Strom  ge- 
schlossen wird,  welcher  den  knapp  vor  der  empfindlichen 
Trockenplatte  befindlichen  Verschluß  in  Bewegung  setzt  und 
dadurch  eine  momentane  Belichtung  stattfinden  kann. 

Es  sei  in  Fig.  4  b  der  photogrammetrische  Apparat  ,4  in 
dem  zylindrischen  Kasten  Z  in  dem  Cardanischen  Ringe  R  so 
aufgehängt,  daß  die  Bildebene  P  im  Zustande  der  Ruhe  bei 
«nsp.elenden  Kreuzlibellen  die  horizontale  Lage  einnimmt.  An 
dem  oberen  geschlossenen  Deckel  des  Zylinders  Z  ist  eine 
achteckige  hölzerne  Platte  Pl  befestigt,  auf  welcher  eine 
^e.mal  gebogene  Glasröhre  rx  angebracht  ist,  welche  mit 
re-nem  Quecksilber  gefüllt  ist.  Die  Verbindungslinie  der  beiden 
Uppen  a,  und  «,  gibt  dann  stets  eine  horizontale  Linie,  mag 
«er  Ballon  .m  Räume  was  immer  für  eine  Lage  haben. 

An  dem  äußeren  Deckel  der  Kassette,  welche  die  empfind- 
**e  Trockenplatte  P  trägt,  sind  zwei  Ständer  S,  und  S8 
^bracht,  welche  am  oberen  Ende  über  den  Öffnungen  der 
Kommunizierenden  Glasröhre  rx  Plättchen  enthalten,  durch 
Spitz  6  16  S°hräubchen  ai  und  a2  durchgeschraubt  und  deren 
jn  Berüh"111  ÖUecksi,beroberfläche  in  den  Punkten  a,  und 
Verbind  gebracht  werden  können.  In  diesem  Falle  ist  die 
^dielTf11"16  ^  h0riz0nta1'  daher  der  Ebene  P  parallel, 
Lage  erh  u         einsPielenden  Kreuzlibellen  eine  horizontale 

des  Zvl  H     hEt"  In  g,eiGher  Weise  ist  an  dem  oberen  Deckel 

^chtung  de?  I  T 6  PIattC  P*  angebracht'  we,che  auf  der 
gebogen   ri  Pl  senkrecht  steht  und  eine  zweimal 

6  Uasrohre  r8  enthält,  welche  ebenfalls  mit  reinem 
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Quecksilber  gefüllt  ist.  Die  Verbindungslinie  der  in  den  beiden 
Schenkeln  sich  befindenden  Quecksilberkuppen  Oj  und  a4  stellt 
bei  jeder  Lage  des  Ballons  im  Räume  eine  horizontale  Richtung 
dar.  In  der  Richtung  der  Platte  pt  sind  an  dem  äußeren  Deckel 
der  Kassette  ebenfalls  zwei  Ständer  S8  und  S4  angebracht,  an 
deren  oberen  Ende  über  den  Öffnungen  der  kommunizierenden 
Glasröhre  r2  zwei  Plättchen  angebracht  sind,  durch  welche  die 


Schräubchen  <$3  und  o4  hindurchgehen,  deren  Spitzen  mit  den 
Quecksilberkuppen  04,  und  a4  in  Berührung  gebracht  werden 
können,  so  daß  die  Verbindungslinie  der  beiden  Schrauben- 
spitzen ebenfalls  eine  horizontale  Richtung  erhält  und  daher 
parallel  ist  der  horizontal  gestellten  Platte  S,  d.  i.  der  Bildebene. 

Hieraus  folgt,  daß,  wenn  die  empfindliche  Trockenplatte 
oder  die  Bildeben  e  eine  horizontale  Lage  besitzt,  die  Schrauben- 
spitzen die  Quecksilberobe  rfläche  an  den  kommunizierenden 
Röhren  r,  und  r2  berühren  müssen  und  dadurch  der  von  der 
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Batterie  kommende  Strom  durch  S^a.S.S^S,  nach  der 
Batterie  zurückkehren  muß.  Tritt  aber  ein  Stromschluß  ein,  so 
wird  der  vor  der  empfindlichen  Platte  befindliche  Verschluß  in 
Bewegung  gesetzt  und  die  photographische  Aufnahme  aus- 
geführt. 

Bevor  also  der  Ballon  in  dem  betreffenden  Punkte  zum 
Steigen  gebracht  wird,  hat  man  dem  Gesagten  zufolge  mittels 
der  an  der  Kamera  angebrachten  Kreuzlibellen  die  empfindliche 
Trockenplatte,  d.  i.  die  Bildebene,  horizontal  zu  stellen  und  bei 
dieser  Lage  mittels  der  Schräubchen  0l...o4  die  Berührung 
der  Schraubenspitzen  mit  der  in  den  kommunizierenden  Glas- 
rohren enthaltenen  Quecksilberoberfläche  zu  bewerkstelligen 
und  die  von  den  zwei  als  Leitungsdrähte  wirkenden  Leinen 
ausgehenden  Drähte  mit  den  Klemmen  der  Säulen  5,  und  >S\ 
*n  Verbindung  zu  bringen. 

Hat  der  Ballon  die  gewünschte  Höhe  erreicht,  so  wird 
die  auf  dem  Erdboden  befindliche  Batterie  mittels  der  in  den 
beiden  Lernen  enthaltenen  Leitungsdrähte  geschlossen  und 
entucll  in  den  Stromkreis  noch  ein  Apparat  eingeschaltet, 
Richer  durch  ein  sichtbares  oder  hörbares  Zeichen  den  voll- 
ogenen  Stromschluß  oder  die  erfolgte  photographisclic  Auf- 
nahme anzeigt. 

Einrichtung  eines  photogrammetrischen  Apparates  für 

Ballonaufnahmen. 

Der  mit  einem  Fesselballon  in  Verbindung  gebrachte 
P   tograrnmetrische  AppanU  hftt  dje  ^  ^ 

iX  m  JC  perSPektivis^^  Projektion  bei  horizontaler  Lage 
pers!  b      ?U  Iiefem-  ZU  diesem  Beh«fe  muß  die  Lage  des 
HauL 2),      Zentrums  «eSen  die  Bildebene  durch  den 
Ptpunkt  derselben  und  die  Bilddistanz  gegeben  sein. 

ßallons\VfiTraPh,'SChS  KamCra'  U'Ckhc  Sich  im  Inneren  dcs 
schaufle  IÜ  d'e  mk  dCm  0bJcktiv  versehene  Seite 

und  wird  0  in  dGr  Regel  die  Form  eines  Obelisken 

^rößeT  ^WeCkmäßi^sten  a»s  Mahagoniholz  hergestellt. 
^uwendenlnT6^  vonuBsw*'™  ™"  *<*  Große  der 

Aufnahme  b'  ir  -  Platten  Und  von  der  Brenmvcite  des 

°  J6ktlvs  ab-  Sehr  wichtig  bei  der  Herstellung  eines 
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photogrammetrischen  Apparates  für  Ballonaufnahmen  ist  die 
Frage  nach  der  Beschaffenheit  der  Objektivlinse.  Da  man  bei 
Ballonaufnahmen  stets  auf  Momentbilder  angewiesen  ist,  so 
dürfen  nur  lichtstarke  Objektive  zur  Anwendung  gelangen, 
welche  ein  großes  Gesichtsfeld  besitzen  und  scharfe,  richtige 
Bilder  liefern,  die  für  photogrammetrische  Zwecke  brauchbar 
sind.  Diesen  Anforderungen  entsprechen  die  Anastigmate.  Die 
lichtstarken  Serien  derselben  arbeiten  gewöhnlich  mit  einer 
relativen  Öffnung  von  mindestens  f/S  und  geben  hiebei  ein 
Bildfeld,  dessen  längste  Dimensionen  mindestens  gleich  der 
doppelten  Brennweite  P  des  Objektivs  ist,  haarscharf.  Der  Bild- 


vi! 


Fig.  5. 


feldwinkel  ist  also  90°  und  die  Seite  5  der  quadratförmigen 
Negativplatte  P\/2.  Die  Größe  der  Brennweite  hängt  also  von 
der  Größe  der  zu  verwendenden  Trockenplatte  ab.  Es  ist 
nämlich: 

Wählt  man  also  für  Ballonaufnahmen  photographische 
Trockenplatten  von  der  Größe  30x30,  so  ist  P  =  220  mm. 

An  der  dem  Objektiv  gegenüberliegenden  Fläche  der 
Kamera  ist  in  dem  Abstände,  welcher  der  Brennweite  des 
Objektivs  entspricht,  ein  viereckiger  Metallrahmen  so  befestigt, 
daß  die  an  demselben  angebrachten  vier  Marken,  entsprechen 
verbunden,  zwei  aufeinander  senkrecht  stehende  Linien  H  un 
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V  geben,  welche  den  Namen  Horizontal-  und  Vertikallinien 
(Fig.  5)  führen  und  in  ihrem  Durchschnitt  den  Hauptpunkt  A 
des  perspektivischen  Bildes  geben.  Um  diese  beiden  charak- 
teristischen Linien  auf  das  photographische  Bild  übertragen 
zu  können,  läßt  sich  an  der  Kamera,  wo  der  Metallrahmen  sich 
befindet,  eine  Kassette  mit  der  lichtempfindlichen  Platte  ein- 
hängen und  durch  seitwärts  angebrachte  Haken,  welche  mit 
Federn  versehen  sind,  mit  der  Kamera  in  feste  Verbindung 
bringen.  Vor  dem  Belichten  der  Trockenplatte  wird  die  letztere 
durch  an  der  Kassette  angebrachte  Federn  an  den  Metallrahmen 
angedrückt,  wodurch   bei   der  Belichtung  die  Marken  des 
Rahmens  abgebildet  werden.  Durch  diese  vier  Marken  sind 
demnach  auf  der  photographischen  Platte  die  Horizontal-  und 
Vertikallinie  sowie  der  Hauptpunkt  des  perspektivischen  Bildes 
gegeben.  Die  Verbindungsgerade  des  letzteren  mit  dem  zweiten 
Gaußschen  Hauptpunkt  des  Objektivs,  welche  auf  der  photo- 
graphischen Platte  senkrecht  stehen  soll,  gibt  die  Bilddistanz. 
Uiese  drei  charakteristischen  Linien   des  photographischen 
Apparates,  nämlich  Horizontallinie,  Vertikallinie  und  Bilddistanz 
müssen  je  aufeinander  senkrecht  stehen.  Diese  Eigenschaften 
eines  jeden  photogrammetrischen  Apparates  werden  in  Bezug 
aut  ihr  Vorhandensein  ebenso  untersucht  und  rektifiziert  wie 
bei  dem  Phototheodoliten.1 

Bei  Ballonaufnahmen  hat  man  jedoch  auch  auf  die  herr- 
schenden Beleuchtungsverhältnisse   Rücksicht   zu  nehmen, 
*  che  von  dem  Stande  der  Sonne  und  der  Entfernung  der 

wesh  rßenden  0bj6kte  aUf  dCr  Erdobernäche  abhängig  sind, 

dun  k   ^  aUCh  verschieden  große  Blendungen  in  Anwen- 
dung bringen  wird. 

VortAlUfßerdem  WGndet  man  b6i  Ballonaufnahmen  mit  großem 
Scheibe        empfindIiche  Platte"  unter  Benützung  einer  Gelb- 

DetailsYV6™  S6lbSt  an  dGn  k,arsten  T*ßen  vverden  die 
welcher  *  7^oberf,äche  des  feinen,  bläulichen  Dunstes  wegen, 

manJhft    lhnCn  lag6rt'  auf  einer  gewöhnlichen  Platte  nur 
*  wt,  wie  durch  einen  Schleier  hindurch,  dargestellt. 

derPhoto'ln.,-DC,r!h0t0the0d0,it  von  Prof-  Dr  Schell,  in  Kder's  Handbuch 
0graphie' 1  Bd-  2.  Hälfte,  2.  Auflage. 
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Mit  Hilfe  einer  passend  gewählten  Gelbscheibe,  welche 
nur  das  blaue  Licht  abdrosselt,  kann  jedoch  bei  voller  Öffnung 
nur  dann  eine  Momentaufnahme  gemacht  werden,  wenn  die 
Expositionszeit  bis  auf  0-2  Sekunden  verlängert  wird. 

Bestimmung  der  Lage  des  Ballonortes. 

Wenn  mittels  eines  photogrammetrischen  Apparates, 
welcher  an  einem  Fesselballon  befestigt  ist,  bei  horizontaler 


Fig.  6. 


Lage  der  Negativplatte  mit  einem  Objektiv  von  der  Brenn- 
weite P  ein  Bild  von  einem  räumlichen  Objekt  erzeugt  wird,  so 
lassen  sich,  wenn  die  perspektivischen  Konstanten,  d.  i.  Hon- 
zontal-Vertikallinie  und  Bilddistanz,  bekannt  sind,  für  jeden 
Punkt  M  (Fig.  6)  im  Räume  der  Winkel  a,  welcher  die  ortho- 
gonale Projektion  des  Sehstrahls  auf  der  Bildebene  mit  der 
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Horizontallinie  und  der  Winkel  ß  ermitteln,  welchen  der  Seh- 
strahl dieses  Punktes  im  Räume  mit  der  Distanzlinie  einschließt. 

Es  sei  B  das  von  der  Negativplatte  erzeugte  positive  Bild, 
o  das  perspektivische  Zentrum,  welches  mit  dem  ersten  Gauß- 
schen  Hauptpunkt  des  Objektivs  zusammenfällt,  A  der  Haupt- 
punkt des  perspektivischen  Bildes,  oA  —  P  die  Distanzlinie, 
welche  der  Brennweite  des  Objektivs  entspricht,  Ax  und  Ay 
die  durch  die  Horizontal-  und  Vertikalmarken  der  Positiv- 
platten  gegebenen  Abszissen-  und  Ordinatenachsen,  endlich 
Ap  =  x  und  mpz=y  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  des 
Bildpunktes  m,  welcher  dem  Punkte  M  im  Räume  entspricht. 
Aus  den  rechtwinkeligen  Dreiecken  Apm  und  oAm  ergeben 
sich  die  Relationen: 

tg  a  =  — 

'  x  ...a) 


tg  ß = y^+s 


...b) 


Ist  Q  die  orthogonale  Projektion  des  ersten  Gaußschen 
Hauptpunktes  o  des  Objektivs  auf  die  durch  den  Punkt  M  im 
Kaume  gelegte  Horizontalebene,  so  ist,  wenn  die  Entfernung 
W-D  und  die  Höhe  des  Punktes  o  über  der  Horizontal- 
ebene oQ  =  E  gesetzt  wird, 

Banner1  h°rizontaler  Laße  der  Negativplatte  des  mit  dem 
eine  T  Verbundenen  Photogrammetrischcn  Apparates  von 
Punk!  v  W  aUf  Welchem  sich  drei  d^  Lage  nach  bekannte 
befinden,  eine  photographische  Aufnahme 
^  '  S°  ,aSSen  sich  die  rechtwinkeligen  Bildkoordinaten 
durch  \\*  *3>'8  dCr  drei  #e£ebenen  Punkte  im  Räume 
zontah  T,Ung  bestimmen  und  mittels  derselben  die  Höri- 
gen a)  .^l?0^6  diC  Zenithdistanzen  ß  aus  den  Gleichun- 
gen  a\  und  b)  berechnen. 

gegebne  alpann  *"  F''g'  ?       ™*  Und  w»  die  Bilder  der  drei 
HauptDult        6  lm  RaUme  auf  der  Posit'VTlatte.  A  der 
'  <n  welchem  sich  die  rechtwinkeligen  Koordinaten- 
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achsen  X  und  Y  (Horizontal-  und  Vertikallinie)  schneiden,  und 
die  aus  den  gemessenen  Bildkoordinaten  berechneten  Winkel 
mxAx  =  a,  m^Ax-a^  und  msAx  =  ^  so  sind  die  Winkel 

ml  =^—03  und  mi  =  at—  04 

als  bekannt  anzusehen. 

Mit  Hilfe  dieser  Winkel  läßt  sich  die  horizontale  Pro- 
jektion des  Ballonortes  0  im  Räume  durch  analytisches  Rück- 
wärtseinschneiden ermitteln. 

Sind  in  Fig.  8  M'v  M'2  und  3fJ  die  horizontalen  Projektionen 
der  durch  ihre  rechtwinkeligen  Koordinaten  XXYXZV  X^l 2Z, 


und  X3y8Z3  gegebenen  Punkte  Mlf  AT2  und  M9  im  Räume, 
bezogen  auf  ein  bestimmtes  rechtwinkeliges  Koordinatensystem 
O0X0  und  Ooyo,  so  lassen  sich  die  Seiten  JlfJAfJ  =  *i  und 
A/{Af{  =  a2  sowie  die  Azimute  dieser  Seiten  f\M[M'2  =  »j  "nd 
TfjA/fM,  =  co2  aus  den  Gleichungen 


ax  =  \^(X2-Xiy+(Y, 

A-o 

'8     =  -YZZyr 


...l) 


berechnen. 


^  -  r3  -  yT  ) 


...2) 
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Sind  alsdann  X^YQ  die  zu  ermittelnden  Koordinaten  der 
horizontalen  Projektion  A0  des  Ballonortes,  so  sind  diese 
bekannt,  wenn  die  Seite  M[A0  =  5t  und  der  Richtungswinkel 
t\M[A^  =  Rt  gegeben  sind.  Denn  es  ist: 


X0  =  Xl  +  Si  sin  Rt 
=  ^i+Si  cos  Rv 


•  .  .a) 
...b) 


Fig.  8. 

Aus  den  Dreiecken  M[M!2A0  und  M[M',A0  folgt: 

a, :  5t  =:  sin  mt :  sin  (^-(w,-»«,)) 
ai :  St  =  sin  w2 :  sin         (<o3— w8)). 

beka^T  dDSen  be'den  Pr°P°rtionen  !assen  sich  die  Un- 
men  J?x  und  S,  bestimmen.  Es  ist  nämlich: 

s* Wl  =  ai  sin  Ri  cos  (w1  -  Wj)-  ax  cos  i?x  sin  K  — 
i  sin  Wj  =  fla  sin  ^  CQs  (ü>2_      _  ag  CQS  ^  sjn  (<0jj _Wa)> 
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Genauigkeit  in  der  Bestimmung  der  Lage  des  Ballonortes. 

Die  Genauigkeit,  mit  welcher  die  rechtwinkeligen  Koordi- 
naten X0,  y0  und  Z0  des  Ballonortes  ermittelt  werden  können, 
hängt  von  der  Genauigkeit  ab,  mit  welcher  die  rechtwinkeligen 
Bildkoordinaten  der  drei  gegebenen  Punkte  der  Negativplatte 
entnommen  werden  können.  Nach  dem  Vorhergehenden  ist: 


y 

tg  ot  =  — 


tgß  =  - — -p  

Sind  demnach  A*  und  ly  die  mittleren  Fehler  in  der 
Bestimmung  der  Abszisse  und  Ordinate  eines  Punktes,  so  ist 


'  id  tu  a\-  (d  tg  a\2  » 

A«  =  d=cos.«v^-jA*«+(-^-j^' 


Werden  die  obigen  Gleichungen  difTerenziert,  so  erhalt 
man  durch  Substitution  der  erhaltenen  Werte  in  die  letzten 
Gleichungen  die  Relationen: 


p         fx*  bx*+y*  by* 
Aß'  =  ±  3438  -2-y+p,  V  ' 

Setzt  man  A*  =  Ajy,  so  erhält  man: 

Ar 


Aa'  =  ±  3138 
Aß'  =  ±  3438 


...1) 


...2) 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist: 

w,  z=  a,  —  a2  und  *»2  =  at —  Oj, 


Digitized  by  G 


Stercophotogrammetrische  Ballonaufnahme. 


505 


so  daß  die  mittleren  Fehler  der  Winkel  mx  und  w2  durch  die 
Relationen 

Awi  =  ±  VÄ*i+Ä^  ...3) 
H  =  ±  VAafTAaf  ...4) 

gegeben  sind. 

Die  rechtwinkeligen  Koordinaten  des  Ballonortes  sind,  da 


p'+q2 


20  =  Zt  4-  - 


cotg  ß, 


.  .  .a) 
...b) 
. .  .c) 


Sind  nun  A*0,  AY0  und  AZ0  die  mittleren  Fehler  der  Ballon- 
Koordinaten,  so  ergeben  sich  dieselben  nach  einem  bekannten 
»atze  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aus  den  Gleichungen 


. .  .7) 
...8) 


Ül'rCh  Difrerenti<"ion  der  Gleichungen  o),  b)  und  c)  erhält  man 
2p.  ? 

'  <0»       (p+^j  =  -  2(A-0-A',)(y„_  y,} 

S"!M  »s*™.-»..»r„.K,.;CXV.1!ü.,  Ab.  IU.  35 
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Eine  einfache  Betrachtung  der  Gleichung  a)  zeigt,  daß  der 
mittlere  Fehler  des  Ballonortes  abhängig  ist: 

a)  von  der  Größe  des  Betrages  der  Werte  Ap,  Aq  und  Aß, 
d.i.  von  der  Genauigkeit  in  der  Ermittlung  der  Bildkoordinaten 
der  gegebenen  Punkte  und 

b)  von  der  gegenseitigen  Lage  der  drei  gegebenen  Punkte 
und  des  zu  bestimmenden  Punktes. 

Denn  sei  in  Fig.  8  M[M'%AQ  =  <p  und  M[M^A0  =<(»,  so  ist: 

(/?,—(!),)+>«! +  9  =  180° 
(/?!— toJ+Wg  +  'J)  —  180°, 

sonach: 

ty— <?  =  (ö>3—  m2)  —  (Wl  —  «(,). 

1.  Ist  <p  =  so  liegen  die  gegebenen  mit  dem  zu  be- 
stimmenden Punkte  A0  in  einem  Kreise  und  in  diesem  Falle 
«st  die  Bestimmung  der  Lage  des  Punktes  A0  unmöglich. 

2.  Ist  $>?l  so  liegt  der  zu  suchende  Punkt  außerhalb  des 
um  die  drei  gegebenen  Punkte  bestimmten  Kreises  einer  Seite 
gegenüber. 

3.  Ist  endlich  $<<pf  so  liegt  der  zu  suchende  Punkt  ent- 
weder innerhalb  des  um  die  drei  gegebenen  Punkte  bestimmten 
Reises  einer  Seite  gegenüber  oder  außerhalb  des  Kreises  einer 
tcke  gegenüber. 

In  den  beiden  letzten  Fällen  erreicht  die  Differenz  der 
Winkel  einen  desto  größeren  positiven  oder  negativen 

e<-t.  je  größer  der  Abstand  des  zu  suchenden  Punktes  A0 
v°n  dem  um  die  drei  gegebenen  Punkte  bestimmten  Kreise  ist. 

Je  größer  aber  ^?  =  ((0  m )  jst,  desto 
Ukmer  «*«ien  die  Werte  von  Ap  und Aq. 

Orientierung  der  Bildplatten  in  Bezug  auf  das  gegebene 

Koordinatensystem. 

(R.  9^  in  Sieicher  Höne  von  horizontalen  Ebene  A^. 
graoh-  k  Punkten  °i  und  °*  aufgenommenen  photo- 

Ebenen      B,Ider  *l  ^        We,che  in  ein°r  llorizontalen 
orienti  ,eS6n'  m  BeZUg  ÜUf  daS  Sc£ebene  Koordinatensystem 
6ren  ZU  können>  seien  OX0  und  OY,  die  der  Horizontal- 
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ebene  desselben  entsprechenden  Abszissen-  und  Ordinaten- 
achsen,  ferner  A',  7,,  X^Y2  und  AT3Yg  die  rechtwinkeligen 
Koordinaten  der  drei  im  Räume  gegebenen  Punkte  Mv  M2  und 
Ms  sowie  Oxx,  Oly  und  02x,  02y  die  rechtwinkeligen  Koordi- 
natenachsen der  beiden  Bildplatten  J\  und  B2,  welche  durch 
die  Marken  des  photogrammetrischen  Aufnahmeapparates  ge- 
gegeben sind;  endlich  X^Z  und  X'^YH  die  durch  Rückwärts- 


e  inschneiden  berechneten  Koordinaten  der  beiden"Ballonorte  ox 
und  o2. 

Setzt  man  nun  die  Seite  OxM[  —  a'v  die  horizontale  Basis 
0,02  —  B  und  die  Azimute  dieser  Seiten,  d.  i.  Y^Ml  =  wi 
und  VoC^Oj,  =  H*,  so  ist: 


4  =  v^-^-niv-y^ 


•  1  n 

t IT  (0,  —  —  -t  -  l- 

Y"  Y' 

iE  W   -         "  » 
-*  .i       "  .. 


...  1) 

...2) 
...3) 

...4) 
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Sind  xvyx  die  Bildkoordinaten  des  Punktes  Mx  im  Räume 
auf  der  ersten  Bildplatte,  so  ist,  wenn  mxOxx  —  a,  gesetzt  wird, 

tg«t=^-.  ...5) 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  welchen  die  Basis  0^  mit 
der  positiven  Hälfte  der  Abszissenachse  Oxx  der  ersten  Bild- 
platte einschließt,  mit     so  ist,  wie  aus  der  Fig.  9  ersichtlich  ist, 

*i  =»i+*i— W„  ...6) 
wodurch  die  Richtung  der  Standlinie  0,02  auf  der  ersten  Bild- 
platte gegeben  ist.  Auf  dieselbe  Weise  geschieht  die  Orien- 
tierung der  zweiten  Bildplatte  in  Bezug  auf  die  Standlinie  Ox02 
mit  Hilfe  desselben  Punktes  Mx  im  Räume.  Werden  die  früher 
bezeichneten  Winkel  in  demselben  Sinne  in  der  Richtung  der 
angedeuteten  Pfeile  gezählt,  so  ist 


*2 


...7) 


und  der  Neigungswinkel  ^  der  Standlinie  mit  der  positiven 
Hälfte  der  Abszissenachse  02x  der  zweiten  Bildplatte  durch 
die  Gleichung 

'h  =  <»2  +  *2—W2  ...8) 

bestimmt,  wodurch  auch  die  Orientierung  derselben  bekannt 
wird.  Die  Orientierung  beider  Bildplatten  gegen  die  Standlinie 
ann  eventuell  auch  mit  Hilfe  der  gegebenen  Punkte  M{,  und 
*«s  Kontrolliert  werden. 

Bestimmung  der  Koordinaten  der  Detailpunkte. 

Ist  von  jeder  Bildplatte  die  Richtung  der  Standlinie  bekannt, 

PunkTn'6  letZt6re  a,S  Abszissenachse  Oxix  und  die  in  dem 
«e  üt  errichtete  Senkrechte  als  Ordinatenachse  0,y]  an- 

LTT'6n  WerdGn  Und  die  Koordinaten  aller  Detailpunkte  auf 
^Koordinatensystem  bezogen  werden. 

Hnie  ot     ^  Endpunkten  °i  und  °*  einef  horizontalen  Stand- 
Persoekr mierten'  *Uf  Phol°grammetrischem  Wege  erzeugten 
P  Ktivischen  Bilder  liefern  die  rechtwinkeligen  Koordinaten 
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je  zweier  korrespondierenden  Punkte,  mittels  welchen  man, 
wenn  die  Bilddistanz  P  bekannt  ist,  die  Lage  eines  jeden 
Punktes  im  Räume  photogrammetrisch  entweder  nach  der 
Standlinien-  oder  nach  der  Koordinatenmethode  festgelegt 
werden  kann. 


Fig.  10. 


Unter  der  Voraussetzung,  daß  bei  einer  Ballonaufnahme 
die  beiden  Bildplatten  eine  horizontale  Lage  haben,  sind  auch 
die  Büddistanzlinien  parallel  und  vertikal.  Liegen  überdies  die 
beiden  Bildplatten  in  einer  und  derselben  horizontalen  Ebene, 
wie  Fig.  10  zeigt,  so  muß  die  Höhe  Ht  des  ersten  Gauß'schen 
Hauptpunktes  ot  des  Aufnahmeobjektives  von  dem  ersten 
Standpunkte  St  gleich  sein  der  Höhe  H2  des  ersten  Gauß'schen 
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Hauptpunktes  o2  von  dem  zweiten  Standpunkt  SL  weniger  dem 
Gefalle  G  beider  Standpunkte. 

Haben  die  beiden  Bildplatten  zwar  eine  horizontale  Lage 
jedoch  einen  um  AE  verschiedenen  Abstand  von  derjenigen 
Ebene,  in  welcher  die  zu  photographierenden  Punkte  liegen  so 
werden  dadurch  die  Koordinaten  der  Punkte  dieser  Bildplatte 
eine  Änderung  erleiden,  welche  sich  durch  Differentiation  der 
im  vorhergehenden  abgeleiteten  Gleichung 

E-D  cotg  ß  -      P  I) 


ergeben.  ^+->* 

Ist  IE  der  mittlere  Fehler  in  der  Bestimmung  der  Höhe  E 
und  A.r,  Ay  die  mittleren  Fehler  in  der  Ermittlung  der  Koordi- 
naten eines  Punktes,  so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate: 


Es  ist  aber 


(-■)= 


sonach 

Man  kann  A.r  =  Ay  annehmen,  so  daß 
A£-  .      E.Ax  E  . 

-±  Vx*+yr  =  *-**>  •••!) 

Koo^n^n^;fCrTg  PunktCS  VOn  dcm  L'rsP™S*  des 
lieh  d.fi T  bezeichnet-  Aus  Gleichung  1)  ist  ersicht- 

kann  i*  „  -V     tand  AE  beidei'  Bildplatten  desto  grüßer  sein 

d"  Punktes  ilt      AbStand  *  Und  jG  k,einCr  Kadiusvektor 
Fur  £  =  600  M,r  =  100  mm  und  A.v=  \y  =  0 -\ nun  wird 
A£=  ±  0-6/;/, 


514 


A .  Schell, 


d.  h.  die  beiden  Bildplatten  können  bei  der  photographischen 
Aufnahme  im  Räume  einen  Abstand  von  0-6  m  besitzen,  ohne 
daß  dadurch  die  Genauigkeit  der  Konstruktion  des  Planes 
beeinträchtigt  wird.  Sind  jedoch  in  gleichen  Höhen  bei  horizon- 
taler Lage  beider  Bildplatten  photographische  Aufnahmen 
gemacht  worden,  so  kann  von  beiden  Bildplatten  mittels  eines 
Telestereoskopes  ein  verkleinertes  stereoskopisches  Bild  er- 
zeugt weiden. 

Ist  das  Telestereoskop  mit  einem  Stereokomparator  in 
Verbindung  gebracht,  so  können  mit  diesem  Apparate  nicht 
nur  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  eines  jeden  Punktes  der 
ersten  Bildplatte,  sondern  auch  die  stereoskopische  Parallaxe 
je  zweier  korrespondierender  Punkte  mit  aller  Schärfe  ermittelt 
und  dadurch  ein  jeder  Punkt  im  Räume  nach  der  Koordinaten- 
methode festgelegt  werden. 

Um  mittels  des  Stereokomparators  die  rechtwinkeligen 
Koordinaten  eines  Bildpunktes  der  ersten  Platte  und  die  stereo- 
skopische Parallaxe  der  korrespondierenden  Punkte  mit  Hilfe 
der  zweiten  Platte  messen  zu  können,  werden  die  beiden  Platten 
mit  ihrer  Schichtseite  nach  oben  in  die  kreisförmigen,  mit  einer 
Teilung  versehenen  Scheiben  so  eingelegt,  daß  die  in  dem 
linken  und  rechten  Standpunkte  erhaltenen  Platten  dem  linken 
und  rechten  Mikroskope  zugekehrt  sind  und  die  Bilder  eine 
aufrechte  Stellung  besitzen.  Sodann  werden  die  beiden  Platten 
befestigt  und  die  Scheiben  mit  demselben  so  lange  gedreht, 
bis  die  Horizontallinien  beider  Platten  eine  nahezu  parallele 
Lage  mit  der  Bewegungsrichtung  des  horizontalen  Rahmens 
erhalten.  Nun  werden  die  Okulare  beider  Mikroskope  auf  die 
Pupillendistanz  des  Beobachters  eingestellt  und  jede  Okular- 
linse so  lange  bewegt,  bis  das  Fadenkreuz  deutlich  sichtbar 
wird.  Endlich  werden  beide  Mikroskope  auf  die  Plattenbilder 
so  gerichtet,  daß  keine  Parallaxe  wahrgenommen  wird.  Ist  dies 
geschehen,  so  erfolgt  die  genaue  Orientierung  der  Plattenbilder 
auf  folgende  Weise. 

Das  mit  dem  Kreuzungspunkte  Kl  versehene  linke  Mikro- 
skop wird  auf  die  linke  Horizontalmarke  scharf  eingestellt  und 
der  Horizontalrahmen  so  lange  bewegt,  bis  der  Kreuzungs- 
punkt 7v,  an  der  rechten  Horizontalmarke  erscheint.  Trifft  der 
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Kreuzungspunkt  K\  'die  letztere  mit  aller  Schärfe,  so  ist  die 
Horizontallinie  der  ersten  Bildplatte  der  Bevvegungsrichtung 
des  Rahmens  genau  parallel,  wenn  nicht,  so  wird  die  Scheibe, 
in  welcher  die  erste  Bildplatte  befestigt  ist,  so  lange  gedreht,' 
bis  der  Kreuzungspunkt  AT,  bei  der  Bewegung  des  Rahmens 
die  Horizontallinie  nicht  verläßt. 

Ganz^auf  dieselbe  Weise  wird  mit  Hilfe  des  Kreuzungs- 
punktes Ä'2  des  rechten  Mikroskopes  die  Horizontallinie  der 
zwe.ten  Platte  der  Bewegungsrichtung  des  Rahmens  parallel 
gestellt. 

Um  nun  die  der  Standlinie  entsprechende  Richtung  auf 
beiden  Platten  der  Bewegungsrichtung  des  Rahmens  parallel 
stellen,  d. ,.  die  Platten  orientieren  zu  können,  muß  die  Scheibe 
der  ersten  Platte  um  den  Winkel  ^  und  die  Scheibe  der 
zweuen  Platte  um  den  Winkel  ^2  in  dem  entsprechenden  Sinne 
gedreht  und  festgestellt  werden. 

Sind  die  beiden  Bildplatten  in  dem  Stereokomparator 
scharf  rentiert,  so  erfolgt  die  Messung  der  rechtwinkeligen 
Kematen  i  und  ^  eines  jeden  Bildpunktes  sowie  die  Er- 
*'tte  u„g  der  stereoskopischen  Parallaxe  a  je  zweier  korre- 
spond,erender  Punkte  auf  die  bekannte  Weise.  Sind  die  letz- 
eine! gT b6n'  S°  kÖnnen  die  rechtwinkeligen  Koordinaten 
2S  J^n  Punktes  im  Räume   durch  Rechnung  ermittelt 

t  lde";  W;,nn  die  Bilddistanz  P  und  die  Größe  B  der  horizon- 

den  Gauß  r  gegebe"  Sind'  Zu  diesem  Behufe  nehme  man 
ersten  c,  ,,  Cn  HauPlPunkt  °i  des  Aufnahmeobjektives  in  der 
wink Jl 7  ^  Photothe°doliten  als  Ursprung  eines  recht- 
hori  ol,  K'°rdlnatensyst^s  an,  dessen  .Y-Achse  mit  der 
horizon  l  v  rriChtUng  ™m^fällt  und  dessen 

senkrecht"  JuT  Ü*  HauPlPunl<te  ot  auf  der  XAchsc 

Distanzll'?  V6rtika,e  Z'Achse  föl,t  alsda™  mit  ^ 
"•ten I     T  ersten  Bi,de^e  zusammen.  Um  die  Koordi- 

durch  den  n        *  ™  RaUme  <Fi*  1  !>  Zu  "halten,  welcher 

^^ST der  den  Bi,Jp,atten  *■ und  ent- 

vondemP,,  w  fr  Und  °*m>  entstcht>  fäilc  man 

"nd  ermitti.      ^Senkrechte  auf  die  drei  Koordinatenebenen 

*n.  ^et  f  ;chscl:nittspunkte  a p  una  ^  d- 

^nde  Zlehe  man  durch  den  Bildpunkt  mx  die 
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A.  Schell, 


Parallele  mxqx  zur  Basislinie  als  Abszissenachse  und  die  darauf 
senkrecht  stehende  Gerade  ntxpv  so  daß  wxqx  —  Axpx  —  Sund 
mxpx—Axqx  —  ri  die  Bildkoordinaten  des  Punktes  w,  dar- 
stellen. Die  Linien  oxpx  und  oxqx  geben  die  Fußpunkte  P  und  0 
der  von  M  auf  die  Koordinatenebenen  XZ  und  YZ  gefällten 
Senkrechten,  so  daß  MQ  —  Mx  Qx  =  X  und  MP  =  Mx  Pt-Y 
die  rechtwinkeligen  Koordinaten  der  horizontalen  Projektion 
Mx  des  Punktes  M  im  Räume  darstellen,  während  MMX  —  Z 


KiK.  n. 

die  Entfernung  des  Punktes  .1/  von  der  Koordinatenebene  A'V 
bedeutet.  Die  Raumkoordinaten  des  Punktes  M  stehen  mit  den 
Bildkoordinaten  der  ersten  Platte  in  einer  einfachen  Beziehung. 
Wird  die  Bilddistanz  Axox  der  Brennweite  P  des  Aufnahme- 
objektives gleichgesetzt,  so  erhält  man  aus  den  ähnlichen  Drei- 
ecken oxAxpxcooxRP  und  o{AxqxeooxRO  die  Relationen: 

X:  i  —  Z: P 
YV/j  -  Z:P 

woraus  folgt: 

X  —  -      und     Y  —  ^  .r. 

r  p  ' 
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Stereophotogrammetrische  Ballonaufnahme.  5 1 7 

I 

Wenn  von  dem  Punkte  P  auf  die  Basis  0,0,  die  Senk- 
rechte  PPX  -  Z  gefällt  wird,  so  ergeben  sich  aus  den  ähnlichen 
Dreiecken  o.PP^o^A,  und  o.PP.ooo^A,  die  Propor- 
tionen v 

oxP,'.PP^AxPx:A,ox 

und 

o2P1:PPl=AiPi:A2or 
Aus  denselben  folgt: 

°ipi=J|€undot^=~€' 

■ 

wenn  die  Abszisse  des  korrespondierenden  Punktes  m9  der 
«weiten  Bildplatte,  d.  i.  A,p9  =  ?  gesetzt  wird. 

Da  aber  0^+0^=  B  ist  und  5'  mit  dem  negativen 
Zechen  behaftet  ist,  so  ergibt  sich: 


h,n^Ie  Diff6renZ  Abszissen  J*e  zweier  korrespondierender 
Riete  7  stereoskopische  Parallaxe  derselben;  wird  diese 
gleich  a  gesetzt,  so  erhält  man 


R  2 

B~  —  a. 

P 


Die  Substitution  dies 


gCSet2t'  g'^t  die  Relationen 


ses  Wertes,  in  die  obigen  Gleichungen 


a 


B 


. . .  A) 


Z=*P. 
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Mittels  dieser  Gleichungen  lassen  sich  die  rechtwinkeligen 
Koordinaten  eines  Punktes  im  Räume  bestimmen,  wenn  die 
Bildkoordinaten  derselben  sowie  die  stereoskopische  Parallaxe 
je  zweier  korrespondierender  Punkte,  durch  den  Stereokompa- 
rator  gemessen,  und  die  Brennweite  P  des  Aufnahmsobjektives 
sowie  die  Größe  B  der  horizontalen  Standlinie  bekannt  sind. 


Genauigkeit  in  der  Bestimmung  der  Koordinaten  der 

Detailpunkte. 

Werden  die  Brennweite  P  des  Aufnahmeobjektives  und  die 
Basis  B  als  fehlerfrei  angesehen,  so  erhält  man  die  mittleren 
Fehler  der  Koordinaten  AA',  AY  und  AZ  aus  den  Gleichungen 


Durch  Differentiation  der  Gleichungen  .4  erhält  man: 


und 


dZ  " 


Z 


v  cid  > 


a 
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Durch  Substitution  dieser  Werte  ergibt  sich: 


"y- ±Vr«rj  + 


iL)8 
i  J 


Ar 

r 

az 
z 


Y  Aa 

V  v~ 

Aa 

a 


7 


Konstruktion  des  Planes. 

Sind  die  räumlichen  Koordinaten  aller  Detailpunkte  durch 
Rechnung  bekannt,  so  lassen  sich  dieselben  mittels  eines 
entsprechend  eingerichteten  Koordinatographen  in  einem  be- 
Hebigen  Maßstabe  auftragen,  wenn  die  Standlinie  auf  dem 
rapiere  den  entsprechenden  Platz  erhielt. 

Die  auf  diese  Weise  erhaltenen  Punkte  werden  nach  den 
mit  aller  Sorgfalt  ausgeführten  Handrissen  entsprechend  ver- 
bunden und  die  sich  ergebenden  Parzellen  mit  den  konventio- 
n  en  Zeichen  versehen,  so  daß  man  aus  der  Darstellung  die 

^h?^UngdireinZClnCn  ParZeMen  SOwie  die  ^ße,  Straßen, 
Bache,  Flusse,  Teiche,  Seen,  Gehöfte,  Häuser,  Gräben,  Stein- 

die  R  \  gu  ,CiCht  6rkennen  kann'  Die  Ausarbeitung  sowie 
scliften  8         P,äne  erf°,St  naCh  ^benw 

eintrete  "erate,,unS  eines  "anes  wird  nicht  selten  der  Fall 
auf  d  R  u1  emZe,ne  chara*teristische  P^kte  des  Terrains 
mlen  h  P  niCht  deUtHch  Sichtbar  sind-  In  diesem  Kalle 
^ssen  o7  ^  b6Stimmenden  Punkte  entweder  durch  Ein- 
bekannt.n  1  ,  E,nkreuzen  von  in  der  Nähe  gelegenen 
kannten  Punkten  ermittelt  werden. 

Schlußbemerkung. 

vor  aUern^r '  S,!erCOphoto^mmetrischeri  Ballonaufnahmc  sind 

brechend        *"°nhöhe  und  die  G^  ^er  Standlinie  ent- 
zu  Hahlen. 
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Die  Ballonhöhe  ist  vorzugsweise  durch  die  Größe  der 
aufzunehmenden  Fläche  bedingt.  Sei  in  Fig.  12  o^4  =  Pdie 
Brennweite  des  Aufnahmeobjeklives,  ab  =  ad  —  s  die  Seite 
der  quadratförmigen  Negativplatte,  oO  =  H  die  Höhe  des 


o 


Fig.  12. 

Ballons  über  dem  Horizont  des  Punktes  0  und  Aß  =  AD  ~S 
die  Seite  des  in  demselben  liegenden  Quadrates,  dessen 
Flächeninhalt  F  sei,  so  ist 

Aus  den  ähnlichen  Dreiecken  oOA'und  oAx  folgt: 
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so  daß 


H  =  TS-  •••2) 


Bei  Anwendung  einer  bestimmten  Plattengröße  für  einen 

gegebenen  photogrammetrischen  Aufnahmeapparat  ist  —  =  C 

s 

eine  konstante  Größe,  so  daß 


H~  C.S=  CVF. 


..3) 


Unter  der  Voraussetzung,  daß  der  Halbmesser  des  Bild- 
kreises der  Brennweite  P  entspricht,  ist  die  Seite  der  quadrati- 
schen Xegativplatte 


s~P  .  \/2 


.  .  P 
mithin  T=  C=  0-7071. 

Es  ist  demnach  für 


5  =:  1000  m,  H  =  707  m  und  F  =  100 ha 
S=  900;«,  H  =  636m  »  F  =  81  ha 
S=  8°0»*,    H  =  5G6m     .    F  =  64  ha 


u.  s.  w. 

Die  Groß 


'die ^tthungStand,inie  ^  naCh  Vorhe^he^en 

B  =  JZ  .-4) 

tZTu  o  ö  diG  der  Entfernunß  ^  entsprechende  stereo- 
s^Pische  Parallaxe  bezeichnet. 

zu  mgl  demnach  flo  die  größte  mit  dem  Stereokomparator  noch 
EntferSSende  Parallaxe  und  Zo  die  derselben  entsprechende 
Iin.e    u"g,  so  ist  der  größte  Wert  B0  der  zu  wählenden  Stand- 

=  ^7  ZQ.  ...  5) 


•Slt2^  mathem..natUrw.Kl.;cXV.  Bd  .  Abt.  II 


:<f> 
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Für  a0  —  30  mm,  P  =  220  mm  und  Z0  =  300  m  ist 

B  =  41  m. 

Die  photogrammetrische  Ballonaufnahme  ist  für  karto- 
graphische und  militärische  Zwecke  von  größter  Wichtigkeit, 
da  die  mit  großer  Einfachheit  und  Leichtigkeit  erhaltenen 
Bilder  größerer  Landstrecken  in  der  kürzesten  Zeit  auf- 
genommen und  zur  Herstellung  von  Plänen  in  jedem  belie- 
bigen Maßstabe  verwertet  werden  können. 
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Ober  Linienverschiebungen  in  den  Spektren 
von  Ca,  Sn  und  Zn 


von 


Prof.  F.  Exner  und  Dr.  E.  Haschek. 

(Vorgelegt  in  der  Siuung  am  25.  Hai  1906.) 

der  uTavt"!,"  Vc  'ängerer  Zei'  eigentlich  der  Messungen 

S     ^  d6r  E'emente  darauf  hingewiesen, 

«'abtTe  11m  Se"TSSUngen  derSe'ben  Unie  Unterschiede 

•£3£2£^>    ?*n  "  V0"e"tWickel'e"  Spektrum  des 

reinLl  „  ,    ^  °b  die  Linie  a,s  scnw«che  Verun- 

™m.gu„g  ,n  e,nern  fremden  Spektrum  auftrjtt 

*n  rienTzei,  bT  DiSkrepanZen  in  Zusammenhang  mit 
sieH„m  T  gewordenen  Verschiebungen,  wie 

ZTblTT  •Mohler,  als  Folge  erhöhten  ^ " 

e-eugrii  ° t        '  ^  eleMe  F1— bogen 

achteten  W *     S'Ch  nämliCh'  daß  die  von  uns  beob" 
"h  S, T  CbenS0  St6tS  "ach  Rot  ^richtet  waren 
S«es  e „  £  K  t"  Sei'her  aUCh  «P™-*«  „«„- 

A"%se  der  d2  ,  k  erk'aren  ,ießen'  Eine  genauere 

allerdings ,J 1t  beob*chte,en  Verschiebungen  ergab  dann 

^ogenlerde „  f  ^  ^  FU"ke"  a'S  h— 
Ei"»u6  hat  WCnn  er  aucn  unzweifelhaft  seinen 
D«Pfes  läl°l  die  Part""nichte  des  leuchtenden 
«W  LTeT  fÜr  diC  GrÖße  der  Verschiebung  ist.  Dabei 
"vischen  dieserTr,'!"  u""  $ehr  einfaCher  Zusammenhang 
<>a  beide  eine  ii„ .  .  der  Größe  der  Verschiebung, 
 *"e  llneare  Abhängigkeit  zeigten. 

'  ASlr°Ph- l0m"  «896,  I897  u„d  190S). 
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Diese  Ergebnisse  sind  namentlich  von  H.  Kayser  in 
seinem  Handbuche  der  Spektroskopie  und  von  J.  M.  Eder  und 
E.  Valenta1  angezweifelt  worden  und  als  scheinbare  Ver- 
schiebungen gedeutet  worden,  die  durch  fehlerhafte  Messung 
und  fehlerhafte  Entwicklung  der  photographischen  Platte  vor- 
getäuscht wurden.  Es  mag  dies  in  einzelnen  Fällen  der  zahl- 
reichen Angaben  vielleicht  richtig  sein,  gewiß  sind  aber  viele, 
wenn  nicht  die  meisten  der  angegebenen  Verschiebungen  reell. 
Ein  Urteil  über  die  Untersuchung  von  Eder  und  Valenta  ist 
leider  nicht  möglich,  da  dieselben  keinerlei  Zahlenangaben 
über  die  Stellung  der  Linien  unter  verschiedenen  Umständen 
geben,  sondern  sich  damit  begnügen,  völlige  Koinzidenz  der 
Linien  in  allen  Fällen,  wie  es  scheint,  lediglich  nach  dem  An- 
blicke der  Spektrogramme,  anzugeben. 

Sehen  wir  für  einen  Moment  ganz  davon  ab,  ob  sich  das 
Intensitätsmaximum  einer  Linie  wirklich  verschiebt,  so  würden 
unsere  Angaben  darauf  hindeuten,  daß  bei  der  Messung  einer 
großen  Zahl  von  Linien  systematische  Fehler  in  dem  Sinne  auf- 
treten können,  daß  man  die  Wellenlänge  zu  groß  bestimmt.  In 
vielen  Fällen  kann  man  ja  durch  geeignete  Wahl  der  Exposition 
und  Entwicklung  das  Intensitätsmaximum  einer  Linie  klar  be- 
kommen; es  gibt  aber  in  der  praktischen  Spektroskopie  gewiß 
ebenso  viele,  wenn  nicht  mehr  Fälle,  wo  dies  nicht  möglich  ist. 
Bei  der  Prüfung  von  Fraktionsreihen  auf  das  Vorhandensein 
irgend  eines  seltenen  Elementes,  bei  der  Untersuchung  des 
Spektrums  eines  Präparates,  von  dem  nur  sehr  wenig  zur  Ver- 
fügung steht,  und  in  ähnlichen  Fällen  muß  man  das  Spektrum 
voll  exponieren,  d.  h.  so,  daß  höchstens  die  allerschwächstcn 
Linien  verloren  gehen  können.  Ist  dann  für  die  vorläufig  soge- 
nannten verschobenen  Linien  die  Grenze  nicht  bekannt,  inner- 
halb deren  die  Wellenlänge  schwankt  oder  wenigstens  zu 
schwanken  scheint,  abgesehen  von  den  gewöhnlichen  Meß- 
fehlern, so  wird  die  Identifikation  sehr  erschwert.  Ebenso  kann 
man  in  der  Spektralanalyse  der  Himmelskörper  wohl  nie  so 
exponieren,  daß  wirklich  für  jede  Linie  das  Intensitätsmaximuin 
klar  erkennbar  wird  und  bleibt.  Und  es  ist  leicht  möglich,  da 

i  Diese  Siizu:\»sber.,  Bd.  112  (1903). 
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durch  die  so  entstehenden  Linienverschiebungen  die  großen 
Diskrepanzen  in  den  Geschwindigkeiten  im  Visionsradius  zu 
stände  kommen,  die  man  beobachtet,  wenn  man  die  radiale 
Bewegung  nach  dem  Doppler'schen  Prinzip  aus  mehreren 
Linien  bestimmt. 

Die  Angaben,  daß  im  Funkenspektrum  Verschiebungen 
der  Linien  gegen  das  Bogenspektrum  auftreten,  haben  Kent1 
veranlaßt,  die  Frage  experimentell  in  einer  groß  angelegten 
Arbeit  zu  entscheiden.  Darin  werden  unsere  Angaben  voll- 
inhaltlich bestätigt  und  aus  den  Messungen  jene  Bedingungen 
fixiert,  die  die  Verschiebungen  beeinflussen.  Bloß  in  zwei 
Punkten  weichen  K'ent's  Angaben,  der  übrigens  nur  die  rela- 
tiven Verschiebungen  zwischen  Funken  und  Bogen  gemessen 
hat,  von  unseren  ab,  insoferne  nämlich  er  eine  Verschiebung 
von  Umkehrungen  leugnet,  und  vveiters  darin,  daß  seine  quanti- 
tativen Angaben  kleinere  Werte  für  die  Verschiebungen  er- 
geben. Die  erste  Differenz  mag  bei  der  geringen  Zahl  der  von 
Kent  untersuchten  Linien  auf  einem  Zufalle  beruhen,  die 
zweite  erklärt  sich  nach  Kenfs  eigenen  Resultaten  einfach 
damit,  daß  wir  unsere  Messungen  an  bedeutend  kräftigeren 
Funkenentladungen  anstellten.  Und  daß  die  Verschiebung  sehr 
wesentlich  von  der  in  jedem  Moment  in  Strahlung  verwandelten 
Energiemenge  abhängt  und  mit  dieser  steigt,  geht  aus  Kent 's 
Messungen  ohneweiters  hervor. 

Kenfs  Resultate  sind  von  H.  Kayser2  angezweifelt 
worden,  hauptsächlich  deshalb,  weil  die  Justierung  des  Spaltes 
^me  genügend  sorgfältige  gewesen  zu  sein  scheint.  Es  scheint 
"ns  aber  nicht  wahrscheinlich,  daß  die  Resultate  Kenfs  da- 
durch wesentlich  beeinflußt  sein  können,  da  ja  Kent  keine 
so  uten  Wellenlängenmessungen  an  den  Linien  selbst  an- 

Ünien°ndern  ^  ^  Differenzen  der  astigmatisch  verlängerten 
dienenden  mißt,  welche  präzise  mit  dem  Intensitätsmaximum 
Neinstimmen  müssen. 

sond^nd  ^  Kent  d'e  Linienenden  nicnt  einseitig  benützte, 
ern  die  ganze  Linie  im  Gesichtsfelde  des  Mikroskops  hatte, 

1  Astroph.  Journal  (1905). 
Zeuschrift  ftr  wissensch.  Photogr.  etc.  (1005). 
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so  hätte  er  sicher  einen  Fehler  infolge  mangelhafter  Spalt- 
justierung bemerken  müssen. 

Um  die  ganze  Frage  der  Existenz  von  Linienverschie- 
bungen im  Funken  und  Bogen  klarzustellen,  haben  wir  es 
unternommen,  an  einer  Reihe  von  Linien  die  Wellenlängen 
unter  verschiedenen  Bedingungen  zu  untersuchen.  Dabei 
wurden  natürlich  uns  bekannte  Fehlerquellen  nach  Tunlichkeit 
vermieden.  Und  diese  sollen  im  folgenden  näher  erörtert  werden. 

Zunächst  wurde  der  Spalt  subjektiv  und  photographisch 
parallel  den  Gitterstrichen  gestellt,  wobei  wir  das  Spektrum 
durch  zwei  Unterbrechungen  der  Linien  gleichzeitig  in  drei 
nahe  äneinanderpassenden  Streifen  photographierten.  Es  gelang 
uns  so  eine  Koinzidenz  der  Linienspitzen  soweit  zu  erzielen, 
daß  ihr  Abstand,  in  Wellenlängen  ausgedrückt,  kleiner  als 
0  004  AE.  wurde. 

Es  war  dann  ein  Unterschied  in  der  Wellenlänge  nicht 
mehr  nachweisbar,  gleichgültig  ob  sie  nahe  dem  Linienende 
oder  in  der  Mitte  bestimmt  wurde.  Weiters  brachten  wir  pas- 
sende Blenden  an  jener  Stelle  an,  für  die  das  Gitter  nahe 
anastigmatisch  abbildet,  um  das  Übereinanderfallen  der  Licht- 
teile, die  verschiedenen  Teilen  des  Spaltes  entsprechen,  mög- 
lichst zu  verhindern.  Wir  bekamen  auf  diese  Weise  Linien  von 
sehr  bemerkenswerter  Schärfe  und  Klarheit  der  Definition.  Da 
eine  übermäßige  Exposition  die  Erkennbarkeit  des  Maximums 
innerhalb  der  Linie  sehr  stört,  so  wurde  mit  sehr  geringen 
Belichtungszeiten  gearbeitet,  die  beim  Bogen  nie  über  10  Se- 
kunden, beim  Funken  nicht  über  30  Sekunden  hinausgingen. 
Auch  die  Entwicklungszeit  wurde  soweit  abgekürzt,  daß  das 
Maximum  innerhalb  der  Linienmitte  immer  klar  erhalten  blieb, 
obwohl  es  immer  nach  den  Linienspitzen  erkennbar  geblieben 
wäre. 

Die  Messung  der  Linien  selbst  führten  wir  wieder  nach 
der  objektiven  Methode  durch,  da  Vergleichsmessungen  unter 
dem  Längenkomparator  uns  keine  höhere  Einstellgenauigkeit 
lieferten.  Wir  gebrauchten  dabei  die  Vorsicht,  stets  dieselben 
Standardlinien  zu  verwenden  und  stets  an  derselben  Stelle  der 
Skala  zu  messen,  um  von  diesen  Seiten  her  ein  Auftreten  von 
Fehlern  zu  vermeiden.  Die  Standards  selbst  hatten  gewöhnlich 
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einen  kleineren  Abstand  als  5  AE.  und  die  Vergrößerung  wurde 
soweit  genau  gesteilt,  daß  der  Fehler  über  100  AE.  höchstens 
den  Betrag  von  0  01— 0-02  AE.  erreichte,  meist  aber  kleiner 
blieb.  Die  Ablesung  der  Linie  sowie  der  Standards  erfolgte  so, 
daß  ihr  Intensitätsmaximum  in  die  Mitte  zwischen  die  Schatten 
zweier  paralleler  Fäden  eingestellt  wurde,  deren  Stellung  auf 
der  Skala  abgelesen  wurde  und  deren  Mittel  dann  bei  einer 
Angabe  auf  001  AE.  für  die  Fäden  die  Linie  auf  0*005  AE. 
lieferte.  Für  jede  Linie  wurden  mindestens  zwei,  gewöhnlich 
mehrere  voneinander  unabhängige  Einstellungen  bei  ver- 
schiedener Stellung  der  Standards  gemacht  und  aus  allen  An- 
gaben das  Mittel  gebildet.  Man  sieht  daraus,  daß  zwar  die 
absoluten  Wellenlängenangaben  durch  Fehler  der  Standards 
gefälscht  sein  können,  daß  aber  alle  Differenzen  der  Wellen- 
längen innerhalb  der  Meßfehler  richtig  und  untereinander  streng 
vergleichbar  sind. 

Da  wir  Linienverschiebungen  nicht  nur  gelegentlich  der 
Messungen  der  Funkenspektren  wahrnahmen,  sondern  solche 
auch  bei  der  Untersuchung  der  Bogenspektren  zu  beobachten 
^legenheit  hatten,  so  erstreckt  sich  unsere  Arbeit  auf  beide 
Arten,  leuchtenden  Dampf  zu  erzeugen.  Wir  haben  deshalb 
auch  nicht,  wie  Kent,  die  Wellenlänge  im  Bogenspektrum  als 
Konstant  annehmen  und  die  Verschiebung  relativ  zur  Bogen- 
jnie  messen  können.  Wir  waren  also  gezwungen,  absolute 
vellenlangenmessungen  durchzuführen  und  haben  nur  einmal 
gelegentlich  direkte  Messungen  der  Verschiebungen  zur  Kon- 
le  der  Beobachtungen  gemacht.  Die  Aufnahmen  wurden 
die  eilb°  gemaCh1,  daß  die  beiden  Spektren  nebeneinander  auf 
Streif     Platte  ZU  Hegen  kamen>  so  daß  in  zwei  äußeren 
NatürinhdaS  eine'  ^  6inem  inneren  das  andere  enthalten  war. 
nah^      WW  hier'  W'e  übrißens  auch  bei  allen  anderen  Auf- 
Plat^en.eine  Kontrolle  wegen  zufälliger  Verrückungen  der 
such*  n°F8  DaZU  WUrden  entweder  dem  Eisen  und  dem  unter- 
en Elemente  gemeinsame  Linien  benützt,  die  Verunreini- 
gen angehörend,  als  unverschoben  bereits  bekannt  waren, 
das  RS  WUrde  Aufnanmen  am  Anfang  und  am  Ende 
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Es  sei  uns  gestattet,  bevor  wir  auf  die  Resultate  der  Mes- 
sungen eingehen,  iiier  noch  einige  Fälle  scheinbarer  Verschie- 
bungen zu  diskutieren,  die  uns  gelegentlich  im  Spektrum  von 
Sn  und  Ca  vorkamen.  Sie  betrafen  die  Sn-Linie  X  3032*9  und 
die  Ca  Linien  X  4454*9  und  4456*8.  Diese  Linien  haben  nahe 
Begleiter,  die  sich  bei  höherer  Dampfdichte  stark  verbreitern, 
so  daß  ihr  Hof  über  die  Nachbarlinien  hinüberreicht.  Dabei  tritt 
natürlich  sowohl  auf  der  photographischen  Aufnahme,  wie 
auch  bei  subjektiver  Beobachtung  eine  Addition  der  Hellig- 
keiten ein,  die  von  der  Abschattierung  der  einen,  respektive 
von  der  anderen  Linie  herrühren.  Die  Folge  davon  ist,  daß  bei 
genügend  raschem  Abfallen  der  Helligkeit  des  Hofes  der  einen 
Linie  eine  scheinbare  Annäherung  beider  Linien  eintritt,  die 
nicht  einer  Verschiebung  im  gewöhnlichen  Sinn  entspricht,  ob- 
wohl das  Intensitätsmaximum   an  eine  ganz  andere  Stelle 
rückt.  Es  ist  dabei  ganz  gleichgültig,  ob  es  sich  um  Umkehrungen 
handelt  oder  nicht.  Die  ganze  Erscheinung  tritt  natürlich  deut- 
lich bemerkbar  nur  bei  nahen  Linien  und  da  nur  bei  der 
schmäleren  und  schwächeren  auf,  sobald  beide  Linien  einen 
gemeinsamen  Lichthof  bekommen.  Wir  haben  diese  Linien  in 
unseren  Tabellen  in  eckige  Klammern  eingeschlossen. 

Was  nun  den  Umfang  unserer  Untersuchung  anlangt,  so 
haben  wir  Linien  von  Sn,  Zn  und  Ca  untersucht,  und  zwar 
stets  für  verschiedene  Partialdichten  des  leuchtenden  Dampfes 
im  Funken-  und  im  Bogenspektrum.  Wir  wählten  dabei  ge- 
wöhnlich drei  verschiedene  Fälle;  einmal  eine  Minimaldichte, 
bei  der  wir  noch  möglichst  alle  fraglichen  Linien  klar  erkenn- 
bar und  gut  meßbar  erhielten,  dann  die  möglichst  reine 
Strahlung  des  Materials  durch  Verwendung  des  Metalles, 
respektive  Verwendung  von  möglichst  viel  überschüssigem 
Salz  und  eine  passende  mittlere  Partialdichte  des  leuchtenden 
Dampfes,  bei  der  Umkehrungserscheinungen  noch  nicht  auf- 
traten. 

Wir  geben  in  den  folgenden  Tabellen  die  Resultate  unserer 
Messungen  wieder  und  wollen  dazu  nur  im  allgemeinen  be- 
merken, daß  alle  Wellenlängenangaben  auf  Tausendstel  der 
Angström'schen  Einheit  gegeben  sind.  Es  sind  in  der  ersten 
Vertikalkolonne  stets  die  Einheiten  der  Wellenlängen  gegeben, 
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während  in  den  mit  A,  B,  C,  eventuell  D  überschriebenen 
Kolonnen  die  Dezimalen  dieser  Wellenlängen  an  erster  Stelle 
stehen.  Hier  enthält  die  mit  i  bezeichnete  Kolonne  die  Intensi- 
täten der  Linie,  eventuell  mit  der  Charakterisierung: 

+  verwaschen, 

r  einseitig  nach  Rot  verwaschen, 
u  umgekehrt. 

Bei  den  Umkehrungen  ist  auch  die  beiläufige  Breite  des 
Absorptionsstreifens  in  Angström'schen  Einheiten  (AE.)  ange- 
geben, die  wir  zu  beobachten  Gelegenheit  hatten.  —  Es  sei 
ausdrücklich  bemerkt,  daß  den  Intensitätsangaben,  die  nur  auf 
beiläufigen  Schätzungen  beruhen,  nur  ein  orientierender  Wert 
beizulegen  ist.  —  Unter  F  bringen  wir  für  jede  Zahl  den  wahr- 
scheinlichen Fehler  in  Tausendsteln  der  AE.  und  unter  n  die 
Anzahl  der  zum  Mittel  vereinigten  Messungen. 

In  der  ersten  Tabelle  sind  die  Messungen  am  Bogenspek- 
trum  des  Zinks  enthalten,  die  Stromstärke  betrug  dabei  stets 
6  Ampere.  Die  Messungen  unter  A  entsprechen  dem  Spektrum 
emer  verdünnten  Zinkchloridlösung,  die  auf  Gaskohle  auf- 
getragen wurde.  Die  Aufnahmen  für  die  Zahlen  der  Kolonne  B 
wurden  unter  Verwendung  von  Messingstiften,  jene  für  die 
Kolonne  C  mit  Hilfe  von  käuflichem  Stangenzink  gemacht.  Auf 
den  Aufnahmen  der  Kolonne  A  konnten  entsprechend  der 
geringen  Konzentration  der  Lösung  nur  die  kräftigsten  Zink- 
"men  beobachtet,  respektive  gemessen  werden. 

n  der  Tabelle  2  stellen  wir  die  Messungen  zusammen,  die 
v  am  Funkenspektrum  des  Zinks  anstellten.  Zur  Erzeugung 
f  CS  tunkens  diente  dabei  wieder  unser  Hochspannungstrans- 
ormator,  der  mit  26  Ampere  bei  100  Volt  Spannung  im  Primär- 
?T 7\  ,geSpeiSt'  Zirka  10000  Volt  im  Sekundärkreise  liefert. 
kCazi  "  Funkenstrecke  waren  Kondensatoren  von  750  m 
stets  8eSChaItet*  Diese  selben  Strombedingungen  wurden 
Kote  aUCH  bd  aHen  f0lgenden  Aufnahmen  eingehalten.  Die  den 

nahm""611  ^  *  U"d  °  der  Tabelle  2  zu  Grunde  Iie8enden  Auf" 
vnriJV^  an  denseIben  Materialien  gemacht  wie  für  die 
^°nge  Tabelle. 
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In  der  Tabelle  3  sind  die  Messungen  am  Bogenspektrum 
des  Calciums  zusammengestellt.  Auch  hier  betrug  die  Strom- 
stärke stets  6  Ampere.  Die  Zahlen  der  Kolonne  A  entsprechen 
einer  Dampfdichte  des  Calciumdampfes,  wie  man  sie  für  die 
Zufallsverunreinigung  der  Kohle  erhält.  Die  Aufnahmen  der 
Kolonne  B  wurden  erhalten  an  Kohlen,  die  durch  Aufträufeln 
fast  gesättigter  Chlorcalciumlösung  imprägniert  wurden,  wäh- 
rend für  die  Aufnahmen  der  Kolonne  C  die  Kohlen  mit  auf- 
geschmolzenen Kappen  von  Calciumchlorid  versehen  wurden. 

Die  Tabelle  4  gibt  die  Messungen  am  Funkenspektrum 
des  Calciums  wieder,  das  man  unter  Verwendung  von  kon- 
zentrierter Calciumchloridlösung  (Kolonne  A)  und  von  auf- 
geschmolzenem Salz  auf  Kohle  (Kolonne  D)  erhält.  Die  geringe 
Dampfdichte,  Calcium  als  Verunreinigung  von  Kohle,  ist  hier 
nicht  aufgenommen,  da  im  Funken  unter  diesen  Bedingungen 
das  Spektrum  des  Calciums  zu  wenig  intensiv  und  daher  zu 
schlecht  für  die  Messung  wird. 


4425 
4435 
4435 
4454 
4456 
4456 
4578 
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•098 


6 
8 
5 
10 
5 
1 

1  r 

2r 

2  r 


Tabelle  4. 
Calcium  —  Funken. 
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Die  folgende  Tabelle  5  enthält  die  Messungen  einiger 
Zinnlinien  im  Bogenspektrum.  Die  Aufnahmen  der  Kolonnen 
A,  B  und  C  wurden  mit  einer  Stromstärke  von  6  Ampere  her- 
gestellt, und  zwar  wurden  verwendet:  Für  A  Kohlen,  die  mit 
verdünnter  Zinnchloridlösung  imprägniert  waren,  für  5  Messing- 
stifte, die  mit  einer  dünnen  Schichte  Zinnlotes  überzogen  wurden, 
und  für  C  metallisches  Zinn.  In  der  angefügten  Kolonne  D  sind 
Messungen  an  Aufnahmen  aus  metallischem  Zinn  bei  Ver- 
wendung von  20  Ampere  zur.  Erzeugung  des  Bogens  an- 
geführt. 

In  der  Tabelle  6  sind  die  Messungen  der  Funkenlinien  des 
Zinns  angeführt.  Es  entsprechen  die  Zahlen  der  Kolonne  A 
dem  Spektrum  einer  verdünnten  Zinnchloridlösung  auf  Kohle, 
die  der  Kolonne  B  sind  an  Zinnlinien  gewonnen,  die  als  Ver- 
unreinigungen im  Zinkspektrum  auftraten;  in  der  Kolonne  C 
sind  die  Messungen  enthalten,  die  an  Aufnahmen  verzinnter 
Messingstifte  erhalten  wurden,  und  die  Kolonne  D  gibt  die 
Welle  nlängen  im  Spektrum  des  reinen  Zinns. 

Am  Zinnspektrum  haben  wir  zur  Kontrolle  der  Wellen- 
längenmessungen direkte  Verschiebungsmessungen  gemacht. 
Es  wurden  nebeneinander  die  Spektren  verzinnten  Messings 
(außen)  und  reinen  Zinns  (innen)  nebst  dem  Standardspektrum 
aufgenommen  und  die  Differenzen  der  Einstellungen  in  beiden 
Fällen  bestimmt.  Die  so  erhaltenen  Zahlen  sind  unter  »AX  beob- 
achtet« aufgeführt,  während  unter  »AX  berechnet«  die  analogen 
Werte  aus  Tabelle  6,  C  und  D,  beigefügt  sind.  Erwähnt  muß 
werden,  daß  die  hier  verwendeten  Messingstifte  mit  einer 
stärkeren  Schichte  von  Zinnlot  überzogen  waren  als  jene,  die 
zu  den  Aufnahmen  der  Tabelle  6  dienten. 

Diese  Tabellen  zeigen  wohl  deutlich,  daß  unter  den  an- 
gegebenen Umständen  die  Messungen  der  Wellenlängen  Diffe- 
renzen ergeben,  die  weit  über  die  Grenzen  der  Meßfehler 
hinausgehen,  daß  also  Linienverschiebungen  existieren,  welche 
mit  der  Vergrößerung  der  Dichte  des  leuchtenden  Dampfes 
wachsen. 
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Tabelle  7. 
Zinn  —  Funken. 


berechnet 

beobiichtAt 

*l 

'* 

F 

•  2840- 

I 

+0-098 

+0-107 

10 

50«* 

0-18 

2 

o 

2850- 

+0*029 

+0-028 

l 

10  « 

0- 10 

o 

o 

<j 

2863- 

+0-073 

+0-081 

8 

30«* 

0- 15 

2 

0 

3009- 

+0-045 

-4-0-04^ 

t  n 

30«* 

0-15 

3 

3 

3032- 

-1-0 -002 

—0-002 

1 

10 

2 

3 

3034- 

+0-051 

+0-051 

12 

50  «* 

0-18 

4 

4 

3175- 

+0-038 

+0-035 

20 

100«* 

012 

2 

4 

3262- 

+0-022 

+0-030 

20 

100«* 

0- 15 

3 

4 

3330- 

-0-022 

—0-030 

8 

30 

3 

4 

AI  berechnet  aus  den  Zahlen  der  Tabelle  6,  C  und  D. 

beobachtet  auf  einer  Aufnahme  mit  Sn  aus  verzinntem  Messing  und 
•Metall  nebeneinander. 

'.   für  verzinntes  Messing  (stärker  verzinnt  als  für  Tabelle  6,  C). 
's  für  .Metall. 

*   Rote  Komponente  starker. 

Die  Größe  dieser  Verschiebung  ist  für  die  verschiedenen 
wen  variabel  und   erreicht  Werte,   die  das  Zehntel  der 
ngström sehen  Einheit  übersteigen.  Dabei  zeigt  sich,  daß 
^mgstens  m  sehr  vielen  Fällen  die  Wellenlänge  der  Um- 

aber""^  T  ^  der  schwachen  Linje  übereinstimmt,  das  ist 
Fällen         Wellenlänge  des  verdünnten  Dampfes;  in  andern 

VPJlZ!,gt  ab6r  aUCh  die  Umkehrung  noch  eine  bemerkliche 
Verschiebung  F?  j- 

denkt  d  fl  ohneweiters  klar,  wenn  man  be- 

Fllnk:n  ,man  es  in  der  Linie,  welche  man  im  Bogen-  oder 
Emissio  m  be°bachtet'  stels  mit  der  Oberlagerung  der 
des  leu^t"  ^  ^  d'e  aUS  den  verscniedenen  Schichten 
zentrale  Kden  Dampfes  stam™en.  Je  weiter  wir  uns  vom 
n      n  entfemen,  desto  niedriger  wird  die  Temperatur 

SKttb-d--*e«-««»rw.Kl.;CXV.Bd..Abt.IIa.  37 
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und  auch  die  Dichte  des  leuchtenden  Dampfes.  Im  Spektroskop 
gelangt  die  Überlagerung  aller  Einzelemissionen  zur  Beob- 
achtung und  man  beobachtet  deshalb  fast  ausnahmslos  ein- 
seitige Verbreiterungen  nach  Rot,  wenn  die  Intensitätsmaxima 
der  differenten  Schichten  entstammenden  Einzellinien  nicht 
genau  koinzidieren.  Wo  das  Maximum  der  resultierenden  Linie 
liegt,  hängt  dann  natürlich  von  dem  Temperatur-  und  Dichte- 
getalle  im  Funken  oder  Bogen,  respektive  von  den  Intensitäten 
der  komponierenden  Strahlungen  ab. 

Wenn  Umkehrungserscheinungen  auftreten  sollen,  muß 
die  Strahlung  der  äußersten  Schichten  einen  passenden  Wert 
erreichen,  und  es  ist  ohnevveiters  klar,  daß  die  Umkehrung  uns 
die  Wellenlänge  der  absorbierenden,  das  ist  aber  im  allgemeinen 
der  äußersten  Schichte  im  Bogen  oder  Funken  liefern  muß.  Da 
aber  diese  jedenfalls  von  allen  gleichzeitig  vorhandenen  die  ist, 
welche  geringste  Dampfdichte  aufweist,  so  muß  die  Umkehrung 
nach  kleineren  Wellenlängen  verschoben  erscheinen  gegenüber 
der  starken,  nicht  umgekehrten  Linie.  Tritt  nun  diese  Umkeh- 
rungserscheinung schon  bei  relativ  niederer  mittlerer  Dampf- 
dichte auf,  so  werden  sich  mit  wachsender  Dichte  immer  tiefer 
im  Bogen  oder  Funken  liegende  Schichten,  also  solche,  die 
schon  merkliche  Verschiebung  des  Emissionsmaximums  zeigen, 
an  der  Absorption  beteiligen,  und  die  Umkehrung  muß  sich  nach 
Rot  verschieben.  Solche  Steigerungen  der  mittleren  Dampfdichte 
kann  man  durch  reichlichere  Zufuhr  von  Material  bewirken, 
und  unsere  Tabellen  zeigen  hiefür  Beispiele  in  den  Zinklinien 
\  3302-7  und  3345-1. 

Es  läßt  sich  aber  die  mittlere  Dampfdichte  auch  durch 
Erhöhung  der  Stromstärke  steigern,  womit  reichlichere  Ver- 
dampfung des  Elektrodenmaterials  Hand  in  Hand  geht.  Tabelle  o, 
C  und  D,  zeigen,  daß  dann  tatsächlich  ganz  bedeutende  Ver- 
schiebungen der  Umkehrungen  eintreten,  welche  im  gegebenen 
Falle  bei  Zinn  nahezu  die  Werte  erreichen  wie  für  öA  und  B. 

Bemerkt  mag  werden,  daß  Linien  gleicher  Serien  auch 
gleichmäßiges  Verhalten  zeigen,  solange  wenigstens,  als  sie 
durch  die  Vc-ränderungen  im  Stromkreis  in  analoger  Weise 
affiziert  werden.  Wir  glauben  aber  nicht,  daß  ein  näheres 
Studium  der  Verschiebungserscheinungen  aller  Elemente  uns 
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die  Kenntnis  der  Serien  vermitteln  würde,  da  ja  auch  solche 
Linien  Verschiebungen  zeigen,  welche  nicht  in  Serien  ein- 
geordnet werden  können.  Es  bestätigt  diese  Beobachtung  die 
Angaben  von  J.  Stark,'  die  er  in  einer  jüngst  erschienenen 
Arbeit  machte. 

Die  nun  folgenden  Tabellen,  welche  für  sonst  gleichartige 
Bedingungen  die  Messungen  der  Bogen-  und  Funkenlinien 
nebeneinander  bringen,  zeigen  wieder,  daß  nicht  bloß  innerhalb 
einer  Art  des  Spektrums  Verschiebungen  auftreten,  sondern 
daß  die  Wellenlängen  sehr  wesentlich  von  der  Art  der  Erzeu- 
gung des  leuchtenden  Dampfes  abhängen.  Die  hier  enthaltenen 
Zahlen  sind  einfach  den  oben  mitgeteilten  Zusammenstellungen 
entnommen,  auf  die  bezüglich  der  näheren  Charakteristik  ver- 
wiesen werden  muß. 

Vergleicht  man  die  angegebenen  Zahlen,  so  zeigt  sich, 
aaö  die  Wellenlängen  im  Funken-  und  Bogenspektrum  sehr 
wesentlich  differieren.  Dabei  findet  man,  daß  hier  die  Linien 
>m  Funkenspektrum  sehr  häufig  kleinere  Wellenlängen  auf- 
weisen, wohl  deshalb,  weil  im  Bogen  eine  reichlichere  Ver- 
dampfung des  zugeführten  Materials  und  damit  auch  eine 
nonere  mmiere  Dampfdichte  auftritt.  Andrerseits  erreicht  aber 
*e  maximale  Verschiebung  im  Funkenspektrum  höhere  Werte, 
oa  im  Funken  wohl  größere  Dichtenunterschiede  zwischen  Kern 
und  Hülle  auftraten  und  wahrscheinlich  auch  eine  relativ  inten- 
ere  Strahlung  der  zentralen  Partien  statthat.  Damit  überein- 
jnmme„d|  sind  auch  die  Wellenlängen  der  Umkehrungen  im 
^kenspektrum  häufig  besonders  tief. 

Anschließend  an  diese  Beobachtungen  sei  es  uns  gestattet, 
Studi!rgH  UmStände  auf™rksam  zu  machen,  welche  beim 
Siek  Verschiebungserscheinungen  störend  auftreten. 

vorU^T  m  bGiderlei  SinnC  Wirken'  indem  Verschiebungen 
ßrößpr  W°  kCinC  Sind'  resP<*tive  die  vorhandenen  ver- 
ständig    /UCh  S°'       diC  Verschiebung  teilweise  oder  voll- 

Möriir  JC-!        Wird'  Wir  Werden  natürIich  dabei  nicht  alle 
A,ogl«chkeiten  anführen  können. 

1  li'T-      d.  Phys.Ges.,  1906. 
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Tabelle  8. 


Zink  —  Funken  und  Bogen. 


1 

>. 

A 

B 

c 

Funken 

Bogen 

Funken 

Bogen  | 

Funken 

DOgUl 

2770- 

1-048 

1  -055 

1055 

•996« 

2800 ' 

— 

— 

•966 

1  -048 

1-040 

•964« 

3018- 

•494 

•510 

•535 

3035- 

•916 

•948 

6-009  1 

3072- 

•253 

•238 

•255 

•324 

3075- 

6  005 

G-024 

6-008 

6  041 

•  99 1  « 

32S2" 

•430 

•446 

•437 

•445 

•443 

•  420  m 

3302- 

•649 

•710 

•699 

•713 

•725  m 

•678« 

3303- 

•035 

064 

•080 

•032  « 

3345- 

•130 

•  140 

142 

153« 

129« 

3345- 

•688 

•685 

•683 

•671  « 

4680- 

•348 

•329 

•385 

•422 

•  390 

4722- 

•336 

•345 

•410 

•410 

•341  « 

4810- 

•730 

•730 

1 

•813 

•797 

•733« 

• 

A    Aus  verdünnter  Zinkchloridlösung  auf  Kohle. 

B    Aus  Messing. 

C    Aus  metallischem  Zink. 


Tabelle  9. 


Calcium  —  Funken  und  Bogen. 


A 

B  J 

X 

Funken 

Bogen 

Funken 

Bogen 

4425- 

•610 

•606 

•604  « 

•603  n 

4435- 

•122 

•  131  u 

117« 

•  140« 

4435- 

•856 

•859 

•864 

•833  « 

4454' 

•937 

•966  « 

•914  u 

[-937«; 

4456- 

•072 

•073 

•  102 

•040« 

4456- 

•783 

•798 

•782 

[-772] 

4578- 

•787 

•  703 

•835 

■825 

458  T 

•057 

•660 

•739 

•712 

•J580- 

•008 

•  124 

•188 

•155 
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Um  zunächst  auf  den  ersten  Fall  einzugehen,  sei  daran 
erinnert,  daß  bei  einseitig  verbreiterten  Linien  die  Umkehrung 
normal  am  violetten  Rande  so  eintritt,  daß  die  rote  Komponente 
wesentlich  intensiver  erscheint  als  die  violette.  Dabei  kann  es 
leicht,  namentlich  bei  zu  kurzen  Expositionen  oder  auch  bei 
nahestehenden  Linien  vorkommen,  daß  man  die  violette  Kom- 
ponente ganz  Übersicht  und  bloß  die  intensive  rote  als  Linie 
mißt,  welche  natürlich  eine  ganz  bedeutend  größere  Wellen- 
länge ergibt,  als  der  Linie  zukommt.  Der  entgegengesetzte  Fall, 
daß  die  violette  Komponente  wesentlich  stärker  wäre  als  die 
rote,  kommt  kaum  vor,  wenigstens  ist  uns  kein  solcher  Kail 
bekannt.  Es  mag  auch  der  Fall  eintreten,  daß  man  im  Spektrum 
des  reinen  Materials  Doppellinien  als  Umkehrungen  auffaßt 
oder  daß  nahe  Dublets  scheinbar  zu  einer  Linie  verfließen. 
Tritt  nun  das  Spektrum  einmal  bei  geringer  Dampfdichte  scharf 
auf,  so  kann  es  sein,  daß  nur  eine  der  Linien  auftritt.  Daß  dann 
Differenzen  der  Wellenlängenmessungen  Verschiebungen  vor- 
täuschen, ist  klar.  So  ist  z.  ß.  die  von  uns1  für  Li  X  4602  o 
gegebene  Verschiebung  im  Funkenspektrum  nicht  reell,  da  diese 
Linie  doppelt  ist  und  beide  Umkehrungen  auf  der  Platte  zu- 
sammenflössen. Als  Verunreinigung  beobachteten  wir  zufällig 
nur  die  rote  Komponente  des  Dublets,  das  gegen  die  gemein- 
same Umkehrung  scheinbar  eine  Verschiebung  von  0-6  Ah. 
ergab.  Wir  bitten  diese  fehlerhafte  Angabe  a.  a.  O.  zu  streichen. 

Jede  photographische  Aufnahme  eines  Spektrums,  das  mit 
einem  Rowland'schen  Gitter  erzeugt  wird,  erfordert  wegen  der 
relativen  Lichtschwäche  ziemlich  lange  Zeit.  Wenn  wir  auch 
die  Expositionen  möglichst  abkürzten,  so  war  doch  Gelegen- 
heit, da(i  namentlich  bei  Verwendung  von  Salzen  auf  Kohle 
der  Vorrat  an  Material  und  damit  die  Nachlieferung  von  Dampl 
in  die  Bahn  der  Entladung  abnahm.  Da  kann  es  leicht  vor- 
kommen, daß  zu  Anfang  der  Exposition  eine  Linie  eine  bedeu- 
tende Verschiebung  des  Maximums  oder  Umkehrung  aufwies, 
während  in  den  späteren  Momenten  das  Maximum  wegen  der 
abnehmenden  Dampfdichte  immer  mehr  nach  Violett  rückt, 
respektive  die  Umkehrungserscheinung  auf  der  Platte  duich 

1  NVVilcnÜiJV'i.T.-Tnbolk-n  tlcr  Fuaken^pektra,  IÜ0Ü. 
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die  Emissionslinie  wieder  verdeckt  wird.  In  beiden  Fällen  beob- 
achtet man  breite  Maxima  und,  wie  leicht  einzusehen  ist,  zu 
geringe  Verschiebungen.  Es  mag  dieser  Umstand  auch  bei  den 
weiter  oben  mitgeteilten  Zahlen,  so  namentlich  bei  einzelnen 
Linien  des  Zinks  und  Calciums  besonders  im  Bogenspektrum, 
störend  mitgewirkt  haben. 

Endlich  sei  noch  auf  einen  Fall  hingewiesen,  der  in  beiderlei 
Sinn  wirken  kann,  der  weiter  oben  bereits  erwähnt  wurde.  Beob- 
achtet man  ein  relativ  weites  Düblet  bei  verschiedenen  Dampf- 
dichten,  so  werden  schließlich,  wenn  die  Linien  Verbreiterungen 
zeigen,  diese  zu  einem  gemeinsamen  Hofe  verschmelzen.  Bei 
einem  genügenden  Intensitätsunterschiede  der  Linien  wird  die 
hellere  wenig  oder  gar  nicht  affiziert,  während  sich  zur  Emission 
der  schwächeren  Linie  noch  jene  des  Hofes  der  Nachbarlinie 
addiert.  Nun  nimmt  aber  die  Helligkeit  mit  der  Entfernung  vom 
Maximum  ab  und  die  Intensitätskurve  der  schwächeren  Linie 
erfahrt  dadurch  bei  genügend  rascher  Abnahme  der  Intensität 
«es  Hofes  eine  solche  Veränderung,  daß  ihr  Maximum  schein- 
frar  gegen  die  intensive  Nachbarlinie  hin  wandert.  Das  Entgegen- 
setzte tritt  natürlich  für  die  Umkehrung  auf,  falls  eine  solche 
an  der  schwächeren  oder  wenigstens  weniger  verbreiterten  Linie 
auftritt.  Die  Folge  davon  ist  natürlich  eine  Verrückung  der  Linie 
oder  der  Umkehrung,  die  eine  ganz  andere  Ursache  hat  als  die 
Cr  unters"chten  Verschiebungen.  Es  ist  selbstverständlich 
ganz  gleichgültig,  ob  die  Linien  des  Dublets  dem  gleichen  oder 
verschiedenen  Elementen  angehören.  Beispiele  für  diesen  Fall 
"na  in  unseren  Tabellen  enthalten,  und  zwar  die  Linien:  Sn- 
»oger i  3032-9,  Ca- Bogen  4454-0  und  Ca- Bogen  4456-8. 
Ze"  h  leL,n,enverschiebl,n^n  ?ir>^  übrigens  schon  seit  längerer 
^eit  ekannt.  So  haben  ja  H  u  m  p  h  rey  s  und  M o  h  1  e  r,  wie  bereits 
^vahnt,  die  Veränderlichkeit  der  Wellenlänge  der  Bogen>pek- 
en  mit  dem  Druck  in  dem  den  Bogen  umgebenden  Medium 

funde  ReSUltatc  habcn  «»Kemeine  Anerkennung  go- 

Iln(TCn  !m  GeSensatze  zu  unseren  Angaben,  daß  die  VVellen- 
heif  pU  DamPfdichtc  variabel  ist.  Und  doch  scheinen  uns 
nämlich  ChemUn8Cn  dergleichen  Endursache  zu  bareren, 
tierdal  ^  ^  Annaherun&  der  emittierenden  Teilchen,  auf 
a^urch  bewirkten  Erhöhung  ihrer  Anzahl  in  der  Volumen- 
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einheit.  Daß  übrigens  nicht  bloß  im  Funken-  oder  Bogen- 
spektrum  Linienverschiebungen  auftreten,  sondern  auch  im 
Spektrum  des  Geißlerrohres,  beweisen  die  Angaben  von  Ed  er 
und  Valen ta  gelegentlich  ihrer  Messungen  des  Argonspek- 
trums.1 

Schließlich  wollen  wir  noch  darauf  aufmerksam  machen, 
daß  die  Tatsache  der  Linienverschiebungen  für  die  Spektro- 
skopie der  Himmelskörper  von  einschneidender  Bedeutung  ist. 
Für  die  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  der  Gestirne  im 
Visionsradius  haben  wir  ja  bloß  die  eine  Methode,  die  Linien- 
verschiebungen nach  dem  Doppler'schen  Prinzip  zu  bestimmen. 
Es  ist  nun  klar,  daß  man  dazu  nur  solche  Linien  wählen  darf, 
die  unter  allen  im  Laboratorium  herstellbaren  Bedingungen 
konstante  Wellenlänge  aufweisen.  Da  wir  nämlich  über  die 
Dampfdichte  und  Temperaturverhältnisse  der  Gestirne  so  gut 
wie  gar  nichts  wissen  und  einen  Aufschluß  darüber  schließlich 
doch  nur  aus  den  Spektren  erwarten  dürfen,  so  können  wir 
auch  nie  mit  voller  Sicherheit  sagen,  ob  in  den  Sternspektren 
die  Verschiebungen  ganz  oder  nur  teilweise  von  der  Bewegung 
im  Visionsradius  herrühren.  Und  es  mag  ganz  wohl  sein,  daß 
die  auffälligen  Unterschiede  in  der  Geschwindigkeit  eines 
Sternes,  die  man  findet,  sobald  die  Bewegung  nach  mehreren 
Linien  bestimmt  wird,  zum  großen  Teil  auf  variablen  Ver- 
schiebungen der  Linien  infolge  der  Druck-  oder  Dichteverhält- 
nisse  beruhen.  Und  daß  in  den  Sonnenspektren  solche  Ver- 
schiebungen vorkommen  können,  ist  wohl  ohneweiters  zuzu- 
gestehen und  wird  noch  weiters  illustriert  durch  folgende 
kleine  Tabelle,  die  wir  den  Standardlinien  Rowland's  ent- 
nehmen. 

Element  Bogen  Sonne 

Ca  5041-867  5041-795 

Mg  4703-249  4703*180 

Fe  4494-756  4494-735 

Ca  3949*070  3949*034 

Fe  3716-601  3716-585 

Fe  3638-454  3638-435 

_    Ni  3195  729  3195-702 

1  Denkschriften  der  kniserl.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien,  1896. 
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Wir  wollen  dazu  nur  noch  bemerken,  daß  sich  aus 
Rowland's  Tabelle  der  Standardlinien  noch  zahlreiche  andere 
Beispiele  anführen  ließen  und  daß  wir  nur  die  auffälligsten 
auswählten. 

Wir  möchten  schließlich  noch  auf  die  Möglichkeit  hin- 
weisen, daß  auch  die  von  Janicki1  untersuchten  Änderungen 
in  der  Intensitätsverteilung  komplexer  Linien  wohl  zu  Verände- 
rungen der  beobachteten  Wellenlängen  Veranlassung  geben 
können. 


1  Ann.  d.  Ph.,  19  (1906). 
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über  die  scheinbare  Form  des  Himmels- 
gewölbes und  die  scheinbare  Größe  der 

Gestirne 


von 


Dr.  R.  Daublebsky  v.  Sterneck, 

Professor  der  Mathematik  an  d.r  k.  k.  Universität  in  Czemonitz. 
(Mit  1  Textfigur.) 
(Vorgeiegt  in  der  Sitzung  am  16.  Juni  1906.) 

Daß  das  scheinbare  Himmelsgewölbe  nicht  etwa  eine 
Halbkugel,  sondern  entschieden  eine  weniger  stark  gewölbte 
Flache  darstellt,  ist  eine  allgemein  anerkannte  Tatsache,  die 
schon  oft  Gegenstand  eingehender  wissenschaftlicher  Erörte- 
rung geworden  ist.  Vor  allem  war  es  Helm  hol  tz,*  der  sich 
™  der  Erklärung  dieses  Phänomens  befaßt  hat,  außer  ihm  aber 
noch  mehrere  andere  Gelehrte,*  die  meist  vom  Standpunkt  des 
"•ysiologen  oder  Psychologen  zu  dieser  Tatsache  Stellung 
genommen  haben. 

»  Handb.  der  physiol.  Optik,  2.  Aufl.,  1890,  p.  774. 

*  °-  Zoth,  Über  den  Einflull  der  Blickrichtung  auf  die  scheinbare  Größe 
Bd'  78Stl^QUnd  SCheinbnre  Form  des  Himmelsgewölbes.  Archiv  für  l'hysiol.. 
Bd  59nvc  -  ~  W  Filehne-  Die  Form  des  Himmelsgewölbes.  Kbcrul.i, 
Eule  R^'  Anhang  interessa!,te  historische  und  literarische  Notizen.)  _ 
scheinb  v  an  deUtSChC  Prinzessin'  Frz-  Aus»-  Brief  22Ö.  -  R.  M  a  vr.  Die 
Bd.  lOl"  Cr8r0ÖerUnff  VOn  Sonne.  Mond  und  Sternbildern.  Archiv  für  l'hy>.,l., 
gew»ib'  P'c34°  422' ~  Pcnter,  Die  scheinbare  Gestalt  des  Himmels- 
-  Plate  le"  des  Ver-  znrVerbr.  nat.  Kenntnisse  in  Wien,  Bd.  41  (lUOh. 
R«lKiqu  *T'  appHcation  dcs  «'«WHges  aceidenlelles.  Bull.  Acad.  rov.  de 
P'oximi,"  9'  P"31G  °880;-  ~~  Kd'  Cla'apedC>  I/agrandissement  et  la 
No  t8  oc?bParenUdc  ,a  lune  a  ''"orizon.  Archives  de  Psychologie,  t.  V, 
der  eine  L  fC  16°5'  Enthä[t  u"ter  anderem  ein  ganz  vollständiges  Verzeichnis 
anschlangen  Literatur. 
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Mit  der  Flachheit  des  Himmelsgewölbes  in  mehr  oder 
minder  engem  Zusammenhange  steht  eine  Reihe  von  Phäno- 
menen, die  sich  auf  die  scheinbare  Größe  der  Gestirne,  d.  h. 
der  Sternbilder,  der  Sonne  und  des  Mondes,  beziehen.  Helm- 
holtz  nimmt  an,  daß  beim  Zustandekommen  dieser  eigen- 
tümlichen Phänomene  außer  der  Flachheit  des  Himmels- 
gewölbes noch  andere  Umstände  wesentlich  beteiligt  sind,  so 
vor  allem  die  Vergleichung  der  Himmelskörper  mit  irdischen 
Gegenständen  und  die  Luftperspektive.  In  neuerer  Zeit  hat 
O.  Zoth  das  Moment  der  Verschiedenheit  der  Blickrichtung 
besonders  betont. 

Auffallend  ist  nun  der  Umstand,  daß,  während  man  eine 
ganze  Reihe  von  Erklärungsversuchen  für  alle  diese  Phänomene 
in  der  Literatur  vorfindet,  die  Erscheinungen  selbst,  wie  mir 
scheint,  bis  jetzt  nur  mangelhaft  beschrieben  worden  sind.  Über 
die  Tatsachen,  daß  das  Himmelsgewölbe  flach  erscheint  und 
daß  Sonne  und  Mond  am  Horizont  größer  erscheinen  als  in  der 
Nähe  des  Zeniths,  und  zwar  unter  verschiedenen  (keineswegs 
noch  genau  präzisierten)  Umständen  verschieden  groß,  ist  man 
eigentlich  in  den  bisherigen  Beschreibungen  nicht  hinaus- 
gekommen. 

Der  einzige  Autor,  der  numerische  Daten  über  die  schein- 
bare Form  des  Himmelsgewölbes  veröffentlicht  hat,  ist  Eugen 
Reimann.1  Er  verwendete  eine  von  Robert  Smith2  angegebene 
Methode,  die  darin  besteht,  den  Höhenwinkel  jenes  Punktes 
am  Himmel  zu  bestimmen,  der  den  Bogen  vom  Zenith  bis  zum 
Horizont  gerade  zu  halbieren  scheint.  Aus  der  Kenntnis  dieser 
Halbierungsstelle  kann  man  dann  nach  den  von  Drobisch 
entwickelten  Formeln  unter  der  (von  Reimann  besonders 
geprüften)  Annahme,  daß  das  Himmelsgewölbe  eine  Kugel- 
kalotte darstellt,  das  Verhältnis  der  Vertikalerhebung  zum 
Radius  des  Schnittkreises  mit  dem  Horizont  ermitteln. 


1  Programmabhandlungen  des  Gymnasiums  in  Hirschberg  i.  Schi.,  1890, 
1891,  1901,  1903;  auch  Zeitschr.  für  Psychologie,  Bd.  30  und  37. 

2  System  of  optics  (1728).  Deutsche  Bearbeitung  von  A.  G.  Kästner, 
1755:  Vollst.  Lehrbegriff  der  Optik,  p.  55  bis  58,  416  bis  418. 

3  Über  die  Bestimmung  der  Gestalt  des  Himmelsgewölbes.  Berichte  über 
die  Vcrh.  der  sächs.  Ges.  der  Wiss.,  1854. 
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Auch  über  die  scheinbare  Größe  der  Sonne  hat  Reimann 
einige  Beobachtungen  angestellt,  indem  er  sie  bei  55°  Höhe 
und  beim  Untergang  im  Meere  verglich.  Diesem  Teile  der 
Untersuchungen  Reimann's  kann  ich  allerdings  wegen  prinzi- 
pieller Bedenken  gegen  die  verwendete  Methode  gar  nicht 
beistimmen. 

Der  Zweck  der  vorliegenden  Arbeit  ist  es  nun,  eine  größere 
Zahl  numerischer  Daten,  die  nach  einer  ganz  anderen  Methode, 
nämlich  durch  direkte  Schätzungen  gewonnen  wurden,  zu- 
sammenzustellen. Diese  Daten  ermöglichen  es  uns  dann,'  den 
Verlauf  gewisser  idealer  Flächen,  auf  die  wir  die  Schätzungen 
am  Himmelsgewölbe  beziehen,  ihrer  Form  und  Größe  nach  zu 
verfolgen.  Ich  habe  diese  Flächen  bereits  am  Schlüsse  einer  vor 
kurzem  erschienenen  Arbeit1  nebenbei  erwähnt  und  »Referenz- 
flachen« 2  genannt. 


1.  Allgemeine  Bemerkungen  über  Referenzflächen. 

Wir  konstatieren  hier  nochmals  die  psychologisch  sehr 
interessante  Tatsache,  daß  wir  Schätzungen  von  Dimensionen 
am  Himmelsgewölbe  immer  auf  eine  bestimmte  Rfl.  beziehen; 
so  schätzen  wir  z.  B.  den  Durchmesser  der  Sonne  bei  einem 
besternten  Höhenwinkel  etwa  mit  15  cm.  Dieser  Schätzung 
ntepncht,  da  uns  der  Sonnendurchmesser  unter  einem  Ge- 

~  1  V°n  32'  CrSCheint'  eine  Entfernung  von  161  m; 
nebcne.be  von  15  cm  Durchmesser  müßten  wir  nämlich  in 
»ner  Entfernung  von  16-1  m  vom  Auge  des  Beobachters  an- 
fingen, wenn  wir  erreichen  wollten,  daß  durch  diese  Scheibe 

druckT!  g6naU  Verded<t  WÜrde-  Da  vvir  nun  vveder  den  Ein- 
noch  h  ^  S°nne  nur  16'1  ,;/  von  uns  ent^rnt  sei, 
betra  ihr  Durch™esser  in  Wirklichkeit  nur  15«» 

durdf6'  S°  SehCn  Wir'  daß  Wir  eiSentIich  nicht  den  Sonnen- 
geschT^T  S°IbSt'  sondcrn  den  Durchmesser  einer  Scheibe 
^_^azthaben,  welche  die  durch  den  Sonnenrand  und  unser 

^'chtc.^Tu  TbT  ThCOrie       SCheinba,  Cn  Entfcr,»'ngen.  Diese  Sitzungs- 

dasselbe  iJZ   *!  häufi«en  Vorkommens  des  Wortes  »Referenzfläche,  wird 
f°,gCnden  stets  »it  RA-,  im  Plural  mit  Rfln.  abgekürzt. 
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Auge  bestimmte  Kegelfläche  aus  einer  idealen  Fläche  aus- 
schneidet, die  in  einer  ganz  mäßigen  Entfernung  verläuft.  Um 
diese  Fläche,  die  jedenfalls  eine  Rotationsfläche  mit  vertikaler 
Achse  ist  und  die  wir  > Referenzfläche«  nennen  wollen,  aus- 
zumessen, haben  wir  bloß  nötig,  den  Sonnendurchmesser  bei 
möglichst  zahlreichen  verschiedenen  Ständen  der  Sonne  zu 
schätzen  und  aus  jedem  solchen  Schätzungsresultat  den  zu- 
gehörigen Leitstrahl  der  Rfl.  zu  berechnen. 

Bei  der  Ausgleichung  derartiger  Beobachtungsresultate, 
gleichviel  um  welche  Rfl.  es  sich  handelt,  bin  ich  immer  von 
der  Annahme  ausgegangen,  daß  die  gesuchte  Rfl.  sich  als 
die  eine  Mantelfläche  eines  zweischaligen  Rotationshyper- 
boloids darstellen  lasse,  eine  Annahme,  die,  wie  sich  zeigen 
wird,  den  Beobachtungsresultaten  durchaus  keinen  Zwang 
antut;  es  genügt  sogar,  ein  spezielleres  Rotationshyperboloid 
zu  wählen,  das  unter  der  Voraussetzung,  daß  sich  der  Beob- 
achter im  Koordinatenanfangspunkt  befindet  und  daß  die  Rota- 
tionsachse mit  der  Z-Achse  zusammenfällt,  durch  folgende 
Gleichung  dargestellt  werde: 

eine  Gleichung,1  die,  wie  man  sieht,  von  zwei  Konstanten 
abhängt  und  daher  denselben  Grad  der  Allgemeinheit  besitzt, 
wie  wenn  wir  eine  Kugelkalotte  annehmen  würden. 
Setzen  wir 

so  ergibt  sich  unter  Einführung  des  Höhenwinkels  <p,  den  der 
Leitstrahl  mit  der  Horizontalebene  einschließt,  die  Gleichung: 

sin  «)*=:  <*V 

und  daraus,  da  der  in  unserem  Falle  in  Betracht  kommenden, 
gegen  unten  konkaven  Mantelfläche  des  Hyperboloids  der 
kleinere  der  beiden  Werte  f>  entspricht, 


3  Man  erhält  dieses  Rotationshyperboloid  durch  Rotation  der  Hyperbel 

/>'-'  («j  —  s/-'  .=  a~  (x -2  +  ;'■!), 

die  mit  etwas  abgeänderter  Bezeichnung  bereits  in  meiner  früheren  Arbeit  eme 

hervorragende  Rolle  spielte  (a.  a.  O.  p.  1(596). 
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P  =  :  r, 

m  sin  y+  1 

b 

wowir-  =  m  gesetzt  haben.  Die  Bestimmung  der  beiden 

Konstanten  b  und  m  ist  nun  sehr  einfach,  wenn  für  verschiedene 
Werte  ?  die  Werte  des  Leitstrahls  p  durch  Beobachtungen 
ermittelt  sind. 

Für  f  =  0  hat  p  den  Wert  b. 


Für  <p  =  90°  hat  p  den  Wert 


b 


m  -f- 1 

1 :(»+!)  ist  somit  das  Verhältnis  der  Vertikalerhebung 
der  Fläche  zum  Radius  des  Schnittkreises  derselben  mit  der 
Horizontalebene.  Wir  wollen  eine  solche  Fläche  der  Kürze 
halber  ein  Hyperboloid  l:(m+l)  nennen. 

Die  Rfl.  ist  natürlich  zum  Teil  durch  die  Individualität  des 
Beobachters  bedingt  und  für  verschiedene  Personen  verschieden, 
tine  kleine  Umfrage,  die  ich  in  dieser  Hinsicht  unter  30  meiner 
«kannten  veranstaltete,  ergab,  daß,  soweit  ich  dies  ohne  Vor- 
nahme größerer  Versuchsreihen  konstatieren  konnte,  sich  die 
mdividuellen  Verschiedenheiten  der  einzelnen  Personen  nur 

uf  die  absolute  Größe,  nicht  aber  auf  die  Form  der  Rfl.  be- 
gehen. Ich  gewann  den  Eindruck,  daß  sich  die  Menschen  im 
großen  und  ganzen  in  dieser  Hinsicht  in  drei  Gruppen  teilen. 

n  selbst  schätze  z.  B.  den  Durchmesser  des  Vollmondes  bei 
»rein  Nachthimmel,  reiner  Luft  und  einer  Höhe  von  13° 
*>  v  m'UVW"  meisten  der  befragten  Personen,  nämlich 
diise^S  h-  mnter  4  kurzsichtiSe)  stimmen  nun  mit  mir  in 
'  kurr  u  Ung  überein,  während  3  von  ihnen  (darunter 
unter  'k  '8e)  denSe,ben  D^chmesser  bloß  mit  9  cm,  5  (dar- 
als  ich  ,"1Cht,ge)  s°Sar  b,oß  mit  3  an,  also  sechsmal  kleiner 
Person.    -      SChätZen"  Die  ^  dieser  letzteren  Gruppe  von 

^ntümlicttLHeChSmal  k'einer  0,5  meine  Cigene;  di6Se 
bezeichn     t  Erscheinung,  ^  wir  als  »Himmelsmikropsie« 

sichtigst"  r  n6n'  iSt  n'Cht  etwa  a,s  eine  Fo,Se  der  Kurz- 
sowohl  k ua  ZUfaSSen'  da  sich  jn  Jeder  Gruppe  von  Personen 
sonen  bef  ^SlCht,ge  als  aucn  normal-  oder  weitsichtige  Per- 
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Die  Dimensionen  der  im  folgenden  bestimmten  Rfln.,  die 
zunächst  für  mich  selbst  gelten,  dürften  daher  nach  den  Ergeb- 
nissen dieser  kleinen  Statistik  für  die  meisten  Personen  ebenfalls 
richtig  sein.  Manche  jedoch  werden  nötig  haben,  sämtliche 
Dimensionen  erst  mit  einem  bestimmten  (verkleinernden)  Pro- 
portionalitätsfaktor zu  multiplizieren,  um  die  für  sie  selbst 
geltenden  Rfln.  daraus  abzuleiten. 

2.  Die  Referenzfläche  des  Sternenhimmels. 

Bei  der  Bestimmung  Jder  Rfl.  des  Sternenhimmels  benutzte 
ich  ein  kleines  Fernrohr  mit  einer  Porro'schen  doppelten  Pris- 
menumkehrung  und  einem  ziemlich  großen  Gesichtsfelde  von 
beinahe  6°  Durchmesser,  mit  dem  es  sehr  leicht  war,  irgend 
eine  Gegend  des  Himmels,  die  zunächst  mit  freiem  Auge  be- 
trachtet wurde,  aufzufinden  und  die  einzelnen  Sterne  wieder- 
zuerkennen, da  das  Fernrohr  aufrechte  Bilder  zeigte.  In  dem 
Fernrohr  war  ein  Okularmikrometer  angebracht,  an  welchem 
unmittelbar  der  Winkel,  den  die  Visuren  nach  zwei  nahe  bei- 
einander liegenden  Sternen  miteinander  einschlössen,  abgelesen 
werden  konnte.  Das  Mikrometer  bestand  in  einem  gezähnten 
Metallstreifen,  der  Winkel  wert  eines  Zahnes  betrug  13*  4'-  Da 
man  leicht  noch  die  Zehntel  eines  Intervalls  richtig  schätzte, 
sind  die  Winkelmessungen  nahezu  auf  Minuten  genau,  was  voll- 
kommen ausreichend  ist. 

Es  wurde  nun  irgend  ein  Sternpaar,  dessen  Sterne  un- 
gefähr gleiche  Höhe  hatten  und  nahe  beieinander  lagen,  gewählt 
und  zunächst  die  scheinbare  Entfernung  beider  Sterne  von- 
einander geschätzt.  Zur  Unterstützung  dieser  Schätzung  hatte 
ich  stets  einen  Maßstab  zur  Hand,  auf  dem  ich  ein  der  schein- 
baren Entfernung  gleiches  Stück  fixierte  und  dann  dessen 
Länge  in  Zentimetern  ablas. 

Dann  wurde  mit  Hilfe  des  Mikrometers  der  Winkelwert 
bestimmt,  der  der  Entfernung  der  betreffenden  beiden  Sterne 
entsprach,  und  schließlich  mit  einem  Höhenmeßapparat  aller- 
einfachster  Art  der  Höhemvinkel  abgelesen,  den  die  Richtungen 
nach  den  beiden  Stei  nen  mit  der  Horizontalebene  einschlössen, 
es  war  dies  bei  beiden  Sternen  im  allgemeinen  derselbe  Höhen- 
winkel, da  eben  Paare  gleich  hoher  Sterne  ausgesucht  wurden, 


Scheinbare  Form  des  Himmelsgewölbes. 


.V)3 


war  die  Höhe  nicht  genau  dieselbe,  so  wurde  das  Mittel  ge- 
nommen. 

Aus  jeder  der  eben  skizzierten  Messungen  erhält  man 
dann  eine  Aussage  über  die  Länge  des  Leitstrahls,  der  vom 
Auge  bis  zur  Rfl.  hinführt. 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  auf  die  Rfl.  des  Sternen- 
himmels bezüglichen  Beobachtungen  zusammengestellt;  sie 
erstrecken  sich  auf  43  Sternpaare  und  sind  sämtlich  von  den 
Fenstern  des  Universitätsgebäudes  in  Czernowitz,  von  wo  ich 
einen  großen  Teil  des  Himmels,  allerdings  nur  bis  zu  Höhen- 
winkeln von  64°,  übersehen  konnte,  ausgeführt.  In  derselben 
bedeutet  'f  die  mittlere  Höhe  des  Sternpaares  in  Graden,  D  die 
scheinbare  Distanz  der  beiden  Sterne  in  Zentimetern,  a  die 
Entfernung  der  beiden  Sterne  im  Winkelmaß,  ausgedrückt  in 
Einheiten  des  Okularmikrometers  ä  13 -4',  und  p  den  Leitstrahl 
der  RH.  in  Metern. 
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Bei  der  Mittelbildung  wurden  von  10°  aufwärts  alle  Einzel- 
resultate vereinigt,  die  sich  um  dasselbe  Vielfache  von  je  5° 
des  Höhenwinkels  <p  gruppieren. 

Die  Ausgleichung  der  erhaltenen  Beobachtungsresultate 
zeigt,  daß  sich  die  Rfl.  des  Sternenhimmels  sehr  gut  durch 
ein  Hyperboloid  mit  den  Konstanten  fc  =  24'4w,m+l  =2, 
darstellen  lasse,  dessen  Leitstrahlen  p  für  die  verschiedenen 
Höhenwinkel  ?  in  der  folgenden  Tabelle,  und  zwar  in  Metern 
zusammengestellt  sind. 


? 

? 

¥ 

P 

? 

P 

0° 

24-4 

7° 

21-7 

30° 

162 

65° 

12-8 

1 

23 -Ö 

h 

21-4 

35 

15-5 

70 

126 

2 

23  •  5 

Vi 

2P1 

40 

14-8 

75 

12  4 

3 

23- 1 

10 

20-7 

45 

142 

80 

12  3 

4 

22-8 

15 

UV  3 

50 

13-8 

85 

12-2 

5 

22-4 

20 

18-1 

55 

13-3 

90 

12  2 

« 

22  1 

25 

17-  1 

00 

13'0 

Die  Übereinstimmung  mit  den  in  der  früheren  Tabelle 
enthaltenen  Mittelwerten  kann  als  vollkommen  befriedigend 
betrachtet  werden,  so  daß  wir  als  erstes  Resultat  unserer  Unter- 
suchung die  folgende  Tatsache  verzeichnen  können: 

Die  Rfl.  des  Sternenhimmels  ist  ein  Hyperboloid 
1:2  mit  der  Vertikalerhebung  12*2  m  im  Zenith. 

Aus  der  Kenntnis  der  Rfl.  können  wir  zwar  nicht  auf  die 
Dimensionen,  wohl  aber  auf  die  Form  des  scheinbaren  Himmels- 
gewölbes, hier  speziell  des  Sternenhimmels,  schließen.  Wenn 
wir  nämlich  irgend  zwei  Sternpaare  betrachten,  die  z.  B-  von 
der  Art  sind,  daß  die  gegenseitige  Entfernung  der  Sterne  des 
ersten  Paares,  auf  der  Rfl.  gemessen,  doppelt  so  groß  ist  als  die 
der  Sterne  des  zweiten  Paares,  so  machen  uns  die  beiden  Stern 
paare  zweifellos  den  Eindruck,  daß  auch  in  Wirklichkeit  die 
Sterne  des  ersten  Paares  doppelt  so  weit  voneinander  abstehen 
als  die  Sterne  des  zweiten.  Die  Rd.  ist  daher  dem  scheinbaren 
Himmelsgewölbe  ähnlich. 
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Da  sie  sich  beim  Sternenhimmel  als  Hyperboloid  1 :  2  dar- 
stellen läßt,  so  erscheinen  die  Sternbilder  beim  Auf-  oder  Unter- 
gange doppelt  so  groß,  als  wenn  sie  im  Zenith  stehen.1 

3.  Erklärungsversuch  der  Form  des  Sternenhimmels. 

Die  starke  Krümmung  des  Sternenhimmels,  der  den  Hori- 
zont nur  in  doppelt  so  großer  Distanz  zu  schneiden  scheint  als 
seine  vertikale  Erhebung  beträgt,  lassen  mich  klar  erkennen, 
daß  die  m  meiner  früheren  Arbeit  versuchte  Zurückführung 
der  scheinbaren  Form  des  heiteren  und  des  Nachthimmels 
auf  die  scheinbare  Form  des  bewölkten  Tageshimmels,  wie 
sie  auch  Helmholtz  vornimmt,  nur  als  sehr  dürftiger  Er- 
klärungsversuch angesehen  werden  kann.  Ich  gestatte  mir 
daher,  hier  einen  neuen  Erklärungsversuch  mitzuteilen,  der  die 
orm  des  Sternenhimmels  mit  dem  Phänomen  der  Extinktion 
des  Sternenlichtes  in  der  Atmosphäre  in  Zusammenhang  bringt. 

Je  tiefer  ein  Stern  einer  bestimmten  Größenklasse  steht, 
«n  um  so  größerer  Teil  des  von  ihm  ausgehenden  Lichtes  wird 
fceim  Durchgange  durch  die  Atmosphäre  absorbiert;  so  kommt 
«,  daß  d,e  vom  Zenith  weiter  abstehenden  Zonen  des  Himmels 
aufweisen"        ga"Zen  SChwächer  ächtende  Sterne 

Dieses  schwächere  Leuchten  der  tiefer  stehenden  Sterne 

des  L  hUn'  ^  nament,ich  bei  klarer  Luft  die  Extinktion 
Bew  fit  seIbständiSes  Phänomen  absolut  nicht  zum 

wir  TT  k°mmt'  P^^gischen  Effekt  haben,  daß 
auell  ^  ,men  Giner  Und  derselben  Größenklasse)  die  Licht- 
H    'en  selbst  überall  als  gleich  stark,  aber  in  verschiedenen 

die  FrnUngeK        Beobachter  befindlich  vorstellen.  Es  entsteht 
des         °,.durch  eine  solche  Annahme  die  scheinbare  Form 
Sternenhimmels  erklärt  werden  könnte. 

Betracht*  ^u"**  ^  Tat'  We"n  wir  nur  solche  Sterne  in 
]0°  beträgt        d6ren  HÖhG  Üb6r         Horizont  mindestens 

beit==3,2e5I!al^*™ngSstc,,e  des  Bogens  vom  Zenith  bis  zum  Horizont  lic-t 
?ä*3oo  annim,^      nd  Reimann  diese  Stelle  (ttUS  sechs  Beobachtungen)  bei 
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Da  die  Leuchtkraft  gleich  intensiver  Lichtquellen  dem 
Quadrat  der  Entfernung  der  einzelnen  Lichtquellen  umgekehrt 
proportional  ist,  so  müßte,  wenn  die  Extinktion  eine  hin- 
reichende Erklärung  für  die  scheinbare  Form  des  Sternen- 
himmels bilden  sollte,  die  Quadratwurzel  aus  dem  reziproken 
Helligkeitsverhältnis  der  Sterne  einer  bestimmten  Größenklasse 
bei  verschiedenen  Höhen  dem  Leitstrahl  der  Rfl.  bei  eben  diesen 
Höhen  proportional  sein.  Wenn  wir  somit  den  Leitstrahl  durch 
diese  Quadratwurzel  dividieren,  so  müßten  wir  bei  allen  Höhen- 
winkeln denselben  Quotienten  erhalten.  Die  Probe,  inwieweit 
dies  zutrifft,  ist  in  der  folgenden  kleinen  Tabelle  durchgeführt, 
in  welcher  log  V/*"1  den  Logarithmus  der  Quadratwurzel  aus 
dem  reziproken  Verhältnis  der  Helligkeit  in  der  Höhe  <p  zur 
Helligkeit  im  Zenith1  bedeutet. 


? 

p 

logp 

log  N/Ä-i 

1 

log  -  ~~: 
\  A-» 

P 

Va 

10° 

20-7 

1-316 

0-  196 

1-120 

132 

20 

IS*  t 

1  •  258 

0  090 

1-  168 

14-7 

30 

16-2 

1-211 

0-046 

I-Hm 

14-6 

40 

lfS 

1-171 

0  024 

1147 

140 

50 

13-8 

1-13S 

0-012 

1  •  126 

13-4 

60 

13-0 

1-114 

0  006 

1-  10S 

12-8 

70 

12-6 

t  •  099 

0  002 

1-007 

12-5 

so 

12-3 

1  -0S8 

o  •  000 

1-088 

12-3 

1  '.10 

12-2 

1  -0S5 

o-ooo 

1  -08.-) 

Ab- 
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-0V 
-4-1-4 
-+-1-3 
+0-7 
-4-0-1 
—0-5 

-o-s 

-1-0 
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Die  erzielte  Übereinstimmung  der  Werte  ist  zwar 

keine  vollständige,  aber  immerhin  beachtenswert.  Für  Höhen 
über  10°  können  wir  daher  die  Extinktion  des  Lichtes  min- 
destens als  einen  sehr  wesentlichen  Faktor  beim  Zustande- 
kommen der  scheinbaren  Form  des  Sternenhimmels  ansehen. 

i  Diese  von  G.  Müller  in  Potsdam  ermittelten  Werte  entnehme  ich  de* 
•  Handwörterbuch  der  Astronomie«,  herausgegeben  von  Valentiner,  t- 

p.  32 S. 
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Für  Höhen  unter  10°  trifft  diese  Erklärung  allerdings  gar 
nicht  zu,  indem  die  Extinktion  hier  so  groß  wird,  daß  die  Leit- 
strahlen der  Rfl.  noch  viel  rascher  zunehmen  müßten,  als  es 
der  Fall  ist.  Hier  nun  können  wir,  wie  ich  glaube,  die  Erinne- 
rungsbilder an  den  Tageshimmel  doch  insofern  heranziehen, 
als  sie  uns  veranlassen,  wenigstens  im  allgemeinen  bei  der 
Hyperboloidform  zu  bleiben  und  nicht  am  Horizont  eine  so 
bedeutende  Erweiterung  der  scheinbaren  Form  des  Sternen- 
himmels anzunehmen,  wie  es  die  Extinktion  allein  verlangen 
würde.  Hiezu  kommt  noch,  daß  wir  ja  auch  am  Tage  am 
äußersten  Horizont  meist  mehr  oder  minder  dichte  Dunstmassen 
angehäuft  sehen  und  es  uns  daher  gar  nicht  schwer  fällt,  die 
ganz  tiefstehenden  Sterne  tatsächlich  durch  solche  Dimst- 
massen  verdüstert  vorzustellen. 

So  dürfte  denn  beim  Zustandekommen  der  schein- 
baren Form  des  Sternenhimmels  die  psychologische 
Wirkung  der  Extinktion  des  Lichtes  mit  Erinnerungs- 
bildern an  den  Tageshimmel  Hand  in  Hand  gehen. 

4.  Die  Referenzfläche  der  Sonne. 

Bei  der  Ausmessung  der  Rfl.  der  Sonne  ist  die  Aufgabe 
dadurch  vereinfacht,  daß  der  Sonnendurchmesser  im  Winkelmaß 
stets  nahezu  denselben  Betrag,  32',  besitzt,  so  daß  die -aus- 
führenden Beobachtungen  einfach  in  Schätzungen  desSonnen- 
rturchmessers  nebst  Bestimmung  der  zugehörigen  Höhenwinkel 
-estehen.  Die  Schätzungen  kann  man,  wenn  die  Sonne  teil- 
weise durch  Wolken  verdunkelt  ist.  sehr  oft  mit  freiem  Auge 
^nehmen.  Ist  sie  in  ihrem  vollen  Glänze,  so  muß  man  natür- 
^  ein  dunkies  Glas  verwenden,  was  anfangs  ein  wenig  stört, 
^wenigsten  wird  dieser  störende  Einnuß  empfunden,  wenn 
da"       an  Verschiedcnen  Stellen  verschieden  stark  berußtes 
aber  j^6"^'  S0  daß  man  die  Soni">e  zwar  gehörig  abdunkeln, 
r  och  durch  die  übrigen  Teile  des  Glases  den  Himmel  und 
Honzont  noch  ziemlich  gut  sehen  kann, 
nun  SchäUun&en  des  Sonnendurchmessers  zeigte  sich 

hier       a"em        Sehr  benierkenswerter  Umstand,  den  ich 
^nkelnmegnehTen  möchte-  Die  Beobachtungen  bei  Höhen- 
n  von  10°  aufwärts  lassen  nämlich  eine  vollkommen 
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einheitliche  Darstellung  zu,  indem  jedem  Werte  des  Höhen- 
winkels ?  ein  ganz  bestimmter  Sonnendurchmesser  entspricht, 
während  bei  Höhen  unter  10°  für  einen  und  denselben  Höhen- 
winkel ganz  verschiedene  Werte  für  den  scheinbaren  Durch- 
messer zum  Vorschein  kommen,  so  daß  es  nicht  möglich  ist, 
ohne  gewisse  Nebenumstände  eingehender  zu  beschreiben,  die 
Schätzungen  bei  kleinen  Höhenwinkeln  einheitlich  zur  Dar- 
stellung zu  bringen. 

Wir  wollen  daher  zunächst  nur  solche  Beobachtungen 
zusammenstellen,  die  bei  Höhenwinkeln  von  10°  aufwärts  ge- 
wonnen wurden,  und  aus  ihnen  die  Rfl.  berechnen.  Diese  Rfl-, 
die  wir  wieder  als  Rotationshyperboloid  der  oben  bezeichneten 
Art  darstellen,  setzen  wir  dann  auch  gegen  den  Horizont,  also 
auch  für  Höhenwinkel  unter  10°,  fort.  Die  Leitstrahlen  für 
diese  kleinen  Höhenwinkel  sind  somit  nicht  durch  Beobach- 
tungen gewonnen,  sondern  als  bloßes  Rechnungsresultat  aus 
den  Beobachtungen  für  größere  Höhenwinkel  abgeleitet. 

Dann  erst  wollen  wir  an  die  Beobachtungsresultate  für 
Winkel  unter  10°  herangehen  und  sie  einzeln  untersuchen. 
Stimmt  ein  aus  einer  Beobachtung  ermittelter  Leitstiahl  mit 
dem  in  der  eben  besprochenen  Art  berechneten  überein,  so 
wollen  wir  das  betreffende  Beobachtungsresultat  als  normal, 
im  entgegengesetzten  Falle  als  abnormal  bezeichnen. 

Die  folgende  Tabelle  enthält  zunächst  alle  bei  Höhen- 
winkeln rp  ^  10°  erhaltenen  Beobachtungsresultate  d  (in  Zenti- 
metern), 60  an  der  Zahl,  die  an  25  verschiedenen  Tagen  unter 
den  verschiedensten  atmosphärischen  Umständen  gewonnen 
wurden. 


10° 

n 
lü 

14 


25,  IS 
•jo,  l't 
H),  17,  17 
16,  17,  17,  17 

10,  17 


15° 

17,  15 

1U-3 

10 

17 

19 

15,  15 

20 

15 

1  (5  •  o 

15,  14 

l.VO 
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Mittel 


Mittel 


22° 

16, 

) 

41° 

12,  11,  12,  12 

23 

15,  15,  15 

42 

11 

24 

14 

43 

11-5 

25 

14,  14 

>  14-5 

46 

12-5 

26 

14 

49 

12,  12 

2? 

15 

50 

10-5 

29 

13,  13 

53 

11,  10-5 

30 

13 

|  133 

54 

11-5,  11-5 

31 

14 

55 

11-5 

33 

12-5 

\  13'2 

56 

12 

36 

14 

57 

11,  11-5 

38 

12,  12,  12-5 

58 

11 

"1 

12,  13 

i  !2'0 

I 

}  12 

)" 


11-3 


11-0 


Leiten  wir  aus  diesen  Beobachtungen  das  ihnen  am  besten 
entsprechende  Hyperboloid  ab,  so  finden  wir  die  beiden  charak- 
teristischen Konstanten  b  =  25'3m,  w+l  =  2«5.  Die  Werte 
des  Leitstrahles  p  dieses  Hyperboloids  (in  Metern)  und  die  Werte 
des  zugehörigen  normalen  Sonnendurchmessers  dn  (in  Zenti- 
metern) sind  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellt. 
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Wir  erfahren  aus  der  vorstehenden  Tabelle,  wie  groß  der 
Sonnendurchmesser  bei  Winkeln  von  10°  aufwärts  tatsäch- 
lich erscheint  und  wie  groß  er  bei  Winkeln  unter  10° 
normalerweise  erscheinen  würde.  Was  die  Werte  für 
9^10°  betrifft,  so  zeigt  eine  Vergleichung  mit  der  vorigen 
Tabelle,  daß  die  beobachteten  Sonnendurchmesser  mit  den  aut 
Grund  des  Hyperboloids  berechneten  ausnahmslos  gut  überein- 
stimmen. 

Wir  haben  somit  das  Resultat:  Die  Rfl.  des  Sonnen- 
durchmessers bei  Höhenwinkeln  von  10°  aufwärts  ist 
ein   Hyperboloid   1:2*5  mit  einer  Vertikalerhebung 

von  10 -1  m  im  Zenith. 

Wir  gehen  nun  zur  Betrachtung  der  Beobachtungsresultate 
für  9<10°  über.  Es  fragt  sieht  vor  allem,  ob  wir  auch  hier 
mitunter  den  »normalen«  Durchmesser  beobachten.  Aus  meinen 
Beobachtungen  kann  ich  nun  mit  ziemlicher  Bestimmtheit 
sagen,  daß  bei  vollkommen  heiterem  Himmel  und  reiner 
Atmosphäre  der  normale  Sonnendurchmesser  zum 
Vorschein  kommt. 

Ich  führe  die  bezüglichen  Beobachtungen  hier  an: 

1.  Sonnenuntergang  bei  klarem  Himmel,  am  29.  Jänner 
1900  in  Czernowitz  beobachtet.  Die  Sonne  ging  hinter  dem 
f>Äi«  entfernten  Berge  Cecina  unter: 

?=   4,  2-5° 
rf  =  21,    25  cm. 

2.  Untergang  am  5.  April  HKX5,  vom  Dache  eines  Hauses 

in  der  Universitätsstraße  in  Wien  beobachtet,  bei  ganz  klarem 

Himmel:  ,       0  no 

'f  =   4,      3,  2 

d  —  22,    24,    23 -ö  cm. 

3.  Untergang  am  12.  April  1006.  bei  vollkommen  heiterem 
Himmel  bei  Laibach  während  der  Eisenbahnfahrt  beobachtet: 

d  —  2\,    22  cm. 

Diese  drei  bei  vollkommen  heiterem  Himmel  angestellten 
Beobachtungen  zeigen,  wie  man  sieht,  keine  irgendwie  nennens- 
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werten  Abweichungen  des  beobachteten  Durchmessers  von 
dem  normalen  Werte. 

Im  Gegensatz  hiezu  habe  ich  bei  bewölktem  Himmel, 
namentlich  wenn  dicke,  schwere  Wolken  fast  den  ganzen 
Himmel  bedeckten,  die  Sonne  beim  Auf-  oder  Untergang  aber 
doch  sichtbar  war,  niemals  den  normalen  Durchmesser  beob- 
achtet. Selbst  bei  mäßiger  Bewölkung  erscheint  der  Sonnen- 
durchmesser etwas  vergrößert.  Um  dies  durch  die  Beobach- 
tungen zu  illustrieren,  teile  ich  zunächst  einige  Beobachtungs- 
resultate mit,  die  bei  ziemlich  heiterem,  aber  immerhin 
einige  leichte  Wolken  aufweisendem  Himmel  gewonnen  wurden. 

4.  Untergang  am  23.  März  1906,  in  Czernowitz  beob- 
achtet; ziemlich  heiter: 

?=  6,  4,  3,  3,  2-5° 
</=  20,    22,    21,    24,    27  c-/». 

•r>.  Aufgang  am  26.  März  1906,  in  Czernowitz  beobachtet; 
ziemlich  heiter: 

f=  3,     4,     5,     6,  9° 
«*  =  2G,    27,    26,    23,  \8cm. 

6.  Aufgang  am  30.  März  1906,  in  Czernowitz  beobachtet; 
ziemlich  heiter: 

?=   2,      f>,  5° 
d  =  32,    26,    29  an. 

'■  Aufgang  am  1.  April  1906,  vom  Eisenbahncoupe  aus 
ei  ^ap  in  Ungarn  bei  fast  ganz  heiterem  Himmel  (bis  auf 
,nige  Horizontwolken)  beobachtet: 

T=   5,  6° 
d  =  24,    22  an. 

8-  Untergang  am  24.  März   1906,  bei  etwas  wolkigem 
mmeI  ,n  Czernowitz  beobachtet: 

6%,    6,    f>t/2,    5,    5,    4</2,    3'2,    3,  2'/2° 
-2o>  21,     23,  24,      24,  25,  26,      29,      28,  29  cm. 
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9.  Untergang  am  16.  April  1906,  von  Fiume  aus  bei  ziem- 
lich heiterern,  im  Zenith  aber  mit  ziemlich  schweren  Wolken 

bedecktem  Himmel:  0 

?  —  4 
d  —  31  cm. 

Bei  allen  diesen  Auf-,  beziehungsweise  Untergängen  ist 
der  Durchmesser  gegen  seinen  normalen  Betrag  zwar  nicht 
sehr  bedeutend,  aber  immerhin  schon  merklich  vergrößert. 

Eine  auffallende  Vergrößerung  zeigen  aber  die  bei  sehr 
bewölktem  Himmel  beobachteten  Sonnendurchmesser,  wie 
die  folgenden  Beispiele  zeigen  werden. 

10.  Untergang  am  25.  März  1906,  in  Czernowitz  beob- 
achtet. Der  Himmel  war  mit  zerrissenem  Gewölk  fast  ganz 
bedeckt,  nur  für  einen  Augenblick  trat  die  Sonne  heraus: 

<p=  3° 
d  —  42  cm. 

11.  Untergang  am  26.  März  1906,  in  Czernowitz  beobachtet. 
Der  Himmel  war  durch  die  Wolken  in  zwei  Teile  geteilt;  vom 
Zenith  bis  zu  8°  Höhe  mit  schweren  Wolken  bedeckt,  unter- 

* 

halb,  bis  zum  Horizont,  namentlich  gegen  Westen  ganz  rein, 
bis  auf  wenige  Kumuluswolken: 

?=   7%      772,      6,      5,      5,      47„     3V,  ° 
</  =  40,       37,       42,    49,    40,    42,       42  cm. 

12.  Aufgang  am  27.  März  1906,  in  Czernowitz  beobachtet. 
Ähnliche  Wolkenstimmung  wie  am  Abend  vorher,  der  Horizont 
ziemlich  rein: 

<p=    1,      2,      3,      3,      5,  6° 
rf  =  38,    37,    41,    40,    36,    33  cm. 

Aus  diesen  Daten  geht  zweifellos  hervor,  daß  die  Ver- 
größerung des  Sonnendurchmessers  bei  bewölktem  Himmel 
regelmäßig  stattrindet,  während  bei  heiterem  Himmel  die  Sonne, 
auch  wenn  sie  tief  steht,  ihren  normalen  Durchmesser  zeigt. 
Hiemit  ist  vor  allem  die  noch  immer  sehr  verbreitete  Ansicht, 
daß  es  die  am  Horizont  sichtbaren  Gegenstände  seien,  die  zur 
scheinbaren  Vergrößerung  der  Sonne  wesentlich  beitragen, 
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wohl  als  widerlegt  anzusehen.  Die  Beobachtungen  1,  2  und  3 
sind  z.  ß.,  wie  der  Beschreibung  zu  entnehmen  ist,  unter  den 
allerverschiedensten  Umständen,  was  die  sichtbaren  Gegen- 
stände betrifft,  angestellt.  Trotzdem  zeigen  diese  drei  Unter- 
gänge ziemlich  die  gleichen  Sonnendurchmesser  und  es  ist 
daher  wohl  anzunehmen,  daß  ihre  Übereinstimmung  dem  bei 
allen  dreien  gemeinsamen  Umstände,  nämlich  daß  der  Himmel 
wolkenlos  war,  zuzuschreiben  sei. 

Allerdings  soll  damit  nicht  gesagt  sein,  daß  die  Rfl.  von 
der  Situation  des  Standortes  in  jeder  Beziehung  ganz  unab- 
hängig sei.  Es  kommt  nämlich  unter  gewissen  Umständen  vor, 
daß  besonders  auffallende  Stellen  der  Umgebung  die  Rfl.  ein 
wenig  beeinflussen,  und  zwar  in  zweierlei  Art:  Erstens  ereignet 
es  sich  manchmal,  daß  man  den  an  sich  unveränderlichen 
Leitstrahl  der  Rfl.  nicht  vom  Auge,  sondern  von  einem  in  der 
allernächsten  Umgebung  besonders  auffallenden  Punkte  aus  in 
Gedanken  aufträgt.  Dies  geschieht  z.  B.  regelmäßig  dann,  wenn 
wr  die  schon  tief  stehende  Sonne  aus  dem  Fenster  eines 
Ummers  betrachten  und  nun  im  Zimmer  einige  Schritte  zurück- 
treten. Es  zeigt  sich  sofort  eine  Vergrößerung  des  schein- 
baren Durchmessers,  die  zweifellos  davon  herrührt,  daß  wir 
<*n  Leitstrahl,  auch  wenn  wir  uns  vom  Fenster  bereits  entfernt 
aben,  doch  noch  vom  Fenster  aus  mit  demselben  Betrage  wie 
.ru,  er  nach  außen  hin  aufgetragen  denken  und  so,  vom  Auge 
s  gezahlt,  der  Rfl.  ausnahmsweise  einen  größeren  Leitstrahl 
zuschreiben. 

Zweitens  kann  es  mitunter  vorkommen,  daß  zwar  der  Leit- 
raftl  vom  Auge  des  Beobachters  aus  gezählt  wird,  daß  aber 
befi  J** '  richtigen  Endes  des  Leitstrahls  eine  in  dessen  Nähe 
wird  S      beS0nd6rS  markante  Stelle  der  Umgebung  benützt 

(oder  d°  laSSCn  ^  UnS  Z'  B''  WCnn  W"  d'e  tiefstehende  Sonnc 
fernun  ^  GinCm  Gebüsch  erblicken,  dessen  Ent- 

Rfl  abg  Um  ein'ge  Met6r  V°n  dCr  norma,en  Entfernung  der 
dieses  G61^1,  mitUnter  ver,eiten,  die  Rfl.  genau  an  die  Stelle 
Schein  ^USCheS  ZU  verlegen,  wodurch  dann  allerdings  der 
stände       f  ^  als  ob  eine  Vergleichung  mit  jenem  Gegen- 

Wesentlich  d°Ch       d'e  VerSleichunS  keineswegs  das 

lc  e  an  diesem  Vorgange,  was  daraus  hervorgeht,  daß 
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sie  sofort  unterbleibt,  wenn  sich  der  betreffende  Gegenstand 
(z.  ß.  das  erwähnte  Gebüsch)  in  einer  von  der  normalen  Länge 
des  Leitstrahles  der  Rfl.  bereits  sehr  stark  abweichenden  Ent- 
fernung befindet. 

Sehen  wir  aber  von  derartigen  ganz  besonderen  Umständen 
bei  der  Beobachtung  ab,  so  dürfte  im  übt  igen  die  Theorie,  die 
sich  auf  die  Vergieichung  mit  Gegenständen  am  Horizont, 
Häusern,  Baumkronen  u.  dgl.,  beruft,  keinen  Anspruch  auf 
irgend  welche  Richtigkeit  erheben  können. 

Es  entsteht  nun  aber  die  berechtigte  Frage,  in  welcher 
Weise  denn  die  Wolken  einen  vergrößernden  Einfluß  auf  die 
Sonne  auszuüben  vermögen.  Um  auf  diese  Frage  eingehen  zu 
können,  müssen  wir  uns  noch  mit  einer  weiteren  Rfl.  beschäf- 
tigen, nämlich  derjenigen,  auf  die  wir  die  Schätzungen  am 
Wolkenhimmel  beziehen. 

5.  Die  Referenzfläche  des  Wolkenhimmels. 

Betrachten  wir  irgend  eine  kleine  Wolke,  so  sind  wir 
geneigt,  ihr  z.  B.  eine  Längenausdehnung  von  60  cm  zu- 
zuschreiben, während  wir  wohl  überzeugt  sind,  daß  sie  in 
Wirklichkeit  eine  vielmal  größere  Ausdehnung  hat;  dies  zeigt, 
daß  auch  der  Wolkenhimmel  auf  eine  Rfl.  bezogen  werden 
kann. 

Die  Ausmessung  dieser  Rfl.  nahm  ich  in  ganz  analoger 
Weise  vor  wie  beim  Sternenhimmel;  ich  bestimmte  zunächst 
den  Höhenwinkel,  unter  dem  irgend  eine  kleine  Wolke  (oder 
ein  scharf  abgegrenzter  Teil  einer  größeren)  gesehen  wurde, 
schätzte  dann  eine  bestimmte  Dimension  dieser  Wolke  (wo- 
möglich die  horizontale)  und  ermittelt«?  schließlich  mit  Hilfe 
des  Mikrometers  den  zugehörigen  Winkelwert. 

In  dieser  Weise  wurde  die  RH.  desjenigen  Wolkenhimmels 
ausgemessen,  der  am  2\,  26.  und  27.  März  1906  über  Czerno- 
witz  sichtbar  war,  aus  ziemlich  zerrissenen,  im  Zenith  mitunter 
ziemlich  dicken,  offenbar  recht  niedrig  schwebenden  Wolken 
bestand  und  mit  Ausnahme  einiger  bald  \  orübergehenden  Au  - 
heiterungen  (z.  B.  am  26.  früh)  durch  die  drei  Tage  fast  un- 
verändert blieb.  Die  folgende  Tabelle  gibt  die  Beobachtungen 
wieder;  es  bedeutet  G  die  Größe  der  Wolken,  auf  der  Rfl. 
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geschätzt,  in  Zentimetern,  a  den  Winkel,  unter  dem  die  be- 
treffende Wolke  gesehen  wurde,  in  Einheiten  des  Mikrometers 
a  13-4',  p  den  Leitstrahl  der  Rfl.  in  Metern. 
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Wir  haben  wieder  bei  Höhen  unter  10°  wegen  der  großen 
Wunderlichkeit  der  Werte  p  nur  die  genau  '  zu  demselben 

Höhel'^d86110^611  ZU  Mitteln  vcreinißt»  während  bei  größeren 
Hyperb  1°  M'ttelbildunS  von  5  zu  5  Graden  erfolgte.  Das 
amJ.  °u°ld'  daS  Sich  den  beobachteten  Leitstrahlen  am  besten 
anpaßt'  ^  die  Konstanten 

=  109-4  m,      >;/+!=:  9. 


o66 


R.  Daublebsky  v.  Sterneck, 


Die  Leitstrahlen  dieses  Hyperboloids  (in  Metern)  zeigt  die 
folgende  Tabelle. 


0° 

109-4 

7° 

55  4 

30° 

22-9 

05° 

13  3 

1 

96  "0 

8 

51-8 

35 

19-6 

70 

12-9 

2 

85-6 

9 

48-6 

40 

17-8 

75 

12'5 

3 

77-1 

10 

45-8 

45 

15  7 

80 
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4 

70-2 

15 

356 

50 

15  4 

85 

12-2 

5 

64  5 

20 

293 

55 

14-5 

90 

12*2 

6 

596 

!  25 

1 

25-0 

60 

13-8 

Die  Übereinstimmung  dieser  ausgeglichenen  Werte  mit 
den  Beobachtungsresultaten  ist  wieder  eine  ganz 

befriedigende, 

zumal  man  ja  doch  an  derartige  Schätzungen  und  Messungen 
von  Wolken  keine  allzu  großen  Anforderungen  stellen  wird.  Als 
Resultat  der  Messungen  ist  somit  zu  verzeichnen,  daß  der 
Wolkenhimmel  vom  25.,  26.  und  27.  März  1906  ein 
Hyperboloid  1:9  als  Rfl.  hatte,  das,  mit  der  Rfl.  der 
Sonne  verglichen,  im  Zenith  nur  um  ein  geringes 
höher  war  (12*2  m  statt  lOltw),  dagegen  in  horizontaler 
Richtung  in  die  mehr  als  vierfache  Entfernung  sich 
erstreckte  (109-4  in  gegen  25-3  m). 

6.  Über  den  Wettstreit  der  Referenzflächen. 

Der  Leitstrahl  der  Rfl.  des  Wolkenhimmels  hat  sich  für 
alle  Winkel  <p  größer  ergeben  als  der  Leitstrahl  der  Rfl.  der 
Sonne.  Die  folgende  Figur  stellt  einen  vertikalen  Durchschnitt 
durch  diese  beiden  Rfln.  dar.  Der  Beobachter  steht  in  0,  S  stellt 
die  Rfl.  der  Sonne,  W  diejenige  des  Wolkenhimmels  dar.  Der 
Maßstab  ist  für  beide  etwa  1:  1345  der  natürlichen  Größe. 

Das  gleichzeitige  Auftreten  dieser  beiden  Rfln.,  das  wir  dann 
beobachten,  wenn  der  Himmel  großenteils  mit  Wolken  bedeckt, 
andrerseits  aber  die  Sonne  doch  sichtbar  ist,  muß  nun  gewisse 
eigentümliche  Erscheinungen,  eine  Art  Wettstreit  der  Rfln.  zur 
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Folge  haben.  Denn  die  Rfl.  5  ist  ein  verkleinertes  Abbild  der- 
jenigen Fläche,  auf  der  sich  die  Sonne  zu  bewegen  scheint, 
W  ein  verkleinertes  Abbild  des  Wolkenhimmels.  Daß  nun  die 
scheinbare  Sonnenbahn  immer  innerhalb  des  scheinbaren 
Wolkenhimmels  verlaufen  sollte,  wäre  eine  Annahme,  die 
unserer  Erfahrung  vollkommen  widerspricht;  sehen  wir  doch  " 
immer  die  einzelnen  Wolken  vor  der  Sonne  vorüberziehen  und 
niemals  die  Sonne  vor  den  Wolken.  Dieser  Widerspruch  der 
Rfln.  mit  der  Erfahrung  zwingt  uns  dazu,  in  derjenigen  Richtung, 
■n  der  gerade  die  Sonne  steht,  an  den  Rfln.  in  Gedanken  irgend 
welche  Deformationen  vorzunehmen,  durch  die  erreicht  wird, 
daß  wenigstens  für  diese  eine  Richtung  die  Leitstrahlen  der 


beiden  Rfln.  gleich  lang  ausfallen.  Daß  die  Rfl.,  namentlich  die 
des  Wolkenhimmels,  tatsächlich  solche  Deformationen  erfährt, 

avon  können  wir  uns  an  jedem  bewölkten  Tage  überzeugen. 

ie  Stelle  des  Wolkenhimmels,  die  durch  die  Anwesenheit  der 
aonne  heller  leuchtet  (selbst  wenn  die  Sonne  selbst  nicht  sichtbar 
«st »erscheint  nämlich  dem  Beobachter  viel  näher  als  gleich 

o  e  Gegenden  in  anderen  Weltrichtungen,  was  eine  gewisse 

nsymmetne  in  die  scheinbare  Form  des  Wolkenhimmels 
a™gt  Natürlich  erstreckt  sich  diese  Deformation  nicht  bloß 

groß  ^  St6lle'  an  d'e  S°nne  Steht'  sondern  auch  auf  eine 
gro  ere  oder  kleinere  Umgebung  dieser  Stelle,  mindestens  so 

« ,  daß  ein  stetiger  Übergang  zu  den  nicht  deformierten 

achte\Stattfindet  Und  dabei  nirSends  eine  fiüßen  den  Beob- 
komCr       6X6  SteIle  ersteht.  Ist  man  einmal  auf  das  Vor- 
men  d,eser  Deformationen  des  Wolkenhimmels  aufmerksam 
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geworden,  so  konstatiert  man  sie  geradezu  ausnahmslos  an 
jedem  bewölkten  Tage. 

Derartige  Deformationen  der  Hfl.  des  Wolkenhimmels 
können  aber  andrerseits  eine  gewisse  obere  Grenze  nicht  über- 
steigen. Ich  glaube  konstatieren  zu  können,  daß  das  Maximum 
der  auf  diese  Art  stattfindenden  Verkleinerung  in  keiner  Rich- 
tung mehr  als  40%  des  betreffenden  Leitstrahls  betragen  kann. 
Daß  dem  so  ist,  wird  sich  aus  der  Diskussion  der  oben  mit- 
geteilten Beobachtungen  derSonnenuntergänge  ergeben;  andrer- 
seits wird  uns  das  Bestehen  einer  solchen  oberen  Grenze  der 
Deformationen  wohl  nicht  wundernehmen;  es  ist  eher  merk- 
würdig, daß  die  scheinbare  Form  des  Wolkenhimmels,  be- 
ziehungsweise dessen  Rfl.  überhaupt  Deformationen  bis  zu40\, 
und  damit  so  bedeutende  Abweichungen  von  der  Symmetrie 
aufweisen  kann. 

Eine  Vergleichung  der  Tabellen  für  die  Leitstrahlen  der 
Rtl.  der  Sonne  und  jener  des  Wolkenhimmels  zeigt  nun,  daß 
für  alle  'f  ^  20°  der  erstere  mindestens  60%  des  letzteren 
beträgt,  so  daß  durch  eine  Verkleinerung  des  letzteren  um 
höchstens  40%  tatsächlich  erreicht  werden  kann,  daß  die 
beiden  Rfln.  an  der  betreffenden  Stelle  gleich  weit  vom  Beob- 
achter abstehen.  Die  Erfahrung  lehrt  nun,  daß  bei  allen  Höhcn- 
winkeln  rs  ^  20°  in  der  Tat  der  Wettstreit  der  beiden  Kfln. 
immer  zu  dem  Ergebnis  führt,  daß  die  Rfl.  der  Sonne  ungeändert 
bleibt,  dagegen  diejenige  der  Wolken  so  weit  deformiert  wird, 
bis  sie  mit  der  ersteren  zur  Berührung  kommt;  denn  der  Sonnen- 
durchmesser zeigt  bei  Höhen  über  20°  auch  an  bewölkten 
Tagen  nicht  die  geringste  Abweichung  vom  normalen  Werte. 

Bei  Höhen  unter  20°  reicht  dagegen  eine  Verkleinerung 
des  Leitstrahls  der  Rfl.  des  Wolkenhimmels  um  40%  nicht 
mehr  aus,  um  diese  Fläche  bis  an  die  Rfl.  der  Sonne  heran- 
zuziehen; da  es  nun  aber  doch  unbedingt  nötig  ist,  die  beiden 
Flächen  zur  Berührung  zu  bringen,  da  wir  ja  sonst  in  wider- 
sinniger Weise  die  Sonne  vor  den  Wolken  vorstellen  müßten, 
so  lösen  wir  nun  den  Widerspruch  auf  die  andere  der  beiden 
möglichen  Weisen,  indem  wir  den  Leitstrahl  der  Rfl.  der 
Sonne  so  lange  vergrößern,  bis  er  60%  des  Leitstrahls 
der  Rfl.   der  Wolken   beträgt.   Dies  führt  dann  zu  den 
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bekannten  Vergrößerungen  des  Sonnendurchmessers  beim  Auf- 
oder Untergange. 

Die  früher  beschriebenen  Sonnenauf-  und  -Untergänge  10, 
U  und  12  illustrieren  die  eben  geschilderte  Tatsache.  60%  des 
Leitstrahls  der  Rfl.  des  Wolkenhimmels  betragen  bei 

01234567  8° 
Ö5-6,  57-6,  51-4,  46-3,  42- 1,  38-7,  35-8,  33-2,  311  m. 

In  diesen  Entfernungen  berühren  sich  daher  die  beiden 
detormierten  Rfln.  der  Sonne  und  des  Wolkenhimmels. 
Andrerseits  hat  in  diesen  Entfernungen  der  scheinbare  Sonnen- 
durchmesser den  Wert: 

61-1,  53-6,  47-8,  43  1,  39-2,  36'0,  33-3,  30-9,  29-0««. 

Diese  Ergebnisse  stimmen  mit  den  Beobachtungsresultaten 
der  zwei  Untergänge  10  und  11  und  des  Aufganges  12,  die  an 
den  drei  Tagen,  an  denen  auch  die  Wolkenbeobachtungen  aus- 
geführt sind,  beobachtet  wurden,  fast  ganz  genau  überein;  die 
beobachteten  Sonnengrößen  finden  daher  ihre  vollständige 
Erklärung,  wenn  wir  40%  des  Leitstrahls  als  obere  Grenze  der 
Dcform.erbarke.t  der  Rfl.  des  Wolkenhimmels  annehmen. 

Bei  etwas  größeren  Höhen  als  8°  (lür  welche  ich  leider  an 
den  bezeichneten  Tagen  keine  Beobachtungen  machen  konnte, 
w  <ne  Sonne  bei  so  hohem  Stande  stets  hinter  Wolken  war) 
wen  unter  dieser  Annahme  auch  noch  kleine  Vergrößerungen 
es  Innendurchmessers  unvermeidlich.  Es  ergibt  sich  bei 

9>        10,       15,  20° 
ejn  Minimalleitstrahl  von 

29  2,    27-5,    21-4,    17-6  w, 
dem  eine  Sonnengröße  von 

272,    2.V6,    19-9,  104cm 
Höhen**1'  Während  die  normalen  Sonnengrößen  in  diesen 
I9"3>    18-9,    17-1,  \:>7cm 

B"i.-natur\r.  Kl.;  CXV.  Bd.,  Ab!.  II  a.  3U 
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betragen.  Es  ist  also,  genau  genommen,  erst  bei  bei  20°  Höhe 
kein  merklicher  Unterschied  zwischen  der  normalen  Größe  und 
der  durch  die  Wolkenfläche  beeinflußten  vorhanden;  bei  10° 
besteht  noch  eine  Vergrößerung  von  etwa  7  cm,  die  zweifellos 
bemerkt  worden  wäre,  wenn  eben  an  den  bezeichneten  Tagen 
Beobachtungen  in  dieser  Höhe  möglich  gewesen  wären.1 

Die  besonders  auffallenden  Vergrößerungen  werden  sich 
aber  im  allgemeinen  wohl  nur  bei  Höhen  unter  10°  ereignen. 

Was  wir  bisher  über  die  Rfln.  der  Sonne  und  der  Wolken 
angeführt  haben,  ist  bloß  als  eine  Beschreibung  der  Tatsachen, 
in  keiner  Weise  als  eine  Theorie  aufzufassen.  Denn  das  Be- 
stehen der  beiden  Rfln.  ist  direktes  Beobachtungsresultat  und 
die  Deformationen  derselben  eine  Folge  der  selbstverständlichen 
Tatsache,  daß  wir  niemals  die  Sonne  vor  den  Wolken  vorsteilen 
können.  Nur  die  eine  Annahme,  daß  die  obere  Grenze  der 
Deformation  40%  des  Leitstrahls  beträgt,  ist  gewissermaßen 
als  eine  zum  Zwecke  der  Erklärung  der  abnormal  großen 
Sonnendurchmesser  aufgestellte  Hypothese  anzusehen. 

Psychologisch  hat  sie  etwa  die  Bedeutung,  daß  wir  bei  der 
Betrachtung  des  Himmelsgewölbes  bis  zu  einem  gewissen 
Grade  ein  unwiderstehliches  Symmetriebedürfnis  empfinden 
und  daher  in  der  Deformation  an  einer  bestimmten  Stelle  halt- 
machen. 

Ist  der  Himmel  nur  sehr  lückenhaft  mit  Wolken  bedeckt, 
so  wird  die  Rfl.  zwar  ungefähr  dieselbe  Form  aufweisen,  wie 
wenn  der  ganze  Himmel  mit  Wolken  derselben  Art  bedeckt 
wäre,  aber  sie  wird  in  viel  schwächerem  Grade  zum  Bewußtsein 
kommen  und  wir  werden  daher  auch  eine  über  40%  des  Leit* 
Strahls  hinausgehende  Deformation  noch  zulassen;  mit  anderen 
Worten:  Die  Rfl.  dieser  lückenhaften  Wolken  wird  in  dem 
Wettstreit  mit  der  Rfl.  der  Sonne  viel  leichter  unterliegen  und 
wird  es  nur  bei  ganz  kleinen  Höhenwinkeln,  wo  der  Unter- 
schied der  Leitstrahlen  sehr  groß  wird,  eventuell  zuwege 
bringen,  in  ganz  bescheidenem  Maße  eine  Deformation  der  RA- 

i  Dagegen  enthält  die  Tabelle  der  Sonnenbeobachtungen  tatsächlich  eine, 
die  bei  ?  =  10°  d  =  2öcm,  also  eine  Vergrößerung  um  6  cm  gegenüber  dem 
normalen  Wert  ergeben  hat. 
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der  Sonne  zu  bewirken.  Die  Auf-  und  Untergänge,  die  in  der 
früheren  Zusammenstellung  unter  4.  bis  9.  angeführt  sind, 
zeigen  diese  ganz  mäßigen  Vergrößerungen  des  scheinbaren' 
Sonnendurchmessers,  wie  sie  an  ziemlich  heiteren  Tagen 
namentlich  beim  Auftreten  einiger  weniger  Horizontwolken 
beobachtet  werden. 

Bei  dieser  Gelegenheit  möchte  ich  auch  noch  der  Tatsache 
Erwähnung  tun,  daß  nicht  bloß  Wolken,  sondern  auch  in  der 
Atmosphäre  angehäufte  Dunstmassen  häufig  den  Anlaß  zur  Ver- 
größerung des  scheinbaren  Sonnendurchmessers  beim  Auf-  oder 
Untergange  bilden.  Es  unterliegt  wohl  kaum  einem  Zweifel,  daß 
auch  diese  Dunstmassen  zunächst  zur  Entstehung  einer  be- 
stimmten Rfl.  Veranlassung  geben,  über  die  sich  zwar  keinerlei 
Messungen  anstellen  lassen,  die  aber  den  Deformationen  immer- 
hin ziemlichen  Widerstand  entgegensetzen  dürfte,  da  solche 
Dunstmassen  meist  ziemlich  homogen  am  ganzen  Horizont 
verteilt  erscheinen  und  die  bei  der  Deformation  entstehende 
Asymmetrie  daher  recht  deutlich  zum  Bewußtsein  kommt. 

7.  Die  Referenzfläche  des  Mondes. 

Bei  der  Bestimmung  der  Rfl.  des  Mondes  müssen  zwei 
umstände  besonders  berücksichtigt  werden:  Erstens  unterliegt 
«er  Gesichtswinkel,  unter  dem  uns  der  Durchmesser  des  Mondes 
erscheint,  viel  größeren  Schwankungen  als  derjenige  der  Sonne 
eshalb  wir  jede  einzelne  Beobachtung  für  sich  reduzieren 
ussen;  zweitens  ist  es  offenbar  psychologisch  durchaus  nicht 
s  elbe,  ob  wir  den  Mond  bei  Tage  oder  bei  Nacht  beobachten. 

kl  i        -au  *      Rfl-  d6S  Mondes'  wie  wir  sehen  werten,  bei 
inen  Hohenwinkeln  verschiedenen  Deformationen  unterliegt 

Fall  w  T  m  n°Ch  hÖherem  Maße»  als  es  bci  der  Sonne  der 
samm  0  Vtellen  wir  ^nächst  nur  solche  Beobachtungen  zu- 

TabeT'  "  ?Cnen  dCr  Höhe™inkel  <?  ^  12'  ist.  Die  folgende 
belle enthalt  zunächst  die  Beobachtungen  bei  Tage,  bei  denen 

blauem  TT  ÄlS  weiß,iche  Sche*e  (oder  Sichel)  auf 

wurde    Knt.6rgrUnd   erscheint.   Beim   sichelförmigen  Monde 
die  SchT       ^  Durchmesser  im™r  so  geschätzt,  als  ob 
ödasD  t     anZV0H  WäFe"  In  derf0,gcnden  Tabelle  bedeutet 
atum  der  Beobachtung  (sämtlich  190(5),  U  die  Uhrzeit 

30* 
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der  Beobachtung,  d  den  geschätzten  Durchmesser  des  Mondes 
in  Zentimetern,  a  den  Gesichtswinkel,  unter  dem  der  Mond- 
durchmesser erschien,  auf  Minuten  abgerundet,  p  den  Leitstrahl 
der  Rfl.  in  Metern,  5  die  Abweichung  von  dem  Leitstrahl  der  Rfl. 
der  Sonne. 
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Man  erkennt,  daß  als  Rfl.  von  Schätzungen  des  Mond- 
durchmessers, die  bei  Tage  erfolgen,  zweifellos  die  RA.  der 
Sonne  anzusehen  ist,  denn  die  Abweichungen  5  der  gefundenen 
Betrüge  der  Leitstrahlen  von  den  Leitstrahlen  der  Rfl.  der  Sonne 
sind  so  gering,  daß  wir,  trotzdem  sie  fast  alle  positiv  sind, 
doch  gewiß  berechtigt  sind,  sie  als  Wirkung  der  Beobachtungs- 
fehler aufzufassen.  Somit  können  wir  sagen: 
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Schätzungen  des  Monddurchmessers  bei  Tage 
werden,  sobald  <p^l2°  ist,  auf  dieselbe  Rfl.  bezogen 
wie  die  Schätzungen  des  Sonnendurchmessers. 

Wir  stellen  nun  in  der  nächsten  Tabelle  Beobachtungen 
von  Monddurchmessern  zusammen,  die  bei  Nacht,  d.  h.  immer 
erst  nach  Eintritt  der  Dunkelheit,  angestellt  wurden,  und  zwar 
wieder  nur  solche,  bei  denen  <p^l2°  war;  in  derselben  be- 
deutet jetzt  S  die  Abweichung  vom  Leitstrahl  der  Rfl.  des 
Sternenhimmels. 


schiede6  VOrietzten  SPalte  enthaltenen  Mittel  sind  ent- 

en  großer  als  die  soeben  aus  den  Tagesbeobachtungen 
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ermittelten  Werte  und  zeigen  ihrerseits  eine  gute  Überein- 
stimmung mit  den  Leitstrahlen  der  Rfl.  des  Sternenhimmels; 
die  geringen  Abweichungen  8  sind  auch  hier  zweifellos  nur 
den  Beobachtungsfehlern  zuzuschreiben.  Wir  können  somit  als 
zweites  Resultat  die  Tatsache  verzeichnen: 

Schätzungen  des  Monddurchmessers  bei  Nacht 
werden  bei  Höhenwinkeln  über  12°  auf  die  Rfl.  des 
Sternenhimmels  bezogen. 

(Beobachtungen,  die  gerade  in  die  Zeit  der  Dämmerung 
fallen,  haben  wir  bisher  überhaupt  nicht  in  Betracht  gezogen.) 

Die  beiden  letzten  Tabellen  zeigen  auch,  daß  für  Höhen 
über  12°  nicht  nur  die  Mittelwerte,  sondern  auch  die  einzelnen 
Beobachtungsresultate  sich  recht  gut  der  Rfl.  der  Sonne  be- 
ziehungsweise der  des  Nachthimmels  anpassen,  so  daß  wir 
sagen  können,  daß,  wenn  der  Mond  (bei  Tage  oder  bei  Nacht) 
höher  als  12°  steht,  sein  scheinbarer  Durchmesser  bloß  vom 
Höhenwinkel  <p  abhängt. 

Ganz  anders  ist  es  nun  wieder  bei  Höhen  unter  12°.  Hier 
hängt  der  scheinbare  Durchmesser  noch  von  einer  Reihe 
anderer  Umstände  ab,  die  wir  jedesmal  besonders  beschreiben 
müssen,  wie  wir  dies  ja  auch  bei  der  tiefstehenden  Sonne 
getan  haben.  Entspricht  nun  aber  eine  einzelne  Beobachtung 
auch  bei  einer  Höhe  unter  12°  (bei  Tage)  der  Rfl.  der  Sonne 
oder  (bei  Nacht)  der  Rfl.  des  Sternenhimmels,  so  wollen  wir  den 
betreffenden  Durchmesser  wieder  als  normal  bezeichnen. 
Wenn  wir  als  mittleren  Monddurchmesser  (im  Winkel)  31'  an- 
nehmen, so  ergibt  sich  hieraus  folgende  Tabelle  des  normalen 
Monddurchmessers  J„  (in  Zentimetern). 


? 

Jn  bei  Nacht 

dn  bei  Tage 
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dn  bei  Nacht 

dn  bei  Tage 
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? 

dH  bei  Nacht 

dn  bei  Tage 
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dn  bei  Nacht 

d„  bei  Tage 
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Die  F 


rage,  unter  welchen 


Bedingungen  der  Mond  bei 
Hohen  unter  12°  tatsächlich  seinen  normalen  Durchmesser 
und  unter  welchen  er  einen  vergrößerten  zeigt,  wollen  wir 
wieder  an  der  Hand  einzelner  Beobachtungen  über  den  tief- 
stehenden Mond  diskutieren  und  die  Untersuchung  in  drei 
Abschnitte  teilen,  die  sich  auf  die  Beobachtungen  bei  Tage, 
bei  Nacht  und  in  der  Dämmerung  beziehen. 

a)  Mondbeobachtungen  bei  Höhen  unter  12°  bei  Tage. 

Alle  in  der  Zeit  von  Sonnenaufgang  bis  zum  Sonnen- 
untergang angestellten  Beobachtungen  wollen  wir  als  Tages- 
beobachtungen ansehen.  Es  ist  nicht  leicht,  den  Mond  in  der 
£ahe  des  Horizontes  bei  Tage  zu  sehen,  da  uns  die  geringsten 
uunstmassen  seinen  Anblick  bereits  benehmen.  Ich  verfüge 
erzeit  nur  über  wenige  Beobachtungen  des  Mondes  bei  Tage 
und  diese  reichen  nicht  unter  5°  hinab;  doch  liegen  die  Ver- 
risse so  einfach,  daß  die  Beobachtungen  immerhin  als  ans- 
ehend gelten  können.  Wir  setzen  neben  jeden  beobachteten 

Wert  jT"  betreffende  Hühe  geltenden  normalen 

r  um  ein  Bild  von  dem  Ausmaße  der  jeweiligen 
Vergrößerung  d-dn  zu  erhalten. 

«nter  ein^11*  '**  ^  V0,stehenden  Tabelle  entnommen;  nur  wenn  der  Mond 
winke]  d  Cm*nderen  Ges>chtswinkel  als  31'  erschien,  ist  der  richtige  Ucsicht*- 
Berechnung  2U  Grunde  gelegt  worden. 


Digitized  by  Google 


576 


R.  Daublebsky  v.  Sterneck. 


1.  Beobachtung  am  2.  Mai  1906  mittags,  vom  Rathausturm 
in  Czernowitz  aus.  Heiterer,  blauer  Himmel,  nur  unterhalb  des 
Mondes  einige  wenige  Horizontwolken.  Ein  Tag  nach  dem 
letzten  Viertel  (Durchmesser  =  33'). 

?  d  dn  d-d„ 

1 2h30m   8°      21-5  cm      20  •  4  cm      1  •  t  cm 

1  00   12       21  18-8  2-2 

2.  Beobachtung  am  7.  Mai  1906  nachmittags  vom  Rathaus- 
turm in  Czernowitz.  Am  Horizont  heiter,  aber  dunstig.  Etwas 
höher,  etwa  von  6°  aufwärts,  eine  kompakte,  scharf  begrenzte 
Wolkenmasse  mit  horizontalem  unteren  Rande;  dieselbe  zer- 
teilte sich  später  so  weit,  daß  der  Mond  in  den  Lücken  sichtbar 
wurde.  Ein  Tag  vor  dem  Vollmond  (Durchmesser  =  331). 
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3.  Beobachtungen  am  15.  Mai  1906  vormittags,  vom  Uni- 
versitätsgebäude in  Czernowitz  aus.  Viele,  aber  ganz  zerrissene 
Horizontwolken,  und  zwar  nur  im  Westen;  hinter  diesen 
verschwand  der  Mond  bei  8°  Höhe;  sonst  war  es  vollkommen 
heiter,  der  Himmel  von  schönem,  ziemlich  dunklem  Blau.  Mond 
genau  letztes  Viertel  (Durchmesser  =r  317)- 
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Nach  diesen  Beobachtungen  sind  es  zweifellos  die  Wolken, 
die  bei  Tage  eine  Vergrößerung  des  Monddurchmessers  am 
Horizont  bewirken.  Bei  1  und  3,  wo  nur  einige  Horizont- 
wolken, und  zwar  nur  an  einem  kleinen  Teile  des  Horizontes 
vorhanden  waren,  sehen  wir  fast  gar  keine  Vergrößerung,  bei  2 
dagegen  eine  sehr  bedeutende,  die  nur  von  der  damals  am 
Himmel  befindlichen  kompakten  Wolkenmasse  herrühren  kann. 
Wir  können  somit  sagen: 

Bei  Tage  erscheint  auch  der  tiefstehende  Mond 
in  normaler  Größe,  außer  wenn  eine  die  Hfl.  deformie- 
rende Wolkenmasse  vorhanden  ist. 


b)  Mondbeobachtungen  in  der  Zeit  der  Dämmerung. 

Die  Zeit  vom  Sonnenuntergänge  bis  zum  Eintritt  nahezu 
vollständiger  Dunkelheit,  also  etwa  bis  zu  dem  Zeitpunkt,  wo 
sich  die  Sonne  8°  unter  dem  Horizont  befindet,  wollen  wir  als 
die  Zeit  der  Dämmerung  bezeichnen.  Es  ist  also  hier  nicht  die 
Dämmerung  im  astronomischen  Sinne  gemeint,  die  man  be- 
kanntlich bis  zu  einer  Tiefe  der  Sonne  von  18°,  also  bis  zum 
letzten  Verschwinden  jeden  Scheines  am  Abendhimmel,  rechnet, 
ts  wird  sich  empfehlen,  hier  auch  noch  einige  Beobachtungen 
mitaufzunehmen,  die  bei  größerem  Höhenwinkel  als  12°  aus- 
geführt wurden,  da  wir  in  den  früheren  Zusammenstellungen 
von  Beobachtungen  während  der  Dämmerung  überhaupt  ab- 
sehen und  daher  nicht  von  vornherein  annehmen  können,  daß 
auch  wahrend  der  Dämmerung  der  Monddurchmesser  bei 
r^U  immer  normal  sei.  Es  wird  sich  zeigen,  daß  diese 
annähme ^auch  gar  nicht  richtig  wäre.  Um  für  die  Vergrößerung 
n  Maßstab  zu  gewinnen,  wollen  wir  den  normalen  Durch- 
sser  m  der  ersten  Hälfte  der  Dämmerung  wie  bei  den  Ta-es- 

berechCnenn8en' ^  ZWeitCn  W'C  ^  de"  NachlbeobacntunScn 

Stando  ^R1^11^  ^  8>  AprÜ  19°°'  in  Wien  beobachtet- 
die  siT       bethpromenade-  Anfangs  waren  einige  Wolken, 

End  'h   "n011         na°h  auf,östen-  Sonnenuntergang  Öh3f' , 
F  Dam™rung  ?h  £5»  Vollmond  (Durchmesser  =  33'). 
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<p  d  d„  d—d„ 

6h20~   5°  30  cm  21  -8  an  8*2  an 

6  30    7  30  20  9  9-1 

6  45    10  25  1  9-7  5-3 

7  oo   12  24  18-8  5*2 

7  ]5    14  23  19  1  3-9 

7  30    15  '  19-5  18-8  0-7 

2.  Mondaufgang  am  7.  Mai  1906,  in  Czcrnowitz  beobachtet 
(Fortsetzung  von  Nr.  2  der  Tagesbeobachtungen).  Die  Wolken 
nach  und  nach  in  Auflösung,  Sonnenuntergang  7h  20m,  Ende  der 
Dämmerung  8h  ü>ni  (die  letzte  Beobachtung  wäre  also  eigentlich 
schon  zu  den  Nachtbeobachtungen  zu  zählen).  Ein  Tag  nach 
dem  Vollmond  (Durchmesser  =  330- 

?  d  dn  d-dn 

7h  30«'  14°  27  an  18-1  an  8*9  an 

7  45   IG  25  17  5  7-5 

7  55   18  24  18-0  6'0 

8  K)   19  20  17-8  2-2 

9  05   24  18  16-8  1'2 

Aus  diesen  beiden  Beobachtungsserien  sieht  man  deutlich, 
daß  in  der  Dämmerung  eine  besonders  starke  Tendenz  zur 
Vergrößerung  des  scheinbaren  Monddurchmessers  vorhanden 
ist.  Sie  ist  beim  Beginn  der  Dämmerung  am  größten  und  ver- 
liert sich  nach  und  nach,  so  daß  am  Ende  der  Dämmerung 
nahezu  wieder  der  normale  Durchmesser  erreicht  ist.  Die  Ver- 
größerung reicht  aber  auch  bis  zu  Höhen  über  12°  hinauf, 
wenn  eben  die  Dämmerung  so  lange  währt.  Bei  2  ist  noch  bei 
18°  eine  deutliche  Vergrößerung  zu  bemerken.  Wir  stellen 
somit  die  Tatsache  fest,   daß  der  Mond  während  der 
Dämmerung  niemals  seinen  normalen  Durchmesser 
zeigt,  sondern  stets  vergrößert  erscheint  und  mit  zu- 
nehmender Dunkelheit  sich  wieder  seiner  normalen 
Größe  nähert. 
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c)  Mondbeobachttingen  bei  Nacht. 

Hier  können  wir  uns  wieder  auf  Höhen  unter  12°  be- 
schränken, da  wir  bereits  wissen,  daß  sich  bei  größeren  Höhen 
in  finsterer  Nacht  stets  der  normale  Durchmesser  zeigt. 

1.  Mondaufgang  am  10.  Mai  1906,  in  Czernowitz  beob- 
achtet. Mondaufgang  9h  50"»,  schon  in  ganz  finsterer  Nacht,  die 
Sonne  bereits  18°  tief.  Anfangs  war  der  Mond  durch  Horizont- 
wolken verdeckt,  erst  bei  2°  Höhe  wird  er  sichtbar.  Das  Firma- 
ment ist  an  der  Stelle  des  Aufganges  ziemlich  hell  erleuchtet 
und  samt  den  Horizontwolken  sehr  gut  sichtbar.  Die  Wolken 
waren  in  Auflösung,  so  daß  um  1 1  Uhr  abends  der  Himmel 
rein  war;  doch  blieb  es  ziemlich  dunstig.  Zwei  Tage  nach  dem 
Vollmonde  (Durchmesser  =  33'). 

?  d  d»  d-JH 

l°hT           2°  35  o«  23- Ocm  !2-0n» 

10  22  4  34  22-3  11-7 

10  22    7  30  21-2  8-8 

11  22    8  29  20-8  8-2 

11  22   8  20  20-8  5-2 

11  22   11  22  19-8  2-2 

2.  Beobachtung  am  13.  Mai  1906  in  Czernowitz.  Zwei 
'age  vor  dem  letzten  Viertel.  Sehr  wolkig,  die  Wolken  werden 
vom  Monde  erleuchtet,  aber  entschieden  weniger  als  beim 
Mondaufgange  vom  10.  Mai  (Durchmesser  =  320- 

*  d  d„  d-J„ 

12h-m          5°      27  cm     21  -Ocm  Q-Ocm 

1  22    9       28  20-0  8-0 

vor  de  B,e°bachtung  am  14-  Mai  1906  in  Czernowitz.  Ein  Tag 
Mond*™      60  VierteL  Es  ist  heiterer  Himmel,  nur  unter  dem 

Vorsch         e'nige  W°lken'  die  ihn  erst  bei  9°  Höhe  zum 
c  ein  kommen  lassen;  dieselben  werden  vom  Monde  fast 


r 
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gar  nicht  erleuchtet.  Auch  der  Himmel  ist  finster,  die  Lufr  rein 
(Durchmesser  =  31'). 

?  d  du  d-dn 

2h  00»»   9°      22  cm      19'  0  cm       30  cm 

2  30   11        21  18-4  2'6 

4.  Monduntergang  am  28.  Mai  1906  in  Czemowitz  (vom 
Universitätsgebäude  aus)  beobachtet.  Dunkler,  ganz  heiterer 
Himmel;  derselbe  wird  durch  den  Mond  absolut  gar  nicht 
erleuchtet.  Der  Mond  war  bei  den  vier  ersten  Beobachtungen 
hell  leuchtend,  bei  der  vorletzten  bereits  dunkelgelb  und  bei 
der  letzten  rot  gefärbt.  Fünf  Tage  nach  dem  Neumond  (Durch- 
messer :   3C/). 

<p  d  dn  d-dn 

9,lK>™  22°  14  5  cm  15'4n«  — 0  9cm 

9  50   17  15-5  16-3  —0-8 

10  40    9  16-5  18-4  —1-9 

10  55    7  16-0  18-9  —2-9 

11  10    5  17  5  19-5  —2  0 

11   -]0    2V2  18-0  20-3  —2-3 

(Bei  dieser  Beobachtungsserie  ist  somit  der  seltene  Fall 
eingetreten,  daß  der  scheinbare  Durchmesser  hinter  seinem 
normalen  Werte  um  ein  geringes  zurückblieb.) 

Aus  die-en  Beobachtungen  können  wir  folgende,  auch 
mit  der  sonstigen  Erfahrung  übereinstimmende  Regel  ableiten. 

Der  tiefstehende  Mond  erscheint  bei  Nacht  um 
so  mehr  vergrößert,  je  mehr  er  den  ihn  umgebenden 
Teil  des  Firmamentes  erleuchtet. 

Daher  trägt  eine  dunstige  Atmosphäre  am  meisten  zur 
Vergrößerung  bei,  weil  sie  bewirkt,  daß  ein  großer  Teil  des 
Himmels  vom  aufgehenden  Monde  erleuchtet  wird.  Die  reine 
Luft,  wie  wir  sie  im  Hochgebirge  finden,  hat  dagegen  an- 
erkanntermaßen den  Effekt,  daß  der  Mond  beim  Aufgang  auf- 
fallend klein  erscheint. 
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Es  erwächst  für  uns  nun  die  Aufgabe,  zu  zeigen,  daß  auch 
die  Vergrößerungen  des  Monddurchmessers  in  dem  Auftreten 
gewisser  Rfln.  ihre  Ursache  haben. 

Bei  Tage,  wenn  es  vollkommen  heiter  ist,  besteht  über- 
haupt nur  eine  RA.  in  unserem  Bewußtsein,  nämlich  die  der 
Sonne;  der  blaue  Himmel,  der  hier  vor  allem  in  Betracht  käme, 
scheint  bei  Tage  überhaupt  nicht  Anlaß  zur  Entstehung  einer 
eigenen  Rfl.  zu  geben.  Daher  schätzen  wir  die  Mondgröße  auf 
der  einzig  vorhandenen  Rfl.,  nämlich  der  der  Sonne. 

Ist  der  Himmel,  zumal  am  Horizont,  bewölkt,  so  unterliegt, 
wie  wir  wissen,  sogar  die  Rfl.  der  Sonne  gewissen  Deforma- 
tionen; die  Rfl.  des  Mondes  wird  einer  solchen  Beeinflussung 
noch  viel  stärker  zugänglich  sein,  da  ja  am  Tage  der  tief- 
stehende blasse  Mond  von   einem  weißen  Wölkchen  selbst 
kaum  unterscheidbar  ist.  Bei  Höhen  über  12°  findet  dagegen 
eine  Vergrößerung  bei  Tage  im  allgemeinen  nicht  mehr  statt. 
Das  mag  etwa  daher  rühren,  daß  wir  ja  den  Mond  bei  Tage  im 
allgemeinen  nur  sehen,  wenn  das  Gewölk  ein  so  zerrissenes  ist, 
daß  größere  zusammenhängende  Stellen  blauen  Himmels  sicht- 
bar sind  und  daß  daher  in  diesen  Fällen  die  Rfl.  der  Wolken 
nur  so  schwach  angedeutet  ist,  daß  sie  nur,  wenn  der  Unter- 
schied der  Leitstrahlen,  wie  es  am  Horizont  der  Fall  ist,  ganz 
besonders  groß  ist,  deformierend  auf  eine  zweite  Rfl.  einzuwirken 
im  stände  ist. 

Beim  Untergange  der  Sonne  verschwindet  ihre  Rfl.  aus 
unserem  Bewußtsein;  nun  tritt  das  blaue  Himmelsgewölbe, 
as,  wie  wir  gesehen  haben,  solange  die  Sonne  am  Himmel 
_r>  nicht  im  stände  war,  eine  eigene  Rfl.  zu  behaupten,  in 

zueifeH  ChtC'  ^  St6lle  Rn'  dCr  S°nne  tHtt  dne  Rfl-'  die 
he^u05  aUCh  na°h  Sonnenuntergang  noch  ziemlich 

überd      melsgewö,be  ihre  Entstehung  verdankt;  eine  Fläche, 

aber      ^  MessunSen  anstellen  können,  die  sich 

als  d'   RnfaüS  'n  norizontaler  Richtung  viel  weiter  erstreckt 

himmel  ^  S°nne'  ÄUf  d'eSe  RfL  des  D"mmerunSs- 
der  M6  S  bezienen  wir  nun  die  Mondgröße;  daher  erscheint 

«eh/»0«   Während  der  Dämmerung  unter  allen  Umständen 
ö     '  Se,bst  wenr>  seine  Höhe  VI*  bereits  übersteigt. 
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Diese  Vergrößerung  des  Mondes  ist  unmittelbar  nach 
Sonnenuntergang  am  beträchtlichsten  und  nimmt  dann  mehr 
und  mehr,  und  zwar  stetig  ab,  woraus  wir  schließen  können, 
daß  die  Rfl.  des  Dämmerungshimmels  sich  mit  zunehmender 
Dunkelheit  mehr  und  mehr  zusammenzieht,  bis  sie  schließlich 
beim  Eintritt  vollständiger  Finsternis  mit  der  Rfl.  des  Nacht- 
himmels zusammenfällt. 

Geht  nun  aber  in  der  Dunkelheit  der  Mond  auf,  so  kann 
es  geschehen,  daß  er  einen  großen  Teil  seiner  Umgebung 
ziemlich  hell  erleuchtet,  wodurch  die  bereits  entschwundene 
Rfl.  des  Dämmerungshimmels  in  einer  der  von  ihr  durchlaufenen 
Phasen  wieder  auflebt  und  nun  ihrerseits  zu  einer  Deformation 
der  Rfl.  des  Nachthimmels  führt,  die  in  einer  wesentlichen  Er- 
weiterung dieser  Rfl.  in  jener  Richtung  besteht,  in  welcher  eben 
der  Mond  aufgeht.  Beleuchtet  aber  der  Mond  seine  Umgebung 
gar  nicht  oder  nur  sehr  schwach,  wie  es  einerseits  vorkommt, 
wenn  gar  keine  Dunstmassen  in  der  Atmosphäre  vorhanden 
sind  oder  wenn  der  Mond  als  ganz  schmale  Sichel  selbst  keine 
Leuchtkraft  besitzt,  dann  lebt  die  Rfl.  des  Dämmerungshimmels 
gar  nicht  mehr  auf  oder  ist  nur  so  schwach  angedeutet,  daß 
ihr  gar  keine  deformierende  Kraft  innewohnt  und  dann  sehen 
wir  den  Mond  in  seiner  normalen  Größe. 

Bei  dieser  Auffassung  ist  es  auch  klar,  daß  nur  der  tief- 
stehende Mond  einen  solchen  Beleuchtungseffekt,  der  zu  einer 
Deformation  der  Rfl.  des  Nachthimmels  führt,  ausüben  kann. 
Es  besteht  hier  nämlich  eine  vollständige  Analogie  mit  der 
Art  und  Weise,  wie  die  Rfl.  des  Wolkenhimmels  auf  die  Rfl. 
der  Sonne  einwirkt.  Wie  es  nur  die  tieferen  Partien  des  Wolken- 
himmels sind,  denen  eine  deformierende  Kraft  zuzuschreiben 
ist,  so  müssen  auch  hier  die  tieferen  Partien  des  Himmels 
durch  den  Mond  erleuchtet  werden,  wenn  hiedurch  eine  De- 
formation der  Rfl.  des  Nachthimmels  erfolgen  soll;  denn  es 
kommt  auch  hier  wieder  auf  den  Unterschied  der  Leitstrahlen 
der  beiden  Rfln.  an,  der  nur  in  den  tieferen  Partien  einen 
nennenswerten  Betrag  erreicht.  Bei  höherem  Stand  des  Mondes 
entsteht  infolge  der  von  ihm  ausgehenden  Erleuchtung  einfach 
eine  hellere  Stelle  an  dem  seiner  Form  nach  unveränderten 
Nachthimmel. 
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Durch  die  Heranziehung  des  Momentes  der  teilweisen 
Erleuchtung  des  Firmamentes  durch  den  Mond  glaube  ich,  die 
bereits  erwähnte,  von  Helmholtz  mit  Vorliebe  ins  Treffen 
geführte  Theorie  der  »Luftperspektive«  erst  in  ihrer  wahren 
Bedeutung  zu  erkennen.  Diese  zunächst  sehr  bestechende 
Theorie  dürfte  eigentlich  nur  einen  gewissen  Schein  von 
Richtigkeit  besitzen.  Denn  wenn  es  dunstig  ist,  so  erscheint 
der  Mond  allerdings  matter  leuchtend  und  zugleich  auch  ver- 
größert; aber  nicht  das  veränderte  Aussehen  des  Mondes  selbst 
ist  es,  das  die  Vergrößerung  bewirkt-,  sondern  es  wird  eben  in 
dunstigen  Nächten  ein  viel  größeres  Stück  des  Firmamentes 
durch  den  Mond  erleuchtet  und  dies  ist  der  Grund  für  die  Ent- 
stehung einer  größeren,  die  ursprüngliche  deformierenden  Rfl. 
Daß  das  bloße  Matterscheinen  des  Mondes  nicht  hinreicht,  hat 
bereits  Robert  Smith  (1728)  klar  zum  Ausdruck  gebracht, 
indem  er  darauf  hinwies,  daß  der  hochstehende  Mond,  der  bei 
einer  Mondesfinsternis  gleichfalls  ganz  matt  leuchtet,  dennoch 
nicht  vergrößert  erscheint.*  Auch  läßt  sich  gegen  diese  Theorie 
des  Matterscheinens  anführen,  daß  der  sichelförmige  Mond 
auch  bei  dunstiger  Atmosphäre  gar  keine  oder  doch  keine 
wesentliche  Vergrößerung  gegenüber  seinem  normalen  Durch- 
messer zeigt. 


8.  Die  Entstehung  der  Referenzflächen. 

Wir  haben  zur  Erklärung  der  scheinbaren  Größe  der 
ne  und  des  Mondes  im  ganzen  vier  verschiedene  Rfln. 
angenommen  und  ihre  Wechselwirkung  untersucht,  nämlich 

1-  die  RH.  der  Sonne, 

2-  die  Rfl.  des  Wolkenhimmels, 

3-  die  etwas  variable  Rfl.  des  Dämmerungshimmels, 

4-  die  Rfl.  des  Nachthimmels. 

Zust  T  W°llen        n°Ch  den  Versuch  machen»  auch  das 
sandekommen   dieser  vier  Rfln.   unserem  Verständnisse 
CtWas  naher  zu  bringen. 

1  R°bert  Smith,  a.  a.  0.,  p.  418. 


Digitized  by  Google 


584 


R.  Daublebsky  v.  Sterneck, 


Vor  allem  konstatieren  wir,  daß  die  empirische  Unter- 
suchung der  Rtln.  gezeigt  hat,  daß  sie  (von  einer  unwesent- 
lichen Abweichung  der  Rfl.  der  Sonne  abgesehen)  die  gleiche 
Vertikalerhebung  im  Zenith,  etwa  12  im,  besitzen. 

Was  zunächst  diese  gemeinsame  Höhe  betrifft,  so  ist  der 
Betrag  von  12  m  für  dieselbe  an  sich  ein  ganz  willkürlicher;  da 
nun  aber,  wie  ich  durch  die  bereits  erwähnte  Umfrage  kon- 
statiert habe,  die  meisten  Menschen  auch  hinsichtlich  der 
absoluten  Größe  der  Rtln.  mit  meinen  Schätzungen  überein- 
stimmen, so  muß  dieser  Höhe  von  12  m  doch  irgend  welche 
besondere  Bedeutung  zukommen.  Es  dürfte  etwa  die  Ent- 
fernung sein,  die  den  meisten  Menschen  gerade  angenehm 
ist,  um  bei  bequemem  Hinaufsehen  einen  Gegenstand  seiner 
Größe  nach  abzuschätzen.  Überdies  gibt  es  ja  einige  Personen, 
bei  denen  es  anders  ist;  diejenigen,  die  den  Mond,  den  ich  mit 
18 cm  schätze,  bloß  mit  'Sem  schätzen,  verlegen  die  Rfln.  im 
Zenith  nicht  in  \2m,  sondern  bloß  in  2m  Entfernung. 

Hat  sich  nun  eine  Person  für  eine  bestimmte  Höhe  ihrer 
sämtlichen  Rfln.  entschieden  (die  meisten  wählen  eben  12  m), 
so  hängt  die  Form  der  einzelnen  Rfl.  nur  mehr  von  ihrer 
Horizontalausdehnung  ab.  Daraus  können  wir  entnehmen,  daß 
es  wohl  hauptsächlich  der  verschiedene  Anblick  des  Horizonts 
sein  wird,  der  die  Entstehung  der  verschiedenen  Rfln  bedingt. 

Wir  gehen  nun  zu  den  einzelnen  Rfln.  über  und  beginnen 
mit  der  Rfl.  des  Wolkenhimmels.  Da  dieselbe  der  scheinbaren 
Form  des  Wolkenhimmels  ähnlich  ist,  so  haben  wir  bloß  letztere 
zu  erklären.  Diese  Erklärung  habe  ich  bereits  an  anderer  Stelle 
gegeben,1  indem  ich  zeigte,  daß  unter  der  Annahme,  daß  die 
scheinbare  Distanz  d'  einer  Wolke  mit  der  wahren  Distanz  J 

durch  die  Formel  d'  —  —--  zusammenhängt,  sich  die  Form  des 

c+J 

Wolkenhimmels  als  ein  Hyperboloid  darstellen  muß.  Betragt 
die  Höhe  der  über  uns  schwebenden  Wolkenschicht  h,  so  ist 
die  scheinbare  Vertikalerhebung  des  Wolkcnhimmels  gegeben 
ch 

durch         ,  die  scheinbare  Horizontalausdehnung  aber  nahezu 
c+  h 

'  Versuch  u.  Th.  d.  scheint».  Eni).,  p  lüOU. 
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gleich  c,  da  wir  die  Wolkenschicht  mit  hinreichender  Genauig- 
keit als  eine  Horizontalebene  ersehen  können,  die  den  Horizont 
erst  in  der  wahren  Distanz  d  =  oot  der  d'  =  c  entspricht, 
schneidet  Das  Verhältnis  der  Vertikalerhebung  zum  Radius 

des  Schnittkreises  mit  dem  Horizonte  ist  daher  —  -  .  Was  die 

c-f-  h 

Größe  c  betrifft,  so  habe  ich  a.  a.  O.  umgekehrt  aus  der  schein- 
baren Form  des  Wolkenhimmels  die  Konstante  c  mit  \Q-ßkm 
berechnet.  In  letzter  Zeit  habe  ich  nun  einige  Distanzschätzungen 
terrestrischer  Objekte  bei  Tage  vorgenommen  und  gefunden, 
daß  unter  besonders  günstigen  Bedingungen  für  die  Schätzung 
sich  selbst  bei  terrestrischen  Objekten  ein  Wert  von  c  heraus- 
stellt, der  10  km  oder  sogar  etwas  darüber  beträgt.1  Diese 
gute  Übereinstimmung  mit  dem  seinerzeit  aus  der  Form  des 
Wolkenhimmels  ermittelten  Werte  von  c  berechtigt  uns,  auch 
hier  wieder  denselben  Wert  zu  verwenden.  Da  wir  nun  für  die 
scheinbare  Form  des  Wolkenhimmels  vom  25.,  26.  und  27.  März 
1906  durch  die  Messungen  ein  Hyperboloid  1:9  gefunden 
haben,  so  erhalten  wir  die  Höhe  h,  in  der  wir  die  an  diesen 
Tagen  über  Czernowitz  schwebende  Wolkenschicht  voraus- 
setzen müssen,  um  die  beobachtete  Form  des  Wolkenhimmels 
zu  erklären,  aus  der  Gleichung 

c+Ä-9'  =  1320«. 

Da  die  Seehöhe  von  Czernowitz  250  m  beträgt,  müßte  sich 
aiso  die  betreffende  Wolkenschicht  in  einer  Seehöhe  von  1575  m 
Runden  haben,  was  ganz  plausibel  ist,  da  wir  es  offenbar  mit 
echt  niedrigen  Wolken  zu  tun  hatten,  wie  man  aus  dem 
asenen  Vorbeiziehen  im  Zenith  entnehmen  konnte. 

der    h"      Rfl'       WoIkenhimmels  bietet  somit  die  Theorie 
Die  Sp  embaren  Entfemungen  eine  ausreichende  Erklärung, 
wes         ^  Wolkenhimmels  hängt  unter  anderem  auch 
entHch  von  der  Größe  c,  d.  h.  von  der  scheinbaren  Ent- 

1  genauer  Bericht  über  diese  Versuche  würde  uns  hier  zu  weit 
S'"b «-»«hen,.^,  Kl,  cxv_  ßd_t  Abt_  1U>  4Q 


Digitized  by  Google 


5S6 


R.  Daublebsky  v.  Sterneck, 


fernung  der  fernsten,  am  Horizont  noch  sichtbaren  Gegenstände, 

speziell  der  Wolken,  ab. 

Zwei  Umstände  lassen  sich  nun  namhaft  machen,  die 
solchen  Entfernungsschätzungen  in  der  Richtung  gegen  den 
Horizont  besonders  hinderlich  sind:  erstens  eine  allzu  grelle 
Beleuchtung,  zweitens  eine  allzu  geringe  Beleuchtung. 
Sehen  wir  gegen  die  Sonne,  so  unterschätzen  wir  die  Ent- 
fernungen terrestrischer  Objekte  infolge  der  ungünstigen  Be- 
leuchtungsverhältnisse ganz  besonders  stark,  da  wir  keine 
Details  der  Umgebung  wahrnehmen  können.  Dies  scheint  mir 
der  Grund  für  die  Entstehung  einer  eigenen  Rfl.  der  Sonne  zu 
sein,  die  in  der  Horizontalausdehnung  ganz  bedeutend  kleiner 
ist  als  die  des  Wolkenhimmels  (25  ■  3  m  gegen  109-4  m),  während 
im  Zenith  bis  auf  eine  unwesentliche  Abweichung1  (101  m 
gegen  12-2  m)  die  Erhebung  die  gleiche  ist.  Diese  neue  Rfl. 
ist  nun  die  bei  Tage  eigentlich  herrschende,  da  die  Sonne  eben 
der  einzige  sichtbare  Gegenstand  am  Firmament  ist;  nur  wenn 
sehr  zahlreiche  Wolken  am  Himmel  sind,  kommt  uns  mitunter 
auch  die  Rfl.  des  Wolkenhimmels  wieder  zum  Bewußtsein  und 
bewirkt  die  geschilderten  Deformationserscheinungen. 

Geht  nun  die  Sonne  unter,  so  sind  die  Distanzschätzungen 
auch  in  der  früher  durch  die  Sonne  behinderten  Richtung 
wieder  viel  leichter  geworden  und  die  herrschende  Rfl.  erweitert 
sich  allmählich.  Während  bei  Tage  das  blaue  Himmelsgewölbe 
selbst  nicht  Anlaß  zur  Entstehung  einer  eigenen  RA.  gab.  ist 
dies  jetzt  in  der  Abendbeleuchtung  anders  geworden;  diesich  der- 
art erweiternde  Rfl.  der  Sonne  wird  nämlich,  wenn  keine  Wolken 
am  Himmel  sind,  eventuell  auch  zur  Rfl.  des  heiteren  Himmels; 
sie  erreicht  (wenn  wir  das  Maximum  der  Vollmondgröße  am 
Horizont  etwa  mit  50  cm  annehmen)  ungefähr  die  doppelte 
Horizontalausdehnung  der  Rfl.  der  Sonne.8 


1  Diese  Abweichung  vermag  ich  nicht  zu  erklären. 

2  Geht  die  Sonne  sehr  wenig  leuchtend  unter  (infolge  Dunstes),  so  konnte 
man  auch  annehmen,  daß  infolge  der  leichteren  Distanzschätzung  die  Rfl^** 
heiteren  Firmamentes  noch  vor  Sonnenuntergang  entsteht,  und  brauchte 

zur  Erklärung  des  vergrößerten  Sonnendurchmessers  den  Dunstmassc.i  sCi 
keine  eigene  Rfl.  zuzuschreiben. 
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Doch  nicht  lange  besteht  diese  erweiterte  RH.  Mit  Einbruch 
der  Dunkelheit  wachsen   die  Schwierigkeiten  der  Distanz- 
schätzung gegen  den  Horizont  wieder  ganz  bedeutend  und  wir 
sehen  die  RA.  wieder  mehr  und  mehr  zusammenschrumpfen, 
bis  sie  eine  Form  annimmt,  die  mit  der  uns  durch  das  Phänomen 
der  Extinktion  des  Sternenlichtes  in  der  Atmosphäre  nahe- 
gelegten Form  des  Sternenhimmels  übereinstimmt.  Außer  stände, 
in  finsterer  Nacht  irgend  welche  Distanzen  gegen  den  Horizont 
hin  zu  schätzen,  würden  wir  wahrscheinlich  in  der  Zusammen- 
ziehung der  Rfl.  so  weit  fortfahren,  bis  wir  tatsächlich  bei  der 
Halbkugelform  anlangen  würden,  wenn  uns  nicht  die  tiefer 
stehenden  Sterne  infolge  der  Extinktion  schwächer  leuchtend 
und  daher  weiter  von  uns  entfernt  vorkämen.  Diese  Rfl.  des 
Sternenhimmels  stimmt  dann  zufällig  ungefähr  mit  der  Rfl.  der 
Sonne  überein. 

Ein  ganz  ähnliches  Übergangsstadium  wie  während  der 
Abenddämmerung  muß  natürlich  auch  während  der  Morgen- 
dämmerung existieren.  Hier  erweitert  sich  bei  zunehmendem 
lageshcht  die  Rfl.  des  Nachthimmels,  bis  sie  durch  den  Sonnen- 
aufgang veranlaßt  wird,  sich  wahrscheinlich  ziemlich  plötzlich 
m  die  Rfl.  der  Sonne  zusammenzuziehen. 

Durch  die  vorstehenden  Ausführungen  dürfte  die  Ent- 
stehung der  verschiedenen  Rfln.  ziemlich  erklärt  sein;  die 
größeren  oder  geringeren  Schwierigkeiten  in  der  Schätzung  der 
Distanzen  gegen  den  Horizont  hin  haben  eben  in  unserer  Vor- 
stellung dieses  eigentümliche  Heran-  oder  Hinausrücken  des 
scheinbaren  Horizontes  zur  Folge,  das  unter  Annahme  einer 
onstanten  Vertikalerhebung  die  verschiedenen  Formen  des 

RnnTedfn^ÖlbeS         ^  ^  verschiedenen  Formen  der 

bishe^"  hab6n  aUCh       BeziehunSen  unserer  Theorie  zu  den 
er  üblichen  Erklärungsversuchen  der  scheinbaren  Ver- 

erw'iT111^  ^ondes  unc*  der  Sonne  am  Horizont  bereits 
Gedank^  ^  dieS6  Theorien  k,inSen  zweifellos  an  richtige 
untre"  ^  mÜSSen  aber  in  ihrer  jetzigen  Form  doch  als 
schläeignet  beZ6ichnet  werden,  die  sehr  mannigfachen  ein- 
erkläfen6"  ErSCheinun^en  aucn  nur  halbwegs  erschöpfend  zu 

40* 
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Wir  stellen  ihnen  hiemiteine  neue,  die  »Referenzflächen- 
theorie« gegenüber,  die  in  der  Annahme  bestimmter  Wechsel- 
wirkungen zwischen  den  einzelnen  empirisch  konstatier- 
baren Rfln.  besteht.  Möge  denn  dieser  erste  Versuch  einer 
einheitlichen  Erklärung  der  scheinbaren  Größe  der  Gestirne, 
der  ja  keineswegs  den  Anspruch  erheben  will,  bereits  hinsicht- 
lich jedes  einzelnen  Details  als  erschöpfend  zu  gelten,  in  Fach- 
kreisen eine  wohlwollende  Beurteilung  finden. 
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Ober  den  Zusammenhang  einiger  neuerer 
Sätze  der  analytischen  Zahlentheorie 

von 

Edmund  Landau  in  Berlin. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  16.  Juni  1906.) 

Einleitung. 

In  der  folgenden  Abhandlung  handelt  es  sich  nicht  darum, 
neue  Sätze  zu  beweisen;  sondern  ich  werde  einige  der  wich- 
tigsten bekannten  Sätze  über  die  Verteilung  der  Primzahlen 
und  der  quadratfreien  Zahlen  in  Bezug  auf  ihren  gegenseitigen 
Zusammenhang  untersuchen,  ebenso  ihre  Verallgemeinerungen 
tur  algebraische  Zahlkörper.  Der  Beweis  jener  Sätze  ist  erst  in 
neuerer  Zeit  auf  Grund  der  Theorie  der  Zetafunktion  geführt 
worden.  Mir  liegt  daran,  festzustellen,  daß  einige  derselben  sich 
aus  anderen  durch  elementare  Hilfsmittel,  d.  h.  ohne  nochmalige 
Heranziehung  jener  transzendenten  Methoden,  herleiten  lassen. 

Es  sei  *(*)  die  Anzahl  der  Primzahlen  ^  *,  die 
Summe  der  natürlichen  Logarithmen  der  Primzahlen  ^  x, 
VW  die  Anzahl  der  quadratfreien  (d.  h.  durch  keine  von  1 
verschiedene  Quadratzahl  teilbaren)  Zahlen  <£  x;  es  sei  |t(«) 
«wenige  zahlentheoretische  Funktion,  welche  für  n  =  1  gleich  1 
lLh7^fatfreie'  aUS  P  Primf*ktoren  zusammengesetzte  n 
L  p  ,  • }  Und  fÜr  nicht  q^dratfreie  n  gleich  0.  Ferner  seien 
Funktionen  M(x),  g(x)  und  /(*)  durch  die  Gleichungen 

X 

«  =  i 

x 


n  =  1 

x 


u  ' 

log* 
n 


n  =1 
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definiert.  Im  ersten  Teile  dieser  Arbeit  wird  hauptsächlich 
von  den  sechs  bekannten  Sätzen  die  Rede  sein,  welche  unter 
Anwendung  dieser  Bezeichnungen  folgendermaßen  lauten: 


lim  ±&  =  1,  (1) 

X  =  OO  X 


%  (x)  log  X 

x  —  oo 


lim  «w»»»  =  ,  (2) 

X 

lim  g{x)-Ot  (3) 

c  =  oo 

lim  m  =  o,  w 

X  =  00  x 

lim  /(*)  =  —  1,  (5) 


r  =  oo 


Ö(*)-£* 

lim   


x  =  oo 


=  0.  (6) 


Historisch  sei  kurz  bemerkt,  daß  Satz  (1)  zuerst  von  den 
Herren  Hadamard1  und  de  la  Vallee  Poussin8  bewiesen 
worden  ist  (später  einfacher  von  mir8),  Satz  (2)  zuerst  von 
Herrn  de  la  Vallee  Poussin4  (später  einfacher  von  mir), 
die  Sätze  (3)  und  (4)  zuerst  von  Herrn  v.  Mangoldt6  (später 


i  »Sur  la  distribution  des  zeros  de  la  fonction  C(s)  et  ses  consequences 
arithmetiques«.  Bulletin  de  la  socidte  mathematique  de  France,  Bd.  24  (1896), 
p.  218. 

s  >Recherches  analytiques  sur  la  theorie  des  nombres  premiers«.  Annales 
de  la  societe  scientifique  de  Bruxelles,  Bd.  20,  Teil  2  (1896),  p.  251. 

8  »Neuer  Beweis  des  Primzahlsatzes  und  Beweis  des  Primidealsatzes«. 
Mathematische  Annalen,  Bd.  50  (1903),  p.  663. 

•*  L.  c.  (siehe  Anm.  2),  p.  361. 

5  L.  c.  (siehe  Anm.  3),  p.  663. 


6  »Beweis  der  Gleichung 


0.«  Sitzungsberichte  der  königlich 


preußischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1897,  p.  849,  beziehungs- 
weise p.  851. 
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einfacher  von  mir1),  Satz  (5)  zuerst  von  mir2  und  Satz  (6) 
ebenfalls.8  Diese  Beweise  beruhen  durchweg  auf  der  Theorie 
der  Riemann'schen  Zetafunktion. 

Was  den  etwaigen  elementaren  Zusammenhang  der  Sätze 
untereinander  anlangt,  so  ist  darüber  folgendes  bekannt: 

1.  Sylvester4  hat  —  als  die  Sätze  (1)  und  (2)  beide 
noch  unbewiesen  waren  —  gezeigt,  daß  aus  (1)  unmittelbar 
(2)  folgt.  Zu  diesem  Zwecke  führte  er  (elementar)  den  Nach- 
weis der  Relation 

lim  sup^^limsup*^, 
log* 

welche  zusammen  mit  der  selbstverständlichen  Beziehung 

das  Verlangte  leistet. 

Umgekehrt  ergibt  sich  aus  (2)  leicht  der  Satz  (1). 
2-  Aus  (1)  läßt  sich  elementar  (3)  folgern;  hierin  besteht 
mein  Beweis6  der  Gleichuni 


'S 


oo 


Z  IT  =  a 

«  =  I 

3.  Aus  (3)  läßt  sich  (4)  elementar  herleiten;  dies  hat  Herr 
v.Mangoldt«  zuerst  ausgeführt  und  ich  später7  einfacher. 

J  »Neuer  Beweis  der  Gleichung  V  ~  =  0.«  Inauguraldissertation, 
**M890,  p.  15,  beziehungsweise  p.^' 

rend/h  k?"0"00"  A  '*  de  la  fonCtion        dc  R^mann.«  Comptes 

t'899)      8lTadairCS       S'aUCCS  dC  racaddmie  des  scienccs>  Paris>  Bd-  129 

Bulletin  d  U,rqUelqUeS  in^a,it<^s  dans  ln  theorie  de  la  fonction  C(j)  de  Riemann.« 

*  »OrT  S°C,aÖ  math<hnaticlue  de  ^ance,  Bd.  33  (1905),  p.  241. 
0»1)  p  9  arithmetical  series-€  The  Messenger  of  Mathematics,  Ser.  2,  Bd.  21 

l  [~  Msiehe  Anm.  1),  p.  6  bis  15. 
L.c.  (siehe  p.  590,  Anm.  6),  p.  849  bis  851. 
L  °- (s,ehc  A™-  1),  p.  15  bis  10. 
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4.  Aus  (5)  folgt  die  Konvergenz  von 

V  ^>;)  (7) 

Zj  « 

fl  =  1 

unmittelbar,  da  das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe  aus  dem 
allgemeinen  Gliede  der  nach  (5)  konvergenten  Reihe 

Z\l(h)  log» 
n 

n  =  1 

durch  Multiplikation  mit  dem  monoton  zu  Null  abnehmenden 

Faktor  — ?—  (w  ^  2)  entsteht.  Aus  der  Konvergenz  von  (7)  läßt 
log« 

sich  bekanntlich  leicht  folgern,  daß  der  Wert  dieser  unend- 
lichen Reihe  =  0  ist.  Analytisch  ergibt  es  sich  aus  der  be- 
kannten Tatsache,1  daß  eine  Dirichlet'sche  Reihe  in  jedem 
Punkte,  wo  sie  konvergiert,  nach  rechts  stetig  ist;  denn  hier- 
nach ist 

n =1  n =1 

Elementar  folgt  es  z.  B.  aus  der  von  Herrn  v.  Mang ol dt* 
einfach  bewiesenen  Relation 

I  log  **(*)-/(*)|<  4; 
eine  andere  elementare  Begründung  auf  Grund  der  Identität 


(8) 


n  =1 

habe  ich  früher3  einmal  angegeben. 


1  Diese  ist  das  Analogem  zum  Abel'schen  Satz  über  Potenzreihen. 

2  L.  c.  (siehe  p.  590,  Anm.  6),  p.  839. 

3  »Über  die  asymptotischen  Werte  einiger  zahlentheoretischer  Funk- 
tionen.« Mathematische  Annalen,  Bd.  54  (1901),  p.  573  bis  574.  Dort  zeigte 
ich  auf  Grund  von  (8),  daß  sogar  die  Relation 

g{x)^~-  (<r>0) 
log  x 
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Aus 


«  =  1 

ergibt  sich  weiter 


g(x)  =  V  £W  =       y  _  _  y   ii(n)  \ogn  1 


oo 

=  -£  O  +/(»)— (i  +/(«— l»  ^i- 

VlogM     Iog(*  +  l)/     log(*+l)f  W 

wenn  8  eine  beliebig  gegebene  positive  Größe  ist,  so  ist  nach  (5) 
lur  alle  hinreichend  großen  x 

|1+/(*)|<8, 
also  in  Verbindung  mit  (9) 

i*«|<8  V  fj  !  \  5  28 

nti+r°g  H       ,0*  («  +  !)/       lOg  (*+  1)  ~  log(*+l)* 

Aus  (5)  folgt  also  nicht  nur  (3),  sondern  sogar 

Jj^g(*)logx  =  0.  (10) 


Ferner  folgt  aus  (5)  für  M(x)  nicht  nur  die  Relation  (4), 

üb  r^eTh-f CkSiCht       P'  591'  Nn  3-  durch  den  Über^ 
W  erhalt;  sondern  es  ergibt  sich  sogar  die  Gleichung 

hm  ~°      w  =  0.  (11) 

*  =  oo  X  K  ' 

großen  x  gelten  kann,  und  dasselbe  für 

ch  <c<0)- 
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In  der  Tat  ist 


«  =  1  n  =  1 


Nach  Annahme  von  8  ist  wegen  (10)  für  alle  *>a>(5) 
also  für  alle  #><o 

|*<*)|s£l*(«)l+»  £  i3b+8^; 

n  =  1  «  =  i»+l 


(12) 


der  Quotient  der  rechten  Seite  von  (12)  durch  ~x  konvergiert 
für  x  —  oo  gegen  28;  also  ist  für  alle  hinreichend  großen  x 


!A/(*)|<38  — 


x 

~~x 


womit  (11)  bewiesen  ist. 

Im  folgenden  bezeichne  durchweg,  wenn  F(x)  eine  Funk- 
tion des  positiven  Argumentes  x  ist,  0(F(x))  eine  Funktion, 
deren  Quotient  durch  F(x)  für  alle  x  von  einer  gewissen  Stelle 
an  dem  absoluten  Betrage  nach  unterhalb  einer  endlichen 
Schranke  verbleibt;  {F(x)}  bezeichne  eine  Funktion,  deren 
Quotient  durch  F(x)  für  x  =  oo  den  Grenzwert  0  hat;  alsdann 
lassen  sich  z.  B.  die  Gleichungen  (5),  (10)  und  (11)  folgender- 
maßen schreiben: 

/<*)  =  -l+{l}, 


^)  =  !io^}' 


(13) 
(14) 

(15) 
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Den  erwähnten  bekannten  Beziehungen  zwischen  den 
Sätzen  (1)  bis  (6)  füge  ich  nun  in  der  vorliegenden  Arbeit 
einige  neue  hinzu,  welche  mir  von  Interesse  zu  sein  scheinen. 
Im  §  1  zeige  ich,  daß  sich  aus  (5)  der  Satz  (1)  elementar  folgern 
laßt.  Dies  beleuchtet  die  Versuche  von  Tschebyschef,  Syl- 
vester und  anderen,  den  Satz  (1)  auf  Grund  der  Tscheby- 
schefsehen  Identität 

*  x 

£  log«  =  (,6) 

«  =  1  n  =  1 

zu  beweisen,  wo 


~ f~  •  •  • 


gesetzt  ist.  Im  §  2  werde  ich  aus  (1)  ohne  Vcrmittelung  von  (3) 
den  Satz  (4)  folgern.  Im  §  3  werde  ich  aus  (4)  den  Satz  (6) 
olgern;  mein  bisheriger  Beweis »  von  (6)  benutzte  einen 
charferen  Satz«  über  M(x).  Im  §  4  gebe  ich  einen  neuen,  nur 
aie  einfachsten  Eigenschaften  der  Zetafunktion  benutzenden 
«weis  für  den  Satz  an,  daß  bei  gegebenem  s  mit  reellem  Teil  1 


ist. 


Im  zweiten  Teile  führe  ich  für  beliebige  algebraische  Zahl- 
dT.r^T  Untersuch"ngen  aus  wie  im  ersten  Teile  für 
Rationa,itä^bereich.  Die  Untersuchungen  der 
bll       xb6Zlehen  sich  ™*  die  (sämtlich  zuerst  von  mir 

sv  T™n\Jnf  SätZC'  WGlche  den  Satzen  0)  b*  (5)  ent- 
gehen und  folgenden  Wortlaut  haben : 

ist  *(\  T  ^  diC  AnZEhl  der  Pri™deale,  deren  Norm  ^  x 
idealth.  SUmme  ihrer  natür,»chen  Logarithmen;  es  sei  die 
ein  oulTTChe  FUnkU°n  ^  fÜr  das  Einheitsideal  =  1,  für 
ist  -  /  ,"pre,6S  Id6a1'  das  aus  P  Primidealen  zusammengesetzt 
''-l—  1),  sonst  =0;  es  sei 


^tiehe  P-591'  Anm'  3>'  P-  239  bis  24 »• 

«  öe  war  vordem  auch  von  mir  bewiesen  worden. 
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M(x)  =  £  ii(n), 


tfn  =  l 


=  Z  Tti' 

.Vn  =  l 

2,  — Tfi  ' 

An  =  1 

wo  n  in  den  Summen  alle  Ideale  durchläuft,  deren  Normen 
^  x  sind.  Dann  gelten  die  Sätze  (1),  (2),  (3),  (4)  wörtlich  und 
an  Stelle  von  (5)  tritt 

Hm  /(*)  =  -  -  j  ,  <17) 

wo  a  eine  durch  den  Körper  wohlbestimmte  positive  Konstante 
ist.  Die  Sätze  (1)  und  (2)  habe  ich  in  der  auf  p.  590,  Anm.  3 
zitierten  Arbeit1  bewiesen,  die  Sätze  (3),  (4)  und  (17)  in  einer 
späteren  Arbeit.2 

Im  §  5  leite  ich  aus  (17)  den  Satz  (1)  ab  (im  Anschluß  an 
§  1);  der  §  6  entspricht  dem  §  2  und  liefert  den  direkten  Uber- 
gang von  (1)  zu  (4).  Der  §  7  enthält  nicht  das  Analogen  zum 
§  3; 8  vielmehr  führe  ich  im  §  7  das  Analogon  zu  dem  in  meiner 
Dissertation*  enthaltenen  elementaren  Übergange  von  (1)  zu  (6) 
aus.  Der  §  8  schließt  sich  eng  an  den  §  4  an. 


1  p.  669,  beziehungsweise  p.  670.  . 

2  »Über  die  zahlentheoretischc  Funktion  Diese  Staungsbenc  ^ 
Bd.  112,  Abt.  IIa,  1903,  p.  566,  beziehungsweise  p.  560,  beziehungsweise 

3  Ein  solches  existiert  nicht,  da  für  Zahlkörper  zweiten  und  höheren 
Grades  bei  der  bekannten  Behandlung  von  Q(x)  (siehe  die  in  Anm.  2  *!  e 
Arbeit,  p.  561  bis  562)  ein  anderes  Glied  die  Größenordnung  des  Restes 
stimmt  wie  für  den  Körper  der  rationalen  Zahlen. 

*  L.  c.  (siehe  p.  591,  Anm.  I). 
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Erster  Teil. 

§1- 

Wenn       die  auf  p.  595  angegebene  Bedeutung  hat  und 


£  log  H  =  T(x) 

n  =  1 

gesetzt  wird,  ist  nach  Tschebyschef s  Identität  (16) 


n  =  1 


Hierbei,  wie  durchweg  im  folgenden,  braucht  x  keine  ganze 
Zahl  zu  sein;  eine  Summe  mit  nicht  ganzzahligen  Grenzen  soll 
stets  bedeuten,  daß  der  Summationsbuchstabe  alle  dem  be- 
treffenden Intervall  angehörigen  ganzen  Zahlen  durchläuft. 
Demnach  ist  für  alle  x^  1 

T(x)  =r  log  ([*]!). 

Aus  (18)  folgt  durch  Anwendung  der  Möbius'schen  Um- 
Kehrungsformel 

*  X 

♦M  =  £  K«)7-(£)  =  £         loggjl).  (19) 


»  =  1 


Wie  Herr  Gram*  angegeben  hat,  gibt  es  für  6(x)  noch  die 
andere  Darstellung 


X 

♦M  = log«. 

n  =1 


(20) 


^  analytische  Quelle   dieser   beiden   (auch  arithmetisch 
nt  venflzierbaren)  Identitäten  (19)  und  (20)  liegt  in  den 
1Qen  Gleichungen 

Gnensl<>Und!re^gelSer  &ngaaCnde  M«"gden   af  Primtal   under   en  givcn 
vifcnsk4bel      k°ngeIige  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Skrifter,  natur- 
g  °g  ^«matisk  Afdeling,  Ser.  6,  Bd.  2  (1884),  p.  238  und  299. 


598 


E.  Landau, 


^  =    —  •  (— C'(s))  (21) 

C(5)  «S)     1  ^ 


und 


_c:(i)__c^).c(5). 


(22) 


denn,  wenn  die  Dirichlet'schen  Reihen 

oo  oo   .  .  oo 


r,  n       V    1  V  l0gW       1     -  V  ^ 


H-(m) 

1  C'(s)  _       v  !^(«)logw        C(s)  _  V  VM  ' 


J_  _     C^s)         y       log»*    _C(£)  _  y  n« 


eingeführt  werden,  so  ergibt  sich  (19)  aus  (21)  und  (20)  aus  (22), 
indem  man  auf  beiden  Seiten  die  Summe  der  Koeffizienten  von 

"F*  ' '  [Fp"  einander  gleichsetzt  und  die  Identität 

X 

£  v(«)  =  *(*) 

n  =  1 

berücksichtigt. 

Ich  hatte  bei  einer  früheren  Gelegenheit8  gezeigt,  daß  der 
Satz  (1),  also  auch  der  Satz  (2),  sich  elementar  aus  dem  Satze 

g(x)  -  O  (  1  )  (23) 

gKX)  ~  UVlog*(loglog*)V 

ergibt,  d.  h.3  aus 

V(log  log  x)  } 

1  Hierin  ist  v  («)=/>  für  Primzahlpotenzen  n  =  pm  (m  ^  1),  sonst 
v(»)  =  0. 

2  »Über  die  zu  einem  algebraischen  Zahlkörper  gehörige  Zetafunküon 
und  die  Ausdehnung  der  Tschebyschcf 'sehen  Primzahlenthcorie  auf  das  Problem 
der  Verteilung  der  Primideale.«  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathe- 
matik, Bd.  125  (1903),  P.  184  bis  188. 

»  In  der  Tat  folgt  (23)  aus  (24)  durch  partielle  Summation.  Die  Sitze  (23) 
und  (24)  hatte  ich  vordem  schon  bewiesen  (siehe  die  auf  p.  592,  Anm.  3  zitierte 
Arbeit,  p.  584). 
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Die  folgende  neue  Beweisanordnung  des  Satzes  (1)  geht 
nur  von  der  Gleichung 

lim  f{x)  —  —l 

*  =  «>  (5) 

aus  und  führt  ohne  irgend  welche  Kenntnis  der  Geschwindig- 
keit der  Konvergenz  von  f{x)  zum  Ziele. 
Aus  der  Definitionsgleichung 

*(*)  =  *(*)+*(  V^)+*(>J5)+  . . . 
folgt  ohne  weiteres,  daß 

lim  ♦<»>-*<?!  =  , 

ist;  die  Differenz 

*(*)-*(*)  =  H VZ)**^)*  . . . 

ist  ja  sogar  von  der  Größenordnung  0(  >/*).  Der  zu  beweisende 
Satz  lautet  also: 

lim  m  = 

x  =  oo  X 

anders  geschrieben: 

*(*)  =  *+{*}. 

Es  ist  nach  (19) 


X 


« =i 


« 

dl!  Snd,  *,  aHe  Paare  P°sitiver  g^zer  Zahlen  durchlaufen, 
Produkt  nk^x  ist.  Berücksichtigt  man  zunächst  die 
Werte»  n  —  ,       r   *    1     .    ,  r„-i 
dan        "  ^       zuSehörißen  *=1— 1^1» 

^"^Werte  ^  =  1,. ..,  [log2 ^r]  mit  den  zugehörigen  n  —  1, 

1  Pür  *  >.  3  je«  i  ^  f   *  ] 

*"  U°g2*  CS  wcrde  angenommen. 
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[j]  und  bringt  dann  die  Wertepaare  wieder  in  Abzug,  für 
welche  zugleich  n-^^—-  und  k^\og2x  ist,  so  ergibt  sich 
aus  (25) 


jr_  *_ 
log**  n 


[!(»)   £  lOg* 


«  =  1  *  =  1 

log**  7  log**  log** 

+  Z log  k  Z Z  ^  *  Z log  * 

*  =  1        «  =  1  «  =  1        *  =  1 

=  2>(«)r(-)  + 

n  =1 

log»* 


^»{t)-»^1***  (26) 


log/feM(*  * 
*  -- 1 

Nun  ist  bekanntlich 

T(x)  =  log  ([*]  \)  =  x  log  x— x  +  0(log  *),  (27) 
also  in  der  ersten  Summe  von  (26) 

^)  =  ^-^0(<>'  (28) 

Daher  ist 

X  X 

f  ,wr(£)  =  f,(B)(>g£_±+0(<)) 

log»* 

N  =  1 

  ! 

I  r(*)— *  iog*+£, 

i  Aus  (27)  folgt,  daß  für  alle  *  ^  log«  3  der  Quotient   üyfT~ 

unterhalb  einer  festen  Schranke  c  liegt;  da  in  der  ersten  Summe  von. 


Digitized  by  G 


Sätze  der  analytischen  Zahlentheorie.  .60 1 

also  nach 

/M  =  -1+{1>  (ja) 
und  der  daraus  folgenden  Relation 

x 

log'x 

V  K«)r(i)  =  («log»-,)/,  !  \ 

W  l  log*- 2  log  log*/ 

=  W+x+w+o^  =  x+{x}.  (29) 

Ferner  ist  nach  dem  in  (5)  enthaltenen  Satze 
bei  gegebenem  8  für  alle  *>w(8)  nebst  ig  log«* 

*(t)!<»— 


«  =  1 


also 

log*  JC 


*logy 


log 

3  log» 


*X)  ^    1  |  ix\Ofr\ORX  \ 

=  /fOoglogar)t\ 


(30) 


i""^81*^/08**^       di<S  GlekhUnfi  (28)  in  dcm  Sinne  zu  verstehen, 
Wer  >e  ^  0\     W  bezeichncte  ^nktion  für  alle  in  Betracht  kommenden 
^Paare  *,  „  dem  absoiuten  Betmge  nach  <  g  ^  x_ 

H 

S"'b'  ^  mth<*-™»™.  Kl.;  CX V.  Bd.,  Abt.  II  a.  41 
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(31) 


Endlich  folgt  aus  (15)  und  (27) 

 -  log8  x  log  (log2  *) 

log2*logioih 

J*loglog*\  _  f  x 

Aus  (26),  (29),  (30)  und  (31)  folgt  schließlich 
4(*)  =  x+{x}+{x)-{x)  =  x+{x}t 

was  zu  beweisen  war. 

Die  gefundene  Tatsache,  daß 

<>(*)  =  x+{x} 

aus 

«=1 

elementar  folgt,  steht  in  engem  Zusammenhange  mit  den  Unter- 
suchungen von  Tschebyschef  über  das  Primzahlproblem. 
Tschebyschef  hatte  mit  Hilfe  der  Identität 


n  —  1 

durch  Betrachtung  der  Funktion 

nachgewiesen,1  daß  (in  heutiger  Bezeichnungsweise) 

lim  inf  *  <*>  r>  log  2     log  3  -i-  log  5  -  12^9  (32) 

^T^T  +  X  +  T  30 


i  »Memoire  sur  les  nombres  premicrs.«  Journal  de  mathetnatiques  pures 
et  appliquees,  Ser.  1,  Bd.  17  (1852),  p.  378;  Memoires  presentes  a  l'academie 

imperiule  des  sciences  de  St- Petersbourg  par  divers  savants,  Bd.  7  (1  h 
p.  25;  CEuvres,  Bd.  1  (1899),  p.  61. 
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und 

limsupl^A^HÄ  ■  !££5  log30\ 

x   -  b  \  2    +    3    +^  30  7  (33) 

ist.  Sylvester1  hatte  die  Konstante  auf  der  rechten  Seite  von 
(32)  und  (33)  mehr  und  mehr  vergrößert,  beziehungsweise  ver- 
kleinert, durch  Betrachtung  des  Aggregates 

T»-'(i)-'{i)-r(ih 

und  anderer  von  ähnlicher  Bauart,  welche  immer  mehr  Anfangs- 
glieder  mit  der  Summe 

n  =1 

gemeinsam  haben.  Jedes  jener  Aggregate  enthält  am  Schlüsse 
solche  Glieder,  daß  die  Summe  der  mit  den  betreffenden  Vor- 
zeichen  multiplizierten  Argumente  von  T  gleich  Null  ist.  Die 
Untersuchung  Sylvesters  führt  jedesmal  zu  einer  Relation 

um  inf  il-i^  Ä) 

x  =  oo  x 

^■^a  näherungsweise  die  Summe  einer  Anzahl  Anfangsglieder 


der  Reihe 


oo 

i 


|i(»)  log  n 
n 


,St'  Während  in      entsprechenden  Relation 


lim  sup         ^  b 


P"s«d  within    •  6  y r     S  the°ry  °f  thC  t0tal'ty  °f  the  prime  numbers  com- 
P- 230  bis  947 f1^,         '  American  Journal  of  Mathematics,  ßd.  4  (188P, 
vergl.  auch  namentlich  die  auf  p.  591.  Anm.  4.  zitierte  Arbeit 


auf  p.  591,  Anm.  4,  zitierte  Arbeit. 
41* 
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-  um  so  näher  an  1  liegt,  je  mehr  Anfangsglieder  von 
a 


OO 


» =  1 


bei  der  Bildung  des  Aggregates 


benutzt  sind  und  je  näher  a  an  1  liegt.  Sylvester  hat  also 
unter  Benützung  der  empirischen  Tatsache,  daß  für  mehrere 
ganzzahlige  wachsende  Werte  von  x  die  Funktionen  \g(x)\  und 
|/(*)  + 1|  abnehmen,  die  Tschebyschef'schen  Schranken  für  die 

Unbestimmtheitsgrenzen  von  verengert.  Nun  liegt  tatsäch- 
lich der  Satz 

r)  =  V  *W  =  0  (34) 


*  =  oo  — i  n 


lim  g(x) 

n  =1 

weniger  tief  als  der  Satz 

lim         =  1,  <35) 


*  =  CO 


X 


indem  (34)  aus  (35)  elementar  folgt,1  aber  —  beim  gegen- 
wärtigen Stande  der  Wissenschaft  —  (35)  nicht  aus  (34); 
dagegen  liegt  der  Satz 

X  —  OO  i— I  n 

n  =1 

der  zum  Nachweise  von 

lim         =  1 

a :  =  OO  -r 

auf  demTschebyschef-Sylvester'schenWege  als  bekannt  voraus- 
gesetzt werden  muß,  tiefer  als  der  Satz  (35),  indem  kein  elemen- 
tarer Beweis  von  (30)  auf  Grund  von  (35)  bekannt  ist.  Wenn  es 

i  Siehe  die  auf  p.  591,  Anm.  1,  zitierte  Arbeit. 
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also  auch  hoffnungslos  erscheint,  daß  die  Tschebyschef'sche 
Methode  jemals  zu  dem  (von  ihm  und  seinen  Nachfolgern 
erstrebten)  Ziele  führen  wird,  den  Satz  (35)  zu  beweisen  so 
vertot  doch  hervorgehoben  zu  werden,  daß  aus  dem  Satze  (36) 
wirklich  der  Satz  (35)  elementar  gefolgert  werden  kann;  dies 
ist  genau  das  Ergebnis  des  vorangegangenen  Paragraphen.  Mit 
Rucksicht  auf  (20)  läßt  sich  dies  in  symmetrischer  Form  so 
ausdrucken:  Aus 

H  =  1 

ist  auf  elementarem  Wege  die  Gleichung 

1  x 

n  =1 

hergeleitet  worden.  Schon  Herr  Gram-  hatte  auf  die  Ähnlich- 
gewiesen"  dam!"S  unbewiesenen  Sät«  hin- 

von  n'-aonl!an!  ZU  die$en  Enhvi=k!ungen  will  ich  die  Methode 

on  l'uZ     602  aUf  die  Frage  anwenden-  w«s       «»  de" 
on  =>''eltjes  vermuteten  Satze 

M(x)  =  0(  Vx)  (37) 

eraiLdtGruen°rdnUng  V°"  auf  elementarem  Wege 

fc   .  M.eltjes  glaubte  bekanntlich  einen  Beweis  des  Satzes 

nd  der  Z  T  *  "  jed°Ch  niema,s  veröffentlicht  hat 
J^toSaz  bis  heute  unbewiesen»  ist,  so  ist  nicht  anzu- 

'  Er  be«""  P'597'  Anm'  ])'  P'  238  Und  299' 
««  Uchtrichfel  Sm?  T»'  l!S  d"  V°n  R'cman"  "rmutete  (und  vielleicht 
^         W  Solz,  d.B  alle  komplexen  Nullstellen  von  CO)  den  reellen 

^  T  il"b0':  den"  <us        folgt  die  Konvergenz  der  Reihe   Y  für 
*(l)>Y'*odieR,ehHgkeitderGIeiehung 


CO 


2  * 
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nehmen,  daß  Stiel tj es'  Gedankengang  richtig  war.  Jedenfalls 
hat  Stieltjes1  elementar  bewiesen,  daß  aus  (37)  für  alle  f>  - 

=  *+0(*T)  W 
folgt;  Herr  Mertens8  hat  spater  aus  (37)  elementar  dieFolgerung 

$(*)  =  *+0(*4  log*) 

gezogen.  Ich  will  zeigen,  daß  sich  ganz  einfach  die  schärfere 
Relation3  ^ 

4»(*)  =  x+0(**  log  *) 

also  die  Richtigkeit  von  (38)  für  alle  7  >  — )  aus  (37)  folgern 
läßt.* 

1  »Sur  une  loi  asymptoüque  dans  la  theorie  des  nombrcs.«  Comptes 
rendus  hebdomadaires  des  seances  de  1'acadcmie  des  sciences,  Paris,  Bd.  10 
(1885),  p.  369. 

2  »Über  eine  zahlentheoretische  Funktion. «  Diese  Sitzungsberichte,  na.  , 

AbL  IIa.  1897,  p.  775.  .  „ 

8  Noch  in  den  Jahren  1887  und  1891  teilte  Stieltjes  in  zwei  kurzl.cn 
veröffentlichten  Briefen  (Correspondance  d'Hcrmite  et  de  Stieltjes,  er. 
von  Baillaud  und  Bourget,  Bd.  2  [1905],  p.  446  und  155  bis  156)  an 
Hcrmitc  und  Herrn  Mittag-Lefflcr  mit,  daß  er  auf  Grund  von  (30  nur 

für  T  >  — ■  die  Richtigkeit  der  Relation  (38)  beweisen  könne. 

*  Es  handelt  sich  hier  nur  um  elementare  Beweisanordnungen.  Ich  will 
jedoch  nicht  unerwähnt  lassen,  daß  im  Falle  der  Richtigkeit  von  (37)  au 
Grund  der  tieferen  Eigenschaften  der  Zetafunktion  (38)  für  alle  y  >  y  folßL 
In  der  Tat  hat  Herr  v.  Koch  bewiesen,  daß  im  Falle  der  Richtigkeit  der 
Riemann'schen,  auf  p.  605,  Anm.  2  erwähnten  Vermutung  die  Gleichung 

=*H-0(V*  log**) 

besteht;  vergl.  seine  Arbeit:  »Sur  la  distribution  des  nombres  premicrs»,  Acta 
mathematien,  Bd.  24  (1901),  p.  182,  sowie  den  (unvollständigen)  Beweis  m 
Herrn  Franels  Arbeit:  »Sur  la  fonetion  4(0  de  Riemann  et  son  apphcaUo 
ä  rarithmetique«,  Vierteljahrsschrift  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zunc  , 

X  X    1  fii  et  t  5  f\ 

Bd.  41  (1896),  p.  10  bis  18,  und  den  neueren  Beweis  von  Herrn  Holmg 
in  »Om  primtalcns  fördelning«,  Öfversigt  af  Kongl.  Svenska  Vetenskaps-.  a- 
demiens  Förhandlingar,  Bd.  59  (1902),  p.  221  bis  225. 
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In  der  Tat  ergibt  sich  aus  (37)  durch  partielle  Summation 
g[x)  =  _   £  3f(ü)— Af(ü— 1) 


»  =  [*]+! 


Zj     «(«  +  !) 


+  M(*) 


oo 


W+i 


=0  2  V0^0^ 


und 

oo 


!+/(*)  =  -    ^    (*(«)-*(»-!))  log* 


oo 


-  21  ^Mloß^-+£(*)iog(M+i) 

also  analog  wie  auf  p.  599  bis  602  unter  Benutzung  von  (25) 
*=1  fc  =  l 


I 


x?  / —       I  1 


0(x  .x  log*) 

k  =  1  * 

2  2  2 

=  (r  log  »-»^Tj  .^Tj  +  0(<T  ,og  ^ 
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-(x\ogx—x)0(x  *)+x+xO(x   3log*)+0(*3log*)+  ^ 

2  +0(\/x\ogx.x*) 
—  x+0(x'6  \ogx). 

Im  folgenden  wird  durchweg  wieder  von  solchen  Sätzen 
die  Rede  sein,  deren  Richtigkeit  feststeht. 

§2. 

In  diesem  Paragraphen  soll  aus  dem  Satz 

.im  ^  =  1  (» 

*  =  oo  X 

der  Satz 

lim  =  0  (*> 

X  =  oo  x 

auf  einem  neuen,  einfachen  Wege  gefolgert  werden. 
Wenn  v 

£        log  n  =  y  (x) 

n  =  1 

gesetzt  wird,  so  ist  nach  (20) 

X 

x  n 


<{>(*)  =  —  £  {^(w)lOgM  £  1 


n-l  k=l 

x 


also 


=-z  i  ^«)'og«=-|;x(i). 

fc  =  1  «  =  1  k  =  1 


x(*)  =  - Zi1«-^)-1 


(39) 


n  =1 


i  Dies  ist  die  (wohlbekannte)  arithmetische  Übersetzung  der  Gleichung 


oo  oo      ,  .  oo 


log  x       v  M-W  V 
«^1       M  n=l   "  n=l 


Digitized  by  Google 


Sätze  der  analytischen  Zahlentheorie. 


609 


Es  werde  nun 

<[>(*)  =  x+xz{x) 
gesetzt;  dann  ist  nach  (1)  mit  Rücksicht  auf 

♦  (*)  =  *(*)  +  {*} 


(40) 


einerseits 


lim  z{x)  =  0 

X  =  oo 


(41) 


und  andererseits  für  alle  x  ^  1 

|e(*)!<c, 


(42) 


wo  c  eine  absolute  Konstante  bezeichnet.*  Aus  (39)  und  (40) 
folgt 


n  =  l  v  / 


«  =  1  n  =  1 

Es  sei  8  eine  gegebene  positive  Größe;  dann  ist  nach  (41) 
fur  alle  *>  (0(8)  v  ' 

le(*)l<8, 
also  für  alle  *>ö>  und  n<  — 


£  (  « ; 


<3, 


(44) 


^glich  unter  Benutzung  von  (42)  und  (44) 


1 

i¥-(f) 

«11 

y  |t(«) g /*  \ 
Zj    n      \n  1 

n  =  l 

oben  I^JT  haUe  schonTschebyschef  bewiesen;  es  folgt  aus  seiner 
m,t  (33)  bezeichneten  Relation. 
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Es  ist 


lim 
*  =  «>  log* 


=  1 


und 


lim 

x  =  oo 


V    i-  =  lim  logjJf—  =  tog-: 


nach  (45)  ist  also  für  alle  hinreichend  großen  * 


Zj     W       V« / 


n  =1 


<  28  log*. 


(46) 


Ferner  ist,  wie  Herr  Gram1  elementar  gezeigt  hat, 

»  =  1 


(47) 


aus  (43),  (46)  und  (47)  folgt 

X(x)  =  0(*)+{*  log*}  =  {*  log*}. 
Nun  ist 

M(*)  =  £  ^log»   *    =  £  (xM-x  («-!))  j5j; 


(48) 


«  =  1 

-r 


n  =1 


-  £  X(»)  (l0ß  „     log  („  + 1})  +  log  (M+ 1) 


«  =1 


i  L.  c.  (siehe  p.  597,  Anm.  1),  p.  197  bis  198  und  p.  291. 
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also  nach  (48) 

X 

M(x)  =  0  Y  n\ogn(~-.-  1  )  +  f    xXq&*  \ 


*=1 

x 


log  (i  +  -L) 


« =i 

X 


=0Zii+w  =  °(^)+w  =  w- 


log  XJ 


was  zu  beweisen  war. 

§3. 

Um  den  Satz  (6),  d.  h.  die  Gleichung 


X' 

zu  beweisen,  habe  ich  a.  a.  CM  den  Satz 


OW  =  -T*+{V^}  (49) 


M{x)  ~  ö(  -  ) 

Wogx  log  logxj 


log  x  log  log  X, 

angewendet.  Der  folgende  Beweis  des  Satzes  (6)  stützt  sich 
nur  auf 

hm  -Aj!  _  o.  (4) 


Es  sei  der  größte  Wert  von  yJ\J*@l  für  p»-.  ^  ^ 
Und  h[x)  dieJenige  Funktion,  welche  für  jedes  x  gleich  dem 

größeren  der  beiden  Werte  ~  und  -q(x)  ist;  dann  ist  offenbar 
nach  (4)  S/x 


Hm  ij(.r)  =  0, 

■r  =  oo 


lSi«he  p.  591,  Anm.3. 
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also 

lim  8(*)  =  0. 

x  =  oo 

Nun  ist 

X 

n  =  1  «=1  »n=l  «,« 

wo  «  und  m  alle  Wertepaare  durchlaufen,  für  welche  n*m<:X 
ist.  Hieraus  folgt 

8  (x)  Vx 

ow  =  J    £  > + £  x     Z  ^  -  Z 1 

n  =  1  m  =  1        m  =  1  n  -  1  «  =  1  m  - 1 


i      [7  _L 


=  Z  "<">[£]+ 

»J  =1 


1 


4- 

i 


Z  ^sJiy^Mwi  (50) 


Es  ist 

l(x)Vx  -  - 


Z  14(10 fe]  =  Z  ^+0<5^> 


Zu 

n  =  I  »  =  1 

oo 


=  *Z^-'  z  "f*^- 

»=»  „  =  [?(*)  KI  ]+l 

Hierin  ist 


OO  CO 


M(n)—  M(n— 1) 


V       üi^  —  V 

Zj     fi* '  ~    z^  «* 

Alle  hierin  auftretenden  Argumente  von  M  sind 

V* 
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für  alle  diese  u  ist  also 


dies  gibt 

OO 

L  n* 


OO 

2«-M 


'8(»+l)» 


■»■<*) 


«  =  [»(*) 

folglich  ist 

«(*)  vi 

Z|t(")fe]=5*+{\^}.  (51) 


»  =1 


Ferner  ist  auch  in  der  zweiten  Summe  von  (50)  jedes 
Argument  von  M  mindestens  5(*)>/*           also  ist 

'         »i  =  i 

=  Vto0{sK -J -)  =  0(8Wx/,-)  =  <^};  (52) 

endlich  ist 

W  =                                =  {^}.  (53) 
AUS  (°0)'  (5I>>  <52)  und  (53)  ergibt  sich  die  Behauptung 


d-  h.  der  Satz  (6). 


ÖW  =  ~*+{N/J},  (49) 
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§4. 

Es  ist  bekannt,  daß  die  unendliche  Reihe 


oo 


Z (54) 

n  =  1 

für  jedes  s  mit  dem  reellen  Teil  1  konvergiert;  ich  habe  dies 
auf  zwei  Arten  bewiesen,  zuerst1  unter  Benutzung  der  tiefen 
Untersuchungen  Herrn  de  la  Vallee  Poussins  über  die  Zeta- 
funktion und  das  Primzahlproblem,  später8  einfacher  auf  Grund 
meiner  Hilfssätze  über  die  Zetafunktion.  Auch  die  bloße  Tat- 
sache, daß  bei  gegebenem  5  =  \+ti  (t  reell) 

£  $g  =  od)  w 

n  =1 

ist  [d.  h.  daß  die  Reihe  (54)  konvergiert  oder  höchstens  in  einem 
endlichen  Unbestimmtheitsgebiet  oszilliert],  ist  bisher  nicht  ein- 
facher bewiesen  worden.  Nur  für  t  —  0  ist  dies  durch  Herrn 
Gram8  geschehen,  und  ich  will  jetzt  durch  ähnliche  Schlüsse 
für  t^O  die  Richtigkeit  der  Relation  (55)  beweisen;  dieser 
Weg  ist  fast  elementar;  aus  der  Theorie  der  Zetafunktion  werden 
nur  die  beiden  leicht  beweisbaren  Sätze4  gebraucht,  daß 


C(l+/i)4=0 

ist  und  daß 


(56) 


(57) 


»i  =i 

ist. 


1  L.  c.  (siehe  p.  598,  Anm.  2),  p.  184. 

2  L.  c.  (siehe  p.  596,  Anm.  2),  p.  551. 

3  Siehe  oben,  p.  610. 

*  Literatur  1.  c.  (siehe  p.  598,  Anm.  2),  p.  82,  beziehungsweise 
111.  (57)  gilt  auch  für  nicht  ganze  x. 
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Man  erhält  durch  Anwendung  von  (47)  und  (57) 


X 

"I*  *  =  1  m  =  1 


*  x 


=c(i+«)|;^+o(i)+o(i), 

n  =  1 

also  wegen  (56) 

2         =  Od).  (55) 


am         ein,ähn'iCheS  Schlu8verfahren  hatte  Herr  Mertens" 
8  (56)  her8el«i'et,  daß,  wenn  ,  alle  Primrahlen  durchlauft, 

logt» 

2,  -M  =  0(1)  (58) 
ist-  Aus  (55),  (58)  und  der  in  (57)  enthaltenen  Relation 

X 

n  =  1 

1  »Ober  die  Konvex«  „  ■ 
,ich<n  Reihe «  Nach  '  h  eWCr  aUS  PrimZÄhJPoten*en  gebildeten  unend- 

G9ttin<ren  m.tk      V*  V°"  ^  köniSlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 

^^^Ä^lt^  K,aSSC'  1887'  P"265  WS  26°-  D- 
la-°-  nur  von  In  ""^  bekann!'  Und  "«^Mertens  spricht  daher 

°n  denJen'gen  t  *  0,  für  welche  er  gilt. 
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folgt  die  Konvergenz  der  durch  Multiplikation  des  allgemeinen 

Gliedes  mit  — (»  ^  2)  entstehenden  unendlichen  Reihen 
log«  — " 

Zt*(")        V  -L      V  1 
«Mogfi'    Z-j^5'  Z-j«Mog« 

auf  der  Geraden  R(s)  =  1  (exklusive  5  =  1  für  die  beiden 
letzteren  Reihen).  Diese  Reihen  stellen  für  R (s)  >1,  also  auch 
für  R(s)  =  1  (exklusive  5  =  1)  die  analytischen  Funktionen 

m=2  p 


J 


°°(C(s)-l)<fe 


dar;  aus  der  Tatsache,  daß  diese  drei  Funktionen  für  5  =  1+'* 
(/  ^  0)  regulär  sind,  kann  also  merkwürdigerweise  gefolgert 
werden,  daß  die  betreffenden  Dirichlefschen  Reihen  im  Punkte 
s  =  konvergieren.  Das  Umgekehrte  wäre  selbstverständ- 
lich, da  der  Punkt  5=1+//,  wenn  er  singulär  ist,  nur  eine 
rational-logarithmische  Unendlichkeitsstelle  der  ersten  Funktion 
oder  eine  logarithmische  Unendlichkeitsstelle  der  zweiten 
Funktion  sein  könnte,  was  wegen  des  auf  p.  592  erwähnten 
Stetigkeitssatzes  mit  der  Konvergenz  der  Reihen  im  Punkte 
5  =  1  +//  unverträglich  ist. 


Zweiter  Teil. 


§5. 

Es  sei  x  ein  beliebiger  algebraischer  Zahlkörper,  k  sein 
Grad;  es  mögen  «(*),  &(*),  |x(n),  M(x),  g(x),f(x)  die  auf  p.  59o 
bis  596  angegebene  Bedeutung  haben;  es  sei  ferner  F(n)  die 
Anzahl  der  Ideale,  deren  Norm  die  ganze  rationale  Zahl  n  ist, 
und  H(x)  die  Anzahl  der  Ideale,  deren  Norm  ^  %  ist,  also 
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«=1  iVn  =  l 

ferner 

*  X 

T(x)  =  ^  log      =  V  F(n)  log  « 

und 

oo 

♦(*)  =  *(*)+<K>/*)+*(^)+...=  V 

Zu 

m  =  1 

Dann  besteht  die  von  Herrn  Poincare 1  angegebene 
Identität 


aus  welcher 


iVn  =  l 


Arn  =  l 

folgt.  Es  sei  ferner  an  den  Weber'schen  *  Satz 


i-l 


H(x)  =  ax+0(x     *)  (60) 

erinnert,  wo  a  eine  durch  den  Körper  wohlbestimmte  positive 
Konstante  ist»  Aus  (60)  habe  ich  die  Relationen* 

M  Tch  hEKtC^°n  RUX  n0mbres  P^miers  complexes  des  theoremes  de 
O^Tm      J°Umal  ^  math'matiques  Pures  et  appliquees,  Ser.  4,  Bd.  8 

rechnung?5»!  ^  Zah,entheorie  angewandten  Satz  der  Integral- 

Göttinnen  ^hrichten  der  königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Zahlend  ^^^-P^ikaüsche  Klasse,  1896.  p.  275  bis  281.  -  >Über 
Annalen,  ^^^^8^^!irpemm  Abhandlun«>-  Mathematische 

|  Es  ist  dieselbe  wie  in  (17). 

4  L.c.  (siehe  p.598,  Anm.  2),  p.  116,  beziehungsweise  81. 
1  BBlh«-natunr.  Kl. ;  CXV.  Bd.,  Ab,.  II  a.  42 


Digitized  by  Google 


618 


E.  Landau, 


■-7 

T{x)  =  ax  \ogx-ax+0(x       log*)  (61) 

und 

X  _  j_ 

£  J-  =  alog*-4-ß+0(*   *)  (62) 
.v«  =  i 

gefolgert,  wo  ß  eine  zweite,  nur  vom  Körper  abhängige  Kon- 
stante bezeichnet. 

Ich  will  in  diesem  Paragraphen  zeigen,  daß  aus  dem  Satze 

lim  f{x)  =  -  (17) 

x  =  oo  a 

der  Satz 

lim         =  1  (35) 

folgt,  d.  h.  wegen 

lim  ♦<*)-»(»)  =  0  (03) 

der  Satz 


im  = 


lim 

*  =  oo  X 


Dies  wird  sich  durch  eine  Verallgemeinerung  der  elemen- 
taren Methode  des  §  1  ergeben. 

Die  Ausgangsgleichung  (17)  kann  auch 

ZH(n)  log  Nn  _       1  (64) 
iVn  ol 

A'n  =  1 

geschrieben  werden,  wo  die  Ideale  nach  wachsender  Norm 
angeordnet  sind  und  die  Reihenfolge  der  Ideale  mit  gleicher 
Norm  unerheblich  ist.  In  der  Tat  ist  die  Summe  der  absoluten 
Beträge  der  Glieder  mit  der  Norm  n  nach  (60) 

s^)^  =  ^(H(„)-//(»-.)) 


n  n 


n 


(a  +  0(n     *))  =  {!}. 
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Aus  (64)  folgt  die  Konvergenz  der  Reihe 


z 


Nn  ' 

An  =  1 

d.  h.  die  Existenz  von 

lim  g(x); 

x  =  oo 

denn  - — nimmt  mit  wachsendem  JVn  monoton  zu  0  ab. 
lQgivn 

Der  Wert  dieses  Limes  ist  =  0,  wie  ich  durch  die  beiden 
auf  p.  592  für  den  natürlichen  Rationalitätsbereich  angeführten 
Methoden  zeigen  will. 

1.  Wie  ich  a.  a.  O.1  elementar  bewiesen  habe,  ist 

log**(*)-/(*)  =  0(l),  (65) 

also  nach  (17) 

\ogxg(x)  =  0(l), 

was  für 

lim  g(x)  ^  0 

x  =  oo 

unmöglich  ist. 

2.  Ohne  Benutzung  von  (17)  läßt  sich  direkt  folgender- 
maßen einsehen,  daß  g{x)  keinen  von  Null  verschiedenen  Grenz- 
wert haben  kann.  Es  ist 


H(m)  =:  1  oder  —  0, 


mit 

je  nachdem  f  das  Einheitsideal  ist  oder  nicht;  daher  ist 


X 

L  m2j-{Vi)-  Lx-nL  Am 

A,  =  1         »II  iVn  =  l         .Vtn  =  l 

x 

1 


A  n  1 


1  L.  c.  (siehe  p.  598,  Anm.  2),  P.  121. 


42* 
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Wäre  nun 

lim  g(x)  =  a  >  0, 

X  =  oo 

so  wäre  für  alle  x  >o> 

*w  >  7 

und  für  alle  # 

<  S 

wo  &  eine  Konstante  ist,  also  nach  (66) 

i=  y  -LjffjLU   y  -L^fJL 


<u 


2  J-1.  ATn  rJ,  ATn 

Nach  (62)  wird  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  von  (67) 
mit  x  unendlich,  während  das  zweite  dem  endlichen  Grenz- 
werte 

—  bz  lim  log  .  ^        =  —ba  log  o> 

zustrebt.  Aus  (67)  ergibt  sich  also  ein  Widerspruch;  daher  kann 
nicht 

a  >  0 

sein.  Ebenso  erkennt  man,  daß  nicht 

a  <  0 

sein  kann. 

Aus  (64)  folgt  also 

lim  g(x)  —  0, 

x  =  oo 

<« = -  z     =  -  z  G(M) 


An  ^  « 

An=>]  +  1  «  =  [*]+! 
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wo  G(n)  die  über  alle  Ideale  mit  der  Norm  n  erstreckte  Summe 
2|*n  bezeichnet;  daher  ist 

g(x)=-  f  g(»)'°g»  _±_ 

N  =  [x\  -f  1  ° 

=-.I,((i+H-(^-> ))± 


oo 


B  =  w  +  1Va  /Wog*  llog(W+l)y 


+  J 


iog(M  +  i) 

'  |i/^~^g(^))  +  I^t}  =  fto^)'  (68) 


ln  =  W 

und  hieraus1  folgt  weiter 


1))» 


x 


-~Y^Z(»){n-(n+\))+g(x)([x}  +  \) 


«  =  1 


(69) 


Die  Identität  (59)  ergibt 


nun 


2  H(n)   £  IogATm=  Vji(n)IogMn, 

 -V"  =  l  A'm  =  l 

1  Oder  auch  direkt  durch  partielle  Summation  aus  (17). 
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wo  n  und  nt  alle  Idealpaare  durchlaufen,  für  welche  A^nm)  ^  x 
ist;  daher  ist 


2k 

log    x  An 


+(*)  =  Z  ^  Z  Iog  Am+ 

An  =  1  Am  =  1 

x 

•>*  A  2t  .  2* 

log     x  Am  log    x  log  * 

+  £  io8iVm  Z      Z  ^  Z  logiVm 

Am  =  l  A'n  =  l  An  =  1  Am  =  1 


x 

~2k~  .  2k 

log       X  log  Ar' 


=  Z  "<»>  r(w) +  Z  ,og  A7fluV( w)  - 

An  =  1  Am  =  l 


_M,_^_)7(log2^).  (70) 
ylog2'*/ 

Nach  (61)  ist 


log  X 


\^  AT  1'  Ar' 

—    X   !J-(n)  I  a  —  log—  a  —  -4-  0 

vf^i        \    Mi       An  An 

=  (xv  log  -  '  — xv/   -+- 

X 


,  2* 
1  log  x 

1--  ^  1 

+ox    \ogx  2_j  — 


Hierin  ist  nach  (68) 

,  }_  |  > 

(  log" 
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nach  (17) 


und  wegen 


H(x)  =  0(x) 


24 
log  x 


log2** 


2-fr=2 


H(n)—H(n—\) 


log 


IT 


,iog2**; 


H  =  l 


i 


log"  X 


2-1  llogü*/  \lOg2*/ 


also  erhält  man 


i  2* 


Ferner  ist  nach  (69)  und  (62) 


V 


2,  logiVmAf(-L_)  = 


1  2* 

log  x 


^  log  Am 


lOS  AT 


Afat  log  ( 
Am  J 


=  Jlog  (log2**) 


z 


^  1 


log   Am  =  l  ^m 

log2** 


(72) 
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i 

endlich  nach  (69)  und  (61) 

M\--^r)T(\og*x)=  {— — £-  log»*loglog*l 

\log-*#/  (  log-* x  log  X  ) 

=  {*}•  (73) 

Aus  (70),  (71),  (72)  und  (73)  ergibt  sich 

+  (*)  =  *+{*}, 

was  zu  beweisen  war. 

Hätte  ich  übrigens  nicht  die  Gleichung 

Hm  /(*)  =  —  ^- , 

x=oo  « 

sondern  die  bloße  Existenz  dieses  Grenzwertes  (= '()  zu 
Grunde  gelegt,  so  würde  das  im  Vorangehenden  eingeschlagene 
Verfahren  zur  Gleichung 

=  -atx+{x}  (74) 

geführt  haben.  Da  ich  a.  a.  O.1  elementar  gezeigt  habe,  daß  der 
Grenzwert 

t  =  OO  * 

falls  er  existiert,  gleich  1  ist,  so  folgt  alsdann  aus  (74) 

1 

♦(*>  =  *+{*}. 

§6. 

Analog  zu  §  2  soll  nunmehr  aus 

lim    *W-  =  1  (1) 

AT  =  OO  X 


1  L.  c.  (siehe  p.  598,  Anm.  2),  p.  140  bis  142. 
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der  Satz 


(4) 


lim  ^=0 

x  =  oo  X 

gefolgert  werden. 
Wenn 

X 

Yi  t*(n)IogJVn  =  xW 

gesetzt  wird,  ist 

X 

2w  =  - £  *■)♦(-£-);  (75) 

a'h  =  i         x  An  / 
diese  Übersetzung  der  Gleichung 

Zri«)    y  _v(n> 


JVn  =  l 


(wo  .00  für  Primidealpotenzen  n  =  >-(■»  S  1)  gleich  log  *p 

Tat  i«^  =J°  iSt)'  iS' leicht  ar«l""«'i^h  veriflzierbar.  In  der 
*  at  ist  für  jedes  m 

£  ^  (t)  =  ~^m> Io*  ^  (76) 

also  n|m 

X  * 


ATm  =»  1  njm 


=  L  Km) 


log  ATm  =  •/(*). 
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Wenn  nun 

ty(x)  =  x+xs(x) 
gesetzt  wird,  so  ist  nach  (1)  mit  Rücksicht  auf  (63) 

lim  e(*)  —  0; 

X  =  OO 

bei  gegebenem  8  ist  also  für  alle  x  >  »(8) 

|s«l<5, 


also  für  alle  x  >  <o  und  iVn  <  — 

(O 


ferner  ist  für  alle  x^  1 


<8; 


e(*)i  <  <*> 

wo  c  konstant  ist.  Daher  folgt  bei  gegebenem  8  für 
aus  (75) 

X 

Zf  x  x       (  x  \\ 

Nix  *\Xn)' 


-  -xg(x)—x  ^ 

A'n  =  1 


i |  <  8*  £  ~-  +  cx  £ 


x_ 


=  '  .V«  : 


daher1  ist  für  alle  hinreichend  großen  v 

;  /(*)+*#(*)  I  <  25a*log#+5a.r  log*  =  38<x*log*; 


i  Vergl.  den  ähnlichen  Schluß  auf  p.  020. 


Digitized  by  Googl 


Sätze  der  analytischen  Zahlentheorie.  627 

d.  h.  es  ist 

=  {*  log*}.  (77) 
Nun  habe  ich  a.  a.  O.1  elementar  bewiesen,  daß 

*to  =  0(1)  (78) 

■ 

ist;  in  Verbindung  hiermit  folgt  aus  (77) 

X(*)  =  {*log*},  (79) 


*  X 

.%)=2>(«)  =  £G(»)log«  -i 


»  =  1  «  =  1 


log« 


x 


=  Z(xW-x(-»D)15i7. 

was  wörtlich  wie  auf  p.  610  bis  61 1  aus  (79)  die  Behauptung 

ergibt.                         M(X)  =  <*>  <*» 

folgt  keineswegs,  daß      " W  =  W  (80) 

*(*)  =  {1}  (81) 

f  *enn  sich  auch  umgekehrt  (80)  aus  (81)  mit  Rücksicht  auf 
die  Identität 8 


M{x)  =  —  £  *(«)+*(*)([*]  + 1) 


«  =  i 


J«cht  ergibt.  Durch  die  Betrachtungen  von  §  6  folgt  also  nicht 


^•c.  (siehe  p.  598,  Anm.  2),  p.  1 19. 
*  Verßl-  p.  621. 
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die  Gleichung 


oo 


V  Jg0  =  o.  (82) 
t—i  An 


An  =  1 


Ich  werde  jedoch  durch  Verallgemeinerung  meiner  Beweis- 
methode1  für  den  entsprechenden  Satz  der  elementaren  Zahlen- 
theorie die  Gleichung  (82),  d.  h.  den  Satz  (3)  aus  (1)  herleiten. 
Es  ist 

/(,)=  2tS^  =  -£^,(£):  0» 

,Vn  =  l  Aw  =  1 

denn  aus  (76)  ergibt  sich 


X 


A'm  =  l  n|m 
Nm  =  l 


Wegen 


A'n  =  1 


folgt  aus  (83) 


-/<*)=X*^^) 

n  =  1 


»1  =  1  «  =  1 


1  L.  c.  (siehe  p.  591,  Anm.  1). 


Sätze  der  analytischen  Zahlentheorie.  ( 

*  X 


X 

n 


x 

4- 


Hierin  ist,  wenn  Cdie  Euler'sche  Konstante  bezeichnet, 


Nn==l  'vn  ^       Nn  X  J 


X 


(85) 

A'n=l  *  jvn=I 


ÄS:iedes  Glied  der  rechten  sei-  ~ 

Zl*(7)=0(U  (86) 

Na°h  Annahme  v°n  8  ist  wegen  (1)  für  x  >  «,(5) 
u"d  für  alle  ^  jst  |e(*}!<8' 
-wie  „ach  (78)  N*),<C' 

kwi  <  c,. 
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Daher  ist  für  alle  x  >o> 


tx  =  1  >  ' 


«  =  1  «=a»+H 


w  +  l)| 


« 


fl=a>+l 


+  1 


X 

n 


wegen  (62)  ist  somit 

2>>(<£M^))=<** 

»1  =  1  v 


Ebenso  folgt  für  * ><o (5) 


I  M  =  1  »  =  1 


!•(«)! 


also 


Z,S^H10g*>- 

»  =  1 

(86),  (87),  (88)  ergeben,  in  (84)  eingesetzt, 

—f{x)  =  0(l)  +  {log*}+{log*}, 
fix)  —  {log*}, 
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Sätze  der  analytischen  Zahlentheorie, 
also  nach  (65) 

log  **(*)— {log*}=  0(1), 

logxg(z)  =  {\ogx}t 

was  zu  beweisen  war.  ^  ~~ 

§8. 

Unter  Benutzung  der  Sätze 
und  C(l+«)*0 

X 

fol J„C!J  V"  °:'  b6WieSen  habe'  er«ibt  sich  <™><>g  zu  §  4 
folgender  Beweis  der  Relation  - 


2,  T^ITTT  =  Od)." 

it 

Es  ist 


wo /^(j  ist. 


a«i  W+«  I  «,  +  'o— +  o[—  r 


X 

=  Ct(l+ff)  V   a     y  ji(n) 

.  v  n  =  1 


p.  S6  und  113. 


1  L  °-  <8iehe  P-  598,  Anm.  2), 
'^chhch  konveilgiert  sogar  die  Reihe    V  ,  wie  ich  in 

deraufP-596  Anm  o  ••  .\4±lX«l+" 
Schaft«n  der  Funkl"  f'6'1™  Arbeit  (P-  565)  unter  Anwendung  tieferer  Eigen- 
Kl,on         gezeigt  habe. 
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A'n  =  1 
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i.Mu  7  Tcjifiguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  16.  Juni  1908.) 

an  Schi"  40  iahr£"  Habe  iCh  8n  rotierend«n  Scheiben,  dann 
an  Schatten  und  an  den  mannigfaltigsten  Gesichtsobjekten  Er- 
chemungen  bemerkt,  deren  weitere  Verfolgung  mich  zur  An- 
ahme  einer  e.gentümlichen  organischen  Wechselbeziehung 
Z NenrrSte"en  gSleitet  Di6Se  Erscheinungen  lassen 

ch  ?        "°Ch  am  beSte"  a,S  Kontasterscheinungun  be- 
old    V  5       biS  dahin  50  «»nannten  Phänomene  als  be- 
kennen ,  „  6        V0"  mir  beob^hteten  aufgefaBt  werden 
beiset        ,ma"  a"eS  Unverbürßte.  Jede  vorgefaßte  Meinung 
üednvw  S°  daS  Tatsäch»ehe  in  folgender  Weise  aus- 

L TuLWl  T  °ie  Beleucblu"g  einer  Netzhautstelle  wird 
mT, ^  df p  Abweichun«  ^eser  Beleuchtung  von  dem 
zi    iL  UCh,Ungen  der  Nachbarstellen  heller,  be- 

dUnkler'  emPfunde".  Je  n-hdem  ihre  Be- 
g  ober,  beziehungsweise  unter  jenem  Mittel  liegt. 

^J!\Ti,kUn,ä        ™m,k]>™  Verteilung  de,  Lichtrmes  auf  die 

F^ungBd 57  Teufn*""'   ^  ^  M-  ^  18W>: 

"(tnbaren  Uo™  'h      i       "**         d"  ZWei,cn  Abhandlung  enthält  einen 
Abhangjgkej.  '    '  at>Cr  *uf  das  Folgende  keinen  Einfluß  geübt  hat.  -  Über 
1868  _    "  NeIzhautslel|en  voneinander.  Vierteljahrsschrin  für  Psych- 
P-  178.  yS°  der  EmPfindungen,  Jon«  1880,  p.  92,  ö.  Aufl..  1006. 
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Das  Gewicht  der  Netzhautstellen  in  jenem  Mittel  ist  hiebei  als 
mit  der  Entfernung  von  der  betrachteten  Stelle  rasch  ab- 
nehmend zu  denken.  Man  kann  diese  Beziehung  auch  an- 
nähernd (symbolisch)  durch  eine  Formel  ausdrücken.  Nennen 
wir  die  Beleuchtungsstärke  u  einer  gleichmäßigen  matten 
Ebene  u  —f{x,y\  so  ist  die  Helligkeitsempfindung  v  der  ent- 

sprechenden  Netzhautstelle  bestimmt  durch  u—w        +  ja? 

wobei  m  eine  Konstante  ist.  Ist  der  geklammerte  Ausdruck 
positiv,  so  wird  die  Helligkeitsempfindung  abgeschwächt, 
im  gegenteiligen  Fall  aber  verstärkt.  Es  wird  also  v  nicht  nur 
von  w,  sondern  auch  von  dessen  zweiten  Differentialquotienten 
beeinflußt.  Diese  Formel  kann  als  eine  kurze  Zusammen- 
fassung der  Erscheinungen  angesehen  werden,  solange  die 
Krümmungsradien  der  Elemente  der  Fläche  /  (bei  Reduktion 
der  x,y  auf  die  Nctzhautbildgröße)  als  groß  gegen  den  Durch- 
messer  eines  Netzhautelementes  angenommen  werden.  Sie  ist 
aber  keine  Maßformel,  sondern  ist  nur  so  zu  verstehen,  daß  mit 
dem  Werte,  den  sie  ergibt,  auch  die  Helligkeit  v  wächst  und 
abnimmt.  Von  einer  eigentlichen  Messung  der  Helligkeits- 
empfindung kann  ja  keine  Rede  sein.  Die  Netzhaut  ist  außer- 
dem kein  Kontinuum,  für  welches  allein  der  Differentialquotient 
einen  exakten  Sinn  hat,  sondern  besteht  aus  Elementen  von 
endlicher  Ausdehnung.  Hat  z.  B.   die  Fläche,  deren  Glei- 
chung u=f(x,y)  ist,  Knickungen,  so  werden  die  zweiten 
Differentialquotienten  von  u  unendlich  und  die  Formel  wird 
unbrauchbar.  Das  Auge  sieht  in  diesem  Falle  natürlich  keine 
unendlich  großen  Erhellungen  und  Verdunklungen,  auf  mathe- 
matische Linien  beschränkt,  sondern  allerdings  starke,  aber 
verwaschene  Erhellungen  oder  Verdunklungen,  hellere  oder 
dunklere  Streifen. 

Lassen  wir  uns  durch  die  Beachtung  des  Heiligkeits- 
mittels der  Umgebung  der  betrachteten  Netzhautstelle  leiten, 
so  wird  unsere  Erwartung  nie  enttäuscht. 

2.  Meine  Abhandlungen  sind  lange  fast  unbekannt  oder 
unbeachtet  geblieben,  so  zwar,  daß  die  betreffenden  Tatsachen 
mehr  als  30  Jahre  später  noch  von  unabhängigen  Beobachtern 
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wieder  entdeckt  werden  konnten.1  Nachdem  sich  nun  das 
Interesse  der  Physiologen  und  Physiker  diesem  Gegenstande 
zugewendet  hat,  möchte  ich  meiner  früheren  Darstellung  doch 
einige  Erläuterungen  und  Verbesserungen  hinzufügen. 

3.  Ich  beginne  mit  Bemerkungen  über  die  Experimente, 
die  ich  seinerzeit  mit  den  primitivsten  Mitteln  ausführen  mußte. 
Wenn  man  den  Schatten  der  Kante  eines  Hauses  im  Sonnen- 
licht mit  einem  weißen  Papier  auffängt,  so  bemerkt  man  dem 
oben  erwähnten  Gesetz  gemäß  an  der  Grenze  zwischen  dem 
Kernschatten  K  und  dem  Halbschatten  H  eine  dunkle  Linie  d, 
an  der  Grenze  zwischen  dem  Halbschatten  H  und  dem  voll 
erleuchteten  Raum  V  eine  helle  Linie  h,  obgleich  der  Übergang 
an  beiden  Grenzen  kontinuierlich  ist  und  ohne  Minimum  oder 
Maximum  stattfindet.  Auch  an  dem  eigenen  Schatten,  wenn 
derselbe  auf  recht  gleichmäßigen  Grund  fällt,  oder  bei  Be- 
wegung selbst  auf  einem  Sandwege,  kann  man  dieselbe  Be- 
obachtung machen.  In  diesen  Fällen  wird  die  Erscheinung 
noch  durch  das  diffuse  Tageslicht  abgestumpft,  ebenso  wie  bei 
analogen  Beobachtungen  im  hellen  Zimmer.  Sehr  schön  tritt 
jedoch  die  Erscheinung  auf,  wenn  man  im  Dunkelzimmer  das 
große  Objektiv  eines  Fernrohres  in  die  HeliostatenöfTnung  des 
Fensterladens  einpaßt  und  bei  entferntem  Okular  das  Sonnen- 
bild auf  einer  matten,  durchscheinenden  Tafel  aus  Glas  oder 
Zelluloid  auffängt.  Dieser  genügend  gleichmäßig  nach  allen 
Seiten  strahlenden  Lichtquelle  kann  man  durch  undurchsichtige 
Schirme  mit  verschiedenen  Öffnungen  eine  beliebige  Größe  und 
for.n  geben.  Wünscht  man  eine  größere  Lichtquelle  und  ist 
eine  geringere  Intensität  zureichend,  so  genügt  ein  kurzes,  an 
die  Heliostatenöffnung  angefügtes,  mit  einer  matten  Tafel  ver- 
schlossenes Rohr.  Dann  fällt  einfach  das  Sonnenlicht  ohne 
Lmse  ein  und  man  setzt  Diaphragmen  D  von  beliebiger 

1  Vergl.  H.  Seeliger,  Die  schembare  Vergrößerung  des  Erdschattens  bei 
OKdßnsternissen.  Abhandlung  der  Münchener  Akademie,  1890.    —  H.  Haga 
^  C.  H.  Wind,  Beugung  der  Röntgenstrahlen.  Wiedemann's  Annalen, 
68  (18")  P.  866.  -  C.  H.  W ind,  Zur  Demonstration  einer  von  Ii.  Mach 
«itdeckten  opüschen  Täuschung.  Physik.  Zeitsehr.  von  Riecke  und  Simon, 
• r-  '0.  —  A.  v.  Obermayer,  Über  die  Saume  um  die  Bilder  dunkler  Gegen- 
«»nde  auf  hellem  Hintergrunde.  Eder*s  Jahrbuch  für  Photographie,  1900. 
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Form  und  Größe  der  Öffnung  unmittelbar  an  die  matte  Tafel. 
Der  Schatten,  welchen  die  durch  D  begrenzte  erleuchtete  Talel 
von  dem  Rande  R  eines  undurchsichtigen  Schirmes  auf  einen 
weißen  Papierschirm  P  wirft,  zeigt  nun  die  Erscheinung  in 
voller  Reinheit  und  Intensität.  Zwischen  K  und  H  erscheint  die 
bedeutend  dunklere  Linie  d,  zwischen  H  und  V  aber  die 
hellere  Linie  h.  Besser  noch  eignet  sich  zum  Abfassen  des 
Schattens  von  R  statt  eines  ruhenden  Papierschirmes  eine 
weiße  rotierende  Papierscheibe.  Fällt  der  Schatten  auf  be- 
drucktes oder  sonst  ungleichmäßig  helles  Papier,  so  sieht  man 
von  der  Erscheinung  nichts;  dieselbe  tritt  aber  durch  eine  Art 
Abstraktion  sofort  hervor,  so  wie  man  das  Papier  in  seiner 
Ebene  senkrecht  gegen  die  Linien  d  oder  h  bewegt.  Diese 
Linien  können  sich  auch  unter  den  günstigsten  Umständen  der 
Aufmerksamkeit  zeitweilig  ganz  entziehen.  Dann  nimmt  man 
dafür  eine  andere  auffallende  Erscheinung  wahr.  Es  liege  z.B.  für 
den  Beobachter  K  links,  V  rechts.  Der  Streifen  zwischen  d  und  h 
erscheint  dann  dem  mit  dem  Rücken  gegen  das  Licht  ge- 
kehrten Beschauer  entweder  als  ein  konvexer,  von  rechts  her 
beleuchteter  Wulst  oder  als  eine  konkave,  von  links  her  be- 
leuchtete Furche.  Auf  diese  Erscheinung  der  Plastik  kommen 
wir  noch  zurück. 

4.  Das  eben  beschriebene  Verfahren,  welches  gegenüber 
der  Anwendung  rotierender,  mit  Sektoren  bemalter  Scheiben 
manche  Vorteile  und  Bequemlichkeiten  bietet,  gestattet  bei 
geringer  Modifikation   die  Herstellung   sehr  mannigfaltiger 
Helligkeitsverteilungen.  Es  sei  x  die  horizontale  Mittellinie 
einer  Diaphragmenöffnung  D  auf  der  matten  Tafel.  Die  zu  % 
senkrechte,  die  Grenze  des  Ausschnitts  bestimmende  Ordinate  .y 
werde  nach  oben  und  unten  gleich  und  so  gewählt,  aa 
y  —  f{x).  Stellt  man  nun  einen  Schirm  5  mit  einer  langen 
vertikalen,  zu  y  parallelen  schmalen  Spalte  s  und  hinter  den- 
selben einen  Papierschirm  P,  so  erhält  man  auf  diesem  eine 
Helligkeitsverteilung,  welche  in  dem  Schnitt  mit  der  Horizonta  - 
ebene  durch  x  (und  nicht  allzu  weit  von  demselben)  sehr  nahe 
der  Form  «  =  *./(*)  entspricht,  wobei*  einen  konstanten 
Faktor  bedeutet.  Durch  Wahl  der  Entfernung  des  P  von  ^so- 
wie durch  passende  Stellung  von  S  auf  der  Strecke  DP  kann 
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über  die  Größe  der  Abbildung  auf  P  verfügt  werden.  Außerdem 
hat  noch  die  Breite  der  Spalte  5  auf  Helligkeit  und  Schärfe  der 
Abbildung  Einfluß.  Man  wählt  natürlich  eine  enge  Spalte,  doch 
nicht  zu  eng,  um  die  Helligkeit  zu  sehr  herabzusetzen  und  die 
Beugung  nachteiligen  Einfluß  auf  die  Schärfe  gewinnen  zu 
lassen.  Vorteilhaft  ist  es,  statt  der  ruhenden  beiderseits  mattierten 
Zelluloidscheibe  vor  dem  Diaphragma  eine  ebensolche  rotierende 
Scheibe  anzuwenden. 

5.  Um  größere  Helligkeit  der  Bilder  zu  gewinnen,  macht 
man  die  Spalte  s  mehrere  Zentimeter  breit  und  paßt  in  dieselbe 
eine  Zylinderlinse  mit  zu  y  paralleler  Zylinderachse  ein.  Nun 
muß  man  allerdings  dafür  sorgen,  daß  SD  und  SP  konjugierte 
Brennweiten  seien.  Wir  werden  von  diesen  Anordnungen  Ge- 
brauch machen,  dieselben  aber  nicht  mehr  im  einzelnen  be- 
schreiben, sondern  auf  das  hier  Gesagte  verweisen. 

6.  Wir  werfen  von  dem  geraden  vertikalen  Rand  R  eines 
undurchsichtigen  Schirmes  durch  eine  hell  erleuchtete  matte 
Tafel  einen  Schatten.  Die  Diaphragmenöffnung  wählen  wir 
quadratisch  mit  vertikaler  Seite,  dann  kreisförmig  und  wieder 
quadratisch  mit  vertikaler  Diagonale.  Die  oberen  Hälften  der 
Ausschnitte,  deren  größte  horizontale  Dimensionen  wir  für  alle 
drei  dem  Durchmesser  des  Kreises  gleich  nehmen,  sind  in  der 
Fig.  1  durch  Q,  C,  P  dargestellt.  Wir  setzen  voraus,  daß  die 
von  allen  Ausschnitten  gelieferte  Gesamtlichtstärke  gleich  ist, 
demnach  die  Lichtstärken  der  Flächeneinheit  sich  beziehungs- 
weise wie  1  zu  zu  2  verhalten.  Man  beobachtet  dann,  daßrf 
zwischen  K  und  H  am  dunkelsten  und  h  zwischen  H  und  V 
am  hellsten  ist  im  ersten  Fall;  beide  sind  noch  sehr  deutlich  im 
zweiten  Fall,  treten  aber  viel  schwächer  auf  im  dritten  Fall. 
Nennen  wir  wieder  n  die  Beleuchtungstärke  im  Halbschatten- 
raum, x  die  Abszisse  auf  der  Mittellinie,  von  der  Grenze  des 
Kernschattens  an  gezählt,  so  veranschaulichen  die  Ördinaten 

d«r  Kurven  Q,  C,  P  geradezu  den  Gang  von  -,"  im  Halb- 

schattenraum,  nur  muß  man  sich  dieselben  beziehungsweise  in 
den  Verhältnissen  1,  4/tc,  2  vergrößert  denken.  Den  Gang  der 
Beleuchtungsstärke  «  im  Halbschattenraum,  der  sich  durch 
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Integration  von  ^  ergibt,  stellen  die  Kurven  im  Felde  H^HM'M^ 

dar.  Wie  unmittelbar  durch  den  Anblick  der  Figur  sich  ergibt, 
entspricht  Q  ein  ganz  gleichmäßiges  Ansteigen  von  u,  eine 
Gerade,  welche  bei  Hx  und  H'z  durch  Knickung  in  Horizontale 
übergeht.  Für  P  wird  der  Anschluß  zwischen  den  Horizontalen 
durch  zwei  kongruente,  zentrisch  symmetrisch  liegende 
Parabelstücke  gebildet,  die  bei  Hx  und      mit  den  Scheiteln  die 

Horizontalen  und  bei  m  sich 
selbst  berühren.  Die  Kurve 
von  u  für  C  liegt  zwischen 
Q  den  beiden  vorigen  und  hat 
mit  diesen  die  Punkte HVH[ 
und  m  gemein.1  Man  sieht 
ohneweiters,  daß  die  Abwei- 
chungen vom  Mittel  bei  HvHt 
am  größten  sind  für  Q,  am 
kleinsten  für  P,  was  mit  dem 
Ergebnis  der  Versuche  über- 
einstimmt. 

7.  Die  Versuche  mit  nur 
nach  einer  Richtung  vari- 
ierender Beleuchtungsstärke 
sind  auf  verschiedene  Weise 
einfach  ausführbar.  Will  man 
aber  eine  Fläche  mit  einer 
nach  zwei  Richtungen  vari- 
'//..  ierenden  Beleuchtungsstärke 
versehen,  so  ist  man  schon 
in  der  Wahl  der  Mittel  etwas 
beschränkt.  Am  bequemsten  kombiniert  man  zwei  nach  ver- 
schiedenen Richtungen  variierende  Beleuchtungen  in  der  Form 

1  Diese  in  die  Figur  nicht  aufgenommene  Kurve  erhält  man,  indem  man 
als  Abszisse  r(l— cos  a),  als  Ordinate  r2/2 . (aresin  a— sin  a  cos  o)  aufträgt,  wie 
sich  durch  eine  einfache  Integration,  aber  auch  schon  durch  eine  elementar- 
geometrische  Betrachtung  ergibt.  Die  Rechnung  gibt  für  die  Anfangswerte 
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fW+^OO  oder  auch  in  der  zweiten  Form  9 (*).+(>).  Das 
erstere  geschieht,  indem  man  zwei  verschiedene  unabhängige 
Beleuchtungen  summierend  übereinanderlegt,'  wobei  aber  die 
Wirkung  einer  Beleuchtung  durch  die  andere  abgestumpft 
wird.  Die  Abstufungen  der  Helligkeit  bleiben  stärker  und  ver- 
lieren nicht  ihren  Charakter  durch  das  zweite  Verfahren.  Wenn 
eine  Fläche  die  materielle  Eigenschaft  hat,  bei  gleichmäßiger 
Beleuchtung  mit  der  Intensität  i  an  verschiedenen  Stellen  in 
ungleicher  Helligkeit,  und  zwar  nach  dem  Gesetz  Mx)  aus- 
zustrahlen,  so  wird  sie  bei  der  Beleuchtung  *(_>')  die  Licht- 
verteilung 00  dar- 
bieten. Das  letztere  ge- 
schieht z.  B.,  wenn  man 
auf  eine  mit  weißen  und 
schwarzen  Sektoren  be- 
malte rotierende  Scheibe, 
deren  Helligkeit  nach  der 
Richtung  eines  (vertikalen) 
Radius  nach  dem  Gesetz 
¥(*)  variiert,  im  Dunkel- 
zimmer den  Schatten  eines 
vertikalen  Schirmrandes 
mit  der  horizontalen  Hel- 
I'gkeitsvariation  ty(y)  fal- 
ten läßt.  Wo  sich  x  und  y 


Fig.  2. 


nkrecht  kreuzen-  hat  man  die  der  zweiten  Form  ent- 
sprechende Lichtverteilung.  Denkt  man  sich  in  der  undurch- 

LichtT  r°tierenden  Scheibe  statt  der  weißen  Sektoren  das 
t  des  Randschattens  durchlassende  Ausschnitte,  so  kann 
an  dieselbe  Lichtverteilung  auf  einem  ruhenden  Schirm  er- 
biniert       Sternscheibe  FiS-  2,  mit  einem  Randschatten  kom- 
1  zeigt  zwei  sich  durchkreuzende  Liniensysteme  von  der 
1  der  oben  ^ch  d  und  h  bezeichneten. 

kann    ^  ^  ^      3  bis  7  beschriebenen  Vorkehrungen 
man   in   mannigfaltiger  Weise   nach   einer  Richtung 

0<Jw  auchT  Projektionen  *uf  eüiem  Schirm  zur  Deckung  bringen 

bd<*ten  Plain         ""^  r°tierendcn  Schcibe  durch  Spiegelung  in  einem  un- 
8  5  mit  einer  zweiten  rotierenden  Scheibe  optisch  vereinigen. 
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variierende  Helligkeiten  auf  rotierende  Scheiben  oder  Zylinder 
projizieren,  deren  Helligkeit  (Diffusionsvermögen,  Albedo)  nach 
der  dazu  senkrechten  Richtung  variiert.  Man  kann  sich  hiebei 
überzeugen,  daß  starke  Krümmungen  der  der  Gleichung 
u  —  ? (x).ty (y)  entsprechenden  Fläche  optisch  ähnlich,  wenn 
auch  schwächer  wirken  wie  Knickungen.  Solche  Versuche 
habe  ich  vor  40  Jahren  in  etwas  umständlicher  Weise  durch 
Überdeckung  und  Kreuzung  durchsichtiger  Photographien 
rotierender  Scheiben  und  Zylinder  ausgeführt.  Die  zarten 
Kollodiumplatten  eigneten  sich  hiezu  besser  als  die  jetzt 
üblichen  Trockenplatten  mit  ihrem  gröberen  Korn.1 

9.  Im  allgemeinen  dient  unser  optischer  Apparat  dazu, 
Flächen,   Linien,   Punkte,   also   Grenzen   von  räumlichen 
Gesichtsobjekten  wahrzunehmen.  Allein  wir  wissen  alle,  daß 
wir  unter  besonderen  Umständen  auch  einen  leuchtenden 
körperlichen  Raum  mit  seinem  ganzen  Inhalt  sehen  können. 
Denken  wir  uns  z.  B.  eine  Anzahl  kongruenter  Rechtecke  aus 
weißem  Karton,  die  sich  ungefähr  unter  gleichen  Winkeln  in 
den  zusammenfallenden  homologen  Symmetralen  schneiden, 
und  lassen  wir  dieses  System  von  »Flügeln«  um  die  Sym- 
metrale  als  Achse  rasch  rotieren,  so  sehen  wir  einen  von 
weißem,  gegen  die  Achse  zu  dichterem  Nebel  erfüllten  Zylinder, 
einen  in  seinem  ganzen  Raum  leuchtenden  Zylinder,  den  wir 
von   einem   in   durchscheinender   zylindrischer  Hülle  ein- 
geschlossenen  leeren  Raum   ganz   wohl   zu  unterscheiden 
wissen.  Nehmen  wir  die  Flächen  dieser  Rechtecke  rot,  setzen 
aber  an  die  homologen  Stellen  derselben  etwa  kleine  kon- 
gruente grüne  Quadrate,  so  daß  sich  die  Rotationsbahnen  der- 
selben vollständig  decken,  so  sehen  wir  einen  rot  durch- 
leuchteten  Zylinder,  in  welchem  ein  grün  durchleuchteter 
vierkantiger  Ring  schwebt.  Die  Kanten,  die  Flachen  und  die 
Körperlichkeit  sind  hiebei  vollkommen  deutlich.  Jedes  beliebige 
Fleckchen,  welches  wir  auf  den  Flügelflächen  anbringen,  er- 
scheint in  der  Rotation  sofort  körperlich.  Durch  Variation  der 

1  Es  führt  zu  keinem  brauchbaren  Ergebnis,  eine  mit  Sektoren  bemalte 
rotierende  Scheibe  durch  eine  zweite  mit  Ausschnitten  versehene  rotierende 
Scheibe  zu  betrachten  oder  zu  beleuchten,  weil  zwei  kombinierte  Rotationen 
Ka Jspeichenkurven  erzeugen. 
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Versuche  erkennt  man  aber  doch,  daß  dieser  Effekt  nur  durch 
günstige  stereoskopische  Verhältnisse,  hinreichende  Differenz 
beider  monokularer  Bilder,  Kopfbewegungen  u.  s.  w.  gesichert 
ist.  Die  kleineren  Abweichungen  der  Helligkeit  vom  Mittel  der 
Umgebung,  wie  sie  dem  in  1  mitgeteilten  Gesetz  entsprechen, 
wird  man  im  allgemeinen  in  durchleuchteten  Räumen  nicht 
wahrnehmen  können,  da  die  Lichter  verschiedener  Tiefen  sich 
überdecken,  übertäuben  und  keinen  deutlichen  stereoskopischen 
Effekt  werden  aufkommen  lassen.  Läßt  man  z.  B.  auf  die 
rouerend   einen  Zylinderraum   beschreibenden   Flügel  aus 
weißem  Karton  im  Dunkelzimmer  wie  in  3  einen  Randschatten 
fallen,  so  erhält  man,  an  die  dort  gebrauchten  Bezeichnungen 
anknüpfend,  einen  Kernschatten  räum  K  und  einen  Halb- 
schattenraum H,  welche  durch  eine  dunklere  Ebene  gegen- 
einander abgegrenzt  sind,  während  H  selbst  durch  eine 
neuere  Ebene  h  von  dem  Raum  K  geschieden  ist.  Man  sieht 
aber  d  und  k  nur,  wenn  man  sich  fast  in  der  Eberre  d  oder  h 
befindet. 

10.  Die  Summe  der  zwei  zweiten  Differentialquotienten, 
deren  opttsche  Bedeutung  in  1  angegeben  ist,  erinnert  jeden 

bystker  an  den  entsprechenden  dreigliedrigen  Ausdruck  der 
Uplace'schen  und  Poisson'schen  Gleichung,  welche  in  allen 

ebieten  der  Physik  eine  so  wichtige  Rolle  spielt  Auch 
wandelt  es  sich  hier  um  keine  bloße  äußerliche  Ähnlichkeit,  wie 
schon  das  einfachste  Beispiel  lehrt  Betrachten  wir  etwa  den 
Ratten  emes  vertikalen  Schirmrandes,  welcher  durch  ein 
buchtendes  Quadrat  mit  einem  vertikalen  Seitenpaar  auf 
merverttkalen  weißen  Tafel  entworfen  wird.  Die  Beleuchtungs- 

arke  nimmt  hier  in  H  von  K  gegen  V  genau  in  demselben 

aue  zu   wie  das   Potential  zwischen  zwei  unendlichen 
parallelen  ebenen  Franklin'schen  Tafeln,  von  welchen  die 
e  [d  entsprechende)  zur  Erde  abgeleitet,  die  zweite  (h  ent- 

dieser         ****  gelade"  ist  In  der  Tat  sieht  man  bei 

Mitteid  pteUUng  Ladungen  a,s  Abweichungen  vom 
verdu  k  tiale'  und  zwar  die  negative  Ladung  (bei  d)  als 

Beis^  l  ,Ung'      P0sitive  Ladun£  (bei  h)  als  Erhellung.  Diese 
Poiss,ee  1,eßen  Si°h  be,iebiS  vermehren.  Faüt  man  die  Laplace- 
onsche  Gleichung  als  Aussage  über  die  Abweichung 
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eines  Punktes  vom  Mittel  der  unendlich  kleinen  Umgebung  in 
Bezug  auf  irgend  eine  Eigenschaft  auf,  so  gelangt  man  leichtzu 
einer  Erweiterung  derselben  für  endliche  Umgebungen.1 

11.  Es  muß  jedem  Unbefangenen  auffallen,  daß  die 
zweiten  Differentialquotienten  der  Beleuchtungsstärke  auf  die 
Empfindung  der  Helligkeit  einen  so  bedeutenden  Einfluß  üben, 
während  die  ersten  DifTerentialquotienten  in  ihrer  Wirkung 
sehr  zurücktreten.  Die  konstante  Steigung  der  Beleuchtungs- 
stärke einer  Fläche  nach  einer  Richtung  bemerkt  man  kaum. 
Es  sind  im  Gegenteil  besondere  Veranstaltungen  nötig,  um 

sich    von    der  großen   Differenz   der  Be- 
i    leuchtungsstärke  nahe  aneinander  liegender 
Stellen   unter   diesen  Umständen  zu  über- 
zeugen.   Die    ersten  Differentialquotienten, 
nach   einer  Richtung  genommen,  scheinen 
weniger  die  Wahrnehmung  der  Helligkeit  als 
vielmehr  jene  der  Plastik  zu  bestimmen. 
Jeder,   der   mit   rotierenden  Scheiben  oder 
Zylindern  experimentiert,  die  mit  Sektoren 
von  verschiedener  Form  versehen  sind,  kennt 
die  schönen  Erscheinungen  der  Plastik,  welche 
dieselben  darbieten.  Wenn  man  die  Fig.  3  als 
Zylindermantel  verwendet,  wobei  ab  parallel 
zur   horizontalen  Rotationsachse  bleibt,  so 
Fis-  3-         sieht  man  entweder  vertikale,  von  rechts  her 
beleuchtete  Furchen  oder  von  links  her  beleuchtete  Wülste  auf 
dem  rotierenden  Zylinder.  Der  geübte  Beobachter  kann  leicht 
zwischen  den  beiden  Eindrücken  wählen  und  wechseln,  sobald 
er  dem  von  hinten  einfallenden  Licht  den  Rücken  zukehrt. 
Sobald  aber  das  Licht  wirklich  von  rechts  oder  links  einfällt 
und  die  durchscheinenden  Hüllen  der  Bulbi  nicht  künstlich 
gegen  dieses  Licht  geschützt  sind,  besteht  ein  starker  Zwang, 
das  erste,  beziehungsweise  das  zweite  Bild  zu  sehen.  Das  durch 
die  Hüllen  der  Bulbi  dringende  Licht  scheint  hier  eine  mit- 
bestimmende Rolle  zu  spielen,  wie  bei  Fechner's  »seitlichem 
Kerzen-  und  Fensterversuch«.  Um  diese  Erscheinungen  auf 

1  Vergl.  Prinzipien  der  Wärmelehre,  2.  Aufl.,  1900,  p.  118. 
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einen  ubersichtlichen   symbolischen  Ausdruck   zu  bringen 
denken  wir  uns  eine  konvexe  oder  konkave  Zylinderfläche  mit 
kreisförmiger  horizontaler  ebener  Leitlinie  und  vertikaler  Er- 
'  zeugenden,  das  Licht  aber  horizontal  von  links  oder  rechts 
(senkrecht  zur  Medianebene  des  Beschauers)  einfallend;  die 
Richtung  von  rechts  nach  links  oder  umgekehrt  heiße  x  jene 
von  vorn  nach  hinten  oder  umgekehrt  heiße  r.  Man  kann  dann 
sagen:  Mit  dem  Wert  des  ersten  Differentialquotienten  der 
Beleuchtungsstärke  des  Flächenelementes  <g  nimmt  zu  und  ab 

der  Wert  des  zweiten  Differentialquotienten  ^ ,  der  Tiefe  t 

d  x 

des  beleuchteten  Elementes  nach  derselben  Richtung  x> 

12.  Besonders  lebhaft  tritt 
die  durch  Beleuchtung  bedingte 
Plastik  hervor,  wenn  die  Be- 
leuchtung zeitlich  variiert.  Der 
folgende  Versuch  ist  sehr  ein-  T 
fach.  Man  nehme  (Fig.  4)  einen 
rechteckigen  Kartonschirm  abcd, 
der  um  die  Horizontalachse  x 
drehbar,  aber  groß  genug  ist, 
um  auch   bei  beträchtlicher 
Neigung  gegen  die  Vertikale 

noch  die  ganze  matte  leuchtende  Tafel  zu  decken.  Dann 
cnne.de  man  das  Fenster  mnpq  heraus  und  teile  den  ganzen 
cmrm  durch  den  vertikalen  Schnitt^  in  zwei  Teile,  die  um 
emen  festen  Winkel  auf  der  Achse  xx  gegeneinander  verdreht 
Tafel6"  man  nun  den  Sanzen  Schil™  vor  der  leuchtenden 
bald  d"11  v*  hm  h6r'  S°  Wird  abwecnseInd  bald  die  rechte, 
der  T  M  a  der  Ieuchtenden  Tafel  größer.  Das  Bild 

einem  Cine  vertika,e  SPa,te  °der  Zylinderlinse  auf 

Blatt     t       •  entWOrfen  (verSK  5)>  sPieSelt  aber  ein 

um  d      Vert,kaler  Knickungslinie  vor,  welches  Drehungen 

Heilig  ^  AChSC  ausführt>  wobei  die  beiden  Hälften  ihre 
^Wtjtauschen. 

P.  179.  Vef81'  A"aIySe  der  EmPfindungen,  Jena,  1886,  P.  87,  5.  Aufl.,  1906, 
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13.  Überraschend  ist  folgender  Versuch.  Die  erleuchtete 
Zelluloidplatte  wird  durch  ein  Diaphragma  begrenzt  (Fig.  5), 
welches  aus  beweglichen  Sektoren  besteht.  Diese  Sektoren  5 
drehen  sich  um  Stifte  p,  die  in  die  Zelluloidplatte  Z  fest  ein- 
gelassen sind,  und  greifen  mit  Stiften  q  in  einen  Schieber  V, 
durch  den  sie  sämtlich  in  übereinstimmender  Weise  gedreht 
werden  können,  z.  B.  so,  daß  anfänglich  alle  links  liegenden 
geradlinigen  Begrenzungen  der  Sektoren  vertikal  sind,  nach  der 
Verschiebung  aber  die  rechts  liegenden  Grenzen  vertikal  stehen. 
Wenn  man  nun  von  der  so  ausgerüsteten  Platte  mit  Hilfe  einer 
vertikalen  Spalte  oder  einer  Zylinderlinse  ein  Bild  auf  einem 
Schirm  entwirft,  so  erblickt  man  auf  diesem  z.  B.  eine  Anzahl  verti- 


Fig.  5. 

kaier  Furchen,  die  durch  vorspringende  Kanten  voneinander 
getrennt  sind.  Bei  Umstellung  des  Schiebers  verwandelt  sich 
jede  Kante  in  einen  schmalen  Wulst,  welcher  breiter  wird, 
schließlich  die  ganze  Furche  aufzehrt,  so  daß  endlich  nur 
durch  einspringende  Kanten  getrennte  Wülste  übrig  bleiben. 
Da  die  Auffassung  des  Bildes  doppelsinnig  ist,  so  kann  bei 
derselben  Verschiebung  ebensogut  die  Umwandlung  der  Wülste 
in  Furchen  sich  zeigen. 

14.  Der  Verlauf  der  beschriebenen  Erscheinung  kann  in 
allen  Einzelheiten  an  der  Konstruktion  Fig.  6  a  und  b  über- 
schaut werden.  Die  Beleuchtungsstärke  auf  dem  Projektions- 
schirm, auf  die  Abszisse  xx  bezogen,  sei  durch  die  Zickzack- 
linie dargestellt;  sie  bewege  sich  linear  zwischen  0  und  1  hm 
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und  her.  Eine  solche  lineare  Verteilung  (Fig,  6  a)  würde  sich 
dem  Beschauer  bei  I  darbieten,  wenn  das  von  links  einfallende 
Licht  auf  eine  Reihe  aneinander  schließender  Kreiszylinder- 
quadranten1 mit  vertikaler  Achse  so  treffen  würde,  daß  es,  jede 
in  der  Zeichnung  links  liegende  Quadrantengrenze  streifend, 
jede  rechts  liegende  normal  beleuchten  müßte.  Denselben  An- 
blick hätte  auch  der  Beschauer  bei  II,  bei  von  rechts  ein- 
fallendem Licht.  Andern  wir  die  Lichtvariation  wie  in  Fig.  6  b 


Fig.  6  a. 


etwas  ab,  so  daß  nun  dieselbe  Variation  von  0  bis  1  ungleich- 
annig  und  auf  verschieden  große  Strecken  entfällt,  so  sind 
jetzt  abwechselnde  Zylinderquadranten  von  ungleichem  Kreis- 
es und  alternierend  gestellter  Konkavität  und  Konvexität 
n°iig, Mm  diese  Lichtverteilung  sich  realisiere. 

Strukt  W°hl  kaL'm  nÖtig'  darauf  hinzuweisen,  daß  die 
fein  7  NetZhaUt  nicht  überaI1  gleichmäßig  und  gleich 
  Der  Emiluß  der  zweiten  DirTerentialquotienten  wird 

berichte^gBe  Okt^ThT  P  ^  °rWähnten  Abhandlunßen-  diesc  Sitzungs- 


646 


E.  Mach, 


also  in  den  peripherischen  Teilen  der  Netzhaut  zurücktreten. 
Wenn  ich  einen  Zylinder  mit  schwarzen  und  weißen  geknickten 
Sektoren  in  Rotation  versetze,  so  sehe '  ich  beim  Fixieren  der 
betreffenden  Stellen  die  hellen  und  dunklen  Streifen  sehr 
deutlich.  Stelle  ich  mich  aber  in  etwa  150  cm  Entfernung  von 
dem  rotierenden  Zylinder  auf  und  bringe  eine  verschiebbare 
Marke  neben  demselben  an,  die  ich  fixiere,  so  kann  ich  durch 
Abmessen  der  Entfernung  der  Marke  von  den  Streifenstellen 
in  Millimetern  leicht  mich  überzeugen,  daß  diese  Streifen  schon 
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Fig.  6  b. 


verschwinden,  wenn  der  Fixationspunkt  etwa  3  Grade  seit- 
wärts von  denselben  liegt.  Allerdings  muß  ich  sorgfältig  darauf 
achten,  unwillkürliche  Blickbewegungen,  welche  schon  durch 
die  bloße  Erinnerung  an  die  seitwärts  liegenden  Streifen  aus- 
gelöst werden,  zu  unterdrücken. 

16.  Um  mir  eine  Vorstellung  davon  zu  verschaffen,  wie 
weit  ungefähr  die  Netzhautelemente  von  der  fixierten  Stelle 
liegen,  welchen  man  noch  einen  merklichen  Einfluß  auf  die 
letztere  zuschreiben  kann,  verfuhr  ich  in  folgender  Art.  Die 
hell  erleuchtete  matte  Tafel  wurde  mit  einem  Diaphragma/? 
bedeckt,  dessen  Öffnung  die  Form  und  Orientierung  der  Fig.  7 
hatte.  Von  diesem  leuchtenden  Objekt  entwarf  eine  in  einen 
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Schirm  eingepaßte  Zylinderlinse  C  mit  vertikaler  Zylinderachse 
und       „er  Brennweite  von  60  cm  auf  einer  matten  Zelluloid- 
scheibe  2  ein  scharfes  Bild  B  von  nahezu  rechteckiger  Form 
welches  der  Knickungstelle  kk  der  DiaphragmenörTnung  em-' 
sprechend,  e.nen  schönen  vertikalen  dunklen  Streifen  «  aufwies 
A  le  vert.ka.en  Linien  dieses  Bi.des  zeigten  bis  nahe  anTs 

hin*  Hn  7UnTe  Ende  8'eiChe  HeI"'gkeit-  Ich  set2te  m^h  nun 
hm  ,  dleZe,lul01dScheibe  Z,  indem  ich  das  Bild  B  in  der  Durch- 
lebt betrachtete,  so  daß  meine  Augen  in  .  m  Entfernung  von 
tan  Bild,  waren  und  daß  DCB  mit  dem  beobachtenden  den 

A  fifiX'e;enden  Au8e  "ah""  «ne  gerade  Linie  bildete. 

Auf  d,  Empfindung  der  Netzhautstellen  unter  dem  Mittel 
der  Helligkeit  der  Umgebung  haben  nun 
die  Stellen,  welche  von  dem  rechteckigen 
Teil  der  DiaphragmenörTnung  alle  gleich 
"el  Licht  erhalten,  wie  die  Stellen  ss, 
kernen  ändernden  Einfluß,  während  der 
Wert  des  Mittels  allerdings  steigt  durch 
die  Stellen,  welche  von  dem  V-förmigen 
1  eil  des  Diaphragmas  beleuchtet  werden. 

W  enn  nun  mein  Gehilfe,'  mit  einem  zu  ~  1 

oo  parallelen  Schirmrande  den  V-för-  g' 
Hg2*  ld*r  DiaPhragme"ö«hung  zudeckend,  langsam  gegen 
iZZ  T  r      Streif6n  "  "0ch  ""verändert  bei  Mm 
kl"!««™     ,  V°n  **  Wurde  ""deutlicher  bei  Ver- 

weii^v  Entfernu"ß  a"'  5  mm  und  verschwand  bei 

reduz  TderU"g  aUf  3  Auf  die  Größe  des  Büdes  B 
4t  3  <  "tSporacne"  diese  Entfernungen  beziehungsweise 
betrat  ZI  „  °ie  e"tsP"*henden  Gesichtswinkel 

da  b Td  m  f WeUe  i&'  "  '  ?'  Man  darf  also  a""*"™n. 
Kontra        a/,gfnrten  Ve™"*  auf  die  Verdunklung  durch 

merkl  chen  pfn  a'^"  ^  keinen 

einen  W L    ,      ^  Üb'en'  Welche  vo"  der  "»> 
ubersteigenden  Gesichtswinkel  abstanden.  Wenn  der 

'««  WritaJ10  h'cr  beschrieben™  Versuche  hebe  ich  in  den  Jahren  1903  Ins 
il>ch«4efiihftm     "ne"li<:ht  unter  Mithilfe  meine.,  Sohnes  M.  L\  Dr.  Ludwig 
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Streifen  bei  dem  eben  beschriebenen  Prozeß  sich  abschwächt, 
so  wird  er  nicht  nur  weniger  dunkel,  sondern  auch  dünner. 
Zuletzt  hat  man  den  Eindruck,  als  ob  das  gleichmäßig  helle 
Feld,  welches  von  dem  rechteckigen  Teil  der  Diaphragmen- 
Öffnung  herrührt,  an  einen  gleichmäßigen  helleren,  sehr 
schmalen  Streifen  grenzen  würde,  von  dem  es  aber  durch 
keine  Kontur  mehr  geschieden  zu  sein  scheint. 
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Konvergenzuntersuchungen 
zum  Gesetze  der  Amplitudenabnahme  bei 
Pendelbeobachtungen 

von 

Dr.  Adalbert  Prey. 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  17.  Mai  1906.) 

einesDpend!f"fl«d!,r  Umgebenden  Luft  ™(  die  Sc"™gungen 
L  ft^  f  ,  ertS'Chin  dreifacher  Weise:  im  Auftrieb,  im 
Luftwiderstand  und  in  der  Luftreibung ' 

^inetwSlr'  le'Cht  ™  bereChne"  U"d 

an  !,her,EinflU,?  d6S  Luftwiders<"ndes  besteht  in  dem  Verluste 

eTnit  «ger,Kraft'  de"  daS  Pendel  dadurch  «leidt  daß  es 
Te,  1     o         umgebende  Luft  ausübt  und  derselben  einen 

dielr  p"n  TegUng  mitteiIt'  Mathe™«sch  charakterisiert  sich 
und  efr  dner  Scheinbaren  Vergrößerung  der  Masse 

«ines  dl  n  ^ltSm°mente  deS  Pende,s  sowie  im  Auftreten 
in  der  n*r  ?"  dCr  Geschwindigkeit  proportionalen  Gliedes 
Umstand?  '  8'eiChUng  d6r  Pe"delbewegung.»  Dem  ersteren 
nun*  ag'  d'e  Anwend«ng  des  Reversionspendels  Rech- 
^das^  quadratische  Glied  verschwindet  aber  nur  dann, 

u"d  Chemie  Bd^Y^6  '  ^  '""^  Reibung  der  Gase  (Annalen  der  Physik 
d'"n  pendule  et  h  v         Po,SSOfi»  Memoire  sur  Ies  mouvements  simultanes 

rinstitut  de  Fran     !'r  environnant  (M^m.  de  l'Academie  royale  des  sciences  de 
2    enanc«.  tome  XI,  1832). 

Guusse  der  innere  p  u  Pendelnde  Bewegung  einer  Kugel  unter  dem 

und  angewandt«  vi  1u         g  deS  umScben^en  Mediums  (Journal  für  die  reine 

8  Cleb    h        mat'k'  73'  Bd  )' 
^«sigkeiwjo,^'^  di°  Bewcgung  eines  Elüpsoides  in  einer  tropfbaren 

Sit  b  rC,ne       angewandte  Mathematik,  52.  Bd.) 

S'Ub' 1  m4,he,n-»«tunv.  Kl. :  CXV.  Bd.,  Abt.  II  a.  44 
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wenn  das  Pendel  durch  drei  aufeinander  senkrechte  und  durch 
den  Schwerpunkt  gehende  Ebenen  in  acht  symmetrische  Teile 
zerlegt  werden  kann.  Das  ist  bei  unseren  Reversionspendeln 
nicht  der  Fall,  im  Gegenteile,  man  legt  den  Schwerpunkt  mit  Ab- 
sicht möglichst  exzentrisch.  Das  betrachtete  Glied  verschwindet 
also  nicht. 

Der  Einfluß  der  Luftreibung  kombiniert  sich  mit  dem  aller 
übrigen  Reibungserscheinungen  und  ist  teils  der  ersten,  teils 
der  zweiten  Potenz  der  Geschwindigkeit  proportional. 

Die  zu  integrierende  Differentialgleichung  lautet  daher: 

 h  —  sind  -hp  =RJ  — - )=0,  -U 

d/»      /  dt  \dtl 

in  welcher  die  ersten  beiden  Glieder  der  gewöhnlichen  Pendel- 
gleichung angehören,  die  letzten  beiden  aber  den  Einfluß  der 
Luft  vorstellen;  p  und  o  sind  konstante  Koeffizienten. 

Das  doppelte  Vorzeichen  des  letzten  Gliedes  rührt  davon 
her,  daß  der  Widerstand  immer  der  Geschwindigkeit  entgegen- 
wirken, also  mit  derselben  sein  Zeichen  ändern  muß.  Das  Glied 
mit  der  ersten  Potenz  der  Geschwindigkeit  erfüllt  diese  Bedin- 
gung. Das  quadratische  Glied  aber  würde  immer  positiv  bleiben, 
wenn  man  nicht  bei  Änderung  der  Bewegungsrichtung  auch 
das  Vorzeichen  ändert.  Das  obere  Zeichen  gilt  für  negatives, 

d& 

das  untere  für  positives  — 

dt  ' 

Daraus  folgt  zunächst,  daß  die  Integration  der  Differen- 
tialgleichung nur  über  eine  Schwingung  ausgedehnt  werden 
kann,  weil  für  die  nächste  Schwingung  eine  andere  Differential- 
gleichung gilt,  nämlich  jene,  welche  im  letzten  Gliede  ein 
anderes  Vorzeichen  hat. 

Wenn  aber  die  lntergration  nur  über  so  kurze  Zeit  er- 
streckt wird,  so  ist  es  naheliegend,  sich  den  Umstand  zu  nutze 
zu  machen,  daß  während  einer  einzigen  Schwingung  der  Ein- 
fluß des  Widerstandes  sehr  gering  ist,  und  entsprechende  Ver- 
nachlässigungen eintreten  zu  lassen. 

Die  Methode,  die  man  anwendet,  ist  die  Variation  der  Kon- 
stanten. Läßt  man  zunächst  die  beiden  störenden  Glieder  weg 
und  führt  die  Substitution 
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—  =  -P*sin»X/  -^-  =  -2*>X0Sin'Xi  ) 

£=-psmX<cosX/J     -^=-2*Xosta'X/co.xj  "  8) 

Das  Integra!  stellt  den  Verlauf  von  *  und  T  während  der 
ersten  Schwingung  vor  und  enthält  außer  der  Zeit  /  die  An- 
fangswerte K  und  T,  Nimmt  man  für  /  die  Dauer  einer 
Schwingung,  wobei  ein  Näherungswert  genügt,  so  erhält  man 

l  h    J°"     Und  T  mr  das  Ende  der  erste"  Schwingung, 
gedruc  t  durch  *0  und  T,  Der  Ausdruck  lautet  nach  Gronau 
undOppolzer,  wenn  für  *  wieder  die  Amplitude  nach  Glei- 
chung 4)  k~  sin-1  eingeführt  wird: 

*l~*°  =  ~(J£;a«  +  J'>*l)       T,  =  T,=~  ...9) 

Li 

hol„nDoaiede,u°lgende  Schwingun8  ™mer  nur  eine  Wieder- 

,e  Belfr     ",,VOrgangeS  iSt'  S°  muß  ohne  -f 
leb  «?"?8 nChtUng  dieSe'be  BeziehU"S  tischen  je  zwei 
"el.eb,gen  aufemanderfolgenden  a  und  T  gelten.  Es  ist  also  auch 

=-(-£«.-,+ -io«^,)     T»  —  T»-i.  ...10) 

Tl^  dieAmPlitude  *»  -^fang,  «.  die  Amplitude  zu  Ende 

Gl  ichl  mrngUn,g  bedeU'et'  W°dUrch  die  lnl^tion  der 
««Jung  mit  geändertem  Vorzeichen  erspart  wird. 

»biger "cieilh,,0"  "8  FUnkti°n  V°"  "°  da™*tellen,  wäre  in 
durfh «        h  g  r"-  dUrCh  "-2  ™^™*'n,  dann  ,„_2 

«*   e f0rt  °ie  AusfÜhrU"8  KücKsubstitution 
™  an  Konvergenzschwierigkeiten. 

ZaM^der  slhaher  ei"en  a"deren  Weg  ei"2e^hlagcn.  Ist  die 
*  DifferlnthiT^"8 gr°ß'  50  kann  man  eine  Schwingung 
der  die  Ande  n  ka"n  de"  °bigen  Ausd™<*. 

def  Form  schreiben0"  "  Wahrend  einer  Schwingung  vorstellt,  in 
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Das  ist  wieder  eine  Differentialgleichung,  die  nun  ohne 
weitere  Vernachlässigungen  integriert  werden  kann  und  zu  dem 
folgenden  geschlossenen  Ausdruck  führt: 

wobei  abkürzungsweise 

11  -  g      ^2  =  ß  ..13) 

2X  3xp 

gesetzt  ist  und  zp  die  Amplitude  der  pten  Schwingung  bedeutet 
Für  die  letztere  rindet  man  aus  dieser  Gleichung: 

a  -  "o  ...H) 

Dieser  Ausdruck  gibt  nun  zu  folgender  Bemerkung  Anlaß: 
Entwickelt  man  den  Nenner  in  eine  Reihe,  was  bei  den  be- 
kannten Eigenschaften  der  Exponentiellen  immer  möglich  ist. 
so  erhält  man  für  denselben: 

t  2 

l+S/7(l-»-?0to)+-^-(H-ß0lo)2+... 

Eine  rasche  Konvergenz  wird  diese  Reihe  nur  besitzen, 
wenn  zp  eine  kleine  Größe  ist.  Nun  ist  e  allerdings  eine  sehr 
kleine  Größe,  dafür  ist  aber  p  eine  Zahl,  die  sehr  wohl  den 
Betrag  von  mehreren  Tausenden  erreicht,  so  daß  ep  die  Einheit 
stark  übersteigen  kann.  Dann  wird  aber  die  obige  Reihe  sehr 
langsam  konvergieren  und  es  ist  klar,  daß  es  nicht  gestattet 
ist,  etwa  die  Glieder  mit  s2  schon  zu  vernachlässigen.  Nun  ist 
aber  e2  von  der  Ordnung  pa  und  Glieder  dieser  Ordnung  wurden 
zu  Anfang  vernachlässigt.  Es  ist  also  nicht  von  vornherein 
einzusehen,  daß  diese  Vernachlässigungen  statthaft  sind.  Die 
Entscheidung  darüber  kann  erst  getroffen  werden,  wenn  die 
fraglichen  Glieder  bis  über  die  Integration  nach  der  Schwin- 
gungsanzahl mitgeführt  worden  sind. 

Die  Berechtigung  der  obigen  Formel  erschien  daher  zweifel- 
haft und  aus  diesem  Grunde  wurde  die  nachstehende  Unter- 
suchung unternommen.  Sie  dürfte  schon  deshalb  nicht  ganz 
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■ 

überflüssig  sein,  weil  die  Reduktion  einer  größeren  Anzahl  von 
Beobachtungsreihen,  darunter  der  Oppolzer'schen  zur  Be- 
stimmung der  Schwere  in  Wien  auf  der  fraglichen  Formel  beruht. 

Es  ist  gelungen,  nachzuweisen,  daß  die  Mitnahme  von 
Gliedern  höherer  Ordnung  bei  der  Behandlung  der  Gleichun- 
gen 7)  die  Formel  12)  nur  um  Beträge  alteriert,  die  unbedenk- 
lich vernachlässigt  werden  können. 

I. 

Um  die  Rechnungen  nicht  allzu  sehr  zu  komplizieren,  sollen 
zunächst  nur  die  Glieder,  welche  die  höheren  Potenzen  von  k 
dafür  aber  nur  die  ersten  Potenzen  von  p  und  a  enthalten,  mit- 
genommen werden.  Die  Glieder  mit  p«  9i  und  a*  werden  speziell 
behandelt.  Faßt  man  dann  beide  Resultate  zusammen,  so  er- 
scheinen nur  mehr  Glieder  mit  den  Faktoren  p«jfc«  psk*  und 
a  *3  vernachlässigt,  welche  noch  um  eine  Ordnung  höher  sind. 

Wir  kehren  also  zu  den  Gleichungen  7)  zurück  und 
wollen  dieselben  integrieren  unter  der  Bedingung,  daß  k  und  «r 
auf  der  rechten  Seite  als  Konstante  zu  betrachten  sind. 

Wir  führen  mit  Hilfe  der  Gleichung 

<p  =  am  (X/h-y) 
wieder  den  Winkel  <p  ein  und  setzen  nach  Gleichung  3) 

vT^fc*sin*?  A? 

Dann  wird 


dk  —  —  kP    C0S2?    a        ou  cosso 


...15) 


^      f_  sin^cos^  sin?  cos2©  J 

enthM^  6rSte  GHed  fÜhrt'  da  CS  eine  ^rade  Potenz  von  cos  <p 
sinda  !• auf  ein  elliptisches  Integral  zweiter  Gattung;  die  anderen 

rühme  elhptiSCh  Und  führen  auf  Arkustangenten  und  Loga- 
kom™  ^  daher'  Um  auf  brauchbare  Ausdrücke  zu 

kann  ^  S0WlCS0  zu  Reihenentwickhmgen  greifen  muß,  so 
verm         dieselben  aucb  vor  der  Integration  einführen  und 
Idet  damit  d'e  komplizierten  Integrale. 
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Soll  die  Veränderung  von  k  und  7  während  der  ersten 
Schwingung  gefunden  werden,  so  sind  als  Grenzen  jene  Werte 
von  <p  einzuführen,  welche  zu  Anfang  und  Ende  dieser  Schwin- 
gung gehören.  Das  sind  nach  Gleichung  2)  und  5): 

ic  3?c 
®  =  —    und    <p  =  

Y      2  Y  2 

Nun  ist,  wie  man  leicht  findet, 

J.    Vl^ftiiiii^      '      ^2      16/      J,  t-^sin«? 

...16) 

«»'  T  *      2  psin7cos'?_ 

J.    Vi-*' sin'*  •d<f-~7~l5*'J,  l-*!sinST 

daher 

ik_^1  =  _*ef(±  +  £)_2*9(i.  +  »  17) 

1  X  \2      16/  \3      lo    '  ...17) 

Ti—  To  =  0. 

Die  Größe  7  bleibt  also  auch  hier  konstant,  denn  es  ist 

7».  =  7«-i  =  T«-2  =  •  •  •=  Ti  =  To-  •■•18) 

Die  Gleichung  für  k  aber,  in  derselben  Weise  wie  9)  und 
10)  behandelt,  gibt: 

dk  _  kpzL  t  16*Xs\  gps_j.  ...  19) 
dp  2X  V       3    pjc  /       16X  15 

oder,  wenn  man  zur  Abkürzung  nach  13) 

[j-   ^  jiX_  _  ^ 

2X  ~~  ~       3  ~~ 

setzt,  das  erste  Glied  heraushebt  und  den  Klammerausdruck 
nach  k  entwickelt, 

£=-*,(i+2?4+£(i-jp*)] 
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oder  ^  ^ 

=^(T^l'-?(]-}H]  =  ^ 

und  endlich: 

,  dk  k  f       12  \ 

Das  Integral,  von  der  unteren  Grenze  k0  an  genommen,  gibt: 

*    l+2ß£0^     16        P    10  ----^ 
Wenn  man  bedenkt,  daß 

£  =  sin  —  *0=rSin^ 
2  2 

»st,  so  erkennt  man  sofort,  daß  das  erste  Glied  dieser  Gleichung 
mit  12)  identisch  ist,  nur  mit  dem  Unterschiede,  daß  dort  für 
den  Sinus  einfach  der  Bogen  gesetzt  ist,  ohne  Rücksicht  auf 
die  Glieder  mit  a8. 

Um  die  Formel  21)  numerisch  auf  ihr  Verhältnis  zu  12)  zu 
Prüfen,  entnehmen  wir  den  Oppolzer'schen  Untersuchungen  die 
WUend»Cn  ZahlGn'  österreichischen  Pendelapparat 

^  =  *  =  0-03         ?  =  ?^  =  o-01.  ...22) 

In  s  ist  als  Zeiteinheit  der  Zeitraum  von  einer  Koinzidenz 
zur  nächsten  gewählt.  Nehmen  wir  statt  dessen  wieder  die 
uauer  einer  Schwingung,  so  wird  beiläufig 

__  0j_03 

8~"l70*  "*23) 

in  oKD?°ken  W'r  die  AmPlitude  nicht  in  Bogenminuten,  sondern 
»  absoluten  Einheiten  aus,  so  ist  statt  ß 

zu  setzen.  3437  ■  7  ß  ...  24) 

von         F°rmeI  H)  findGt  Sich  dann'  daß  eine  AmPm"de 
sinkt  w"^  7200  SchwinSunSen  (etwa  2  Stunden)  auf  18-08' 
 ^rechnen  nun  mit  diesen  Werten  nach  Formel  21) 

Wl9oT°n°miSChe  AfbeitCn  dCS  k-  k'  Gr^essungsbureaus,  XIV.  Bd., 
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die  Zahl  p  zurück.  Wir  finden,  wenn  wir  die  Resultate  für  die 
einzelnen  Glieder  getrennt  schreiben: 

p  =  7199-85  -O  l  1-4-010  =  7199-84. 

Es  tritt  also  die  Amplitude  18*08'  bei  Berücksichtigung 
der  höheren  Glieder  um  0  16  Schwingungen  früher  ein.  Da  es 
bei  der  Beobachtung  von  Amplituden  auch  auf  ganze  Schwin- 
gungen nicht  ankommt,  da  sich  die  Amplitude  sehr  langsam 
ändert,  so  kann  der  obige  Unterschied  als  ganz  unwesentlich 
bezeichnet  werden. 

Damit  ist  die  erste  Kategorie  von  Gliedern  erledigt.  In 
diesem  Falle  war  das  Resultat  vorauszusehen.  Die  betrachteten 
Glieder  entstehen  aus  den  rasch  konvergierenden  Reihenent- 
wicklungen nach  k.  Es  kann  also  für  die  Differentialgleichung 
keine  andere  Form  als  19)  auftreten.  Es  sind  daher  auch  die 
weiteren  Entwicklungen  immer  möglich  und  das  Resultat  er- 
scheint in  Form  der  stark  konvergierenden  Reihe  21). 

II. 

Komplizierter  liegt  die  Sache  bezüglich  der  Glieder  mit 
p2,  pa  oder  a2. 

Führen  wir  die  Vernachlässigung  der  höheren  Glieder  in  i, 
die  nach  dem  früheren  gerechtfertigt  ist,  in  den  Gleichungen  15) 

durch,  so  erhalten  sie,  da  «  =  X/  4-  —  wird,  die  Form: 

2 

dk 

=  —  p*  sin8  X/-2PXs  sin3  X/ 


dt  ...25) 
d-i 

—  =  — p  sin  X/  cos \t  —  2k\-5  sin2  X/  cos  X/.1 
dt 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  der  ersten,  welche  nur 
die  Unbekannte  k  enthält.  Sie  ist  ein  Spezialfall  der  Clairant- 
schen  Gleichung,  deren  Integration  nach  bekannten  Grund- 
sätzen erfolgt.  Durch  Multiplikation  mit  k~2  und  Substitution 

von  —  —  yf  p  sin2  X/  =  P  und 
k 


1  Es  wird  sich  später  an  der  Hand  numerischer  Werte  zeigen,  daß  nicht 
p  und  3,  sondern  p  und  ak  als  Grotten  gleicher  Ordnung  aufzufassen  sind, 
ebenso  auch  v-\  p3*  und  s'-'/t?.  Die  Glieder  treten  auch  immer  in  dieser  Form  auf. 
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2\,Sm'Xt=Q,  ...26) 

geht  dieselbe  über  in 

%=Py+Q  ...27) 

deren  Integral  lautet: 

y  =  JMSQr-fMdt+cJ™  ...28) 

worin  cx  die  Integrationskonstante  bedeutet.  Wir  führen  die 
angezeigten  Integrationen  aus,  vereinfachen  dieselben  aber 
durch  Reihenentwicklungen,  wobei  wir  Glieder  von  der  Ord- 
nung p*  po  und  o2  beibehalten. 
Es  ergibt  sich: 

JPdt  =  p/sin'  U  =  ±  (2X*-sin  2\t\ 

Ii.  4X 
daher 

e    -e^  ;  =  i  +  _P  (2X/  —  sin2X/)  + 

4X 

+  iilfe(2X'-sin2X/)S 
.-/*=r**'— =  j__p_  (2X,_sin  2u)+  -29> 

Die  Entwicklungen  sind  rasch  konvergiert,  weil  /  die 
Dauer  einer  Schwingung  nicht  übersteigt. 
Ferner  mit  derselben  Genauigkeit: 

Ö-^/  =  2Xasin3X/[l-£-(2X/-sin2X/)] 

SQ-e-fPätdt  =z  2U  Jsin»  X/- [~  J(2X/-sin  2X/)  sin»  X/^. 
Wir  ersetzen  sin3X/  durch: 

3  1 

—  sin  X/  sin  3X/ 

4  4 


OÜO 
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O 


c 

CD 
CÖ 


2 


-  + 

II 


4  . 


IT. 

3 
< 
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efpäx*$Q'  e-Spdt  dt  =  o  ^  cos  3X/—  ~  cos  X/]  + 

4_^L_AsinX/  +  -  sin  3X/  —  sin  5X/1 

X  L     12  72  120  J 

Nach  28)  und  29)  wird  somit  endlich: 
^  =  ^[1  +  ^-  (2X/— sin  2X0  +  —  (2\t— sin  2X/)2] 

[—  cos  3X/—  —  cos  X/l  +  ^  U  ^-  sin  X/ 
Lß  2  J      X  L  12 


4X 

+  - 


+  üsin3X/  —  sin  5Xr|- 

72  120  * 

Der  reziproke  Wert  dieses  Ausdruckes  ist  die  Größe 


daher 


k  =  ±ll  P_(2X/-sin2X0—  —  (-Lcos3Xr—  ^-cosX/) 

+  _^!_(2X/-sin2X0,+  4f—  cos3X*-4cosXV 
16X*  c^6  2 

+  ^P1(2X/  — sin2Xr)(-cos3X/— ^-cosX/J 
4Xq  v6  2 


32  X2 


(2X/  — sin  2X0 


2 


P^_[_Äsinx*  +  -  sin 3X/- \- 5X#] } 
;.X  L     12  72  120 


c,\  L     12  72 
oder  reduziert 


*  =  -{l  (2  X/-sin  2X0  -  -  (—  cos  3X/-  -  cos  X/) 

ci  \        4  X  c  1  ^  6 

+  -^-(2X/— sin2X08  -31) 
32  X2 


(ü  +  L  cos  2X/_  ±  cos  4X/  +  ^  cos6X<; 
;*   ^36     8  4 
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+  —  /(— COSX/+.-C0S  3X/J). 

Durch  Einsetzen  des  gefundenen  Wertes  für  k  in  25)  und 
nachfolgende  Integration  ergibt  sich  der  Ausdruck  für  7  Da 
das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  schon  den  Faktor  o  ent- 
halt, so  brauchen  in  k  nur  noch  Glieder  erster  Ordnung  berück- 
sichtigt zu  werden.  Es  ist  somit 

T  =  To-pJsinX/cosX/tf/_^ ßmntcosXt 

•[l--e-(2X/-sin2X0-f  f±cos3X/- 

ci  \  6 

Es  treten  daher  folgende  Integrale  auf: 

h\n\tcosXtdt  =  Lcos2x/ 

J  4X 

+  ^(co*X/— icosS») 

/«••»•  U  cos  X,.sin  2X,  *  =  -  ±  (cos  x<  +  1  cos  3X/ 

4X  v  6 

 cos  oä/I 

o  *      4X  / 

/ilnl^«x/.co,axirf/  =  «±(/_^8in2X< 

8  V  2X 

 -sin  4X/  +  sinöX/l- 

4X  6X  / 
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Mit  diesen  Ausdrücken  findet  sich: 


T  =  c%  + 


4X 
po 


cos 


ct  L3  W 
po  T  3 


2X/—  —  (—  sin  X/—  —  sin  3X/ ) 
3(7^4  4  / 

■)1 


'  ^—  sin  X/ —  -i-  sin  3X/ 


...32) 


TjX 


8 


cos  X/ 


1 


144 


cos  3X/ 


80 


cos5X/ 


] 


c\  \\2  48X 


sin  'DJ  —    "  aM-  J— sin6X/). 


_5 

48  X 


144X 


Zunächst  führen  wir  nun  statt  der  beiden  Integrations- 

konstanlen  cx  und  c2  die  Werte  k0  und  ?0  für  *  =  0  ein.  Es  findet 

sich  für  t  =  0  ,  ,       ,        1fi  2. 

.  1  f,  4a  16a2\ 
i'0  =  -  1  +  4-  ) 


3^  de* 

P      .  16P3 

To  =  ^  +  —  + 


...33) 
...34) 


4X  45CjX 
Die  Auflösung  der  ersten  Gleichung  ergibt 

Indem  wir  dann  in  der  zweiten  Gleichung  im  letzten  Gliede 
-j-  durch  £0  ersetzen  können,  findet  sich  mit  derselben  Ge- 


...35) 


nauigkeit: 


_         p  16p**0 

2-Vo~7x" 


...36) 


Führen  wir  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  31)  und 
32)  ein,  so  wird  jetzt 


4X 

32  X2 


3     X  / 
(2X/  —  sin  2X0* 


...37) 
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-  (3  *0  -  -L  kl  o«-  *o  p  O  /)  (—  -|  COS  X  /  +  i-  COS  3  X  /) 

+ a'*!     +  7 cos  2  x '  ~  7 cos  4  x' + ^  C0S  6X') 

pa£ft  /  5    ,  2  1  \* 

+  — (T«nX*  +  -si»3X/-l,i„5X/)}. 


°     4X     45  X 

+  — cos2X/ 
4X 


...38) 

~    a*°~~  7 a'** "~  7p0*°')  (7 sin  x/-  7 sin  3X/) 

-  e«J- X/  - 1  sin  2X/~  A  sin  4X  /  +  J_  sin  6X/) 
^        48  48  144  / 


1  T  rrcosX/  — rr-cos3X/  cos 5X/j- 

K    v8  144  g0  / 

Um  die  *  und  7,  die  zu  den  Endpunkten  der  einzelnen 
Schwingungen  gehören,  zu  bestimmen,  müssen  zuerst  die  ent- 
sprechenden Werte  der  Zeit  berechnet  werden.  Wir  bezeichnen 
d-eselben  der  Reihe  nach  mit  /0(=0),  tv  /2 .  .  ./„.  Bei  der  un- 
gestörten Bewegung  hatten  diese  Größen  die  Werte  0,  — 
}  ...  Y-  Für  unseren  Fall  können  wir  diese  als  Näherungs- 
werte auffassen  und  setzen: 

«  w 

=  7  +  ' 

wo  :„  eine  kleine  Größe  ist. 
Ks  ist  dann 


*»  =  K ,  + 


WObcl  d6r  Index  ^  bezeichnet,  daß  die  Werte  für  /  =  ™ 
2"  nehmen  sind.  X 

d.  mathem -naturw.  Kl.;  (  XV.  Dd  ,  Ab,  II  a.  45 
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Nun  ist  aber  nach  25) 

m  =o,  (*.)  =o. 

Es  können  also  bei  Berechnung  der  ftlt  V--*«  und  7^  v-7« 

statt  der  Werte  tv  t2...t„  die  Werte  ^  wie  bei 

X      A  A 

der  ungestörten  Bewegung  gesetzt  werden.  Es  wird  so  zunächst 
für  *  =  1 

1       °\      21      3     °     8X*      9  X  ' 

Was  zwischen  *0  und  ^  gilt,  muß  in  derselben  Weise  für 
*Ä  und  *2,  £Ä  und  k&y  allgemein  K-\  und  ÄM  gelten.  Es  ist  also 
auch: 

V      2X      3  8X2  9 

Unter  Einführung  der  Abkürzungen 

p7t  p27C8 

*  ~  2X " "sx2 

^I5_2i^  ...41) 
3  X 

64  _ 
c  —  —  a2 

9 

geht  dieser  Ausdruck  über  in: 


...42) 


wodurch  die  Änderung  von  k  während  einer  Schwingung  dar- 
gestellt wird.  Nehmen  wir  wieder  diese  Größe  als  Differential  d*, 
genommen  nach  der  Schwingungszahl  p,  so  ist 

welche  Gleichung  zu  integrieren  ist. 


uiyiiizeo 
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Es  ist  also 

dk 


ck 


\     c  c 


k+k* 


daher  durch  Partialbruchzerlegung 


667 


cp  =  A\og—  +5log 


k  __  b  _    /_**_  a 
2c     \!  4  c*  +  c 


k—  0 


b* 


2c  \4 


H  


+  Clog 


\4r  c 


2c 


,  ...43) 


H  


0     2c     V  4c*  c 
wobei  die  Konstanten  4*,  C  bestimmt  sind  durch  die  Ausdrücke 


a  2  !v« 


C  =  ±tl 

2  '  <i 


V  4  c2  c 


2a 


b2 


oder 


a 


...44) 


a  2  a 


2a 


1  — 


1 


,  4ac 

' 1  +  >  • 


/,  4ac 

V  1  +  w 


Die  Twrnfl     ^ac  • 

ist  nach  41)  von  der  Ordnung  p,  also  eine 

kleine  Größe.  Wir  köi 
und  finden 


können  daher  die  Wurzelgrößen  entwickeln 


45* 


608 
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V 


\ac  2ac  2aV 


1 


\     +  £2 


2ac 


somit 


Aac 

1* 


~~2H  +  V~  > 


7"*"  7  fr» 


2c     V  4c8  +  f 


2c 


...45) 


_  b  I"  2<ic  2g*<r'l  _ 
~~2<-l  +    ^  J 


2a 


2 


*    2ac  —  £- 

2  a  '    fc*  ~~&8 


C  =  -Ul  + 
2a  l 


1 


V  1  + 


c 
a 


£2 


Die  Vernachlässigung  der  Glieder  -—  und  — ,  die  von 
der  Ordnung  a2,  respektive  p2  sind,  führt  nun  zu 

5  =  0 

c=i-  -46) 

a 

Die  ganze  Gleichung  43)  wird  durch  c  teilbar  und  geht 
nach  Multiplikation  mit  a  sofort  über  in 

a 


ap      log  nat  — 


a 


...47) 


welche  Form  identisch  ist  mit  der  gebräuchlichen  Formel. 


uiyiiizeo 


by  Google 


Amplitudenabnahme  bei  Pendelbeobnchtungcn.  669 


Es  fragt  sich,  ob  diese  Vernachlässigungen  erlaubt  sind. 
Dies  läßt  sich  wieder  an  der  Hand  numerischer  Werte  ent- 
scheiden und  wir  wollen  zu  diesem  Zwecke  abermals  die 
Verhältnisse  des  österreichischen  Pendelapparates  heranziehen. 

Unter  Zugrundelegung  der  Werte  aus  22)  findet  man,  da 
~  näherungsweise  gleich  P006  ist: 

log  p  =  6-5451  log  a  —  6  •  2467 1 

log  0-  7-6601  log  b  =  8-0861 

log*  =6-1722. 

Hiebei  geben  die  Glieder  zweiter  Ordnung  in  a  und  b  noch 
keine  Einheit  der  vierten  Stelle; 

A  ~  —0-8424 
B=  0-0001 
C—  0-8423. 

Man  findet  ferner  —  i-  82  •  03. 

c 

Da  nun  k  und  k0  kleine  Größen  sind,  so  erkennt  man, 
daß  der  Zähler  und  der  Nenner  im  zweiten  Logarithmus  der 
Ueichung  43)  einander  sehr  nahe  gleich  werden,  so  daß  der 
Logarithmus  nahe  gleich  Null  wird;  überdies  ist  B  nahe  gleich  0, 
in  der  Tat  gibt   die  Rechnung   für  ejnen   extremen  Fa„ 

%  -  1207,  a  =  180  für  das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite 
von  43)  nur  eine  Einheit  der  achten  Stelle. 


Das  Glied  ~  ergibt  sich  zu 
b* 


Es  ist  gegen 


a2c 

■  =  0  •  000002555. 
b* 


a  =0  01447 
b 


beri-  eS  bei  vierstelliger  Rechnung  überhaupt  nicht 

46W '  h  Werden  kann'  °ie  Vernachlässigungen,  die  zu 

fuhren,  sind  also  vollständig  gerechtfertigt  und  es  ist 

1  v«rgl.  Anmerkung  p.  658. 
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somit  erwiesen,  daß  die  Mitnahme  der  Glieder  zweiter  Ordnung 
in  42)  keine  Änderung  der  Formeln  bedingt  und  auch  keine 
merkliche  Steigerung  der  Genauigkeit  zur  Folge  hat 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Untersuchung  der  Größe  7. 

Aus 38)  folgt  für  das  Ende  der  ersten  Schwingung,  d.i.  für/-y 

5     2J2     32   pa£0  4m 

7,  =  Y0  TTO8^  ;   •"'kö) 

h      10     12  45  X 

Diese  Gleichung  muß  für  Anfang  und  Ende  jeder  einzelnen 
Schwingung  gelten.  Wir  haben  also  das  System: 

5     „ 32  f>sfeo 

—  Ki-Rl  :  

12  45  X 


7i=To  —-'-ti***« 


5  32    p<3^i  49) 

7a      71        12        1        45  X 


5  32  p*h-l 

=  t«.,  —  —  =  —  —  — 


Addieren  wir  diese  Gleichungen,  so  finden  wir: 

n  i 

12 


Um  den  Einfluß  der  Glieder  zweiter  Ordnung  zu  beurteilen 
—  Glieder  erster  Ordnung  kommen  überhaupt  nicht  vor  — 
ersetzen  wir  alle  k  durch  das  größte :  k0.  Dann  ist  der  Betrag 
dieser  Glieder  jedenfalls  kleiner  als 

12  45  X 

d.  i.  mit  den  früher  gegebenen  Werten  und  p  =  7200: 

o-oooi.  •••52) 

Um  zu  erkennen,  was  dies  austrägt,  müssen  wir  bedenken, 
daß  nach  3)  sich  eine  Veränderung  von  y  in  der  Beobachtung 
der  Zeit  äußert;  die  letztere  erfolgt  zur  Zeit  des  Durchganges 
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des  Pendels  durch  die  Ruhelage,  während  die  oben  abgeleiteten 

Werte  von  k  und  7  für  die  größten  Elongationen  gelten.  Um  die 

zu  dem  w  +  lten  Durchgange  des  Pendels  durch  die  Ruhelage 

gehörigen  Werte  von  k  und  r  zu  bestimmen,  haben  wir  in  den 

Formeln  37)  und  38)  k0  und  r0  durch  kn  und  T„  zu  ersetzen  und 
z 

2X'  "  h  einer  halben  Schwingungsdauer  gleich  zu 
nehmen.  Die  Änderung  von  k  während  dieser  halben  Schwingung 
beträgt  im  Maximum,  also  in  unserem  Falle  für  a  =  «<,  =  120* 

— 0-0002  £0  —  — 0!01 
die  Änderung  von  7: 

-0-0001.  ...53) 

Die  erstere  kann  immer  vernachlässigt  werden;  die  letztere 
ist  so  groß  wie  52)  und  kann  daher  nur  dann  vernachlässigt 
werden,  wenn  7  überhaupt  konstant  genommen  werden  darf. 

Wir  wenden  nun  Gleichung  3)  auf  den  n  +  lten  Durchgang 
des  Pendels  durch  die  Ruhelage  an.  Dieser  erfolgt  mit  großer 

Annäherung  zu  dem  Zeitpunkt  t  z=  — ti.JL.  Wir  setzen 

oi  2  X 

also  genauer: 

Wi  -  ~^r~  •  r  +-y2« +r  •  •  •  54> 

2  -  * 

Ferner  ist  nach  2)  genau  <p  =  (»  + 1)  *,  weil  &  gleich  Null 
wird.  Dann  lautet  die  Gleichung  3): 

2n+\  Ä  i  ,  2«+i 


X  +^'ifl 


u  T2J>±!  =  (ff  +  1) TT |l  +  — •  •  j . . .55) 

Vor  allem  ist  zu  erkennen,  daß  eine  Veränderung  A7  von 
T  mit  dem  Betrage  in  y  eingeht.  Der  Einfluß  von  A7  auf 
die  Durchgangszeit  wird  also,  da  X  nahezu  gleich  c  ist,  höchstens: 

0  0002:  3-14  Sekunden, 

werdeme  GrÖße'         UntCr  aHen  Umständen  vernachlässigt 

Sund6"   — St6llt  "icht  DurchSanSsbcobacntungen> 

ui1  ern  Koinzidenzbeobachtungen  an,  so  wird  die  Sache  etwas 
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ungünstiger,  indem  die  Veränderung  von  7  dann  mit  einem 
Betrage  eingeht,  der  so  oftmal  größer  ist  als  der  obige,  als  von 
einer  Koinzidenz  zur  nächsten  Sekunden  nötig  sind;  in  unserem 
Falle  sind  das  170.  Das  gibt  aber  erst  etwa 

0012  Sekunden, 

ein  Betrag,  der  sich  noch  vollständig  der  Beobachtung  entzieht. 
Man  kann  also  7  als  konstant  ansehen,  und  zwar  ist  nach  4) 

7=7.=|(l  +  fi  +  ...)■  .-56) 

Dadurch  sind  wir  sowohl  in  Bezug  auf  k  wie  auf  7  zu  der 
bekannten  Formel  zurückgekommen  und  damit  ist  bewiesen, 
daß  die  schon  bei  Aufstellung  der  Gleichung  10)  vernach- 
lässigten Glieder  auch  bei  Summierung  über  die  ganze  Anzahl 
der  Schwingungen  einflußlos  bleiben. 
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Ober  Schwankungen  der  radioaktiven 

Umwandlung 

von 

K.  W.  Fritz  Kohlrausch. 

Aus  dem  II.  physikalischen  Institut  der  Universität  in  Wien. 
(Mit  3  Tcxtii>;urcn.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  21.  Juni  1906.) 

Die  von  Rutherford  und  Soddy  begründete  Zerfalls- 
tneone  geht  von  der  Annahme  aus,  daß  die  Atome  radioaktiver 
^stanzen  einer  Umwandlung  unterworfen  sind.  Der  Zerfall 
enolgt  nach  dem  Exponentialgesetz  n  =  Ne~»  wo  N  die 
Anzahl  der  Atome  zur  Zeit  t0  =  0,  X  eine  Konstante  und  n  die 
™  der  nach  der  Zeit  /  noch  vorhandenen  Atome  bedeutet. 

Durch  Differentiation  erhält  man  %  -X», das  heißt, derTeil 
^  vorhandenen  Atome,  der  in  der  Zeiteinheit  einer  Verände- 
rung "fliegt,  ist  gegeben  durch  X;  -1  wird  als  .mittlere 
Lebensdauer«  der  betreffenden  Atome  bezeichnet. 

DiewT  g6langt  ZU  diescm  Gesetz  auch  auf  anderem  Wege. 
Zeit/  i?  m,iChkeit)daß  einAtom  innerhalb  einer  gegebenen 
Zeit  [s1tneRUmWandlun&  ^fährt,  wird  desto  grüßer,  je  größer  die 
in  dpr  7     k  1Chnet  man  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  ein  Atom 

•ung  Itt ''  WOb?i//  S6hr  kiein  Sein  d- 
dafl l  di  mU       '  S°  wird  die  Wahrscheinlichkeit  wv 

w  shÜlA^0"1  'n        gleichen  Zeit  nicht  verändert  wird: 
^  für  die  Zeiten  2A/,  3A/,.  .  .klt  erhält  man: 
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tv2  -  (1-XA/)2 
Wn  =  (1-XA*)8 

tut  =  (1— XA/)'. 

X  8  1 

Setzt  man  jetzt  *A/  =  S  und  — -r-  =  — ,  so  geht  wfe  über 


=('-t)=k-  irr- 

Für  große  Werte  von  k  wird  auch  o>  groß  und  man 
erhält:  wk  =  Von  einer  großen  Anzahl  JV  gleichartiger 
solcher  Atome  werden  die  nach  der  Zeit  8  noch  vorhandenen 
gegeben  sein  durch  Ne~n  =  «,  und  zwar  wird  w  durch  dieses 
Abklingungsgesetz  desto  sicherer  definiert  sein,  je  größer  N  ist. 
Ist  hingegen  N  keine  sehr  große  Zahl,  dann  wird  die  tatsäch- 
liche Abklingung  von  obigem  Gesetz  abweichen,  das  heißt, 
n  wird  gewissen  Schwankungen  unterworfen  sein.  Die  Größe 
dieser  »Streuung«  wurde  von  E.  v.  Schweidler1  mit  Hilfe  des 
Bernoulli'schen  Theorems8  berechnet. 

Können  in  einer  Reihe  von  s  Versuchen  nur  zwei  einander 
ausschließende  Ereignisse  A  und  B  mit  den  Wahrscheinlich- 
keiten p  —  ^ ,  beziehungsweise  q  —  ~- ,  wobei  mx  und  m% 

die  günstigen  Fälle  darstellen,  eintreten,  so  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit Wt  daß  ml  zwischen  den  Grenzen  ps±v  und  gleich- 
zeitig wt  zwischen  den  Grenzen  ?s±v  liegt,  gegeben  durch: 


W=~L-(  e-r-ät. 


Wendet  man  diese  Formel  auf  die  Lösung  des  vorliegenden 
Problems  an  und  setzt  man  zu  diesem  Zwecke  <f  '  —  1 
und  dementsprechend  1—  e~'^  =  o,  so  ergibt  sich,  da  die  beiden 
einander  ausschließenden  Ereignisse  A  und  B  in  diesem  Falle 


1  Premier  Congres  international  pour  l'etudc  de  la  Radiologie  et  de 
1'Ionisation:  »Über  Schwankungen  der  radioaktiven  Umwandlung«. 

2  Enzyklopädie  der  mathem.  Wissenschaften,  I,  D.  1. 
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dem  Verwandeltwerden  und  dem  Nichtverwandeltwerden  ent- 
sprechen: 


mi  =  N0— «);  wa  =  Nol;  s  =  N;  p  =  1— a;  9  =  «. 

Daher  wird  die  Wahrscheinlichkeit  W",  daß  n  =  N<x 
zwischen  den  Grenzen  Na^tNaa  liegt: 


Nach  einer  der  Fehlerrechnung »  entnommenen  Formel  ist 
die  obere  Integralgrenze  das  Produkt  aus  der  Grenze,  die  der 

u  «r  njChtnÜberstei*e"  soll>  ™d  ^s  A,  dem  sogenannten 
»Maße  der  Präzision*;  aus  h  wird  der  mittlere  Fehler  ge- 
funden mittels  der  Beziehung  ,  =  _  ^  .  Da  die  Fehlergrenze 
hier  iVaa  ist,  so  wird: 


*=  1 


und  V2iV.(l_a) 

Drückt  man  jetzt  noch  den  mittleren  Fehler  in  Bruchteilen 
*s  Normalwertes  aN  aus  und  bezeichnet  ihn  dann  mit  I, 

SO  wirH  * 


Wählt  man  die  Zeit  S  klein  gegen  die  mittlere  Lebens- 
dauer eines  Atoms,  dann  ist  %  ebenfalls  sehr  klein,  1— a 
nahezu  gleich  1  und  der  prozentuelle  Fehler  I  erhält  die  Gestalt: 

1  1 


VNa  Vz 


der  Za^H  ßt>  ^  miiÜm  Schwankung  ist  nur  abhängig  von 
_  der  Anzahl  von  Atomen,  die  bei  strenger  Gültigkeit 

1  Enzyklopädie  der  mathem.  Wissenschaften,  I,  D.  2. 
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des  Gesetzes  n  —  Ne~'u  innerhalb  der  Zeit  5  zur  Umwandlung 
gelangen  würden,  und  zwar  gleich  der  reziproken  Wurzel  aus 
dieser  Zahl.« 

Diese  von  E.  v.  Schweidler  gefundene  Beziehung  konnte 
empirisch  nachgewiesen  werden. 

Die  benutzte  Versuchsanordnung  war  folgende:  Zwei 
Messingkästchen  A  und  B  (Fig.  1)  von  9  cm3  Querschnitt  und 


Elektrometer 


C 


L    II  I 


II 


7: 


ii 


D 


......... 


VamfTin 


9 


i: 


u_  


Fig.  1. 

7  Höhe  wurden  oben  durch  die  Ebonitdeckel  C  und  0  ver- 
schlossen und  isoliert  voneinander  in  Paraffin  befestigt.  Der 
hufeisenförmig  gebogene  Messingstab  ach  ragte  mit  seinen 
freien  verdickten  Enden  a  und  b  durch  die  isolierenden  Ebontt- 
deckel  bent  tief  in  die  Kästchen  hinein  und  war  bei  c  mit 
dem  einen  Quadrantenpaar  eines  Nernst-Dolezalek'schen 
Elektrometers  (Kapazität  -  1 20  cm)  verbunden,  dessen  anderes 
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Quadrantenpaar  geerdet  wurde.  Der  außerhalb  der  Kästchen 
befindliche  Teil  des  Messingstabes  sowie  die  Elektrometer- 
zuleitung wurden  zur  Vermeidung  äußerer  Störungen  von 
geerdeten  Messingröhren  umgeben  (EFG),  die  den  Ebonit- 
deckel durchsetzten  und  so  gleichzeitig  einen  Schutzring  gegen 
direkte  Ladung  des  Stabes  durch  A  und  B  bildeten.  Auf  den  Boden 
der  beiden  Kästchen  wurden  zwei  nahezu  gleich  stark  aktive, 
a-strahlende  Präparate  gelegt,  bestehend  aus  Silberblechen,  auf 
die  mittels  Elektrolyse  Polonium  niedergeschlagen  worden  war. 
Jedes  Kästchen  konnte  mit  dem  einen  Pol  einer  in  der  Mitte 
geerdeten  Akkumulatorenbatterie  verbunden  und  während  der 
Dauer  eines  Versuches  auf  konstantem  Potential  gehalten 
werden.  Wurde  die  Verbindung  zwischen  den  Kästchen  und 
der  Batterie  hergestellt,  dann  erzeugte  die  auf  A  und  B  sitzende 
positive,  beziehungsweise  negative  Ladung  auf  den  gegenüber- 
stehenden Messingstäben  a  und  b  eine  Influenzladung,  die 
geerdet  wurde.  Wenn  nun  die  in  A  und  B  liegenden  Polonium- 
präparate exakt  gegeneinander  hätten  ausgeglichen  werden 
können,  so  hätte  nach  Aufhebung  der  Erdleitung  infolge  der 
Schwankungen  in  der  a-Strahlung  ein  Pendeln  der  Elektro- 
meternadel um  den  Nullpunkt  der  Skala  stattfinden  müssen. 
Da  eine  solche  Ausgleichung  der  aktiven  Substanzen  nur  sehr 
schwer  erreichbar  war,  so  war  bei  den  Versuchen  die  beob- 
achtete Schwankung  übergelagert  über  eine  langsame  Auf- 
ladung der  Nadel.  War  kein  ionisierender  Körper  in  den  Käst- 
chen, dann  blieb  die  Nadel  vollkommen  ruhig. 

Daß  sich  die  in  A  und  B  auftretenden  Abweichungen  vom 
Normalwert  in  ihrer  Wirkung  auf  die  Nadel  gegenseitig  ver- 
stärken, kann  bewiesen  werden.  Bezeichnet  man  die  wahren 
Beobachtungsfehler,  die  erfolgen  würden,  wenn  entweder  A 
orfer  B  allein  in  Verwendung  wäre,  mit  A  beziehungsweise  A', 
s'j  ist  der  wahre  Beobachtungsfehler  einer  Messung,  wo  beide 
Kastchen  zugleich  wirken,  gegeben  durch  A±  A',  wobei  beide 
Vorzeichen  gleich  möglich  sind.  Wirkt  nur  eines  der  Kästchen, 
so  ist  der  mittlere  Fehler  aus  einer  größeren  Anzahl  von  Beob- 
achtungen definiert  durch: 

LAA]         .  .      ,     [A'A'l  . 

8i— J»  beziehungsweise  sj  —  ^  -  {  , 
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sind  sie  zugleich  in  Tätigkeit,  dann  wird  der  mittlere  Fehler 

9     [(A±A')(A±A')]  [AA]-KA/AT±2[AAT_. 
5  =  —\   ^  ' 

da  aber  bei  einer  genügend  großen  Anzahl  von  Versuchen  das 
doppelte  Fehlerprodukt  gleich  oft  mit  dem  positiven  wie  mit 
dem  negativen  Vorzeichen  vorkommen  wird,  so  kann  ±2[AA'j 
gleich  Null  gesetzt  werden,  und  es  bleibt: 


_      [AA]  +  [A'AT 

11  —  1  18 


Nimmt  man  jetzt  noch  e^s^e'  an,  dann  wird  s  =  eV2; 
der  gemessene  mittlere  Fehler  wird  also  >/2mal  so  groß  als 
der  mittlere  Fehler,  der  auftreten  würde,  wenn  nur  ein  Kästchen 
in  Benützung  wäre. 

Bei  dieser  Versuchsanordnung  wurden  eventuelle,  durch 
Störungen  in  der  Akkumulatorenbatterie  bedingte  Fehler  auf 
ein  Minimum  herabgedrückt,  da  sich  diese  Fehler,  solange  sie 
symmetrisch  in  der  Batterie  auftreten,  in  ihrer  Wirkung  auf 
die  Nadel  gegenseitig  aufheben  müssen.  Ferner  gestattete  diese 
Anordnung  trotz  der  hohen  Empfindlichkeit  des  Meßinstru- 
mentes (200  Teilstriche  für  ein  Volt)  doch  die  Benützung 
beliebig  stark  aktiver  Präparate,  was,  wie  eine  einfache  Uber- 
legung  zeigt,  von  Vorteil  für  den  Versuch  ist.  Die  auf  a  und  b 
in  der  Zeit  8  aufgeladene  Elektrizitätsmenge  i  ist,  wenn  wir 
annehmen,  daß  Sättigungsstrom  herrscht  und  jedes  a-Partikel 
80.000 1  Ionenpaare  erzeugt, 

i-  34. 10~10.8.10*Z=  27-2.10~6Z 

Es  wird  also  I  =        =  522. \0~3-]=;  der  tatsächlich 

\[Z  Vi 
auftretende  Fehler  s  wird  dann: 

«  =  fg  =  Ö'22A0~WI, 
i  Rutherford,  Phil.  Mu-  (6),  10,  p.  207  (1905). 
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also  proportional  der  Wurzel  aus  der  Stromstärke.  Ein  mittlerer 
Fehler  s  wird  daher  um  so  leichter  konstatierbar  sein,  je  größer 
i*  gewählt  werden  kann.  Aus  dieser  Darstellung  sieht  man 
femer,  daß  s  abhängig  ist  von  der  den  Kästchen  A  und  B 
erteilten  Ladung,  da  bei  Verwendung  ein  und  derselben  Sub- 
stanz mit  Änderung  der  zugeführten  PotentialdifTerenz  auch 
eine  Änderung  von  i  erfolgt. 

Die  Messungen  wurden  in  der  Weise  vorgenommen,  daß 
die  Anzahl  der  Teilstriche,  über  die  sich  die  Elektrometernadel 
in  einer  Minute  bewegte,  notiert  und  aus  30  solchen  Beobach- 
tungen der  mittlere  Fehler  s  nach  der  bekannten  Formel 

SA2 

£  —  .  /  berechnet  wurde.  Das  Mittel  über  vier  aus  solchen 

V  n — 1 

Messungsreihen  erhaltene  Resultate  wurde  als  endgültiger 
Wert  für  e  betrachtet.  Im  folgenden  möge  ein  Beispiel  einer 
solchen  Versuchsreihe  gegeben  sein;  a  sind  die  beobachteten 
Werte,  x  der  wahrscheinlichste  Wert  und  A  die  wahren  Beob- 
achtungsfehler. 


a 

a—x  =  A 

A- 

a  —  x  =  A 

A2 

80 

7 

49 

57 

-10 

250 

94 

21 

441 

102 

29 

841 

86 

13 

169 

43 

—30 

900 

85 

12 

144 

81 

8 

04 

52 

—21 

441 

61 

—  12 

144 

128 

55 

3025 

53 

—20 

400 

75 

2 

4 

87 

14 

190 

88 

15 

225 

22 

—51 

2001 

144 

71 

5041 

78 

5 

25 

59 

—14 

196 

43 

—30 

900 

38 

—35 

1225 

TS 

5 

25 

92 

19 

361 

20 

—47 

2209 

58 

—15 

225 

74 

1 

1 

37 

-36 

1296 

113 

40 

1000 

94 

21 

441 

0G 

-7 

40 
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Za  -  2194 


IA2  =  23494 


30 


x  =       =  73;       s  =  v  =28. 


SA2 


Die  Versuche  wurden  bei  verschiedenen  Potentialdiffe- 
renzen gemacht  und  geben,  wenn  man  die  angewandte  Span- 


FeJilerhuroe 


30  _ 


32 


'l0  HO 


120  JfiO 

Spannung  in  Voll 


to~0~~2>l0      230      320     ,160     100     »»  »• 


Fig.  2. 


nung  in  Volt  als  Abszisse,  die  mittleren  Fehler  s  in  Millimetern 
der  Fernrohrskala  als  Ordinaten   aufträgt,   die  Fehlerkurve 

(Fig.  2). 

Um  einen  Vergleich  der  empirisch  gewonnenen  Resultate 
mit  den  der  Theorie  nach  zu  erwartenden  zu  ermöglichen, 
wurde  die  Stärke  des  in  einem  der  Kästchen  enthaltenen  Prä- 
parates galvanometrisch  gemessen  und  aus  der  so  erhaltenen 


Digitized  by  Google 


Schwankungen  der  radioaktiven  Umwandlung. 


081 


Stromkurve  (Fig.  3)  der  mittlere  Fehler  berechnet.  Es  ergab 
sich,  daß  die  gemessenen  Fehler  zwar  in  der  Größenordnung 
mit  den  berechneten  Fehlern  übereinstimmten,  im  allgemeinen 
aber  höher  als  diese  waren.  Eine  vollständige  Übereinstimmung 
war  nicht  zu  erwarten,  da  1.  bei  drei  verschiedenen  Methoden 
drei  verschiedene  Werte  für  die  Elektrometerkapazität  erhalten 

Stromkurne 


M      75      100     125      150      175      200     225      250      275  300 

Spannung  in  Volt 

Fig.  3. 

Wden  also  der  gleich  120«»  angenommene  Wert  unsicher 

und  h      EntfernunS  zwischen  A  und  a,  beziehungsweise  B 

« Str  hl2"  kIei"  War'  Um  Cine  volIständige  Ausnützung  der 
raniung  zu  ermöglichen,  und  da  3.  bei  den  empirisch  ge- 
wonnenen Werten   Hia   P^K-^U  r-u.__    ....    . 


den  eigentlichen 


~    -  — •~&»wicu,  unu  ua  o.  Dei 
v^onnenen  Werten  die  Beobachtungsfehler 

im^be^V  Vergrößerten'  Aus  L  und  2-  fo,gt  eine  Ungenauigkeit 
°  neten>  aus  3.  eine  Ungenauigkeit  im  gemessenen 

SUZb-  ^  mathera  -naturw.  Kl  ;  CXV.  Bd.,  Abt.  II  a.  46 
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Fehler.  Immerhin  aber  macht  der  Größenunterschied  zwischen 
diesen  beiden  Werten  die  Annahme  wahrscheinlich,  daß  noch 
eine  zweite  Schwankung  von  anderer  Ursache  als  der  bisher 
angenommenen  über  die  betrachtete  Streuung  gelagert  ist  und 
so  den  zu  erwartenden  mittleren  Fehler  s  vergrößert. 
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über  die  mutmaßliche  Zeit  der  Wiederauf- 
flndung  des  Halley'schen  Kometen  bei  seiner 
nächsten  Erscheinung- 

von 

Dr.J.  Holetschek. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  6.  Juli  1906.) 

Da  wir  mit  Sicherheit  darauf  rechnen  können,  daß  der 
Halley  sehe  Komet  bei  seiner  nächsten  Erscheinung,  in  welcher 
er  nach  den  Rechnungen  von  Pontecoulant  im  Mai  1910 
durch  seine  Sonnennähe  geht,  schon  bei  einem  viel  größeren 
Radiusvektor  aufgefunden  werden  wird  als  in  der  letzten  (1835) 
erscheint  es  von  Wichtigkeit,  schon  jetzt  einiges  über 
einen  heliozentrischen  und  geozentrischen  Lauf  während  der 
aensten  Jahre  zu  wissen,  damit  bei  einer  etwaigen  Auffindung 
eines  kometenähnlichen  Objektes  in  der  betreffenden  Himmels- 

EJhIChIr  Crkannt  Uerden  kann'  °b  dasseIbe  mit  dem 
ey  sehen  Kometen  identifiziert  werden  darf  oder  nicht. 

HofJ  wha«C  dahCr  Ciner  Aufforder"ng  des  Herrn  Direktors 
zu  m   h        emige  dicsbezüS,iche  Orientierungsrechnungen 
machen,  sehr  gern  entsprochen  und  teile  hier  die  wich- 

Bahnl       gefUndGnen  Resu,tate  mit.  Benützt  wurden  die 
ahnelemente  von  Pontecoulant  (Comptes  rendus,  tome  58, 
P-  «»,  siehe  auch  Connaissance  des  Temps  von  1900  an,  p.  6): 

T=  1910  Mai  16-45  m.  Z.  Paris 
«-Ä=  1 1 1  •  32^  19"] 

Ä=  57   10  33  1  Aquin- 

t"  =  162   13    9  I  1910  Mai  I0'5 
log  q  =  9-837019 

*  =  0-961733 
loga=  1-254196 

40* 
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Infolge  einer  besonderen  Kombination  der  Störungen  ist, 
wie  Pontecoulant  a.  a.  O.,  p.  826,  bemerkt  hat,  die  für  die 
nächste  Wiederkehr  sich  ergebende  Umlaufszeit  des  Kometen 
(7472  Jahre)  die  kürzeste  unter  allen,  welche  seit  1531  beob- 
achtet worden  sind.  Außerdem  fällt  bei  der  Vergleichung  dieses 
Elementensystems  mit  früheren  sofort  ins  Auge,  daß  die  Perihel- 
distanz  q  diesmal  wesentlich  größer  und  die  Exzentrizität 
wesentlich  kleiner  ist  als  in  irgend  einer  der  früheren  Er- 
scheinungen. 

Mit  diesen  Elementen  habe  ich  nun  einige  Positionen  des 
Kometen  während  der  nächsten  Jahre  berechnet,  und  zwar 
insbesondere  für  solche  Zeitpunkte,  in  denen  der  Komet  nahezu 
in  Opposition  mit  der  Sonne  ist,  also  seine  Auffindung  unter 
sonst  gleichen  Umständen  mehr  begünstigt  erscheint  als  in 
anderen  Jahreszeiten. 


M.  Z.  Paris 

t 

A 

1906  Dezember 

31-5... 

.iooo  r 

+  9° 

34' 

11- 

07 

10-11 

1907  November 

1-5... 

. 102  24 

+  10 

44 

9" 

18 

8-72 

Dezember 

1-5. . . 

.  99  36 

10 

28 

8« 

99 

8-14 

Dezember 

31 . o . . . 

.  95  28 

10 

35 

8 

78 

7-82 

1908  Jänner 

30-5. . . 

.  91  18 

11 

4 

8 

• 

58 

7-80 

Februar 

29 • 5 . . . 

.  88  26 

+  11 

48 

8- 

37 

8-01 
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1-5... 

.  97  33 

+  12 

27 

6 

54 

5-97 

Dezember 

1-5... 

.  92  46 

12 

9 

6 

•29 

5-39 

Dezember 

31-5. . . 

.  85  58 

12 

14 

6 

04 

5-10 

1909  Jänner 

30-5. . . 

.  79  32 

12 

44 

5 

•79 

5'12 

März 

1-5. . . 

.  75  37 

+  13 

36 

5 

53 

5-35 
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2-5... 

.  91  8 

+  17 

46 

3 

•75 

3'99 

Oktober 

25... 

.  90  50 

17 

41 

3 

•42 

313 

November 

1-5... 

.  83  44 

17 

33 

3 

•OS 

2-30 

Dezember 

1-5... 

.  04  33 

10 

29 

2 

■73 

1  74 

Dezember 

31-5... 

.  39  2 

13 

7 

2 

•35 

1-69 

1910  Jänner 

30-5. . . 

.  23  25 

+  10 

38 

1 

•96 

1-96 

Da  die  von  Pontecoulant  für  die  letzte  Erscheinung  des 
Halley'schen  Kometen  {T  —  1835  November  15)  vorausberech- 
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nete  Perihelzeit  mit  der  tatsächlichen  bis  auf  3  Tage  und  die 
kurz  vor  der  Wiederkehr  des  Kometen  bekannt  gemachte  so- 
gar bis  auf  einen  Tag  gestimmt  hat,  so  dürfte  die  Unsicherheit 
auch  diesmal  nur  eine  geringe  sein. 

Es  darf  jedoch  nicht  unerwähnt  bleiben,  daß  Ponte- 
coulant  in  seiner  zitierten  Notice  (a.  a.  0.,  p.  826)  als  Perihel- 
zeit 1910  Mai  24-37  abgeleitet,  dagegen  in  der  Zusammen- 
stellung der  Elemente  auf  p.  828  ganz  unerwartet  1910 
Mai  16-95  angesetzt  hat.  Diese  letztere  Angabe  ist  zwar  auf 
p.  915  desselben  Bandes  dahin  richtiggestellt,  daß  statt  16  95 
der  erste  Wert,  nämlich  24  37  stehen  soll,  doch  ist  trotzdem 
in  der  Connaissance  des  Temps  (seit  1900)  und  im  Annuaire 
du  Bureau  des  Longitudes  als  Zeit  des  Periheldurchganges  der 
16.  Mai  beibehalten,  und  zwar  Mai  16-45;  im  Annuaire  steht 
Mai  16,  23h,  weil  hier  seit  1900  der  Tag  von  Mitternacht  an 
gezählt  wird.  Da  nun  also  dieser  Zahlenwert  jetzt  in  beiden 
Publikationen  Jahr  für  Jahr  wiederkehrt,  so  habe  ich  ihn,  wie 
man  sieht,  auch  bei  meinen  obigen  Rechnungen  angenommen. 

Übrigens  hat  die  Differenz  hier  keinen  wesentlichen  Nach- 
teil, da  unter  den  vorausberechneten  Bahnelementen  die  Perihel- 
zeit ohnehin  das  unsicherste  ist,  aus  welchem  Grunde  es, 
auch  wenn  die  große  Abweichung  unbemerkt  geblieben  wäre, 
ohnehin  nicht  unterlassen  worden  wäre,  die  Bahn  von  Ponte- 
coulant  auch  noch  unter  Annahme  einer  wesentlich  ge- 
änderten Perihelzeit  zur  Rechnung  zu  verwenden.  Ich  habe, 
um  für  jeden  Fall  den  Einfluß  einer  Abweichung  der  Perihelzeit 
auf  die  geozentrischen  Positionen  des  Kometen  darzulegen,  für 
einige  der  obigen  Tage  noch  je  zwei  Positionen  gerechnet,  welche 
einer  Verschiebung  des  Periheldurchganges  um  q=  30  Tage 
entsprechen.  Dadurch  ergab  sich- 


1907  Dezember  31-5' 


1908  Dezember  3 


1-5 


a 

3 

—  30J 

94°57' 

+  10°41' 

T 

95  28 

10  35 

+  30J 

95  58 

+  10  29 

—  30d 

84°41' 

+  12°25' 

T 

84  58 

12  14 

+  30d 

87  8 

+  12  3 

158(5 


J.  Holetschek, 


1909  Oktober  25 


1909  Dezember  1-5 


a 

0 

— 30d 

89°29' 

+  18°37' 

T 

90  50 

17  41 

+  30d 

92  0 

+  16  56 

— 30d 

54°48' 

+  16°56' 

T 

64  33 

16  29 

+  30d 

70  54 

+  15  54 

Die  Änderungen  sind  in  der  ersten  Zeit,  wie  auf  Grund  der 
großen  Distanzen  zu  erwarten  war,  so  geringfügig,  daß  die  Auf- 
findung des  Kometen  nicht  wesentlich  erschwert  werden  kann, 
auch  wenn  die  Periheldistanz  sehr  fehlerhaft  sein  sollte.  Später, 
also  bei  zunehmender  Annäherung  des  Kometen,  wird  der  Ein- 
fluß einer  Unrichtigkeit  der  Perihelzeit  auf  die  geozentrischen 
Positionen  allerdings  größer,  doch  ist  dann  zugleich  auch  schon 
die  Helligkeit  des  Kometen  eine  bedeutendere,  so  daß  also  hier 
die  größere  Unsicherheit  der  Position  durch  eine  größere  Auf- 
fälligkeit des  Kometen  ziemlich  ausgeglichen  wird. 

Der  kleinste  Radiusvektor,  bis  zu  welchem  die  obigen 
Rechnungen  fortgeführt  sind  (r  =  r  96),  kommt,  wie  man  gleich 
sehen  wird,  fast  genau  demjenigen  gleich,  bei  welchem  der 
Komet  im  Jahre  1835  aufgefunden  worden  ist,  so  daß  also  in 
dieser  Beziehung  ein  vollständiger  Anschluß  dieser  Rechnungen 
an  die  letzte  Erscheinung  des  Kometen  hergestellt  ist. 

Damit  aber  auch  darüber  ein  Urteil  abgegeben  werden 
kann,  wie  sich  die  Helligkeit  des  Kometen  bei  noch  größeren 
Radienvektoren  verhalten  dürfte,  bleibt  gegenwärtig  kaum  etwas 
anderes  übrig,  als  den  Kometen  empirisch  mit  anderen  zu  ver- 
gleichen, und  zwar  abgesehen  von  solchen,  die  überhaupt  in 
sehr  großen  Distanzen  beobachtet  worden  sind,  insbesondere 
mit  denjenigen,  welche  ihm  bezüglich  der  Periheldistanz  und 
des  Helligkeitsgrades  möglichst  gleich  oder  wenigstens  nahe 
kommen.  Man  muß  hauptsächlich  solche  Kometen  wählen,  weil 
andere  zu  einer  direkten  Vergleichung  weniger  geeignet  sind, 
indem  es  ein  Komet  mit  einer  sehr  kleinen  Periheldistanz  zu 
einer  bedeutenden  Helligkeitssteigerung  und  Schweifentwick- 
lung bringen  kann,  auch  wenn  er  an  sich,  also  in  großen 
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Distanzen,  kein  ansehnlicher  Himmelskörper  ist,  während 
andrerseits  Kometen  mit  sehr  großen  Periheldistanzen,  auch 
wenn  sie  an  sich  recht  ansehnlich  sind,  in  der  Sonnennähe  nur 
eine  geringe  Steigerung  erfahren. 

Es  können  sodann  Anhaltspunkte  zur  Beurteilung  der 
mutmaßlichen  Helligkeit  des  Kometen  in  sehr  großen  Distanzen 
oder  wenigstens  Andeutungen  über  dieselbe  gewonnen  werden, 
wenn  auch  noch  darauf  geachtet  wird,  in  welchem  Grade  die 
Helligkeit  der  einzelnen  Kometen  auf  ihrem  Wege  zum  Perihel 
zu-  und  nach  dem  Perihel  abgenommen  hat. 

Der  Halley'sche  Komet  ist  in  seiner  ersten  vorausberech- 
neten Erscheinung  (T=  1759,  März  12)  am  77.  Tage  vor  dem 
Perihel,  und  zwar  bei  r  =  1  -6,  A  =  1  •  1  aufgefunden,  aber  erst 
vom  50.  Tage  an  andauernd  beobachtet  worden,  während  er 
andrerseits  bis  zum  102.  Tage  nach  dem  Perihel,  und  zwar  bis 
zu  r  =  1  •  9,  A  =  2  •  0  verfolgt  werden  konnte. 

In  der  Erscheinung  1835/36,  in  welcher  er  am  15.  November 
1835  durch  das  Perihel  gegangen  ist,  wurde  er  schon  102  Tage 
vor  dem  Perihel,  nämlich  am  5.  August  1835,  und  zwar  bei 
1  '95,  A  =  2-44  gefunden,  worauf  er  andrerseits  bis  zum 
183.,  beziehungsweise  185.  Tage  nach  dem  Perihel  (17.  Mai 
J836  in  München,  19.  Mai  in  Breslau),  und  zwar  bis  zu  r  =  3-0, 
^  -  2-7  verfolgt  worden  ist.  Die  erste  Entdeckung  gelang  zu 
Rom  mit  einem  sechszöliigen  Refraktor  (17 cm  Öffnung);  der 
Komet  war  aber  damals  noch  so  lichtschwach,  daß  er  nur  mit 
einem  eigens  konstruierten  Okular  und  auch  da  nur  in  der  Mitte 
«s  Gesichtsfeldes  wahrzunehmen  war.  Zwei  Wochen  später, 
namheh  am  20.  August,  wurde  er  in  Dorpat,  am  21.  August  in 
erlin,  Wien,  Kremsmünster  gesehen  u.  s.  w.  Daß  die  Auffindung 
zu  Dorpat  trotz  der  bedeutenden  optischen  Kraft  des  neunzölligen 
«eiraktors  erst  verhältnismäßig  spät  gelungen  ist,  hat  seinen 

WD2""1  dari0'  d°rt  diC  Dämmerung  noch  storend 
war.    er  Komet  nahm  nun  mit  zunehmender  Annäherung  an 

na^hd  *  "ISC-  a"  HeMigkeit  zu'  und  zwar  viel  rascher  als 
ci   em  Verhältnis  1  :  r*A*  zu  erwarten  gewesen  wäre.  Re- 
jiziert man  die  direkt  angegebenen  oder  indirekt  angedeuteten 
vertn      grade  H  unter  Annahme  des  genannten  Helligkeits- 
r  altnisses,  d.  h.  durch  Subtraktion  von  5  log  rA  auf  r  =  1, 
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A  =  1,  so  findet  man  unter  anderen  die  im  folgenden  Tableau 
angesetzten  Helligkeitswerte  Hvl 


H 

r 

A 

5  log  r  A 

Hi 

August  5 

1-95 

244 

-4-34 

WO) 

21 

10-5 

1-72 

1-94 

-f-2-6 

7-9 

27 

10-0 

1-63 

1-74 

-4-23 

7-7 

September    23, 24 

5-4 

i-21 

0'75 

—0-2 

5-6 

Sept.  30  bis  Okt  3 

30 

1-08 

0-44 

-1-6 

46 

Oktober        10,  12 

1-7 

0-95 

0*19 

—37 

54 

15bisl8 

1 

0-86 

0-26 

-3-2 

4-2 

Der  Maximalwert  von  Hv  der  sich  also  aus  der  Zeit  der 
kleinsten  Radienvektoren  ergibt,  befindet  sich  auf  Grund  der 
Diskussion  sämtlicher  Erscheinungen  des  Halley'schen  Ko- 
meten zwischen  4*0  und  etwa  3*5. 

Wenn  nun  nach  anderen  Kometen  gefragt  wird,  die  in 
großen  Distanzen  beobachtet  worden  sind,  so  soll  man,  wie 
schon  bemerkt,  in  erster  Linie  nur  solche  Kometen  in  Betracht 
ziehen,  die  der  Sonne  im  Perihel  ebenso  nahe  gekommen  sind 
und  denselben  Maximalwert  der  Helligkeit  erlangt  haben  wie 
der  Halley'sche.  Die  Auswahl  ist  aber  wegen  dieser  zweifachen 
Bedingung  eine  sehr  beschränkte  und  man  muß,  um  eine  hin- 
länglich große  Anzahl  von  Vergleichsobjekten  zu  erhalten, 
auch  noch  solche  Kometen  heranziehen,  bei  denen  man  diese 
Bedingungen,  insbesondere  die  zweite,  nur  angenähert  erfüllt 
findet. 

Beschränkt  man  sich  überdies  auf  diejenigen  Kometen, 
die  bezüglich  ihrer  Helligkeit  ausreichend  beobachtet  worden 
sind,  so  findet  man  solche  fast  ausschließlich  nur  im  19.  Jahr- 
hundert und  hier  bietet  sich  zunächst  der  von  1807  (7*=  Sep- 
tember 18)  mit  q  =  0'65  dar.  Er  ist  nach  dem  Perihel  bis  r  = 
3  - 1,  A  =  3*7  beobachtet  worden,  somit  noch  etwas  weiter  als 
der  Halley'sche  in  der  Erscheinung  1835/36.  Als  reduzierte 
Helligkeit  findet  man  aus  den  bald  nach  dem  Periheldurchgang 
vorgenommenen  Helligkeitsschätzungen  einen  in  der  Nähe 
von  2*8  liegenden    Wert  und  selbst  aus  den  letzten,  bei 

i  Vergl.  > Untersuchungen  über  die  Größe  und  Helligkeit  der  Kometen 
und  ihrer  Schweife«;  63.  Band  der  Denkschriften  der  mathem.-ruiturw.  Klasse, 
p.  565  (249). 
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den  größten  Distanzen  angestellten  Beobachtungen  den  zwar 
wesentlich  geringeren,  aber  immerhin  noch  bedeutenden  Wert 
6  bis  7-,  so  daß  also  der  Halley'sche  Komet  gegen  diesen 
merklich  zurücksteht. 

Noch  mehr  ist  dies  bei  dem  großen  Kometen  1811  I 
(7-=  September  12)  der  Fall,  obwohl  derselbe  eine  wesentlich 
größere  Periheldistanz  besitzt  als  der  Halley'sche,  nämlich  q  = 
1'04.  Er  ist  nach  dem  Perihel  bis  r  =  45,  A  =  3-5  verfolgt 
worden  und  seine  auf  r  =  1,  A  =  1  reduzierte  Helligkeit  über- 
tnfft  wesentlich  sowohl  die  des  Halley'schen  als  auch  die  des 
Kometen  von  1807,  indem  ihr  Maximalwert  zwischen  der 
1.  und  2.  Größe  liegt  und  sogar  der  geringste  Wert,  welcher 
sich  aus  den  letzten  Beobachtungen  beiden  größten  Distanzen 
ergibt,  kaum  geringer  als  6.  Größe  ist. 

Etwas  weniger  ansehnlich  als  der  Komet  1811  I,  aber 
«mmerh.n  dem  von  1807  recht  nahe  kommend,  zeigt  sich  der 
große  Komet  1858  VI  (T=  September  29,  q  =  0'58).  Er  ist 
schon  120 Tage  vor  dem  Perihel  (bei  r  =  2-2,  A  =  2*5)  ent- 
deckt und  bis  zum  155.  Tage  nach  demselben  (bis  r=2'7, 
^-3-1)  beobachtet  worden.  Aus  der  Zeit  vor  dem  Perihel 
besitzen  wir  drei  längere  Reihen  von  Helligkeitsangaben,  aus 
denen  hier  einige  Werte  ausgewählt  und  auf  ml  A  =  1 
redten  worden  sind.  Die  Distanzen  sind  der  Ephemeride  von 
«Hl  m  Astr.  Nachr.,  Bd.  64  entnommen. 

1858 

Juni  14  

August  19  

29.... 


H 

r 

A 

5  log  rl 

10-5(?) 

2-06 

250 

+36 

7m(i 

7 

1-05 

1  -94 

-4-1-6 

54 

6 

0-90 

1-71 

+0-9 

51 

5 

0-75 

1-43 

4-02 

4-8 

3 

0-70 

1-30 

-0-2 

3-2 

2 

0-64 

114 

-0-7 

27 

1 

058 

0-77 

-1-8 

2-8 

02 

0-58 

0-63 

-2-2 

24 

0-2 

0-61 

0-54 

-2-4 

2-6 

12.... 
17.... 
28.... 
Oktober      3 .  < 

9  

sondfS       aIS°'  W'e  man  sieht'  nicht  nur  die  beobadltete> 
auffälli"  ÄUCh      reduzierte  He,,'gkeit  gegen  das  Perihel  recht 
'g  zugenommen,  und  zwar  nahe  in  demselben  Maße  wie 
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beim  Halley 'sehen  Kometen,  aber  mit  dem  wesentlichen  Unter- 
schied, daß  die  Helligkeitsvverte  hier  bedeutender  sind  als  dort 

Aus  der  Zeit  der  größten  Helligkeit  des  Kometen  (im 
ersten  Drittel  des  Oktober)  bieten  sich  die  Vergleichungen  des 
Kometenkopfes  mit  dem  Sterne  Arktur  (a  Bootis)  dar,  welche 
einerseits  von  Pape  in  Altona,  andrerseits  von  J.  Schmidt, 
der  sich  damals  in  Wien  befand,  gemacht  worden  sind.  Nach 
Schmidt  war  der  Kometenkopf  am  3.  und  dann  wieder  am 
9.  Oktober  dem  genannten  Sterne  an  Helligkeit  gleich,  während 
er  ihn  an  den  zwischen  diesen  zwei  liegenden  Tagen  noch 
merklich  übertraf.  Es  ist  dementsprechend  für  den  3.  und 
9.  Oktober  als  Helligkeit  des  Kometenkopfes  die  des  Arktur 
angesetzt  worden.  Der  Maximalwert  von  Hx  ist  nach  diesen 
letzten  Zahlen  gewiß  nicht  geringer,  sondern  sogar  noch  etwas 
bedeutender  als  2ni5. 

Während  die  bisher  vorgeführten  drei  Kometen  den  Halley- 
schen  bezüglich  des  Helligkeitsgrades  übertreffen,  kommt  ihm 
der  große  Komet  1874  III  (7*=  Juli  9,  $  =  0*68)  in  dieser 
Beziehung  viel  näher  und  bleibt  sogar  schon  etwas  hinter  ihm 
zurück.  Entdeckt  am  82.  Tage  vor  dem  Perihel  bei  r=l'7, 
A  =  1-6  ist  er  mit  einer  Unterbrechung  von  nur  10  Tagen 
6  Monate  lang  bis  zum  102.  Tage  nach  dem  Perihel,  als  r  =  19, 
A  — 1-8  war,  beobachtet  worden  und  hat  vor  dem  Perihel  nach 
den  Beobachtungen  von  J.  Schmidt  in  Athen  für  das  bloße 
Auge  unter  anderen  die  nachstehenden  Helligkeiten  H  gezeigt, 
welche  in  der  letzten  Kolumne  auf  r  —  1,  A  =  t  reduziert  sind. 


II 

r 

^ 

5  log  r  A 

Juni  1 .  . 

.  .  6 ,p5 

1  -01 

1  28 

+0-6 

5-9 

6.  . 

.  .6-0 

0'94 

1  20 

-4-0-3 

5-7 

10.  . 

.  .55 

089 

113 

00 

5-5 

15.  . 

.  .50 

083 

104 

—03 

53 

19.. 

.  .45 

0-79 

0-95 

—0-6 

5-1 

27.  . 

.  .4-0 

072 

0-77 

—1-3 

53 

30.  . 

.  .35 

0-70 

0-70 

—  1-6 

51 

Juli  4.. 

..30 

0-08 

0-60 

—1-9 

4-9 

8.  . 

..25 

0<38 

0-51 

—23 

4-8 

9.. 

.  .2-0 

068 

048 

—2-4 

4'4 

13.  . 

..1-5 

0-6S 

0-40 

—2-8 

4-3 
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Man  sieht,  daß  die  Zunahme  der  reduzierten  Helligkeit 
gegen  das  Peribel,  obschon  bestimmt  ausgesprochen,  doch  nicht 
so  bedeutend  ist  wie  beim  Halley'schen  und  den  anderen 
bisher  vorgeführten  Kometen  und  daß  auch  das  Maximum  der 
reduzierten,  Helligkeit,  für  welches  sich  aus  sechs  in  der  Zeit 
vom  9.  bis  13.  Juli  angestellten  Helligkeitsbestimmungen  4*3 
ergibt,  hinter  dem  des  Halley'schen  Kometen  zurückbleibt 

Fast  denselben  Helligkeitsgrad  wie  1874  III  hat  der  große 
Komet  1881  III  gezeigt  (7=  Juni  16,  q  =  0  73),  nur  mit  dem 
Unterschiede,  daß  dieser  Komet  hauptsächlich  nach  dem  Perihel 
beobachtet  worden  ist.  Die  Helligkeitsangaben  sind  von  J.  Riem 
in  seiner  Dissertation  über  die  Bahn  dieses  Kometen  (aufweiche 
Abhandlung  hier  verwiesen  werden  muß)  auf  r  =  l,  A=l 
reduziert  worden  und  die  Zusammenstellung  der  Resultate  zeigt 
daß  sich  für  die  Zeit  vom  22.  Juni  bis  18.  Juli  im  Mittel  Ht=  4*5 
ergibt.  Dieser  Komet  steht  daher  gegen  den  Kometen  1874  III 
nur  wenig,  gegen  den  Halley'schen  jedoch  um  einen  verhältnis- 
mäßig großen  Betrag  zurück,  konnte  aber  trotzdem  nach  dem 
Penhel  (zu  Cambridge,  U.  S.)  bis  zum  14.  Februar  1882  beob- 
achtet werden,  an  welchem  Tage  r  =  3-7,A  =  3-8  war. 

Bis  zu  noch  größeren  Distanzen,  nämlich  bis  r  =  4  4, 
-o-2,  also  bis  zu  einem  Radiusvektor,  welcher  schon  mit 
dem  beim  Kometen  18111  angegebenen  wetteifert,  ist  der 
Komet  1882  II  verfolgt  worden,  doch  kann  derselbe  mit  dem 
"auey  sehen  nicht  direkt  verglichen  werden,  weil  seine  Perihel- 
*stanz  außerordentlich  klein  ist  0  =  0-008)  und  überhaupt 
seine  Erscheinung  von  Umständen  begleitet  war,  wie  sie  in  der 
Regel  nicht  vorkommen. 

v  Wir  können  nunmehr  die  Hauptresultate  der  bisherigen 
ergleichungen  kurz  dahin  formulieren,  daß  der  Halle/sche 
nahl  ^VlCh  S6ineS  HeIIiSkeitsgrades  Hx  (Maximalwert 
1881  mV*-  e,nerseits  durch  die  Kometen  1874  III  (4'!,3)  und 
1858  VW  »-^  andrerseits  durch  die  Kometen  1807  (2,!'8)  und 
Grad  h  ^  beSrenzt  ist  und  überdies  auch  bezüglich  des 
bezi  T  ZU"  °dCr  Abnahme  der  Helligkeitswerte  Hx  vor, 
hältn"  UngSWeise  nacn  dem  perihel  in  ziemlich  demselben  Ver- 
»  zwischen  diesen  Kometen  zu  liegen  scheint. 
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Wenn  wir  nun  nach  den  größten  Distanzen  überhaupt 
fragen,  bei  denen  bisher  Kometen  beobachtet  worden  sind,  so 
finden  wir  solche  Kometen  nicht  nur  in  der  Gegenwart,  sondern 
vereinzelt  auch  schon  in  früheren  Zeiten  (1729),  doch  können 
dieselben  mit  dem  Halley'schen  nicht  direkt  verglichen  werden, 
weil  bei  ihnen  nicht  nur  die  Distanzen,  in  denen  sie  beobachtet 
wurden,  sondern  auch  schon  die  Periheldistanzen  sehr  groß 
waren,  so  daß  keine  wesentliche  Annäherung  an  die  Sonne 
stattfinden  konnte,  weshalb  es  denn  auch  keiner  dieser  Kometen 
zu  einer  Helligkeitssteigerung  und  Schweifentwicklung  gebracht 
hat,  welche  der  des  Halley'schen  zu  vergleichen  wäre.  Andrer- 
seits müssen  sie  aber,  da  sie  sich  trotz  der  großen  Distanzen, 
bei  denen  sie  zur  Beobachtung  gelangt  sind,  immerhin  noch 
verhältnismäßig   hell   gezeigt  haben,   als   sehr  ansehnliche 
Himmelskörper  bezeichnet  werden,  die  bei  wesentlich  größerer 
Annäherung  an  die  Sonne  den  Halley'schen  wahrscheinlich 
noch  übertroffen  haben  würden. 

Der  Komet  von  1729  mit  der  größten  bisher  bekannten 
Periheldistanz  (q=4'05)  muß,  da  er  trotz  seiner  großen 
Abstände  von  der  Sonne  und  von  der  Erde  (selbst  im 
Minimum  r=4-07,  A  — 3-12)  mit  den  geringen  Hilfsmitteln 
der  damaligen  Zeit  beobachtet  und  bis  r  =  4-46,  A  =  5'17 
verfolgt  werden  konnte,  ja  in  der  ersten  Zeit  seiner  Erscheinung 
sogar  mit  bloßem  Auge,  wenn  auch  nur  schwer  zu  erkennen 
war,  als  der  größte  und  hellste  unter  allen  bisher  bekannten 
Kometen  bezeichnet  werden;  man  findet  als  reduzierte  Hellig- 
keit nahezu  0'n0,  d.  h.  einen  Helligkeitsgrad,  welcher  den  der 
Sterne  1.  Größe  noch  um  eine  Größenklasse  übertrifft. 

Nahezu  dasselbe,  wenn  auch  in  einem  geringeren  Grade, 
gilt  von  dem  Kometen,  welcher  in  der  zweiten  Hälfte  des 
Jahres  1746  beobachtet,  aber  erst  im  Jahre  1747  in  einem 
Sonnenabstande  von  4  =  2 -20  durch  sein  Perihel  gegangen  ist. 
Sein  Abstand  von  der  Sonne  r  war  am  Anfang  des  Beobach- 
tungszeitraumes 3-15,  am  Ende  desselben  2'42,  sein  Abstand 
von  der  Erde  A  beim  Beginn  der  Beobachtungen  2*21,  beim 
Schlüsse  derselben  2  89  und  seine  reduzierte  Helligkeit  liegt 
in  der  Nähe  von  2'!'0,  ist  also  ebenfalls  viel  bedeutender  als  die 
des  Halley'schen  Kometen. 
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Was  die  Kometen  der  Gegenwart  betrifft,  so  sind  hier 
sechs  ausgewählt  worden  und  die  für  die  Vergleichung  wich- 
tigsten Zahlen  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellt.  Es 
ist  q  die  Periheldistanz,  r  und  A  die  größte  Distanz  von  der 
Sonne,  beziehungsweise  Erde,  bei  welcher  der  betreffende 
Komet  beobachtet  worden  ist,  und  Hx  die  größte  auf  r  =  1, 
A  =  1  reduzierte  (in  Größenklassen  ausgedrückte)  Helligkeit,' 
welche  aus  den  Beobachtungen  abgeleitet  werden  konnte  und 
also  meistens  aus  den  dem  Perihel  zunächst  liegenden  Heilig- 
keitsbestimmungen  herrührt. 


Komet 


1889  I  , 
1889  II. 

1903  II, 

1904  I  . 

1904  II. 

1905  IV 


Perihel- 
distanz  q 


Größte  Distanz 


1-  81 

2-  26 
2-78 

2-  71 
1-88 

3-  32 


•Maximal- 
wert von 


6-4 
5-1 
2-9 
5-2 
2-9 
4-2 


6-3 

4-  1 
33 

5-  8 
3-4 
33 


4'PO 
7-5 

6-  5 
4-5 

7-  7 
6-1 


Bezüglich  der  beim  Kometen  1889  I  angesetzten  Distanzen 
wäre  noch  zu  bemerken,  daß  dieser  Komet,  nachdem  er  schon 
*s  zum  Radiusvektor  r  =  G  4  beobachtet  worden  war,  später, 
als  r  bereits  bis  8- 2  angestiegen  war,  von  einem  anderen 
ö  obachter  nochmals  gesehen  wurde,  daß  jedoch  nach  einer 
MUteilung  des  Berechners  der  Bahn  das  zuletzt  gesehene 

ojektmitdem  Kometen  nich*  identifiziert  werden  kann,  weil 
T  beobach*te  Position  von  der  berechneten  zu  weit  abweicht. 

ngens  nimmt  dieser  Komet  auch  in  dem  Falle,  daß  sich  die 
beziehe  ^  Be°bachtunS  w»rklich  auf  ein  anderes  Objekt 
große  ^ry501116'  Unter  den  Kometen,  die  in  außerordentlich 

immA  nZ6n  beobachtet  worden  sind,  bis  jetzt  noch 
mm{  dl*  oberste  Steile  ein. 

A    Faßt  man  in  der  Tabelle  die  Maximalwerte  von  Hx  ins 
c,  so  zeigt  schon  eine  flüchtige  Vergleichung  mit  anderen 
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Kometen,  daß  diese  Heltigkeitswerte  als  sehr  bedeutende  be- 
zeichnet werden  müssen  und  daß  die  Behauptung,  diese 
Kometen  würden,  wenn  durch  wesentlich  kleinere  Perihel- 
distanzen  eine  bedeutendere  Annäherung  an  die  Sonne  ermög- 
licht gewesen  wäre,  eine  noch  viel  größere  und  sogar  die  des 
Halley'schen  Kometen  übertreffende  Helligkeit  erlangt  haben, 
berechtigt  erscheint.  Dies  ist  bei  den  Kometen  18891  und 
1904  1,  deren  reduzierte  Helligkeit  tatsächlich  schon  hier  der 
des  Halley'schen  fast  gleich,  beziehungsweise  sehr  nahe  kommt, 
geradezu  gewiß  und  bei  den  anderen  mindestens  sehr  wahr- 
scheinlich. 

Wenn  man  nun  von  diesen  in  großen  Distanzen  beob- 
achteten Kometen  einen  Übergang  zu  der  mutmaßlichen  Hellig- 
keit des  Halley'schen  Kometen  in  großen  Distanzen  machen  will, 
so  darf  zunächst  nicht  übersehen  werden,  daß  die  zur  Ver- 
gleichung  vorgeführten  Distanzen  fast  alle  zu  Beobachtungen 
nach  dem  Perihel  gehören,  während  es  sich  hier  um  das 
Sichtbarwerden  eines  Kometen  bei  großen  Distanzen  vor  dem 
Perihel  handelt,  und  es  ist  daher  noch  zu  untersuchen,  ob  die 
nunmehr  abzuleitenden  Folgerungen  durch  diesen  Umstand 
wesentlich  geändert  werden  können. 

Im  allgemeinen  ist  der  Beobachter,  der  das  Sichtbarwerden 
eines  Kometen  feststellen  soll,  gegen  denjenigen,  der  den 
Kometen  bis  zum  Verschwinden  verfolgt,  im  Nachteil;  denn  es 
ist  viel  leichter,  einen  bereits  sichtbaren  Kometen  nach  und 
nach  bis  zum  gänzlichen  Unsichtbarwerden  zu  verfolgen,  als 
einen  erst  sichtbar  werdenden,  insbesondere  wenn  seine  Position 
nicht  sehr  genau  bekannt  ist,  gleich  am  ersten  Tage  seiner 
beginnenden  Sichtbarkeit  sofort  zu  bemerken.  Diese  Differenz 
gilt  jedoch  nur  für  visuelle  Beobachtungen;  für  photographische 
Aufnahmen  besteht  sie  nicht,  wenigstens  nicht  in  demselben 
Maße. 

Eine  andere  Verschiedenheit  kann  daher  kommen,  daß  die 
Kometen  nach  dem  Perihel  gewöhnlich  heller  sind,  als  sie  bei 
demselben  Radiusvektor  vor  dem  Perihel  waren,  indem  sie  das 
Maximum  ihrer  Helligkeit  meist  erst  einige  Zeit  nach  dem 
Periheldurchgang  erreichen.  Es  ist  jedoch  sehr  fraglich,  o 
diese  Differenz  zwischen   den  Helligkeiten   bei  demselben 
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Radiusvektor  vor  und  nach  dem  Perihel  auch  noch  bei  sehr 
großen  Radienvektoren  besteht  und  ob  sie,  wenn  sie  hier  tat- 
sächlich noch  vorhanden  ist,  eine  so  bedeutende  Größe  hat 
daß  sie  leicht  wahrgenommen  werden  kann. 

Man  braucht  sich  also  bei  den  Folgerungen  über  die  mut- 
maßliche Zeit  des  Sichtbarwerdens  des  Halley'schen  Kometen 
die  ja  ohnehin  nur  ganz  allgemeiner  Natur  sein  können,  durch 
die  h,er  hervorgehobenen  Umstände  nicht  beirren  zu  lassen 
sondern  kann  Helligkeitsverhältnisse,  die  bei  großen  Radien- 
vektoren nach  dem  Perihel  beobachtet  worden  sind,  in  erster 
Annäherung  auch  für  die  gleich  großen  Radienvektoren  vor 
dem  Perihel  annehmen. 

Beachten  wir  nun,  um  zu  dem  angestrebten  Schlüsse  zu 
gelangen,  daß  (infolge  der  Abweichung  der  beobachteten  Heilig 
taten  von  dem  Verhältnis  l:r*A*)  die  Helligkeitszunahme 
beim  HaUey  sehen  Kometen  im  Jahre  1835,  wie  der  Gang  in 
der  Reihe  der  reduzierten  Helligkeitswerte  Hx  zeigt,  schon  in 
«m  kurzen  Zeitraum  vom  dritten  bis  zum  ersten  Monat  vor 
dem  Penhe,  eine  sehr  bedeutende  gewesen  ist  und  daß  ebenso 

tfL  h  ^jenigen  K°meten'  ZVVischen  we,che  er  bezüglich 
semes  Helhgkeitsgrades  eingeschätzt  werden  konnte,  sowohl 

«e  Zunahme  vor  dem  Perihel  (1858  VI,  1874  III)  als  auch  die 
Abnahme  nach  dem  Perihel  (1807,  1881  III)  recht  auffällig, 
nn  aucn  nicht  überall  in  demselben  Grade  hervortritt,  so  ist 
sln°LgerUng  niCht  abzuweisen>  da*  die  Helligkeit  des  Halley- 
TZ  TteZ  in  gr°ßen  Distanze">  ^  welchen  die  zuletzt 
beX  m  e"'  insbesondere  1889  I,  1889  II  und  1904  I 

beobachtet  worden  sind,  eine  verschwindend  kleine  ist,  sowohl 

Heilig  -Th  PenheI;  jedenfalls  g^inger  als  diejenige 

kW       m  We,Cher  Sich  die  zuletzt  vorgeführten  sechs 
Kometen  gezeigt  haben. 

werden  d^H  demZUfoIge  bezug>'ch  der  Zeit  des  Sichtbar- 
tun»» S  6S  Ha,Iey'scnen  Kometen  die  nachstehenden  Behaup- 
Ungen  ««gesprochen  werden. 

Taff  tdor  °PP0siti0n  1906/7>  ^r  welche  oben  nur  ein  einziger 
Kometen         ng  g6ZOgen  wurde'  ist  ein  Suchen  na<*  dem 
(r  =  lM  Ti611        außerordentlichen  Größe  der  Distanzen 
»     —  10*1)  noch  ganz  aussichtslos  und  auch  in  der 
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Opposition  1907/8  (r  =  8'8,  A  =  7*8)  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit seiner  Auffindung  noch  verschwindend  klein.  Dagegen 
ist  die  Auffindung  des  Kometen  in  der  Opposition  1908/9 
(r=6-0,  Ar=5'l)  nicht  mehr  ausgeschlossen  und,  falls  er 
hier  noch  nicht  gefunden  sein  sollte,  in  der  zweiten  Hälfte 
des  Jahres  1 909  (r  —  3  •  7,  A  =  4  •  0),  spätestens  aber  gegen  das 
Ende  desselben  (r  =  2 -4,  A  =  1-  7)  mit  Sicherheit  zu  erwarten. 

Im  Jänner  1910  erreicht  der  Komet,  wenn  sein  Perihel- 
durchgang  wirklich  im  Mai  1910  stattfindet,  dieselbe  Helligkeit, 
welche  er  bei  seiner  Auffindung  im  August  1835  gezeigt  hat, 
und  in  der  zweiten  Hälfte  des  März  dürfte  er  für  das  bloße 
Auge  sichtbar  werden. 

Bei  den  obigen  Folgerungen  über  das  erste  Sichtbarwerden 
des  Kometen  ist  zunächst  an  ein  Aufsuchen  desselben  mit 
großen  Teleskopen  gedacht.  Es  ist  jedoch  gar  nicht  unwahr- 
scheinlich, daß  der  Komet  auf  photographischem  Wege  schon 
früher  gefunden  wird  als  mit  dem  Fernrohr,  ähnlich  wie  der 
Encke'sche  Komet  bei  seiner  letzten  Erscheinung  im  Herbste 
1904.  Jedenfalls  hat  die  Gegenwart  die  Mittel,  den  Kometen 
schon  bei  viel  größeren  Radienvektoren  zu  finden,  als  es  in  der 
letzten  Erscheinung  (von  der  vorletzten  gar  nicht  zu  reden) 
geschehen  ist,  und  andrerseits  wird  die  erste  Auffindung,  mag 
sie  nun  früher  oder  später  auf  dem  einen  oder  anderen  Wege 
gelingen,  einen  wichtigen  Beitrag  zur  Erweiterung  unserer 
Kenntnisse  der  Helligkeitsverhältnisse  dieses  Kometen  liefern. 


Uigitize 


d  by  GooqIc 


697 


Untersuchungen  über  radioaktive  Substanzen. 

(VII.  Mitteilung.) 
Über  die  aktiven  Bestandteile  des  Radiobleis 


von 


Dr.  Stefan  Meyer  und  Dr.  Egon  Ritter  v.  Schweidler. 

Aus  dem  Institut  für  theoretische  Physik  und  dem  II.  physikalischen  Institut  der 

k.  k.  Universität  in  Wien. 

(Mit  4  Textfiguren.) 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  15.  Juni  1806.) 

Die  Untersuchungen  K.  Hofmann's  und  seiner  Mit- 
arbeiter,1 E.  Rutherford's8  und  unsere  eigenen3  haben  zu 
der  Anschauung  geführt,  daß  das  sogenannte  Radioblei  die  mit 
.den  Restaktivitäten  des  Radiums  identischen  Zerfallsprodukte 
RaZ),  Ra£  und  R&F  enthalte.  Rai)  ist  strahlenlos,  mit  der 
Halbierungskonstante  seines  Zerfalles  von  zirka  40  Jahren; 
Ka£  lst  ß-strahlend;  Rai^  gleich  Polonium  ist  a-strahlend  mit 
der  Halbierungskonstante  von  rund  140  Tagen. 

Für  die  Halbierungskonstante  von  RaE  fand  Ruther- 
ord  aus  dem  Abfall  einer  Restaktivität  auf  einem  Bleche,  von 
welchem  durch  Glühen  Rai)  und  Rai^  mindestens  zum  größ- 
n  leiUntfernt  worden  war,  4  5  Tage;  aus  einem  Anstiege 

U9<X»  V  "°fmann  Und  E-  Strauss,  ßer.  d.  deutsch,  ehem.  Ges.,  33,  p.  3126 
(1904)      H°fmann'  L-  Gonder  und  V.  Wölfl,  Ann.  d.  Phys.,  15,  p.  615 

»  St  RMUtherf°rd'  PhiK  maS-,  10,  p.  290  (1905). 
d«*e  SU  b  E'  V"  Schweidler.  Wiener  Anzeiger,  Nr.  25  (1904); 

4  p  o"'  CXIV'  "  a'  p-  393  und  1 195  (»Wo);  CXV,  II  a,  p.  63  (1906). 
Kutherford,  Phil.  mag.,  10,  P.  1>93  (1905). 

*S,Ub'  ^  ^»-natunv.  Kl.;  CXV.  Hd.,  Abt.  II  a.  47 
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6  Tage.  Wir  haben  an  auf  Palladiumblech  aus  Radiobleichlorid 
niedergeschlagenem  Produkte  6-3  Tage  bestimmt1  und  kürz- 
lich hat  Giesel2  6' 14  Tage  angegeben. 

Wir  haben  versucht  durch  Elektrolyse  diese  aktiven  Be- 
standteile zu  trennen  oder  mindestens  einzelne  Komponenten 
im  Überschusse  zu  erhalten.8 

Das  Ausgangsmaterial  war  Bleichlorid,  das  von  den  Herren 
L.  Hai  tinger  und  C.  Ulrich  bei  der  Radiumdarstellung  aus 
Uranpecherz  als  Nebenprodukt  erhalten  worden  war.  Da  das- 
selbe in  Wasser  ziemlich  schwer  löslich  ist,  verwendeten  wir 
zur  Elektrolyse  in  Acetat  verwandeltes  Produkt. 

Bei  einer  Stromdichte  von  zirka  4.  ICH*  Ampere  pro  1  cm' 
scheidet  sich  aus  der  Lösung,  deren  spezifisches  Gewicht  bei 
Zimmertemperatur  118  (d.  i.  22%  wasserfreies  Salz)  betrug, 
an  der  Kathode  bloß  Polonium  ab,  wie  man  aus  dem  Mangel 
von  durchdringender  Strahlung  und  dem  von  Anfang  an  mit 
einer  Halbierungskonstanten  von  137  Tagen  eintretenden  lang- 
samen Abfall  der  Aktivität  zeigen  kann.  Das  Platinblech  als 
Kathode  bleibt  dabei  ganz  blank. 

Bei  einer  Stromdichte  von  zirka  10"5  Ampere  pro  1  ctn* 
scheidet  sich  RüE+RslF  ab;  das  Platinblech  zeigt  nach  einer 
Weile  einen  dünnen  gelblichen  Belag,  vermutlich  von  einer 
Spur  von  Bleioxyd.  Bei  einer  Stromdichte  von  IQr*  Ampere 
pro  lern8  und  höheren  wird  RaZ>+  Ra£+  RaF  abgelagert, 
dabei  wird  aber  gleichzeitig  auch  immer  Blei  mit  abgeschieden. 

Es  ist  somit  Polonium  (R&F)  elektrochemisch  edler  als 
Ra£  und  dieses  wieder  als  RaD,  während  Blei  gleich  oder  eher 
edler  zu  sein  scheint  als  R&D. 

Bei  dieser  Elektrolyse  scheidet  sich  an  der  Anode  ein 
schwarzer  Belag  von  Bleisuperoxyd  ab.  Auffallenderweise  ent- 
hält dieses  Produkt  aber  nicht  R&D,  R&E  und  Polonium  (RaiO 
im  Gleichgewicht,  sondern  Polonium  im  Überschusse,  wie  sich 
aus  dem  Absinken  der  Aktivität  ergibt. 


1  St.  Meyer  und  E.  v.  Schweidler,  Diese  Sitzber.,  CX1V,  II  a,  p-  - 

(1005). 

2  F.  Giesel,  Bcr.  d.  deutsch,  ehem.  Ges.,  39,  p.  780  (1906). 

»  Vcrgl.  St.  Meyer  und  E.  v.  Schweidler,  Wiener  Antciger,  26.  Apn 
1906,  p.  161. 
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Wir  haben  die  elektrolytische  Trennung  zunächst  haupt- 
sächlich dazu  verwendet,  um  Rais  genauer  kennen  zu  lernen. 

Die  Resultate  sind  in  den  folgenden  Tabellen  zusammen- 
gestellt. In  diesen  bedeutet  J  die  Stromstärke  in  Volt  pro 
Minute  zu  der  jeweiligen  Zeit  in  Tagen,  bei  einer  Kapazität 
der  Elektroskopanordnung  von  zirka  \0cm.  Die  Blechstücke 
waren  dabei  alle  in  dreifach  Stanniol,  d.  i.  eine  Schichtdicke 
von  0  03ww  Dicke  eingewickelt,  wobei  alle  a-Strahlung  ab- 
sorbiert ist.  Die  Kolumnen  log  (J — ä)  sind  erhalten  nach  Abzug 
des  nach  langer  Zeit  erzielten  Endwertes  a,  der  den  mit  der  in 
geringem  Ausmaß  vorhandenen  Menge  von  RaD  im  Gleich- 
gewicht befindlichen  Teile  von  Ra£  darstellt.  Ihre  Werte  sind 
in  den  Figuren  1  und  2  eingezeichnet.1  Die  Stromdichten,  bei 
welchen  die  Proben  I  bis  VIII  abgeschieden  wurden,  betrugen 
für  I  2. 10-*,  für  II  und  III  zirka  5. 10~5  Ampere  pro  1  cm3.  Die 
Proben  II  und  III  wurden,  bevor  sie  zur  Untersuchung  gelangten, 
hellrot  geglüht,  wobei  das  Platinblech  sich  an  den  Stellen, 
an  welchen  Bleipunkte  angesetzt  waren,  durchlöcherte.  Die 
Proben  IV  und  V  wurden  bei  einer  etwa  zehnmal  höheren 
Stromdichte  erhalten.  Die  Platinbleche  trugen  eine  ziemlich 
große  Menge  von  Blei  und  wurden  vor  der  Untersuchung  in 
Essigsäure  gekocht,  wobei  das  Blei  größtenteils  in  Lösung 
ging.  Probe  VI  wurde  bei  einer  Stromdichte  von  6.  \  0~*  Ampere 
pro  1  ein3  erhalten. 

Wie  aus  Fig.  1  ersichtlich  ist,  liefern  Nr.  I  bis  V  nahezu 
lineare  Abfälle,  denen  die  Halbierungskonstanten  für 


Probe 

I 

.  ,    ,4-80  Tage 

II 

4-87  » 

» 

III ...  . 

 5-05  * 

» 

IV 

V 

,  4-OG  - 

entsprechen. 


In  den  Figuren  sind  die  einzelnen  Kurven,  um  das  Bild  nicht  zu  stören, 
Mm  Teil  parallel  verschoben,  und  zwar  I  um  -0"  1,  III  um  4-0-2,  IV  um  -0'3, 
\  um  -o-l,  VI  um  -0-3. 

47* 
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Tage 
— 

j 
1 

1 

1  " 

1  - 

/ 

log  (/— 0-38 

)  J 

log(/— 0*  10 

)[  / 

log  (J — 0  •  1 1 

0 

36-5 

6  1-558 

I 

..-« 

1-212 

J  14-4 

1-155 

1 

32-5 

1-507 

14-2 

1-149 

12-5 

1093 

2 

28-8 

1  *453 

12-4 

1-090 

I  10-9 

1033 

3 

25- 1 

1-393 

— 

— 

I  ~~ 

4 

21-6 

1-326 

9-4 

0.969 

8-4 

0-919 

5 

18-7 

1-262 

8-0 

0  898 

71 

0-845 

6 

16-2 

1-200 

— 

— 

— 

7 

14*3 

1144 



8 

12-3 

1-077 



9 

10-9 

1  -021 

4-6 

0-653 

0-623 

10 

9-36 

0-953 

4-0 

0-591 

3-7 

0-556 

11 

8-14 

0-890 

3-5 

0-532 

o  o 

0-50t 

12 

719 

0-833 

— 

— 

— 

13 

— 

— 

— 

14 

5-60 

0-718 

— 

— 

— 

15 

4-78 

0-643 

2-0 

0-279 

1-9 

0-255 

16 

.  

— 

— 

17 

— 

— 

— 

18 

— 

19 



— 

20 

— 

— 

• 

— 

21 

— 

0-92 

9-914—10 

0-9 

9-903 

- 

22 

2*04 

23 

— 

24 

1  '60 

ü  086 

— 

— 

26 

0-5 

9-602—10 

— 

28 



0-4 

9-477—10 

39 

0-2 

42 

0-00  —10 

0-2 

8-95  —10 

0-48 

9-00—10 

56 

0-15 

66 

0-  14 

0-38 

_ 

70 

o-io 

0-11 
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VII 

VIII 

IX 

Tage 

J 

log  (7— 2  0) 

/ 

log  (7—1-75) 

\  J 

loK  (J—0-  Ib) 

ö 

16-4 

1-158 

17-4 

1-195 

N  99  •  9 

1 

136 

1-064 

15-5 

1-138 

18-8 

1  -270 

o 

12-3 

1  011 

13-9c 

1-086 

16-6 

1  •  2  1  T 

3 

II -0 

1-954 

12-3 

1-023 

4 

— 

— 

— 

— 

U  12  6 

«          AA  d 

1-094 

5 

9-0 

0*845 

9  80 

0-906 

1 

1  023 

6 

8-0 
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0-842 

7 
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8 
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n 
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6  30 
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10 
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0-455 

13 

1  O 
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Tage 

XIII 

XIV 

/ 

log(/_  0-3) 

/ 

log  (7—0-3) 

11 

5-10 

0-681 

5-00 

0-672 

12 

4-70 

0-644 

4-55 

\f  \>co 

16 

2-90 

0415 

2-90 

0-415 

17 

2-60 

0-362 

2-60 

0-362 

19 

2-10 

0-255 

2-10 

0-255 

25 

1-26 

9-982—10 

1-  15 

9-929—10 

31 

0-82 

9-716—10 

0-79 

9-690—10 

47 

0-45 

0-4 

56 

0-3 

0-3 

Probe  VI  zeigt  keinen  linearen  Verlauf  mehr.  Den  ersten 
10  Tagen  entspricht  hier  eine  Halbierungskonstante  von 
5  02  Tagen,  vom  zehnten  bis  zu  25  Tagen  jedoch  eine  bereits 
unzweifelhaft  größere  von  5  2  Tagen. 

In  noch  viel  ausgesprochenerem  Maße  zeigen  diese  all- 
mähliche Verflachung  die  folgenden  Proben  VII  bis  XII  sowie 
die  Nr.  XIII  und  XIV,  bei  welchen  überhaupt  nur  der  bereits 
verHachte  Teil  zur  Beobachtung  gelangte. 

Hievon  wurden  die  Proben  Nr.  IX  und  X  gleichzeitig  mit 
r.  H  und  III  erhalten,  gelangten  aber  ungeglüht  zur  Unter- 
suchung. Nr.  XIII  und  XIV  sind  bei  einer  Stromdichte  von 
zir  a  7.10  5  Ampere  pro  1  cm3  gewonnen,  die  übrigen  bei 
etrachtlich  höheren  Stromdichten,  so  zwar,  daß  überall  ziemlich 
viel  Blei  mitabgeschieden  war. 

Die  daraus  erhaltenen  logarithmischen  Kurven  (Fig.  2 l) 
zeigen  alle  zu  Beginn  einen  steileren  Abfall,  der  sich  allmählich 
emacht.  Berechnet  man  die  Halbierungskonstanten  für  die 
ersten  und  für  die  letzten  Tage,  so  erhält  man  aus 


-oV  x'er  Sm<1  EintraSunßen  die  Kurven  VII  um  H-0-3,  VIII  um 

-♦-0-a'  T  l'  XI  um  ~M)'5'  Xn  um  +0- 1,  XIII  um  -f-0-5  und  XIV  um 
+0  6  parallel  verschoben. 
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Nr.  Intervall  HC 

VII    0  bis  15  Tage    4  83  Tage 


ill  HC 
15  bis  25  Tage    5 -96  Tage 


VIII 

0 

»  10 

4-84 

15  . 

21 

6-02 

IX 

0 

»  5 

4-7 

11  . 

26 

5-87 

X 

0 

>  5 

4-8 

15  ■ 

26 

6-08 

XI 

0 

»  5 

4-6 

15  > 

25 

64 

XII 

0 

»  10 

4-93 

14  . 

24 

647 

XIII 

11  . 

25 

5-79 

XIV 

11  . 

25 

573 

Wie  man  daraus  entnehmen  kann,  entspricht  dem  anfäng- 
lichen Abfall  eine  Konstante,  die  mit  derjenigen  der  Kurven  I 
bis  V  übereinstimmt  und  die  im  Mittel  4*8  Tage  beträgt, 
während  nach  längerer  Zeit  abermals  logarithmischer  Abfall, 
aber  mit  einer  größeren  Halbierungskonstante,  die  zwischen 
6  und  6 '5  Tagen  gelegen  ist,  eintritt. 

Diese  Erscheinungen  lassen  sich  unter  den  folgenden 
Annahmen  deuten: 

Radium  E  ist  kein  einheitlicher  Körper,  sondern  besteht 
aus  zwei  aufeinander  folgenden  Zerfallsprodukten  Rais,  und 
Ra£2. 

RaEi  ist  strahlenlos,  bei  Rotglut  von  Platin  verdampf  lieh, 
in  heißer  Essigsäure  löslich  und  elektrochemisch  unedler  als 
Ra£8.  Seine  Halbierungskonstante  beträgt  6  bis  6*5  Tage. 

Das  eigentliche  ß-strahlende  Produkt  ist  Ra£2  mit  einer 
Halbierungskonstante  von  4-8  Tagen.  Es  steht  elektrochemisch 
zwischen  Polonium  und  Ra£,. 

Diesen  Annahmen  entspricht  es,  daß  bei  der  Elektrolyse 
mit  steigender  Stromdichte  zunächst  nur  Polonium,  dann  Polo- 
nium und  RslE2  (z.  B.  Nr.  I),  dann  Po,  Ra£2  und  Ra£t  (Nr.  VI 
bis  XIV)  mit  mehr  oder  weniger  RaZ?  abgeschieden  wird.  Die 
durch  Glühen  (Nr.  II  und  III)  und  die  durch  Kochen  in  Essig- 
säure (Nr.  IV  und  V)  von  Ra£t  befreiten  Proben  zeigen  das 
Verhalten  wie  Nr.  I,  d.  i.  den  Abfall  von  fast  reinem  Ra£2.  D,e 
übrigen  Proben  VI  bis  XIV  enthalten  Ra^  und  Ra£„  ersteres 
im  Überschuß,  so  daß  die  Abklingung  sich  asymptotisch  der- 
jenigen von  Ra£,  anschließt. 
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Damit  erklären  sich  auch  zugleich  die  Resultate  Ruther- 
ford's,1  der  an  einem  geglühten  (daher  von  R&D  und  Rai^ 
befreiten),  Radiumrestaktivität  tragenden  Platinblech  als  Halbie- 
rungskonstante des  ß-strahlenden  Produktes  zirka  4' 5  Tage 
im  Abfall  erhielt,  dagegen  aus  der  Kurve  des  Ansteigens  der 
ß-Aktivität  im  anderen  Falle  auf  zirka  6  Tage  schloß.  Ebenso  sind 
unsere  älteren  Resultate  an  einem  Palladiumblech 8  (6-3  Tage) 
und  die  Giesels8  (6  1  Tage)  durch  die  Annahme  der  Existenz 
von  Ra£j  verständlich. 

Da  die  relativ  kurzlebigen  Produkte  RaJ^  und  RaJ^  von 
einer  Ra£>-haltigen  Lösung  in  wenigen  Tagen  großenteils  nach- 
erzeugt werden,  kann  man  aus  der  gleichen  Acetatlösung 
immer  wieder  in  Zwischenräumen  weniger  Tage  Proben  davon 
auf  elektrolytischem  Wege  entnehmen.  Naturgemäß  erhält  man 
aber  in  den  späteren  Proben  nur  mehr  sehr  wenig  Polonium, 
da  dasselbe  zu  seiner  Nacherzeugung  längere  Zeit  braucht. 

Bei  einigen  Kurven  zeigt  sich  eine  leichte  Anfangsstörung, 
am  deutlichsten  bei  Nr.  I  und  VI,  so  zwar,  daß  der  Abfall  in 
den  ersten  Tagen  etwas  langsamer  erscheint  als  später.  Wir 
können  derzeit  nicht  mit  Sicherheit  angeben,  ob  diese  Anfangs- 
krümmungen reell  sind  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  könnten 
sie  auf  ein  weiteres  Zwischenprodukt  hinweisen. 

Zur  weiteren  Charakteristik  des  ß-strahlenden  Ra£2  können 
die  Absorptionskoeffizienten  herangezogen  werden. 

Tabelle  1  und  2  zeigt  den  Gang  der  Absorption  durch 
Stanniol  verschiedener  Dicke  x,  Tabelle  3  durch  Aluminium. 
Fig.  3  und  4  zeigen  das  Verhalten  in  graphischer  Darstellung. 

Tabelle  1. 
Radiobleichlorid;  Stanniol. 
x  =  0  cm  J  -  38  •  2  Volt/Min.      log  J  =  I  •  502 


0-00125cw  2-74  0  438 

0-00250  2-23  0*348 

0-00375  1-81  0-258 

0  00625  1-25  0-097 


1  E.  Rutherford,  Phil,  mag.,  10,  p.  293  (1905). 

2  St.  Meyer  und  E.  v.  Schweidlcr,  diese  Sitzbcr.,  CXIV,  II  a,  p. 

um). 

3  F.  Giesel,  Ber.  d.  deutsch,  chem.  Ges.,  39,  p.  780  (1906). 
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Tabelle  2. 

Elektrolytischer  Niederschlag;  Stanniol. 
x  —  0  •  00300  cm      J  =  37  •  46  Volt/Min.    log  /  =  l  •  574 


0-00425  30-17  1480 

0-00550  24*73  1*393 

000925  14-71  1167 

0-01175  10-16  1069 

0-01675  5-13  0-710 


Tabelle  3. 

Elektrolytischer  Niederschlag;  Aluminium. 

^  =  S+0ci«  J=  15-29  Volt/Min.  log/=  1*184 
8+0-022  rw  6' 12  0'787 
8+0-044  2-30  0-3Ö2 
8  +  0-066                   0-85  0-929-1 

8  ist  hiebei  eine  Schichtdicke  von  0-003c*»i  Stanniol. 

Die  Strahlung  kann  in  erster  Annäherung  als  homogen 
gelten  und  man  erhält  daraus  für  die  Absorptionskoeffizienten  X 
—  definiert  aus  J '=  J0e~^  —  und  die  Halbierungsdicken  HD, 
d.  i.  die  Schichtdicke,  welche  die  Hälfte  der  auffallenden  Strahlen 
absorbiert,  aus: 

Tabelle  1  für  Stanniol  X=158-^r»  HD  =  0  0044  m 

c  In 

2    *        ■    145  0*00483 

»     3    *   Aluminium  .  .  43*8  0-016 

Für  x  =  8+1  -5  mm  Blei  war  J  0-01  Volt/Min.  im  An- 
schluß an  die  Werte  der  Tabelle  2,  woraus  folgt,  daß  der 
Betrag  einer  eventuellen  -^-Strahlung  höchstens  0'3  Promille 
der  [i-Strahlung  ausmachen  kann. 

Untersucht  man  die  Strahlung  einer  Radiumrestaktivität, 
d.  i.  der  Summe  RaD  bis  Po,  wie  man  sie  durch  lange  Ex- 
position eines  Bleches  in  Radiumemanation  erhalten  kann,  auf 
Absorption  durch  Aluminium  und  zieht  der  Reihe  nach  die 
ß-Strahiung,  welche  Ra£2  zugehört,  und  die  a-Strahlung,  die 
dem  Polonium  zu  eigen  ist,  ab,  so  verbleibt  ein  Rest  von  sehr 


Digitized  by  Google 


Bestandteile  des  Radioblei. 


709 


weicher  Strahlung.  Dieselbe  nimmt,  für  sich  betrachtet,  in  erster 
Annäherung  logarithmisch  mit  der  Dicke  der  absorbierenden 
Schicht  ab  und  die  Hälfte  der  Anfangsstrahlung  ist  bereits 
durch  1-5. 10~* cm  Aluminium  verschluckt  Welchem  der  Pro- 
dukte RaZ),  Ra£1}  Ra£8  diese  Strahlung  angehört,  läßt  sich 
vorläufig  noch  nicht  entscheiden.  Bezüglich  weiterer  Details 
verweisen  wir  auf  unsere  IX.  Mitteilung.1 
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Fig.  3. 

Im  Anschluß  sei  erwähnt,  daß  wir  den  Versuch  gemacht 
aben,  aus  den  an  einem  durch  Radiumemanation  induzierten 
eche  erhaltenen  Resultaten  die  Halbierungskonstante  von 
zu  bestimmen.  Hiezu  benötigt  man  die  Kenntnis  der  im 
^oment  der  Unterbrechung  der  Induktion  vorhandenen  Menge 
ac  und  der  daraus  entwickelten  Menge  Polonium.  Unter  der 
^nahme,  daß  im  Gleichgewicht  RaC  und  Po  gleich  starke 
Strahlung  aussenden,  ergibt  sich  aus  unseren  Versuchen  der 
ert  von  HC  =  zirka  24  Jahre.  HC  würde  noch  kleiner,  wenn 
berücksichtigte,  daß  die  a-Partikel  des  Poloniums  als 


1  Wwe  Sitzb.,  21.  Juni  1906. 
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langsamere  eine  geringere  ionisierende  Wirkung  ausüben  als 
die  des  RaC.  Andrerseits  ist  zu  berücksichtigen,  daß  bekannter- 


maßen RaC  sich  leicht  auf  mechanischem  Wege  von  seiner 
Unterlage  loslösen  läßt,  so  daß  ein  zu  kleiner  Betrag  von  RaC 
in  Rechnung  gestellt  sein  könnte.  Wir  möchten  daher  der 
Abweichung  unseres  Resultates  von  dem  Rutherfords 
(40  Jahre)  noch  keine  Bedeutung  beilegen. 
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Faßt  man  die  wichtigsten  Ergebnisse  dieser  Untersuchung 
zusammen,  so  ergibt  sich: 

1.  Polonium  ist  elektrochemisch  edler  als  die  ß-strahlende 
Substanz  Rais  und  dieses  wieder  edler  als  RaD. 

Durch  Elektrolyse  gelingt  die  Trennung. 

2.  Rais  ist  kein  einheitlicher  Körper,  sondern  besteht  aus: 
Ra£j   mit  der  Halbierungskonstante  6  bis  6*5  Tage; 

strahlenlos;  bei  Rotglut  flüchtig;  in  heißer  Essigsäure  löslich;  und 
RaJ^  mit  deri/C=4'8Tage;  ß-strahlend;  elektrochemisch 
edler  als  Ra£t;  bei  Rotglut  nicht  flüchtig. 

3.  Die  ^-Strahlung  von  Ra£2  ist  in  erster  Annäherung 
homogen  und  charakterisiert  durch  die  Absorptionskoeffizienten 

X  =  44—  für  Aluminium,  X  —  151—  für  Stanniol. 
cm  cm 

4.  Radiumrestaktivität,  d.i.  die  Summe  RaD-hRaEl  +  R&E2 
+  Po  sendet  außer  der  a-Strahlung  des  Po  und  der  ß-Strahlung 
des  RaEj  noch  eine  sehr  weiche  Strahlenart  aus,  deren  Hälfte 
durch  1-5.10"*  cm  Aluminium  absorbiert  wird. 
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Untersuchungen  über  radioaktive  Substanzen. 

(IX.  Mitteilung.) 

Einige  Versuche  über  die  Absorption  der  a-Strahlung  in 

Aluminium 

von 

Dr.  Stefan  Meyer  und  Dr.  Egon  Ritter  v.  Schweidler. 

Aus  dem  Institut  für  theoretische  Physik  und  dem  II.  Physikalischen  Institut 

der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

(Mit  9  Textfiguren.) 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  21.  Juni  1906.) 

- 

Untersuchungen  über  die  Absorption  der  Becquerelstrahlen 
haben  zuerst  zur  sicheren  Erkenntnis  geführt,  daß  man  es 
hier  mit  sehr  verschiedenen  Strahlengattungen  zu  tun  habe. 
Seither  sind  die  a-,  ß-  und  Y-Strahlen  vvohldefinierte  Erschei- 
nungen geworden  und  insbesondere  die  letzte  Zeit  hat  durch 
die  Arbeiten  von  E.  Rutherford,  W.  H.  ßragg  und  R.  Klee- 
man  u.  a.  bereits  viele  Eigenschaften  dieser  Strahlen  dem 
Verständnis  näher  gebracht.  Speziell  die  Untersuchungen  über 
die  Absorption  der  a-Strahlungen  in  Luft  haben  dazu  auch  noch 
eine  Reihe  neuer  Erscheinungen  zu  Tage  gefördert;  einige  der 
letzteren  harren  aber  noch  der  Klärung  und  insbesondere  über 
die  Art  der  Bewegung  der  a-Partikel  im  absorbierenden  Medium 
sind  allgemein  angenommene  Anschauungen  noch  nicht  vor- 
handen. 

Die  folgenden  Mitteilungen  verfolgen  den  Zweck,  hiezu 
noch  einiges  Material  beizubringen. 

Wir  haben  die  Absorption  durch  dünne  Metallschichten, 
esonders  durch  Aluminiumfolien   untersucht.  Um  einfache 

■s'"b.  d.  mathem.-naturw.  Kl.;  CXV.  KJ  .  Abt.  II  a.  48 
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Versuchsbedingungen  zu  erhalten,  haben  wir  das  strahlende 
Material  dazu  in  unmeßbar  dünner  Schicht  verwendet.  Dies 
war  ohneweiters  ermöglicht  bei  Radium  C,  Thorium  B  und 
Aktinium  B,  aber  auch  bei  elektrolytisch  in  unsichtbar  dünnem 
Niederschlag  auf  Platinblech  abgelagertem  Polonium  und  in 
erster  Annäherung  bei  einer  sehr  dünnen  Schicht  eines  von 
UX  befreiten  Uranpräparates. 

Die  Präparate  befanden  sich  auf  kleinen  Blechstücken. 
Die  induzierenden  Körper  waren  für  AcB,  ThB  und  RaC  die 
Emanationen  von  Aktinium,  Radiothorium  und  eines  starken 
Radiumbromids;  alle  diese  Substanzen  waren  von  L.  Haitinger 
und  C.  Ulrich  hergestellt. 

Die  Meßanordnung  bestand  in  einem  Elster-Geitel'schen 
Elektroskop  mit  auf  dem  Hals  aufgesetzter  Platte,  das  als  Zer- 
streuungskörper ein  kleines  Tischchen  trug.  Über  dieses  war 
ein  größerer  Topf  auf  die  geerdete  Platte  aufgesetzt.  Die  Kapa- 
zität betrug  zirka  10  an.  Die  Dimensionen  waren  so  gewählt, 
daß  die  a-Strahlung  immer  vollkommen  absorbiert  wurde.  Die 
Präparate  wurden  auf  das  Tischchen  gelegt  und  mit  Aluminium- 
folien oder  Stanniolblättern  bedeckt  und  der  Sättigungsstrom 
gemessen. 

Bei  jenen  Substanzen,  welche  eine  ß-Strahlung  besaßen, 
wurde  auf  graphischem  Wege  aus  den  Logarithmen  der 
Strahlungsintensität  bei  größerer  Schichtdicke  der  Betrag  der 
ß-Strahlung  für  kleinere  Schichtdicken  bestimmt. 

Bei  Aktinium  B  erweist  sich  zwischen  30  und  80 cm.  10~4 
Aluminiums  die  ß-Strahlung  als  homogen  (log  J$  mit  Schicht- 
dicke x  linear);  bei  Thor  B  gleichfalls  in  dem  hiefür  maß- 
gebenden Intervall  von  40  bis  70 cm.  10™ *.  Bei  Radium  C,  wo 
die  ß-Strahlung  schon  für  dünne  absorbierende  Schichten  in- 
homogen ist  und  abnehmenden  Absorptionskoeffizienten  besitzt, 
ist  die  Extrapolation  natürlich  etwas  willkürlich,  jedoch  vermag 
die  dadurch  hineingebrachte  kleine  Unsicherheit  keine  wesent- 
liche Beeinflussung  der  Resultate  hervorzurufen. 

In  den  folgenden  Tabellen  bedeuten  x  die  Schichtdicke  in 
'•'»•10  J  die  unmittelbar  gefundenen  Werte  der  Aktivität, 
A  den  der  ß-Strahlung  zugehörigen  Teil  des  Sättigungsstromes, 
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endlich  J«  die  Werte  der  aus  J — J?  gewonnenen  reinen  «-Strah- 
lung. Alle  Angaben  sind  auf  J  =  100  für  x  =  0  reduziert.  Bei 
der  sehr  intensiven  Strahlung  von  ThB  wurde  die  Absorption 
auch  noch  durch  dickere  Schichten  von  Aluminium  gemessen 
und  erwies  sich  dabei  als  inhomogen  mit  abnehmendem  Ab- 
sorptionskoeffizienten. 

Die  Werte  von  J  sind  naturgemäß  unter  Berücksichtigung 
der  Abklingung  auf  gleiche  Beobachtungszeiten  reduziert.  Die 
Reduktion  erfolgte  bei  AcZ?  mittels  der  Halbierungskonstante 
i/C  =  36  Minuten,  bei  ThB  (Versuchsbeginn  einen  halben  Tag 
nach  Entnahme  vom  induzierenden  Körper)i/C=:10-6  Stunden, 
bei  RaC  (Versuchsbeginn  mehr  als  4  Stunden  nach  Entnahme) 
mit  HC  =  26*7  Minuten  (vergl.  F.  v.  Lerch). 

Tabelle  1  bis  4  und  Fig.  1  bis  3  beziehen  sich  auf  Alumi- 
nium. Eine  einzelne  Folie  desselben  hatte  die  Dicke  von 
2-  2. 10~*  cm.  Tabelle  5  und  Fig.  4  beziehen  sich  auf  Stanniol. 
Ein  Stanniolblatt  hatte  die  Dicke  von  1-0. 10~3  cm. 

Als  Halbierungsdicke,  d.  i.  die  Schichtdicke  des  absorbie- 
renden Mittels,  bei  welcher  die  Hälfte  der  auffallenden  Strah- 
lung verschluckt  ist,  ergab  sich  dabei  für  die  ß-Strahlungen  von 


durch  Aluminium      durch  Stanniol 


AcB 
ThB 


0-012  cm 
0-007 


0-009^/w 
0-011 


für  den  homogenen  Bereich. 
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Tabelle  1. 


Absorption  der  Strahlung  von  AcB  durch  Aluminium. 


Schicht- 
dicke  in 

Ci  pc  omt* 

Strahlung 

1 

a-Strahlung  i 

ß-f- -r-Strahlung 

I 

cm  10~* 

WWW»  •  m  V 

log/a 

Ja 

log 

0 

100-0 

1-998 

99-5 

9-680 

0-479 

2 

862 

1-933 

85-7 

9  675 

0-473 

4 

694 

1-838 

68-9 

9-669 

0-467 

6 

55-2 

1-738 

54-7 

9-664 

0-461 

8 

44-0 

1-638 

43-5 

9  659 

0-456 

*■» 
u 

o 

10 

338 

1-523 

33-3 

< 

9-653 

0-450 

;trapol 

15 

16-2 

1199 

15-8 

9-639 

0-436 

© 

20 

5-63 

0-717 

5-21 

9-626 

0-423 

25 

1-66 

0-097 

1-25 

9-612 

0*409 

30 

0-54 

9-143 

014 

9-600 

0-398 

35 

0-39 

7-301 

0  002 

.  9-586 

0-385 

40 

0-38 

9-574 

0  375 

9-561 

0-364 

50 

0-35 

9-547 

0-352 

60 

0-33 

9-520 

0-331 

70 

0-31 

9-495 

0313 
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Tabelle  2. 

Absorption  der  Strahlung  von  ThB  durch  Aluminium. 


Schicht- 

Gesamt- 

a-Strahlung 

dicke  in 

strahlung 
7 

cm.  KT-» 

a 

log 

Jm 

0 

1UU  y) 

1-992 

98-24 

'  0-245 

1-76 

2 

93*3 

1*962 

916 

0  236 

1-72 

4 

83-4 

1-912 

817 

0-228 

1-69 

6 

/  3'  3 

1  -855 

i  l  o 

0-220 

1-66 

oliert 

8 

63 "  0 

1-792 

62-0 

0-211 

1-63 

10 

53  l 

1  *  <  12 

Ol  0 

• 

0-203 

1-59 

- 

u 

15 

31-0 

1  -470 

29-5 

0-182 

1-52 

w 
X 
V 

20 

lo  y 

1-187 

15-4 

0-161 

1-45 

25 

7-99 

0-820 

6  61 

0140 

1-38 

30 

344 

0-332 

2-15 

0-110 

1-29 

35 

1-53 

9-45 

0-28 

.  0-097 

1-25 

40 

1-19 

7-59 

0-004 

0-076 

1-19 

45 

113 

0-055 

1-13 

50 

1  -0H 

0-034 

1-08 

55 

1  -03 

0013 

1-03 

«0 

0-9H 

9-992 

0-98 

70 

0-39 

9-950 

0-89 

Tabelle  3. 

Absorption  der  Strahlung  von  Th5  durch  dickere  Schichten 

von  Aluminium. 


Schichtdicke 
in  cm.  10"- 

log/ 

J 

2 

2-000 

100  0 

4 

1  •  730 

53-8 

6 

1  -525 

335 

8 

1  •  360 

22  9 

10 

1  •  230 

17-0 

12 

1  •  100 

12-6 

14 

0-995 

9-9 

1(3 

0-920 

8-3 

1* 

0-S70 

7-4 

20 

0'KIÖ 

7-0 
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Tabelle  4. 

Absorption  der  Strahlung  von  Radium  C  durch  Aluminium. 


Schicht- 
dicke  in 

Gesamt- 
Strahlung 

ot-Strahlung 

P+T-S 

Irahluncr 

om.10-* 

/ 

log/« 

• 

10g  /jl+T 

« 

0 

100-0 

T987 

96*94 

0485 

306 

2 

94-5 

1-962 

91-6 

0-455 

2-85 

4 

87-2 

1-927 

84-5 

0-427 

2-67 

6 

76-1 

1-867 

73-6 

0-400 

2-51 

s 

66-5 

1-807 

64-1 

0-375 

2-37 

10 

58-2 

1-747 

55-9 

0-355 

2-26 

lerto 

15 

40  1 

1-580 

38-1 

0-300 

2-00 

apol 

20 

25  1 

1  370 

23-4 

0-240 

1-74 

X 

25 

15-1 

1  •  130 

13-5 

0190 

1-55 

30 

7-78 

0-807 

6-41 ' 

0-135 

1-37 

35 

451 

0-520 

3-31 

0  080 

1-20 

40 

1  -38 

9-480 

0-30 

0  035 

1-08  . 

45 

097 

9-985-10 

0-97 

50 

0-87 

9-940 

0-87 

60 

0-76 

9-880 

0-76 

70 

0-67 

9-825 

0-67 

HO 

0-61 

9-785 

0-61 

90 

V    0  4 

9-755 

0-57 

100 

0-54 

9  733 

0-54 

120 

050 

9  700 

0-50 

140 

047 

9-670 

0-47 

160 

044 

9-640 

044 

180 

0-42 

9-625 

0-42 

< 
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Bildet  man  das  Verhältnis  der  ß-Strahlung  zur  «-Strahlung 
für  die  Schichtdicke  x  —  0,  so  erhält  man  für 


Aluminium 
AcB  A  =  0-5% 

Th£   1-8 

RaC   3-2 


Stanniol 

«■«•/. 

08 


Abstrrp 
laut  i 
Aktmut 
äi 

tißß  der 
UrßStr 

r/v//  SV/; 

Ii  i  ft  n  T  's 

TT«. 

aJiLuujlp.EßjDonj 
uul  Thorium  BW 
nniol 

i 

* 

.AB. 

 1 

r-~ 

3  . 

i] 

1 

77r|i 

1 

/ 

<i.. 

z  1 

r  z 

• 

[ 

■  - 

"Ii        o               k,               i>,       in  a 

20  cm>V>~3 

Fig.  4. 


Das  ergibt  für  Aluminium  und  Zinn  nicht  die  gleichen 
Werte.  Daraus  ist  zu  schließen,  daß,  durch  die  ß-Strahlungen 
hervorgerufen,  noch  eine  Sekundärstrahlung  hinzukommt,  die 
für  AI  und  Sn  verschieden  ist. 


Es  schien  auch  von  Interesse,  die  Strahlung  einer  Radium- 
restaktivität zu  untersuchen,  wie  sie  auf  radiuminduzierten 
lechen  nach  langer  Zeit  in  nahezu  ausgereiftem  Zustande 
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erhalten  wird.  Eine  solche  stellt  dann  R&D,  R&EV  R&E^  und 
Polonium  im  Gleichgewicht  dar. 

In  der  Tabelle  6  enthält  die  erste  Kolumne  die  Dicke  der 
absorbierenden  Schicht  Aluminium  x  in  cm.  10-4,  die  zweite 
die  direkt  gemessenen  Werte  des  Sättigungsstromes  J  der 
gesamten  Restaktivität,  die  dritte  die  zugehörigen  Loga- 
rithmen. Aus  den  letzten  Werten  dieser  Kolumne  sind  unter 
Zugrundelegung  des  Absorptionskoeffizienten  der  ß-Strahlung 

von  Raßj,1  für  Aluminium,  d.  i.  X  =  45  — ,  die  Logarithmen 

cm 

der  Strahlungswerte  der  ß-Strahlung  in  Kolumne  4  berechnet 
und  in  der  fünften  die  zugehörigen  Stromwerte  eingetragen. 
Die  Kolumne  J — 7P  enthält  demnach  die  Werte  der  leicht 
absorbierbaren  Strahlung  der  Restaktivität.  In  der  letzten 
Kolumne  sind  daneben  die  Werte  für  Poloniumstrahlung  an- 
geführt, die  man  aus  den  früher  angeführten  Beobachtungen 
erhält,  wenn  man  für  x  =  12  Übereinstimmung  herbeiführt.  In 
Fig.  5  sind  die  Resultate  der  beiden  letzten  Kolumnen  wieder- 
gegeben. 


i  Vergl.  St.  Meyer  und  E.  v.  Schweidler,  diese  Sitzber.,  VII.  Mitt., 
15.  Juni  1906. 
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Tabelle  6. 

Absorption  der  Strahlung  von  Restaktivität 
RaZ)  -f-  Ra  Et  +  Ra  E2 + Po. 


x  =  Dicke 

des 
Alumimums 
in  cw.  10"* 

J 

\ae  J 

/— 7? 

1 

JPo 

0 

96-6 

1  -985 

0-240 

1-74 

94-9 

76-6 

2 

70*8 

1-850 

0-236 

1-72 

69-1 

62-3 

4 

537 

1-730 

0-232 

1-70 

52-0 

49-4 

6 

40-8 

1-610 

0-228 

1-69 

39- 1 

38-4 

8 

31  -6 

1-500 

0-224 

1-68 

29-9 

29-5 

10 

24-0 

1-380 

0-220 

1  66 

223 

22-1 

12 

17  4 

1-241 

0-216 

1-64 

158 

15-8 

14 

12-4 

1-093 

0-212 

1-63 

10-8 

10-8 

16 

7-95 

0-900 

0  208 

1-61 

6-34 

6-9 

18 

513 

0-710 

0-204 

1*60 

3-53 

4-1 

20 

302 

0-480 

0-200 

1-59 

1  -43 

20 

22 

2-09 

0-320 

0-196 

1-57 

0-52 

0-7 

24 

1-86 

0-270 

0-192 

1-56 

0-30 

0-2 

26 

1-70 

0-230 

0-188 

1-54 

0-16 

003 

28 

1-60 

0-205 

0- 184 

1-53 

0-07 

o-oo 

30 

1-52 

0-183 

0-180 

1-52 

40 

1-45 

0-160 

0- 160 

1-45 

50 

1  38 

0-140 

0- 140 

1-38 

akf  ...  1  man  demnach  von  der  Strahlung  der  Kest- 

ivitat  der  Reihe  nach  die  Ra£2  zugehörige  ß-Strahlung  und 

eine  RtmhlUng  ^  P°,0niums'  80  erübrigt  als  J—J^JPo  noch 
Werte  eStStmh,Ung-  Diese  übergelagerte  Strahlung  liefert  die 
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Dicke  der  absorbierondcn 
Schicht  Aluminium 
x  in  cm.  10~* 

0 
1 

2 
3 
4 
5 

8 
10 


Volt 


7jr>  in  — 
K  Minuten 

183 
11  -0 

68 

45 

26 

1-7 

0-75 

0*4 

o-o 
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Diese  Strahlung  erscheint  in  erster  Annäherung  als 
homogen  und  liefert  als  Halbierungsdicke  des  Aluminiums 
HD  - 1  5.  lO"4  cm  (vergl.  Fig.  5,  oben). 

Die  naheliegende  Annahme  einer  Sekundärstrahlung  ist  in 
diesem  Falle  abzuweisen.  Eine  von  a-Partikeln  herrührende 
Sekundärstrahlung  müßte  in  der  Poloniumkurve  in  gleicher 
Weise  auftreten;  wenn  dieselbe  aber  von  ß-Strahlen  erzeugt 
würde,  so  würde  dadurch  die  Absorption  in  der  ersten  Schichte 
scheinbar  verringert  und  es  müßte  die  Differenz  zwischen 
Kurve  II  und  I  von  x  —  0  an  zunächst  wachsen,  während  sie 
sich  tatsächlich  verkleinert. 


Die  folgende  Tabelle  7  enthält  eine  Zusammenstellung  der 
«-Strahlungen  für  verschiedene  Dicken  von  Aluminium,  die 
den  Substanzen  UA-freies  Uran,  Polonium,  Aktinium  B  und 
Thorium  B  sowie  Radium  C  zugehören.  In  Fig.  6  sind  die 
Logarithmen  dieser  Strahlungen  eingetragen. 
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Bildet  man  den  Ausdruck   —  =  —  d]o«natJ  . .  x 

J  dx  dx       - A' 

so  kann  man  diesen  als  den  Absorptionskoeffizienten  be- 
zeichnen. Die  betreffenden  Werte  sind  in  Tabelle  8  und  in 
Fig.  7  die  ausgeglichenen  Kurven  eingetragen. 

Tabelle  8. 


Absorption  durch  Aluminium  X.  10—«  (Vcm). 


Schichtdicke 
x  in 
cm  10-4 

RaC 

ThB 

AcB 

Po 

1 

u 

0 

0  040 

0-050 

0-090 

0-105 

0-310 

2 

0  045 

0  055 

0-095 

0- 1 10 

0-360 

4 

0-050 

0  060 

0-103 

0- 1 16 

0-435 

6 

0  055 

0  067 

0-110 

0- 127 

0  535 

8 

0  060 

0  075 

0-120 

0- 142 

0-690 

10 

0-066 

0-085 

0- 135 

0- 158 

1  -44 

12 

0-072 

0-095 

0- 150 

0*  177 

14 

0-078 

0  105 

0-170 

0197 

— 

16 

0-085 

0-117 

0-190 

0-225 

18 

0-093 

0-130 

0210 

0-250 

20 

0-100 

0145 

0-235 

0-297 

22 

0-110 

0- 160 

0-260 

0-395 

24 

0-120 

0- 180 

0-295 

0-550 

26 

0- 135 

0210 

0-343 

0-785 

28 

0-158 

0-250 

0-450 

1-3 

30 

0190 

0-308 

0-650 

32 

0-227 

0-400 

1-1 

34 

0-275 

0  520 

38 
38 

0-333 

0-680 

0-400 

0-950 

40 

0-495 

(39...  1-04) 

42 

0-675 

44 

0-925 

d'  ■Mü,«»-n»turw.  Kl.;  CXV.  Bd.,  Abt.  II  a.  49 
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Man  sieht  daraus  die  bereits  bekannte  Eigenschaft  der 
a-Strahlung,  mit  zunehmender  absorbierender  Schichtdicke 
weniger  durchdringlich  au  werden,  was  sich  darin  äußert,  daß 
die  Kurven  der  log  Ja  nach  oben  konvex  gekrümmt  erscheinen, 
während  die  X-Kurven  beschleunigt  ansteigen.  Ferner  erkennt 
man  daraus  das  verschiedene  Verhalten  der  Substanzen  in 
Bezug  auf  die  Durchdringlichkeit  der  Strahlungen,  indem  sich 
diesbezüglich  abnehmend  die  Reihenfolge  RaC,  Th5,  AcB, 
Po,  U  ergibt. 


Fig.  7. 


Besondere  Beachtung  verdient  in  dieser  Hinsicht  die 
Stellung  der  Thorinduktion,  deren  Strahlung  bei  uns  etwas 
weicher  erscheint  als  die  des  RaC,  während  E.  Rutherford 
und  H.  T.  Brooks1  sie  gleich  durchdringlich  wie  die  der 
Radiuminduktion  fanden  und  O.  Hahn2  dagegen  neuerdings 
berichtet,  daß  die  Strahlung  seines  ThB,  respektive  ThC  in 
Luft  bedeutend  durchdringlicher  ist  als  die  von  RaC. 


1  E.  Rutherford,  Radioactivity,  2.  Aufl.,  p.  164  (1905). 

-  Hahn,  Phil,  mag.,  11,  p.  79G  (190Ü);  Phys.  Zcitschr.,  7,  p.  412  (1908). 
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Unabhängig  von  jeder  speziellen  Annahme  über  das  Gesetz 
der  Absorption,  bloß  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  a-Partikel 
verschiedener  strahlender  Substanzen  identisch  sind  und  die 
Absorption  bloß  eine  Funktion  ihrer  Geschwindigkeit  ist,  ergibt 
sich,  daß  der  Verlauf  von  X  als  Funktion  von  x  für  verschiedene 
Substanzen  identisch  wird,  wenn  die  Anfangswerte  die  gleichen 
sind.  Es  müßten  demnach  durch  Parallelverschiebung  in  hori- 
zontaler Richtung  die  X-Kurven  der  Fig.  6  zur  Deckung  gebracht 
werden  können.  In  erster  Annäherung  stehen  damit  die  Ergeb- 
nisse unserer  Figur  in  Einklang. 

Solange  das  Gesetz,  nach  welchem  die  X-Kurve  verläuft, 
noch  nicht  sichergestellt  ist,  können  als  Charakteristika  der 
einzelnen  Substanzen  die  Beträge  von  \  für  x  =  0  und  die 
Extinktionsdicken  o,  das  sind  die  Werte  von  x,  bei  welchen 
alle  a-Strahlung  absorbiert  ist,  herangezogen  werden. 

Es  werden  so  für  Absorption  durch  Aluminium  gefunden: 


für  ü 

Po 

AcB 

ThB 

RaC 

3100 

1050 

900 

500 

400 

o  in  10~4  cm  Aluminium 

. . .  10 

28 

32 

40 

45 

Für  die  Relation  Mc  Clung's  und  O.  Hahn's,  nach  welchen 
als  absorbierendes  Mittel  10— 1  cm  Aluminium  äquivalent 
016  cm  Luft  zu  setzen  wäre,  ergäben  sich  aus  unseren  Zahlen 
als  Extinktionsdicken  in  Luft 


für    U  Po        AcB      ThB  RaC 

« in  Zentimeter  Luft  16     4*5     51      6  4     7  2 


Im  folgenden  sind  zwei  Tabellen  gegeben,  welche  für  die 

«-Strahlung  der  untersuchten  Substanzen  die  Werte  q  —  —  ^~ 

J—J  dx 

enthalten.  In  der  Tabelle  9  ist  q  direkt  aus   9-  berechnet 

x2  x\ 

und  für  die  aufeinanderfolgenden  Intervalle  angegeben;  in  der 
Tabelle  10  dagegen  ist  aus  den  bereits  ausgeglichenen  Kurven 
für  J  und  X  (vergl.  Fig.  6  und  7)  für  *  =  0,  2,  4,. .  .  10~4  cm 

das  Produkt  J\  =  lognat  J  -  —  —  gebildet.  Dieser 

dx  dx 

49* 
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letzteren  Tabelle  10  entspricht  die  graphische  Darstellung  in 
Fig.  8. 

Tabelle  9. 


q  —   für  J0  =  100. 

dx 


Dicke  der 
absorbierenden 
Schicht  Aluminium 
zwischen  cm.  KT* 

U 

Po 

Ac5 

Th5 

RaC 

0  9 

JJ  «SO 

O  WO 

o  oo 

2-80 

•>  A 

—   1 

o  «50 

O  *0 

4-60 

4  A 

7  •  9A 

7  •  1  ft 
<  III 

4-65 

A  0 

«J  Ii 

O  ÖO 

0  oo 

4-40 

1  •  9S 
1 

O       1 A 
ö  —  IV 

4'öU 

0  IV 

4-25 

O      1  1 

y  - 1 1 

0*58 

4*  10 

A  •  9A 

4  00 

4*30 

19       1  A 

3*25 

o  40 

4-0 

3'65 

14 — lö 

2*55 

9  .  QA 

0  «0 

3*  10 

16—18 

— 

1-88 

2-05 

3-15 

3-00 

18—20 

1-34 

1-57 

2-60 

2-60 

20—22 

0-85 

III 

2-10 

2-20 

22—24 

0-38 

0-70 

1-70 

2'00 

24—26 

0-11 

0-44 

1-32 

1-80 

26—28 

0-02 

026 

0-94 

1-50 

28-30 

012 

0-72 

1-36 

30-32 

0-05 

0-54 

1-12 

32—34 

0-02 

0'32 

0-90 

34—36 

016 

0-58 

36-38 

0-07 

0-37 

38—40 

0-02 

O'IÖ 

40—42 

o-n 

42—44 

0-04 
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Tabelle  10. 
q  —  J\  für  J0  =  100. 


Dicke  der 
absorbierenden 

Si'nl£*nt    All)  m  i  r»  i  1 1  rr 

in  cm .  10-* 

u 

Po 

AcB 

Th  B 

R«  C 
rvu  \j 

1 

0 

31  0 

10-5 

900 

5-00 

400 

2 

185 

8-94 

8-19 

5-02 

4-25 

4 

10-1 

7-50 

7-13 

4-99 

4-26 

0 

4-72 

637 

604 

4-89 

4-17 

1-73 

5-46 

5-24 

4-73 

3-96 

10 

0-50 

4-56 

4-52 

4-46 

3-81 

IZ 

0-00 

366 

3-77 

4-10 

352 

1 A 
10 

2*06 

2-40 

3-19 

3-01 

on 
äU 

0-80 

1-26 

2-27 

2-43 

22 

0-40 

0-82 

1-83 

2-19 

24 



0-14 

0-52 

1-46 

1-90 

26 
28 

0-03 

031 

115 

1-66 

0-00 

0-17 

0-90 

1-48 

30 

0-09 

068 

1  -26 

32 

0-04 

045 

0-99 

34 

0-00 

025 

0-71 

36 

0-11 

047 

38 

0-03 

0-28 

40 

0-00 

0-15 

44 

0-02 

"i^  ReSU,tat  ist>  daß  ?  im  allgemeinen  mit  wachsendem  x 
»  lallt:  nur  bei  einigen  Substanzen  zeigt  sich  zu  Beginn  ein 
•  "steigen  zu  einem  Maximum,  und  zwar  gerade  bei  jenen,  die 
eine  durchdringliche  ß-Strahlung  besitzen  (Ra  C,  Th5),  während 
F!C  ^emen  «"Strahler  (U,  Po)  dieses  Maximum  nicht  zeigen. 

ur  Schichtdicken  größer  als  6. 10-*  cm  fällt  q  bei  allen  unter- 
sten Präparaten  stetig  ab. 
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Dieses  Resultat  ist  von  Bedeutung  wegen  des  abweichenden 
Verhaltens  der  Absorption  in  Aluminium  gegenüber  der  in  Luft. 

Bei  Absorption  in  Luft  hat  die  Größe  q  zugleich  die  Be- 
deutung der  Ionisation  pro  Längeneinheit.  Die  Versuche  von 
H.  VV.  Bragg,1  R.  K.  Mc  Clung,2  B.  Kucera  und  B.  Masek,» 
0.  Hahn4  und  H.  L.  Bronson5  zeigen  nun,  daß  in  Luft  die 


Größe  q  —  unter  der  ja  bei  unseren  Versuchen  ebenfalls  reali- 
sierten Bedingung,  daß  die  radioaktive  Substanz  eine  sehr 
dünne  Schicht  bilde  —  zunächst  langsam,  dann  rascher  zu 
einem  Maximum  ansteigt,  hierauf  rasch  zu  Null  abfällt.  Der 
Gang  von  q  und  der  hieraus  folgende  von  J  als  Funktion  der 

i  H.  W.  Bragg,  Jahrb.  d.  Rad  u.  Elektr.,  2,  10  (1005). 

"  R.  Et  Mc  Clung.  Phil.  Mag.,  (6)  //,  131  (1906). 

"  B.  Kucera  und  B.  Masek,  Physik.  Zeitschr.,  7,  337  (1900). 

*  O.  Hahn,  Phil.  Mag..  (6)  //,  793  (1906). 

H.  L.  Bronson,  Phil.  Mag.,  (6),  //,  806  (1906). 
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durchstrahlten  Luftdicke  x  sind  in  folgender  Fig.  9  schematisch 
dargestellt 

Wäre  der  Absorptionsvorgang  in  Metallen  und  in  Luft 
vollkommen  analog,  so  daß  unabhängig  von  der  Geschwindig- 
keit der  «-Partikel  bestimmte  Schichtdicken  eines  Melalles  und 
der  Luft  einander  äquivalent  gesetzt  werden  könnten,  so  müßte 
auch  in  Metallen  kurz  vor  der  gänzlichen  Extinktion  der 


Fig.  9. 


Strahlung  ein  Maximum  von  q  auftreten.  Da  dies  tatsächlich 
nicht  der  Fall  ist,  kann  obige  Annahme  nicht  streng  richtig 
sein;  die  Schichtdicke  eines  Metalles,  welche  in  Bezug  auf 
Absorption  der  a-Strahlung  einer  Luftplatte  von  1  cm  Dicke 
äquivalent  ist,  hängt  ab  von  der  Geschwindigkeit  der 
«-Partikel. 

Bloß  versuchsweise  soll  im  folgenden  eine  einfache  theore- 
tische Annahme  über  die  Absorption  der  a-Strahlcn  in  festen 
örpern  in  ihren  Konsequenzen  geprüft  und  mit  den  experi- 
mentellen Resultaten  verglichen  werden. 


Digitized  by  Google 


736  St.  Meyer  und  E.  v.  Schweidler, 

Die  zu  Grunde  gelegten  Annahmen  sind: 

1.  In  einem  festen  Körper  erfährt  ein  a-Partikel  einen 
seiner  Geschwindigkeit  proportionalen  Widerstand: 

—  =  —$v. 
dt 

2.  Die  durch  den  bei  vollständiger  Absorption  in  Luft  ent- 
stehenden Sättigungsstrom  gemessene  Intensität/ der  Strahlung 
ist  proportional  dem  Überschuß  der  kinetischen  Energie  der 
a-Partikel  über  einen  bestimmten  kritischen  Grenzwert: 

J  —  A(v*—c*). 

Es  bedeutet  somit  c  jene  Geschwindigkeit,  unterhalb 
welcher  keine  Ionisation  in  Luft  hervorgebracht  wird. 

3.  Die  a-Partikel  einer  homogenen  radioaktiven  Substanz 
haben  gleiche  Anfangsgeschwindigkeiten  und  diese  sind  über 
alle  Richtungen  gleichmäßig  verteilt. 

Es  ergibt  sich  hieraus: 


wobei  v0  die  Anfangsgeschwindigkeit,  x  der  im  festen  Körper 
vom  a-Partikel  zurückgelegte  Weg  und  s  identisch  mit  ^  ist. 
Es  wird: 

v  =  0    für    x-s  (Flugweite) 

v-c    für    *  =  a  =  s(l  — (Extinktionsdicke). 

Betrachtet  man  zunächst  ein  Parallelstrahlenbündel,  so 
erhält  man  weiterhin: 

J=A(v*—c*)z=  J0(\  —  ax+bx*)    für  x^n 
J=0  für  *^o, 

wobei 

2  l  a 

a  —  — 7— — rr    und   b  =  —  —  =  — 
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ist,  und 

dJ 

9-  —  —  =  J0[a-2bx)    für  x^a 

*  =  °  für  x^q. 

Bei  parallelen  Strahlen  würde  also  die  Größe  q  mit  der 
durchstrahlten  Schichtdicke  *  linear  abnehmen. 

Etwas  komplizierter  wird  der  Ausdruck  für  die  Intensität 
der  Strahlung  als  Funktion  der  durchstrahlten  Schichtdicke, 
wenn  man  berücksichtigt,  daß  die  von  einer  radioaktiven 
Fläche  ausgehenden  a-Partikel  gleichmäßig  nach  allen  Rich- 
tungen sich  bewegen.  Bezeichnet  man  mit  fr  den  Winkel,  den 
die  Geschwindigkeit  eines  Teilchens  mit  der  Normalen  zur 
absorbierenden  Platte  bildet,  so  ergibt  sich  durch  eine  einfache 
Überlegung: 

3  =  f\  si"  *  d&  (l—a     X-  +  b    **  V 
/o  x        cos  fr        cos2  fr/ 

'  Dabei  ist  die  obere  Grenze  bx  durch  jenen  Winkel  ge- 

geben,  für  welchen  die  Strecke  ^—  =  o,  der  Extinktions- 
j.  ,  cos  fr 

dicke  wird,  also  \  =z  arccos  — 

(3 

Das  Resultat  der  Integration  ist: 

*^<J;  J  =  J0{l+x(ba  —  ±)  +  ax\ogn8it^---bx*} 
*^o;  J~  0 
und  daraus: 

Für  x  =  0  wird  <?  =  oo,  d.  h.  die  Kurve  von  q  =  f(x) 
eginnt  für  x  =  0  mit  unendlich  steilem  Abfall  und  verläuft, 

brih,0*  mit  St^tig  abnehme^er  Steilheit;  für  x  =  a 

cm  dann  die  Kurve  mit  einem  kleinen  Endwert  diskontinuier- 
lich ab. 

3-st  hT       Störungen»  die  sicn  nur  bei  den  zugleich  auch 
ranlenden  Substanzen  zeigen  und  die  daher  wohl  auf  die 


738    St.  Meyer  und  E.  v.  Schweidler,  Absorption  der  a-Strah!ung. 

^-Strahlung  als  Ursache  zurückgeführt  werden  können,  ab- 
gesehen, ist  der  Verlauf  der  aus  unseren  Messungen  erhaltenen 
Kurven  für  q  (vergl.  Fig.  8)  mit  diesem  Resultat  in  qualitativer 
Übereinstimmung. 

Zusammenfassung  der  wichtigsten  Resultate. 

Ks  wurde  die  Absorption  der  Strahlung  von  U,  Po,  Ac#, 
Thß  und  RaC  in  Aluminium  untersucht;  durch  Extrapolation 
wurde  der  Betrag  der  a-  und  der  ß-Strahlung  separat  bestimmt. 
Nach  steigender  Durchdringlichkeit  der  a-Strahlung  geordnet, 
ergeben  die  untersuchten  Substanzen  die  obige  Reihenfolge. 
Zur  genaueren  Charakteristik  werden  verwendet  der  Absorp- 
tionskoeffizient für  unendlich  dünne  absorbierende  Schichten 
(X,,)  und  die  »Extinktionsdicke*  rr,  das  ist  jene  Schichtdicke, 
welche  die  a-Strahlung  vollkommen  absorbiert.  Es  ergab  sich 
(für  Aluminium  als  absorbierendes  Medium) 


bei 

U  Pu 

AcB 

ThB 

RaC 

3100  1050 

900 

500 

400 

IO'.t  (cm).  . 

.     10  28 

32 

40 

45 

Eine  eingehende  Diskussion  der  für  die  a-Strahlung  er- 
haltenen Resultate  zeigt,  daß  das  Gesetz  der  Absorption  in 
Metallen  und  in  Luft  nicht  identisch  ist. 

Die  Annahme,  daß  in  festen  Körpern  das  a  Partikel  einen 
seiner  Geschwindigkeit  proportionalen  Widerstand  erfährt,  führt 
zu  Resultaten,  die  mit  den  experimentellen  Ergebnissen  in 
qualitativer  Übereinstimmung  stehen. 
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Uber  die  Auflösung  linearer  Quaternionen- 

gleiehungen 


von 


Dr.  Lothar  Schrutka  Edler  v.  Rechtenstamm, 

Assistent  an  der  k.  k.  Technisclun  Hochschule  in  Wien. 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  6.  Juli  1906.) 

1.  Die  Forderung,  lineare  Quaternionengleiehungen 
aufzulösen,  tritt  schon  bei  Hamilton  gelegentlich  der  Differen- 
tiation impliziter  Funktionen  von  Quaternionen  auf  (Hamilton, 
Elements  of  Quaternions,  p.  435;  deutsche  Ausgabe,  I,  p.  639). 
Hamilton  führt  sie  auf  eine  spezielle  Form,  die  sogenannte 
lineare  Vektorgleichung,  zurück  und  löst  diese  auf  eine 
sehr  sinnreiche  und  für  die  Rechnung  ziemlich  bequeme  Weise, 
wobei  aber  in  die  Endformel  unbestimmte  Vektoren  (die  nur 
linear  unabhängig  sein  müssen)  eingehen.  Er  deutet  ferner 
einige  andere  Methoden  an  (Elements,  p.  491,  493,  494;  deutsche 
Ausgabe,  I,  p.  739,  743,  745)  und  gibt  schließlich  für  einen 
speziellen  Fall,  nämlich  für  die  lineare  Quatemionengleichung 
mit  zwei  Gliedern,  eine  direkte  Lösungsmethode  (Elements, 
P-410;  deutsche  Ausgabe  p.  595;  vergl.  Tait,  Elementary 
Ireatise,  p.  123;  deutsche  Ausgabe  [Handbuch  der  Quater- 
nionen] p.  104).  In  den  Nummern  16  bis  24  soll  nun  eine 
direkte   Lösungsmethode    für   die   allgemeinste  lineare 

Quatemionengleichung  anRe^ben  werden,  welche  von  der 
letzterwähnten  Hamilton'schen  ausgeht.  Vorher  sollen  noch 
emige  einfache  Relationen  und  Rechnungsregeln  für  Quater- 
nionen entwickelt  werden,  welche  teils  an  sich  Interesse  be- 
s'  zen,  teils  in  den  folgenden  Partien  zur  Anwendung  kommen. 

•  In  dieser  Arbeit  sollen  durchwegs  Quaternionen  mit 
griechischen,  reelle  Zahlen  hingegen  mit  lateinischen  Buch- 
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staben  bezeichnet  werden;  für  die  drei  Hamilton'schen  Ein- 
heiten i,  j,  k  wähle  ich  aus  diesem  Grunde  die  schon  von 
Hankel  (Theorie  der  komplexen  Zahlensysteme,  p.  141)  an- 
gewendete Bezeichnung  iv  t,,  4. 

Von  den  in  der  Quaternionentheorie  üblichen  Bezeich- 
nungen Sa,  Vol,  Kol,  7a,  (7a,  Nol  verwende  ich  hier  nur  die 
letzte  Na;  das  Zeichen  Kol  für  die  Konjugierte  einer  Quaternion« 
ersetze  ich  durch  d,  weil  Kol  viele  Formeln  allzu  unübersichtlich 
machen  würde;  5a  und  Va  sind  entbehrlich,  weil  der  Skalar 
einer  Quaternion  a  durch 

~(*+a),  .-.0) 
2 

der  Vektor 

—  (a— d)  •••(2) 
2 

gegeben  ist;  die  Begriffe  Tensor  und  Versor  endlich  treten  in 
den  folgenden  Untersuchungen  überhaupt  nicht  auf. 

3.  Einige  bekannte  Formeln,  welche  häufig  benützt  werden, 
sollen  hier  noch  zusammengestellt  werden.  Der  Skalar  eines 
Produktes  hängt  nur  von  der  zyklischen  Anordnung  der  Fak- 
toren ab: 

aßH-ßd  =  ßa+dji  ■  •  •(&) 

und  allgemeiner 

aß?-  .  .8s-he8.  .  .fßd  =  ß-r.  .  .Sea  +  diS. .  .$f=-  -  •=  (4) 
=  eaßf.  .  .8  +  $.  .  .7$ dl 

Die  Formel  (3)  wird  gewöhnlich  durch  Ausrechnung  des 
Skalars  aus  den  Koordinaten  bewiesen;  einfacher  ist  folgender 
Beweis: 

ocß  +  ßd  =  aßH-aß— a$  +  ßd  :=  a(ß-f-£)— a£+ßd  = 

-  (ß  +  (l)a—  a(3  +  £d  =  ßa— a(5+£(a+d)  =  ..-(5) 
=  ßa— a(5-f-(a+d)fi  =  ßa 

zu  dem  nur  zu  bemerken  ist,  daß  a+d  und  ß+$  reell  und 
daher  als  Faktoren  mit  jeder  Quaternion  vertauschbar  sind. 
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Sind  x,  X,  \i  Vektoren: 

x  =  /lll+/8l8+/8l8,  (6) 

so  ist  (Hamilton,  Elements,  p.322;  deutsche  Ausgabe,  I,  p.447) 

K  K  K 

xXfM-*^  =  xXfi-|i.Xx  =  -  l,    /8    /,    .  ...(7) 

m\   m%  m3 

4.  Die  vier  Koordinaten  einer  Quaternion  lassen  sich  durch 
diese  und  die  vier  Einheiten  1,  4,4,1,  darstellen.  Ist  nämlich 


so  wird 


also 


a  =  iv+a^+a^+a^,  . .  .(8) 

4014  =  — fl0— fli4+flt»t+«its. 

'•*at*  =  — a0+ö,4— "t^+a*^  .  •  .(9) 

1  r 

ö0  =  —  [a -41x4— 4«4— 4a4], « 


1  _ 
1  r 

^9  =  — [a4+4ai3  +  4a— 4a4], 
as  =  ~[«4— 4a4+4a4  +  t3a]; 


...(10) 


daraus  für  Skalar  und  Vektor 


=  7  -..(11) 

und 


2 


a~~Ä  =  ^[3a+4ati+l2a4  +  4«4];        •  .-(12) 


Zahlenüf16*6  D<lrSte,1Ung  erwihnt  Hurwitz  in  seiner  Abhandlung  »Über  die 
«one  der  Quaternionen«,  Göttinger  Nachrichten  (1896),  p.  337. 
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für  die  Konjugierte 

a  =  — --[a+^atj  +130^  +  13  oti,,]  ...(13) 
2 

und  für  die  Norm 

Na  =  _i-[a«+(t1«)*+(t8flt)s+(i>a^  = 

=  --i-[a»+(ott1)«H-(aiir)ÄH-(ag8].  ...(14) 
2 

5.  Mehrere  Quaternionen  a,  ß,  heißen  linear  un- 
abhängig, wenn  zwischen  ihnen  keine  lineare  Beziehung  mit 
reellen  Koeffizienten 

*a  +  b$+c{+. .  .=  0  ...(15) 

besteht  (der  Fall,  daß  alle  Koeffizienten  a,btc,...  verschwinden, 
ist  dabei  selbstverständlich  außer  acht  zu  lassen),  sonst  linear 
abhängig. 

Die  beiden  Reihen  a,  ß,?,...  und  a,ß,f,...  sind  offenbar 
stets  gleichzeitig  linear  abhängig  oder  unabhängig. 

Zwei  Quaternionen  a  und  ß  sind  linear  abhängig  oder 
nicht,  je  nachdem  ihr  Quotient  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, eine  beliebige  von  den  Zahlen  a$  oder  reell  ist 
oder  nicht. 

6.  Ich  definiere  drei  Symbole  (*ß),  (aßr),  («ßT«)  durch 
folgende  Gleichungen: 

(aß)=i-(af-ßa), 

Ii 

(aßT)  =l[(aß)T+(ßT)a+(Ta)ß],  •  ■ 

o 

(aßT8)  =  ~  [(aßT)§— (ßT8)i-4-(T8a)M5aß)T]"  •  -<18) 
4 

Die  in  jedem  der  Symbole  auftretenden  Quaternionen 
sollen  kurz  als  dessen  Komponenten  bezeichnet  werden. 

(aß)  ist  offenbar  ein  Vektor.  Führt  man  (17)  und  (18)  aus, 
so  erhält  man 

(aßT)  =  — [a^T  — afß— ßaT+ßYa  +  T<iß— T^*]  •••(l9) 
ü 
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und 

— pM+P^i+ßf«*— Pf**— ß*«7+ßM+  "*(20) 

Neben  diesen  symmetrischen  Formeln  existiert  eine  Anzahl 
kürzerer,  welche  sich  mehr  für  die  Berechnung  eignen. 

Die  Form  (19)  für  (aß 7)  läßt  sich  in  drei  gleiche  Summanden 
zerlegen.  Es  ist  nämlich 

«07-7$«  =  ßfa—afß  =  7Äß-ßiT-        -  •  .(21) 

Es  genügt  eine  der  beiden  Relationen  zu  beweisen.  Bilden 
wir  die  Differenz  der  beiden  ersten  Ausdrücke,  so  erhalten  wir 

(«?T— T?*) — (ßf* — «7»  =  «($7+7ß)-(70  +  ß7)a  =  0,  ...(22) 

denn  die  beiden  Ausdrücke  £T+Tß  und  7($  +  ßT  sind  reell  und 
nach  (3)  einander  gleich.  Es  ist  daher 

m  =  y  («$7-70«)  =  4  (ßfot— «fp>  =  -i(Taß-ßdT).  ...(23) 

*  2 

Wir  können  daher  (18)  durch  folgende  Formel  ersetzen: 
(«?7«)  =j[aM-7ßai-ßf8Ä+8fpd+T8«f-«apf_ 
und  weiter  durch  -«M  +  ßMfl  .-.(24) 

(*M)  =  j[(«M+87p*)  +  (7*«ß  +  P«7)-(«M+PT8*)-- 

-(TM+8aß7)].  ...(25) 

Diese  Darstellung  zeigt,  daß  (aßT8)  eine  reelle  Zahl  ist.  Da 
nach  (4) 

und  «M+8fpÄ  =  7*aß  +  p*8f  .-.(26) 

«M+Pf««  =  7ß«8+84ß7  .  .  .(27) 
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ist,  so  können  wir  noch  einfacher 

(aßT5)  =  ~[(«M  +  8iß*)-(TM+8*ßi)]  = 
4 

=  -i-[(«ßT)*+8<if4)]  .-.(28) 

setzen. 

7.  Alle  drei  Ausdrücke  (aß),  (aß7),  (aß78)  haben  die  Eigen- 
schaft, bei  einer  Vertauschung  zweier  Komponenten  ihr  Zeichen 
zu  wechseln,  wie  aus  den  Formeln  (16),  (19)  und  (20)  sofort 
zu  ersehen  ist.  Allgemein  erhält  man  hieraus  folgende  Re- 
lationen: 

(aß)  =  -(ßa),  ...(29) 
(aß?)  =  -(aTß)  =  -(ßaY)  =  (ßTa)  =  (Taß)  =  -frßa)  •  •  -(30) 

und 

(aß78)=     (aß5T)  =  — (aTß8)  =     (aT8ß)  = 

=  (a8ß7)  =  -(a8Tß)  = 

=  — (ßa75)  =     (ßa5f)  =     (ß7a8)  =  —  (ß78a)  = 

=  --(ß8a7)-(ß87a)  =  ---C31) 

=     (Taß8)  =  — (T«Sß)  -  — (7ßa5)  =  (7ß8a)=: 

=  (78aß)  =  -(78ßa)  = 

=  — (8aß7)  =     (5aTß)  =     (8ßa7)  =  —  (8ß7a)  = 

=  — (87aß)  =  (87ßa). 

Hieraus  folgt  sofort,  daß  (aß),  (aß 7),  (aß78)  verschwinden, 
sobald  zwei  von  ihren  Komponenten  gleich  werden. 
Man  erhält  ferner 

(Äßf)  =  1  (dßf-7ßa)  =  -(aß7)'         •  •  •  (32) 
und  2 

(Ä?7*)  =  v[(4ßT8+*7ß*)-(fß&2  +  *«ßT)]  = 
4 

=  -i  [(ßT8*  +  «*7S)-(8T?*+«f  T*)]  =  ' ' 

=:  (ß78a)  =  —  (aß78). 

Für  (aß)  gibt  es  keine  so  einfache  Relation;  setzt  man 
aber  in  (21)  (34) 
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so  erhält  man 

a£  —  £a  =  ßa-aß  =  aß  —  ßa  .  .  .(35) 

und,  wenn  man  a  durch  et,  ß  durch  [5  ersetzt, 

aß— ßa  =  ga-  dg  =  a£  —  ga;  .  .  .(36) 

hieraus  folgt  aber 

(«ß)+(4j)  =        J—pd+43— Ja)  = 

=  y  (ßa-aß+ga-ag)  =  (ßa)  +  (ßa).  .  .  .  (37) 

^  Die  Formeln  (35)  und  (36)  liefern  noch,  auf  die  Produkte 
*^  und  y$  angewendet: 

*3r§— 7§aß  =  ßiSf— 8fßa  =  Y§ßa-ßdT§  = 

-Sfaß— a$8f.  ...(38) 

8.  Die  Ausdrücke  (aß),  (aßY),  (aßT8)  sind  in  Bezug  auf 
jede  Komponente  distributiv,  d.  h.  es  ist 

(a+0)  =  (aß)  +  (a'ß),  ...(39) 

(a+a',  ß,  y)  =  (*ßY)  +  («#ßT),  •  •  -(40) 

(«+O.T,  5)  =  (aßY2)+(a'ßY8).  .  .  .(41) 
Für  eine  reelle  Zahl  c  ist 

(<ra,ß)  =  c(aß),  ...(42) 

(c-a,ß,Y)  =  c(aßT),  ...(43) 

(ca,ß,Y,8)  =  c(aßY8).  ...(44) 

Ferner  ist  für  eine  Quaternion  z 

(«,  ßs)  =  (so,  sß)  -N(z)  (aß),  .  .  .  (45) 

(as,  ße,  Y£)  =  iV(s)(aßT)s,  .  .  .  (46) 

(ea,eß,eY)  =  ^(s)s(aßY),  ...(47) 

(as>  ße,  ys,  8s)  =  (ea,  eß,  sT,  e8)  -  JV^(s)(aßY8).  .  .  .  (48) 

^    Die  Ausdrücke  (aß),  (aß7),  (aßT3)  bleiben  unverändert, 
enn  zu    einer    Komponente    ein   reelles    Vielfaches  der 

Sll2b'  d-  malh'n>.-n«tunr.  Kl.;  CXV.  Bd.,  Aht.  II  a.  50 
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(beziehungsweise  einer)  anderen  addiert  wird.  Denn  nach  (39) 
und  (42)  ist 

(a+rß,  ß)  =z  (aß)H-c(ßß)  =  («ß)+<r-0  =  (aß).    . .  .(40) 

Ebenso  ist  der  Beweis  in  den  beiden  anderen  Fällen  zu 
führen.  Diese  Bemerkung  leistet  bei  der  Ausrechnung  spezieller, 
numerisch  gegebener  Beispiele  gute  Dienste. 

9.  Die  Verbindung  der  Ausdrücke,  mit  denen  wir  uns  hier 
beschäftigen,  untereinander  liefert  noch  eine  Anzahl  inter- 
essanter Relationen. 

Es  ist  zunächst 

(aß)a  =  -i-[aßa-pJV(*)]  = 

=  i-  [a£ a—  iV(a)ß]  =  a(J 4),  •  •  -(50) 

2 

(ap-r)*  =  -i-[*M— rS^W]  = 

(aßvS)  ist  als  reelle  Größe  mit  jedem  Quaternionenfaktor  ver- 
tauschbar. 

Ferner  ist 

((aß),  (aT))  =  — [afiva— afav— ßaYaH-ßA^(a)Y— aißa+ 

-4-aTaß+faßa— 7  W(a)ß]  = 

=  -i-  [ajva—    (A'(*)  -a;5a}  +  *7a$—        •  •  -(52) 

=  --[6(aßY)a  — 2a(ßaY)J  =  (aßT)a  =  a(^a); 

8 

((«?),  (t8))  +  ((*t),        +         (ßT))  =  3(aßY8),  •  •  -(53) 
wie  (20)  sofort  erkennen  laßt; 
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((aß),  («7),  («8))  =  j  [-(«?)(aT)(fll5)  +  («8)(«T)(ap)]  = 

=  y[— (ß«T)**S+«(ßaY)8d— aS(Yaß)d+ 
i  +  8aa(Yaß)j  =  ...(54) 

=  —  [iVa.(PaT5)+«(g4i4)4]  =  tf(«)(«ßT8) 

nach  (23),  (52),  (32),  (28),  (31)  und  (33). 
Hieraus  kann  man  weiter  schließen: 

^«)(«T)(«P7«)  =  (a7)((«p)>(«T)l(a8))  =  (((«7),(«»),(«t).(«W)  = 
(«fraß),  «(T«8))  =  A'(*)((7*ß),  (7*8)),  .  .  .  (55) 

indem  man  der  Reihe  nach  dreimal  (52),  hierauf  (45)  anwendet- 
also  ist  ' 

((T«ß),(T«8))  =  («T)'(aßT«).  -..(56) 

Der  Fall  a  =  0  macht  offenbar  keine  Schwierigkeit,  da 
dann  diese  Werte  beide  gleich  Null  sind. 
Endlich  ist 

((*?T),(aß5),(aT8),(ßr8))  =  ±  [(((aß-r),(aß8)),((aY8),(ßT8)))  + 

+(((«P7).(*T8)),((?78),(«P8)))+ 
+(((»ß7),(p78)),((«ß8),(*78)))]  = 

=  j  [((78)  (aßT8),  (aß)(aßY8))+  . .  .(57) 

+  ((ß8)(«7ß8),(7«)(«78»)  + 
+  ((a8)(ßYa8),(ßY)(ßY*8))= 

=  ~(aßT8)».[((«ß)f(T8))+((ß8),(«T))  + 

+  ((«8),(ßY))]  =  («ß7Ö)3. 

10.  Die  Ausdrücke  (<xß),  (aßY),  (*ßY8)  liefern  bequeme 
itenen  für  die  lineare  Unabhängigkeit  von  Quaternionen.  Es 
8'it  namhch  der  Satz: 

Zwei  Quaternionen  o,  ß,  drei  Quaternionen  a,ß>Y, 
r  Quaternionen  a,  ß,  Y,  0  sind  linear  unabhängig 
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oder  nicht,  je  nachdem  (aß),  (aß?),  (aßfS)  von  Null  ver- 
schieden ist  oder  nicht. 

Der  Beweis  jeder  der  drei  Aussagen  dieses  Satzes  zerfällt 
in  zwei  Teile. 

Wenn  a,  ß  linear  abhängig  sind,  so  besteht  eine  Relation 

aa+b$  =  Ö;  ..-(58) 

mindestens  einer  der  Koeffizienten  a,  b  muß  von  Null  ver- 
schieden sein;  es  sei  etwa  a  ein  solcher,  dann  ist 

«*  =  ---?  ..-(59) 
a 

und 

<«»  =  (,,—£«)  =  — £.(«0  =  0.  ...(60) 
Umgekehrt,  ist 

0  =  (aß)=~-(af  — ß*) 

und  ist  etwa  ß  von  Null  verschieden,  so  folgt  aus  (61),  wenn 
rechts  mit  ß  multipliziert  wird, 

0  =  -1  [a£ß  —  ß*ß]  =  AT(ß)a^  —  (a$  +  ßa)fr,     •  •  •  l*2) 
2  2 

eine  lineare  Relation  zwischen  a  und  ß,  deren  Koeffizienten 
reell  sind  und  nicht  beide  verschwinden,  weil  iV(ß)  unter  ihnen 
vorkommt,  a  läßt  sich  als  reelles  Vielfaches  von  ß  darstellen. 
Die  Schlußbemerkung  in  Nr.  o  führt  offenbar  zu  demselben 
Resultat. 

11.  Wenn  die  drei  Quaternionen  a,  ß,  7  linear  abhängig 
sind,  so  besteht  eine  Relation 

aa  +  ftß  +  n  =  0;  •••(63) 

von  den  Koeffizienten  muß  wenigstens  einer  von  Null  ver- 
schieden sein;  ist  a  ein  solcher,  so  ist 
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und  nach  Nr.  8 

(aßT)  =  (-  ~  ß  -  ^  7,  ß, 7)  =  (0,  ß,  7)  =  0.     ...  (65) 

Ist  umgekehrt 

0  =  (aßT)  =  -1  i(aß)TH-(ßT)«+(Ta)ß]         .  .  .(66) 
o 

und  sind  die  drei  Größen  (aß),  (ßT),  (7  a)  nicht  alle  drei  Null  (in 
diesem  Falle  wären  nach  dem  Vorhergehenden  sogar  je  zwei 
der  Größen  a,  ß,  7  linear  abhängig),  so  sei 

(aß)  4=°I  ...(67) 
multipliziert  man  (66)  links  mit  (aß): 

0  =  j  [(«ß)27  +  (otß)(ß7)a+(aß)(Ta)ß],        . .  .(68) 

so  hat  man  bereits  eine  Relation  mit  reellen  Koeffizienten 
zwischen  o,  ß,  T;  denn  (aß)2  ist  als  Quadrat  eines  Vektors  reell, 
ferner  ist 

(aß)(ßT)  =  j[iV(p)«f-aßTS-P*P7+ß*Tß)]  = 

=  -~[ßT«0  +  ?*T5  — (TM+ß«ßT)]  =     •  •  -(69) 

=  jWß)(*T+7*)— (TS*?  +  ß*ßT)L 
da  wegen  (66)  und  (23) 

ßaf  =  t«&  *fo  =  7£*  ...(70) 

ist;  ebenso  ist 

(«?)(T«)  =  -i[a^a— ajaf-  -ß47*+^(a)ßf]  = 

=  j  [Afa(ß7+7ß)-(aja7+7aßi)].  .  .  .  (71) 

T  läßt  sich  hiernach  als  reelle  Kombination  von  a  und  ß 
darstellen. 
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12.  Sind  endlich  vier  Quaternionen  a,ß,Y,8  linear  abhängig, 
so  besteht  eine  Gleichung 

a<x+b$+c-(+db  =  0.  . .  .(72) 

Ist  hierin  a  von  Null  verschieden,  so  folgt  daraus 


und 

(a  ß  Y  5)  =  (-  A  ß  -  -1 7  _  |.  5,  ß,  T,  8 )  =  (0,  ß,  T,  8)  =  0.  . . .  (74) 
Umgekehrt,  ist 

0  =  (aßY8)  =  ~  [a(Sfi)— p(7*Ä)+T(i«fc— 8(&f 7)1  -(7:>) 
4 

und  sind  nicht  alle  vier  Größen  (f8d),  (8<xß),  (dßf)  gleich 

Null,  so  sei  (äJy)  von  Null  verschieden.  Multipliziert  man  rechts 
mit  (vßa),  so  ergibt  sich 

0  =  -  j[«(ßf*)(Tß«)— ß(Y**)(Tß*)+T(**ß)(TP«)-- 

— 8(*?T(7ß«)]-  ■••(7ß) 

Dies  ist  bereits  eine  Relation  mit  reellen  Koeffizienten. 
Denn  es  ist  z.  B. 

(M)(Tß«)  =  (M)(*Tß)  = 

=  ^[M*7ß—  pT*ßT« — *7?»7ß  +  ^(ß)^(7)**]  = 

=  ^[^(ß).AT(Y)(^+§a)-(^7aßY8  +  8T^af8)],     . . .  (77) 

weil  nach  (75)  und  (28) 

§*Yß  +  8ßYa  =  Yß«S--ißY8  . .  .(78) 

ist.  o  läßt  sich  also  als  lineare  Kombination  von  o,  ß  und  T 
darstellen. 


Digitized  by  Google 


Auflösung  linearer  Quaternionengleichungen.  751 

13.  Fünf  Quaternionen  a,  ß,  T,  8,  e  sind  stets  linear 
abhängig.  Denn  es  besteht  auf  jeden  Fall  folgende  Relation:1 

(ßT38)a  +  (T8ea)ß  +  (8saß)Y  +  (eotßT)o4-(aßY5)s  =  0.  ...(79) 

Sie  wäre  nur  dann  nicht  beweiskräftig,  wenn  alle  fünf 
Klammerausdrücke  verschwänden.  Dann  wären  aber  nach 
Nr.  12  schon  je  vier  von  den  fünf  Quaternionen  a,  ß,  y,  8,  e  linear 
abhängig. 

Um  die  Relation  (79)  zu  beweisen,  bringe  ich  sie  auf  die 
Form 

-L[(ßT8e)a— a(£T§e)]  +  —  [(r8ea)ß-ß(YSia)]  + 
^  2 

+  ^[(*8aß)Tr-T($S*ß)]  +-~l(8«ßT)8—8(H$7)]+  .-.(80) 
+  ^-K«ßY«)e~s(d^*)]  =  0. 

und  wende  die  Darstellung  (28)  an.  Sie  nimmt  nach  Weg- 
lassung des  Faktors  —  die  Form  folgender  Gleichung  an: 

ß(T**)a+T(^S)«+8(*?i)*+8(i^)*+ 
+  a(f§e)ß  +  a(^i)T-f.a(£^)8-*-a(^8)s-+- 
+  T(*H)ß  +  8(jfd)ß  +  s(Ä7§)ß  +  a(*ift)ß  + 
+ß(&H)T+ß(if4)8+ß(iY8)8  +  ß(*7i)a+ 
+3(*df)T+8(4SJ)T+a(^i)T+ß(l8*)T+  .  .  .  (81) 
+T(8*J)8+T(**f)8+T(S8i)«  +  T(8S*)ß  + 
+  £(ajY)84-a(^iY)54-ß(Y2a)o-r-Y(alß)8  + 
+  8(Äj7)3+3(Js7)a+3(fH)ß  +  3(*|ß)7  + 
+«(S78)8  +  ß(YÄ4)8+7(44ß)s  +  8(f47)e+ 
+e^Y^)a+£(Yd8)ß+S(8aß)Y+s(ßaY)8  =  0, 

deren  Richtigkeit  mit  Hilfe  der  Formeln  (30)  ohneweiters  zu 
bestätigen  ist. 


1  Eine  andere  Darstellung  dieser  Relation  gibt  Hamilton  in  den  Elements, 
\  deutsche  Ausgabe  p.  741  (Tai t,  Trcatisc  P.  129,  Handbuch  p.  109). 
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Ist  nun 

(aM)4=<>,  ...(82) 

so  läßt  sich  daraus  eine  Darstellung  von  2  als  reelle  Kombina- 
tion von  a,ß,7,8  bestimmen.  Wir  haben  also  den  Satz: 

Durch  vier  linear  unabhängige  Quaternionen  läßt 
sich  jede  Quaternion  linear  mit  reellen  Koeffizienten 
darstellen. 

Diese  Darstellung  ist  überdies  eindeutig  bestimmt.  Denn  ist 
s  =  tfa-t-frß-hCT+rfS  ...(83) 

und  auch 

s  =  a'*+V$+c'i+<n,  . .  .(84) 

so  ergibt  sich  durch  Subtraktion 

0  =  (a  —       +       M)ß  +  (r— *0t +  ...(85) 
folglich,  da  a,  ß,  7,  8  linear  unabhängig  sein  sollen, 

a  —  a', 

b~V;  ...  (86) 

c  —  cJ, 

d  -  df. 

14.  Sind  fünf  Quaternionen  durch  ihre  Koordinaten  ge- 
geben: 

*  —  ao+a^+a^+a^, 

6  =  rfo  +  ^tj+^ig+JjV,, 

so  läßt  sich  ebenfalls  zeigen,  daß  zwischen  ihnen  eine  lineare 
Relation  bestehen  muß;  denn  setzen  wir  diese  unbestimmt  an: 

a*+b$  +  c'(+d?j  +  es  =  0,  •  •  •  (88) 

so  ergeben  sich  durch  Koefflzientenvergleichung  die  Bedin- 
gungen : 
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.  . .  (89) 


aa0+bb0  +  cc0+dd0+ee0  =  0, 
aax+bbx+ccx+ddx+eex  =  0, 
aa2  +  bb2-hcc2+dd2  +  ee2  —  0, 
aa9+bbs+cc\+dd9+eca  =  0, 

vier  Gleichungen  für  die  fünf  homogen  auftretenden  Unbekann- 
ten a,b,c,d,e;  sie  haben  bekanntlich  mindestens  eine  Lösung, 
bei  der  nicht  alle  Werte  der  Unbekannten  gleich  Null  sind; 
diese  wird,  wenn  diese  Determinanten  nicht  sämtlich  Null  sind, 
durch 


C0 

äo  *0 

d0 

d0 

«t 

dx  ex 

*x 

ex  ax 

d, 

ei 

ax  bx 

C2 

C2 

*t 

e2  a2 

d2 

e2 

a2  b2 

1^3 

4»  *3 

d* 

K 

Co 

ao 

*0 

ä„ 

*'i 

ai 

h 

cx 

ai 

cl 

e2 

a2 

C2 

a2 

d, 

a3 

h 

*3 

h 

.  .  .  (90) 


gegeben.  Da  die  Relation,  wie  aus  Nr.  13  hervorgeht,  im  all- 
gemeinen bis  auf  einen  Proportionalitätsfaktor  bestimmt  ist,  so 
läßt  sich  bereits  schließen,  daß  sich  die  Größen 


(aß  y  5)  und 


ao  bo  co  d0 


cx  dx 


ax  bx 


a2  b2  C2  d2 


...(91) 


!  a*  h  cs  d.A ! 

nur  um  einen  Proportionalitätsfaktor  unterscheiden  werden. 
Aus  dem  speziellen  Falle  1,  >x,  ^  ergibt  sich  als  Wert  dieses 
Proportionalfaktors  —1. 

Dies  läßt  sich  nun  auch  durch  Rechnung  nachweisen. 
15.  Man  geht  am  zweckmäßigsten  von  der  Gleichung  (54) 


aus. 


Es  ist 


(aß)  =  (_  a0  bx  +  ax  b—a2  b3  +  a3  bs)  ix  + 

+  {—a0b2  +  axbs  +  a.,bSi-asbxV2+      .  .  .(92) 

+  (—^0  K~       K  +  a2  l\  +  <h 
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u.  s.  w.  Wendet  man  die  Formel  (7)  an,  so  erhält  man 


iV(«)(a?T5)  = 

obi  +  aibo 
—a2b3  +  a3b2 

0cx  +  axc0 

-a0dx  +  axdQ 
~a2d3+a3d2 


a0  b2  +  ax  b3  —a0  b3— al  b2 
+  a2  b0—  a3 1\       +  a2  bx  +  a3  b0 

-a0c2  +  ax  c3  —  a0  c3— a  ,  c2 
+  a2  c0—a3  cx       +  a2cx  +  a3  c0 

-aQd2  +  axd3  —aQd3—axd2 
+  azdo~    ^i       +  aa  ^i +  a-^o 


...(93) 


Diese  Determinante  zerfällt  in  48  =  64  Determinanten,  von 
denen  40  verschwinden,  weil  sie  proportionale  Spalten  haben; 
es  ergibt  sich 


JV(a)(«ß78)  = 


h\  b2  b3  J 
Cl  Cl  cs    +  a\ 
dld2dZ  I 


'\)  ^8  h 

ca  c2  c& 
dodids 


bo  bi  h 

co  c\  cz 
d0dld3 


—  aQaiaz  ci  ca  co 


bl  b3  b0 
C\  C S  ^0 

dxd3d0 


"+"  ä0       #  o 


*i  *o  *, ! 

<*l 

dx  d0  d2 


|  ^3  b2  b0 

u0  a2  #  3  |  c3  c2  c0 
J3  d2  Jü  ! 


bi  b2 

C0  Ll  C2 
dQdld2 

'  bQ  b,  b3 

c0  cx  c3 

d0dld3 
\b0b2bi\ 

a0aia2  C0  C2  C\ 

dOd2dl 


a0a2  a3 


b3  bx  b2 
c3  cx  c2 

J3dx  d2 


+  ai  ü2  a3 


;  b2  k  b* 

c2  C0  6  3 

d2d0d3 

b2  b3  b\ 
C2  C9  C\ 

d2  d3  dx 
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Die  letzten  acht  Summanden  heben  einander  paarweise 
auf  und  man  erhält,  wenn  man  den  Faktor 

N(a)  =  aj+öj ...(95) 
wegläßt,  das  gesuchte  Resultat 


tf0  <ij  a8  a3 

*o  *i  *2  *s 

C0  ^1  ^8  ^3 

4>  ^1  4»  4, 


.  .  .  (96) 


16.  Ein  Produkt,  welches  eine  unbekannte  Größe  £  linear 
enthält,  hat  folgende  allgemeine  Gestalt: 

**ß.  ...(97) 

Eine  linearhomogene  Funktion  von  €  wird  daher 
die  Form 

/(©-Sa*?  ...(98) 
und  eine  lineare  Gleichung  für  £  die  Form 

haben.  S*€ß  =  «  ...(99) 

Es  läßt  sich  jedoch  zeigen,  daß  die  allgemeinste  linear- 
homogene  Funktion  von  i, 

/(€)  =  2a$ß,  ...(100) 

nicht  mehr  als  vier  Glieder  zu  enthalten  braucht  und  daß  man 
in  der  viergliedrigen  Form  überdies  nach  Belieben  entweder 
16  vier  linken  oder  die  vier  rechten  Koeffizienten  willkürlich 
vorschreiben  kann  (mit  der  einzigen  Beschränkung,  daß  die- 
se ben  jedesmal  ein  Quadrupel  von  linear  unabhängigen  Quater- 
nionen bilden  müssen).  Denn  sollen  etwa  die  linear  unabhän- 
gigen Quaternionen  «j,^,^,^  die  linken  Koeffizienten  werden, 
so  zerlege  man  alle  Zahlen  a  nach  diesen  vier  Quaternionen: 

und  es  wird       *  =  ^+^a»+*»^+*^  .-.001) 
=  ^Hß+s€S*2ß  +  «3$E^ß+a4€2*4ß,  ...(102) 
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also  wenn 

-*f,--,i2,  (,03) 

gesetzt  wird, 

/(6)  =         +    eßj  +  asSfti+a*^-  ' '  -(104> 

Genau  ebenso  wäre  die  zweite  Hälfte  des  Satzes  zu  be- 
weisen. 

Es  genügt  also  die  Auflösung  einer  linearen  Gleichung 
mit  vier  Gliedern  auf  der  linken  Seite.  Naturgemäß  spielen 
hiebei  die  Fälle  von  linearen  Gleichungen  mit  einem,  zwei  oder 
drei  Gliedern  auf  der  linken  Seite  die  Rolle  von  leichter  zu 
erledigenden  Spezialfällen. 

17.  Der  Fall  der  Gleichung  mit  einem  Gliede  links, 

a£ß  =  u>.  .-.Ott) 

bietet  keine  Schwierigkeiten.  Durch  Multiplikation  mit  a  links, 
mit  ^  rechts  ergibt  sich  sofort 

Ar(a)€AT(?)  =  4«J,  ...(106) 

_  _(,07) 

18.  Die  Gleichung  mit  zwei  Gliedern  links, 

hat  Hamilton,  wie  schon  in  Nr.  1  erwähnt,  gelöst. 

Sein  Verfahren  bezieht  sich  auf  die  vereinfachte  Gleichung 

=  -(109) 

die  man  aus  (108)  jederzeit  herleiten  kann,  läßt  sich  aber  in 
folgender  Weise  für  die  allgemeine  Form  (108)  brauchbar 
machen.  Man  führe  folgende  Abkürzungen  ein: 

N(*l)  =  Av        N$l)  =  Bv  >(Il0) 
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und 

41«ß1+di»^  =  Q  ...(111) 

und  multipliziere  nun  (108)  mit  folgenden  Paaren  von  linken 
und  rechten  Faktoren: 

#1*1  und  1,  . .  .(112) 

*,  und  fcfc;  ...(113) 

dies  ergibt 

*i4Sßi+£A«,€fc  =  B^io,  .  .'.(114) 

WÄA+^SflÄß,  =  v4iß8;       •  •  .(ii5) 

addiert  man  diese  beiden  Resultate,  so  erhält  man,  da  Av  Ai:  Bl 
und  Oj^+dgaj  als  reelle  Faktoren  mit  6  vertauscht  werden 
dürfen,  die  eingliedrige  Gleichung 

WM+B,A«,+Wrl+i«lrlfA]  = 

=  B^v+^fa.  ...(116) 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  ergibt  als  Endresultat 
c 

für  $  einen  Bruch      ,  wo 

N 

S  =  *1a,Öß1ß,  +  (S,«|Qß4J|+  (4,^  +  ^)9  .  .  .(117) 

und 

^=(A^+^A)2+(^1^1  +  Aii92)(iiaa  +  ^a1)(ß1^+ß2^)  + 

+  (^^+V1a!a1)51ß2+^r42(^2ß)S2+^1ßJ1)  ...(1 18) 
ist. 

19.  Es  sei  nun  eine  Gleichung  mit  drei  Gliedern  gegeben: 

aA-Wß2  +  *3Sß3  =  <o  •  •  -(119) 

und  es  werde  wieder  zur  Abkürzung 

N^^A,,    N<&)=zBt,  ...(120) 

=  4p    A'(fc,)  =  *s, 
4,i»S1+(Si»ß2  +  a3W^  =  Q  ...(121) 

gesetzt.  Hier  führt  das  im  vorigen  Falle  angewendete  Verfahren 
nicht  mehr  ohneweiters  zum  Ziel,  dagegen  gelingt  es,  durch 
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eine  Umformung  das  Resultat  auf  den  Fall  der  zweigliedrigen 
Gleichung  zurückzuführen. 

Wenden  wir  zunächst  das  erwähnte  Verfahren  sinngemäß 
auf  die  Gleichung  (119)  an,  so  haben  wir  folgende  Multipli- 
katorenpaare zu  wählen: 

und  1,  ...(122) 
und  0,0,,  ...(123) 
«3  und  ...(124) 

und  bekommen  folgendes  Resultat: 

W*A+4*ß.$A+ WfcSA  =  ■  ■  >(m> 

W*A  + WßißA  +  4*fcPA  =  WA»  •  •  -O27) 
daraus  durch  Addition 

+  ^ß8SAl+ W?8&A+ WßM  - 

=  ^ÄjW  +  V°ßA  -»-aLjW^ßg.  ...(128) 

Dies  ist  zwar  wieder  eine  dreigliedrige  Gleichung,  in 
welcher  aber  die  linken  Koeffizienten  1,  5,«,  und  V,  linear 
abhängig  sind,  und  dieser  Umstand  gestattet  uns,  die  Gleichung 
auf  eine  solche  mit  zwei  Gliedern  zurückzuführen,  indem  wir 
Gebrauch  von  folgender  Identität  machen: 

xcX+xSn  =  -1  (x+ft)€(X  +  |i)  +  i-(x+x)$(X— |x)  = 
—  2 

=  €  •  4-  (*+*)        +    (*—*)*(*— rt;    •  •  -O29) 

2  2 
setzen  wir  hierin 

*  =  *■*..  ...0  30) 

*  =  ?,$A.  ■•'•<131> 
i*  =  Ma»  •••(132) 

so  hat  eines  der  beiden  so  entstehenden  Glieder  den  linken 
Koeffizienten  1   und  kann  mit  dem  ersten  Gliede  in  (128) 
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vereinigt  werden,  so  daß  wir  folgende  zweigliedrige  Gleichung 
erhalten: 

*  Pi  Ai  h + (*i  «. + *, )  ^  ß8  +        +    a, )  5,  ßs  + 

+  7Ä^  +  ^S)(Ps?ifc+ß»fcß.)]  +  . .  .(133) 

Diese  Gleichung  kann  nun  nach  der  vorhin  angegebenen 
Methode  aufgelöst  werden.  Im  Interesse  einer  übersichtlicheren 
Rechnung  sollen  dabei  die  Rollen  der  linken  und  der  rechten 
Koeffizienten  vertauscht  werden.  Als  Multiplikatorenpaare  sind 
daher  zu  wählen : 

1  und  BlAltl  +  (&l*i  +  ital)B&  +  (&l*t+^aLl)Bllt  + 

+  +  +  ...(134) 

2(^03)    und     (0,0,0,).  ...(135) 

20.  Um  die  Rechnung  tatsächlich  durchzuführen,  empfiehlt 
es  sich,  einige  Abkürzungen  einzuführen: 

^i*i»+<5,»Slßt  +  48ttßips  =  <p(«),        .  .  .(136) 

aift-*-««ß.  +  «sBs  =  i].  ...(137) 
2(ß,ft      =  ...(138) 

A«B)  =  »;  ...(139) 

dann  wird  die  Gleichung 

U'f  fo)  -*o]  +  i>«3  =  7 («),  .  .  .(140) 

und  die  Multiplikatorenpaare  werden 

1  und  (?(■»]))•+**,  .  .  .(141) 

n.  &  und  <5.  . .  .(142) 

Dies  ergibt 

*[Af(*fa))+?(ij)a*  -  »g(?(TJ)),--Ä«iV('j)]  + 

+**[3(?(Tj))'  +  Ar(3)fr]  =  ? (w)^))' +         fr,  .  .  .(143) 
^[?(ij)a— AT(a)*]+»«SA*(a)  =  *«p(w).4f    .  .  .(144) 
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also 

(<P  CO) + <P  Ol)     -  *  M'f  W )  —  &2  A*  W  +  *   (?  W) '+ ¥  W *]+ 
+d»JV(o)]€  =  . .  .(145) 

oder 

=  ?(w)|>p(TJ))*-4-?(<i>)4^+^?(a))o.  .  •  .(146) 

Wir  beginnen  mit  der  Ausrechnung  hei  der  rechten  Seite; 
nach  den  ersten  Reduktionen  erhalten  wir 

+  Bl  4A  »  Ssßl     +  *1  VA«  ß  S  + 

+5,4^,4,«$,  +  #,£343o143(o£,+ 

+  Ffa,a3alW|*3  +  ,11^aH(oJ3+  •  •  .(147) 

+  5,03  0^ 

+  5,^4^3^(0  $3  +     53  030,43(0  $2  + 
+  5,  .42  03(0  k?8&  +  5,  .42  J92  43(0  £3  + 
+  £,A,42£j3kß3  +  #,  VsV»k- 

Dieser  Ausdruck  enthält  den  Faktor  5,,  der  Rest  läßt  sich 
auf  eine  symmetrische  Form  bringen.  Man  kann  ihn  nämlich 
durch 

(AlB1  +  AsBa  +  AiBa)Q  + 

+  4,0,1^,^+4,0,11^,+ 

+  41o:iQß,^  +  48o,ß^,+  ..-048) 

+  4,%/J  ^  +  OgOgQ  ß3ßa  + 

~8(*i*A)»(3iWi) 

ersetzen.  Der  Koeffizient  von  i  ergibt  sich  am  einfachsten 
aus  (147),  wenn  w  durch  Yj  ersetzt  wird,  als 
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+(^i+^1+il,^£(aiai  +  4>aI)(p1ft|+piß1)  + 

+A^+^)(?A  +  M,)  +  ft«a  +  ^«,)(pl^+^)]  + 

+M(ß1teJi+ß8PJ^i)  +  (^«1a2+o2aAa1)5A  + 

+^1(«8a3  +  ä3a2)(ß1ß8ß1ß3+ß8ßi?2ßi)+ 

+&<V^+ (ß,Ss+ftS.)+ 
+i4f(Äias+*i«i)(P.SAßa+ß.SißA)  + 

+  A«iÄi«8+*.«.4i^)B,(P1S>+psß1)  + 

+(VA^+Wi^)£s(PA+ßA)+     .  .  .(HO) 
Da  er  schon  reell  ist,  so  ist  die  Lösung  hiemit  geliefert. 
21.  Wir  gehen  nun  zur  viergliederigen  Gleichung 

ai*ft+«^fti+«s*0,+^€ß4  =  »  . .  .(150) 

über.  Wieder  sei 

=  4,    Ar(ß,)  =  Bx, 

4m   N(M  =  B9,  ...(151) 
iV(»4)  =  ^4f    A'(ß4)  =  54, 
*i»?i+dI»ßi+4!l»Ss+Ä4ttJ4=:Q. 

Für  die  Durchführung  der  Rechnung  erweist  es  sich  als 
zweckmäßig,  die  Gleichung  auf  eine  Form  zu  bringen,  in 
welcher  unter  den  Koeffizienten  auf  einer  Seite,  etwa  der 
achten,  ein  Skalar  und  drei  Vektoren  vorkommen.  Dies  ge- 

•egungtn,ndem  rC°htS        ^  mu,liP,iziert  und  die  Zer' 

Mi=  y(ßA+ßA)+(ß,A), 

?A  =  Y<ßaA +&$,)  +  (?,?,),  •  •  -  (152) 


Sitzb.  «j. 
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benützt;  setzt  man  noch 

»i  Bl  +  \  «,  (ßA  +  ? X)  +  v  ^ *A  +  + 

2 

<PtPi)  =  *.»  > 

(PsPi)  =  *f.  ...(153) 

(?4pt)  =  »i. 
<oJ  -  0)', 

so  ergibt  sich  als  neue  Gleichung 

Wir  führen  noch  die  Abkürzungen 

dy«-,— *y&4  =  Q'  (155) 

ein. 

22.  Behandelt  man  nun  diese  Gleichung  so,  wie  vorhin  die 
dreigliedrige,  so  sind  als  Multiplikatorenpaare  die  folgenden 
zu  verwenden: 

*;   und  1, 
«3   und   d8 , 

03  und  ä3, 

04  und  &4. 

Man  erhält 

A[i + *[%&2 + a[>%  i  &s  +  a;a4£&4 

«we  *, + a + ^  »3 + w  *A 

Ä4*^4  + W  V4+ W^i  +  A^ 

und  als  Summe 

+  (o'1o4+o4o'1)*4]  + 
+  0^03^3^+0305,^3^  + 

+W¥,+«4«i^A+  •  •  '(161) 

+030,^^3+0^03^.,^  = 

=  dja/  +  £y  &8  +  fl^o/iKj  +  a4  ü/$4. 


. .  .(156) 

...(157) 

, 

...(158) 

*y*s, 

...(159) 

äy&4 

...(160) 
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Wendet  man  nun  hier  dieselbe  Zerlegung  wie  im  Falle  der 
dreigliederigen  Gleichung  an: 

W*A+ W*A  = 

=  jä«i+^)I(*A+V8) +2(^)5^ 

=  Y  A^+^^Mt+MJ+ZCW^W.  .-(162) 

(die  einfachere  Gestalt  der  zweiten  Glieder  rechts  hat  ihren 
Grund  darin,  daß  &s,  SA  Vektoren  sind)  und  setzt  zur  Ab- 
kürzung 

A[+A2d2+As&3+Atf+ 
+(«!«4+*4«;)»4+ 

+  7(a2a3+W(V2+W+  •  •  (163) 


+  Y(*«a*+*^(*A+W+ 


so  ergibt  sich 

*8+ 2  (*A)  €(*A) + 2  (d^)  $  ( V*) + 2  ftdj  $  ( »8&4)  = 

rzdX+^w^  +  ^co^  +  dX^.  ...(164) 

Diese  Gleichung  hat  denselben  Charakter  wie  die  trans- 
ormierte  Gleichung  (154),  nur  sind  die  Rollen  der  linken  und 
Gr  rechfen  Koeffizienten  vertauscht.  Wir  wenden  auf  sie  das- 
be  Verfahren  noch  ein  zweites  Mal  an,  multiplizieren  also 
mit  folgenden  Faktorenpaaren: 

51* 
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1  und  h. 

2(4,4,)    *  -(<W» 

2(*A)    *    -(W  ---O65) 

2(*A)  •  -(W; 

dies  ergibt: 

€  Ar  (5)  +  2  (4,4,,)  4  (fr A)  § + 2  (4,4,)  ^  (fr,*4)  t + 2  (4,44)  i  (*  A)  §  = 

=  4J»'4  +  dg«/*8S+ a,*)' tt88 + *4<i/d4§,    . . .  ( 1 66) 

-2  (0,03)  <  8  (*A)  -  4  (4,4,)»*  (*,&,)«- 

-4  (4,4,)  (4,4,)  £(*,d4)  (d,ft,)-4  (4,4,)  (4,44)  4  (W  ( W  = 
=  -2  (4,4,)  *X  (Ms)  -  2  (4,4,)  4,«'»,(dA,)  - 

-2(d2d3)d3to^3(*2^)— 2(4,4,)44»'ft4(Ms)*  .  •  .(167) 

-2(4,4,)  |6  (M*)  -  4  (d,d4)  (d,*,)  5  (Ms)  ( W- 

-  4  (4S44)*€(»A)3  -  *  (W  (*A)  «M*)  ( W  = 
=  -2  (4,44)  4>'  (4,4»)  4i^t(»i»4)- 

-2(4f44)48to'd,(W2(4,Ä4)*X»4(W.      ■  •  -(168) 
-2  (d3d4)  ^  5  (fr8ft4)  -4  (4,44)  (0,03)  $  (*,ds)  (M*)  - 

-4  (4,44)  (4,4,)  4  (i>A)  (M4)  -4  (4,44)««  W  = 
=  —2  (*A)  4>' (0  A) — 2  (d^d,)  dX&*(  W  - 

-2  (4,44) 48to/»3(»8»4)— 2  (4,44)44»'»4(»A).  .  •  .(W 

Dies  wird  nun  addiert;  mit  Hilfe  der  Zerlegungen 

-HW  (*A)  s  (W  (Ms)-~*  OW  <<W  6  (*AX*A)  = 

=  -2[(4,4s)(4t44)  +  (4144)(4,4B)]«(dA4)(W+Ä^^ 
+8(4,4.4,)  «^(t^A). 

-4  (4,4,,)  (4,4,)  i  (M4)  (&A)-4  (*A)(*»*s)  «Ms)  (M4)  = 
=  -2  [(4,43)  (4,4., )  +  (4,44)(4,4,)]  S  [(M4)  (»As)  +  (Ms)(M«)+ 
+  8(424,44)^e*,(»A*4). 

-^(^*4X^i4)-(»3^)^A4)-4Ä44)(d^4J^»A4)(W  = 

=  -  2  L(*A)0W + (4sd4)(4ad4)]  c  k»a4)(» A) + ( + 

+  8(4,4,44)a4^4(»2,V4),  •••(170> 
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bei  deren  Aufstellung  die  Formel  (52)  benützt  wurde,  und  der 
abkürzenden  Bezeichnung 

+ 2 ( W  KW  *  -  8  ( Wl  +  2  (4,4,)  [(*, S__5  ( W] + 

+  2  (  W  KW  *~  * - 

~2  KW  ( W + ( W  ( WJ  [(V4)        + ( W  ( W]_ 

~  2  KW  ( W + (  W  (  WJ  KW  ( W  +  ( W  ( Wl  = 
~T  ...(171) 
erhält  man  folgendes  Resultat: 

7$+ 8  (4,4,4,)        ( WJ +8(0,^)^  ( WJ + 

+8ÄW»4^(WJ=  (172) 

Multipliziert  man  nun  die  Gleichung  (154)  links  mit 
*l»iW  und  rechts  mit  (ft8&sa4): 

8ftW^€(MA)+8(^*J«b€V»,W+ 

=  8ftW»/(*,W.  ..-(173) 
subtrahiert  diese  Gleichung  von  dem  oben  erhaltenen  Resultat 

man  .     rT-  dabCi'         <*•*■*<>  nach  ^  reeU  ist>  50  erhält 
man  eine  Gleichung  mit  einem  einzigen  Glied: 

-  2  A*,)  *>'(  W  -  2  (4,4,)         (W  - 

-2  ( W  «W*.  ( W— 2  (4,4«)  *4e/**( W  - 
~2  (4,44)  4;a>^2^_2        ^  Ä/d>  ( W_ 

— 2(42Ä4)43t0^3(^^)_2  (4244)44a>^4(i>^4)— 

-2  ( w  *y(  w  ~  2  ( W       ( W~ 

-2  ( W  *,«'*.(  W-2  (4344)  iXWJ- 
^W^Ml  ...(174) 

rechten  cf*       Ausrecnnung  be^nnt  man  am  besten  mit  der 

nach  *  SetZt  man  für  5  seinen  Wert  ein,  so  ergibt  sich 

nach  einigen  leichten  Reduktionen 
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— d.e^Q'd,  ^--d^fl'd A—  ...  (1 75) 

-8(d'AÖ,)a>'ft^)- 

-« (*;*,**)  «'c 

Führt  man  nun  für  a'.,  *fl  fr„  d4,  <  Q'  ihre  Werte  aus 
(153)  ein,  so  erhält  man 

A[  =  Bf  ^  4-  i-      A  +  i-  +  i-  il 4Ä A+ 

Z  &  4 

4 

■ 

+  Y*iO^+*s^)(ßA  +  ß.0i)+ 

+    ^  B1(«l«4  +  Vl)(Plp4  +  PA)  + 

4 

-  ■ 

+  j(Ä,«4  +  Ä4«3)(?1Ss  +  ßsJ1)(31S4  +  ßA)f 
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•i  =  j  v-  j  cpapa ...  (i  77) 

H  =  7*i^---<?Aftfc+fiMf,X  ■  ■  -(178) 

n  =  j^-^cpapa+papA),  . . .(179) 

A'-m-A^-A^  =  (AlB1+AiBi+AsBi+AiBi)Bl  + 
+  7*i&*+Vi)(PA  +  ?A)+ 

+  7  AOto+*s«i)(PA+PA)+ 
i 

+  V^i((iia4  +  «4*l)(Pl^  +  Pjl)+  •  .  .(180) 


-  &«, (P,  fc, +PA)  <P  A + PA) + 


1 


+  j  A«4 + *A)  oA + p  A )  (p,  ?4 + ?  A) + 

+  7  A^+*4«.)(PA+P.Si)(?A+PA)+ 

*     *i  ■       •  •.  ■ 

(Vgdg)    =    ßt  (ßlßaPg),  ...(181) 

<*A)  =  ?.&$A).  .-(182) 
(W  =  ßiAWj.  •••(183) 
(WJ  =  -*,(P,P,Psp4>  ...084) 

und  für  die  rechte  Seite,  wenn  man  von  dem  Faktor  B.  ab- 
sieht, 1 

*  ■ 

*  •  ■ 

(Al  B1 +  A2B2+ A3BS +AABJQ  + 

+*i^GpA  +  <Wiß2Pi  + 
+Äi«50?ifc+^«i0p,Sl  + 

■'+*i«iQPA+*4«i9ßA+ 
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a^Q  ß8    -f-  Og^Q  ß  A  + 

+  Wfi?2$A  +  *4*iQ$A+  .  .  .(185) 

-8(*,W»(Sifi?8)— 
—8  («jägaj  (o  A£A) — 

-^(*A*>(£Ak)- 

-8(W>A&A)- 

24.  Die  linke  Seite  läüt  sich  nun  zwar  ebenfalls  ohne 
Schwierigkeit  berechnen,  man  kann  aber  diese  langwierige 
Rechnung  durch  folgende  Erwägung  umgehen.  Setzt  man 
in  (150) 

5=1,  .-.(186) 

so  wird 

(o  z=  a^+a^  +  a^g  +  a^  . .  .(187) 

und  man  erhält  daher  den  Koeffizienten  von  i  aus  der  rechten 
Seite,  indem  man  für  u>  den  Ausdruck 

*ißi  +  «2ßa+«s?s  +  aA  ...(188) 
einführt.  Das  Resultat  enthält 

(AlBl+A2B2+AiB3+AABiy+ 

+(AiBi  +AB2  +  A,B3 +AAB4)  [(*,*, +0,04)  (ß  A +ßA)  + 
+(a1a3  +  ^a1)(ß1^+ß3^)  +  (a1al  +  i4a1)(ß1f4+ßA)  + 
+  (*,«, + *s  *,)  (ß  A  +  ßA)  +        +  *,*,)  (ß  A + ß  A)  + 

+  (V4  +  *4*s)©A  +  ?A)]»  '••(189) 
ferner  sechs  Paar  Glieder  vom  Typus 

(4^*!«,+ vA»i)^i^,+A4!(9iS.ßiß>+Pi?iPißi)»  •  •  -(190) 

zwölf  Paar  Glieder  vom  Typus 

ißA)"+" 
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an,  indem  wir  (den  Faktor  8  einstweilen  beiseite  lassend) 

x,  =  — äw«,,    k  =  — fctfiMJ. 

X3  =  (^940,)  04,  Xg  m  ßs^Aßi)»        •  •  -(195) 

*4  =  —(«2*3*4)  °4  >  K  =  — ßi  (5  Ak) 
setzen;  es  ist  dann 

x1+x2+x8-*-xi  =  —4(040,05*4),  ...(196) 

X|+Xg  Xjj  X,   .    O^O^OgO,  OjjO,Oj  O,    —    04Oj0C^Äg  0^3404^1 

—  04040494 — 04 949494  —  94^94^ — 04049494,    . .  .(197) 

=  050,^04—0404040,  =  94040404 — 940401494,    . .  .(198) 

xi-*2— *a+*4  =  «i«4«3«3— «2*8«i«4  =  0,940304—94945,04  = 

=  «3«2*i*4— *i«4«s«2  =  94040,^— 0,940494;    . .  .(199) 
X1+X2+X3H-X,  =  -4(ß1ß2ß,ß4),  ,    -  ...(200) 

x1+x8-x3_x,  =  =  ßAßA-ßAßA  = 

=  ßAßA-ßAßA  =  ß4kßA-?AßA.  •  •  -(201) 

^1      ^3+^8  — ^4  =  ßAßA~ßAßA  =  ßs^lß4?»      ß*^2ßs^l  = 

=  ßAßA-ßAß4Si  =  ßAßA-ßAßA.  •  •  -(202) 
x-x^+x,  =  ßAßsfc—ßAßA  =  ß4MA-ßAp4fi-= 
=  ßAßA- U «ßA  =  B.S.PA— PASifc-  •  •  •  <303) 

Die  Formeln  (196)  und  (200)  folgen  aus  (18);  von  den 
übrigen  möge  etwa  (197)  verifiziert  werden.  Es  ist 

1  & 

-  ~  «8»A*4  —  4  aias*4*3  —  y  «1*3*4*2    -y  «2*4*3*1  = 

=  4  ^Wi"*!  «2*4*3)  +  4  («**4«2«-«2«i*3*4)-       '  '  '(204) 
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Hieraus  ergeben  sich  die  vier  Formeln  durch  Anwendung 
der  Formeln  (38).  Ähnlich  wären  die  Gleichungen  (198)  (199) 
(200),  (202),  (203)  zu  bestätigen. 

Führt  man  die  Multiplikation  zweckmäßig  aus,  so  erhält 
man  unter  Berücksichtigung  des  Faktors  8  außer 

-32(o1«iai«4)(pipt?8p4)  ...(205) 

24  Glieder,  von  denen  12  negativ  und  12  Glieder  aus  dem 
Komplexe  (222)  entgegengesetzt  gleich  sind,  während  die 
andere  Hälfte  positiv  ist  und  mit  dem  Reste  dieses  Komplexes 

(VA^+*Ä^)(ßAßA  +  3AM*)  + 

+ &«A«i+^«A«i)  (ßAftA +ßMfc) + 
+&w*+ww)(M&$l+$AvA)+ 
+&w&+wA*i)®AvA+$AvA)+    ,  •  -(206) 

+  &  «A  «3  +     a^)  (ßJhtÄ  +  fc  0 AÖ  + 

+Ä«A«i+W4«4)(KMA+PißASs) 

ergibt. 

Somit  ist  das  Resultat  folgendes:  Die  Lösung  der  Gleichung 

ai€ß1  +  al6pi+a,6BB+a4€ß4  =  »  ...(207) 
erscheint  in  der  Form 

3 

ß=-^T«  ...(208) 

wo 

und  -8(W>&W4) 

A'=(M+M+M+W+ 

+  2  (a*  aj  a*  a, + a,  a*  dt/  a*)  5*  5/ + 
+2^(aiam4-awa/)(ß^/ß^m  +  ßMi^ß/^)+  .  ,  .(2i0) 

+         4*  aw, + d,n  a*  4/  a*)  5*  (ß,  j$„ + ßm  + 
+  Ma*at/ÄMaB+dnama/at)(ßJwß^/+ß/^ßw^1)- 
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ist  Hiebe i  haben  k>  l  jedesmal  die  Variationen  zweiter,  k,  l,  m 
die  Variationen  dritter,  k,  l^tt^n  die  Variationen  vierter  Klasse 
ohne  Wiederholung  zu  durchlaufen,  wobei  jedoch  von  allen 
Anordnungen,  welche  durch  zyklische  Vertauschung  ineinander 
übergehen  können,  nur  je  eine  auszuwählen  ist  (so  daß  also 
im  ersten  Falle  sechs,  im  zweiten  zwölf,  im  dritten  sechs  Mög- 
lichkeiten bleiben). 

25.  Hat  man  eine  numerisch  gegebene  Gleichung  aufzu- 
lösen, so  kann  man  sich  ebenfalls  des  im  Vorhergehenden  dar- 
gelegten Weges  bedienen.  Es  wird  dabei  je  nach  der  Art  der 
auftretenden  Koeffizienten  manchmal  zweckmäßiger  sein,  die 
ganze  Entwicklung  an  den  speziellen  Zahlen  vorzunehmen, 
manchmal  wieder,  nach  den  Endformeln  zu  rechnen.  In  letzterem 
Falle  braucht  man  das  .V  nicht  nach  der  Formel  zu  rechnen, 
man  kann  vielmehr 


...(211) 


mit  unbestimmtem  Ar  ansetzen,  dies  in  die  gegebene  Gleichung 
einführen  und  daraus  AT  bestimmen. 

Es  gibt  jedoch  noch  andere  Metboden  der  Auflösung, 
welche  für  die  Berechnung  der  allgemeinen  Formel  wegen  der 
immensen  Rechnungen  unbrauchbar  sind,  in  speziellen  Fällen 
aber  oft  mit  Vorteil  verwendet  werden  können. 

26.  Eine  der  nächstliegenden  Methoden  ist  die,  i  in  seiner 
Darstellung  durch  die  vier  Einheiten  anzusetzen: 

Führt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  ein  und  vergleicht 
die  Koeffizienten  von  1,  t„  4  links  und  rechts,  so  erhält  man 
vier  lineare  Gleichungen  für  die  vier  Unbekannten  x&J  xv  xt,  x% 
(Tait,  Treatise,  p.  126,  deutsche  Ausgabe  [Handbuch]  p.  106). 

27.  Sind  x,  X,  n,  v  vier  linear  unabhängige  Quaternionen, 
so  muß  sich  |  auf  jeden  Fall  linear  durch  sie  darstellen  lassen: 

...(213) 

Führt  man  dies  in  die  Gleichung 

/(©  =  «  •••(214> 
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ein,  so  erhält  man,  da  «  reelle  Zahlen  sind, 

*/W+VW+iii/(|i)-i-ii/(v)  =  «.         . .  .(2J5) 

Zerlegt  man  daher  c*  nach  den  vier  Quatemionen  /(x),/(X), 
/Wf  /(v),  so  ergeben  die  vier  Koeffizienten  dieser  Zerlegung 
sofort  die  Größen  *,  /,  m,  n  und  damit  i  Für  x,  X,  ja,  v  wird  man 
natürlich  in  den  meisten  Fällen  1,  4,  i,,  t,  oder  andere  einfache 
Quatemionen  wählen. 

28.  Ist  eine  viergliedrige  Gleichung 

*i$ßi  +  «^ßa  +  Mßa+a^?*  =  »          •  •  -(243) 

gegeben,  so  multipliziere  man  auf  einer  Seite,  etwa  rechts,  mit 
einer  Quaternion  8: 

^8+0^8+03^8+0^8  =  ü,8.      . .  .(244) 

1 

Die  Unke  Seite  dieser  Gleichung  bringe  man  durch  die  in 
Ar.  24  angewendete  Umformung  wieder  auf  die  Gestalt,  in  der 
tvh'M*  rechte  Koeffizienten  sind: 

^A+^fc+^k+^ß.  =  «8.         . .  .(245) 

_  Nun  kann  man  aus  der  ursprünglichen  und  dieser  neuen 
Weichung  ein  Glied  eliminieren,  d.  h.  eine  Gleichung  mit  drei 
Wiedern  herleiten,  indem  man  jene  links  mit 

fee  links  mit  ' 

...(247) 

Sung"       SUbtrahiert'  Die  80  entstehende  dreigliedrige 

44  ^-.V(a4)  4;  o'J  5  ß,  +  [iV(ai)  *4  «,-A'(*4)  o4  «y  €  fc  + 

+  [Ar«)a4«3-^V(a4)a4a;]aß,= 
=  # (*X      A^(a4)  ^08  .  .  .  .  (24S) 

Jann  man  nun  nach  Nr.  27  und  28  auflösen.  Man  kann  aber 
1       neben  8  noch  zwei  weitere  Quatemionen  in  gleicher 
eise  verwenden,  aus  den  drei  dreigliedrigen  Gleichungen 
ei  zweigliedrige  und  aus  diesen  endlich  eine  Gleichung  mit 
m  e.nz.gen  Gliede  bilden,  die  sich  dann  sofort  lösen  läßt. 
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29.  Bei  allen  diesen  Methoden  kann  es  geschehen,  daß 
die  Rechnung  an  irgend  einer  Stelle  unterbrochen  wird  und 
nicht  weiter  fortgesetzt  werden  kann.,  ein  Fall,  der  sich  in  der 
allgemeinen  Lösungsformel  dadurch  zu  erkennen  gibt,  daß 

JV=0  -..(249) 

ist;  so  z.  B.  kann  offenbar  die  Lösung  von 

—  «-4*4- 4— <,€!.)=  1,  •••(25°) 
4 

welche,  wie  man  sieht, 

€  =  1  +  xlil  +  *8!*"*"*sS  ...(251) 

ist,  wo  xux2,xs  willkürlich  reelle  Zahlen  bedeuten,  nicht  in  der 
allgemeinen  Formel  enthalten  sein.  Die  Untersuchung  dieser 
singulären  Fälle  und  die  vollständige  Diskussion  der  Formeln 
für  3  und  N  muß  ich  aber  einer  späteren  Gelegenheit  vor- 
behalten. 
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Nr.  VIII  der  Berichte  der  Phonogramm-Archivs- 
Kommission  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissen-^ 

Schäften  in  Wien. 

Ein  Apparat  zur  Kopierung  phonographischer  Schrift  ?on  Edison-Walzen 
anf  die  Platten  des  Archiyphonographen 

von 

Fritz  Hauser. 

(Mit  4  Textfiguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitxung  am  21.  Juni  1806.) 

* 

Die  Aufgabe  des  Phonogramm-Archives  ist,  wie  bekannt, 
unter  anderem  auch  die  Sprachen  und  Dialekte,  die  Vokal- 
und  Instrumentalmusik  fremder  Völker  zu  sammeln.  Da  kommt 
es  nun  häufig  vor,  daß  wertvolle  Aufnahmen  solcher  Art  auf 
dem  in  der  ganzen  Welt  verbreiteten  Edison-Phonographen ' 
gemacht  und  versendet  werden,  Aufnahmen,  die  wohl  geeignet 
wären,  dem  Phonogramm-Archiv  einverleibt  zu  werden.  Dem 
steht  als  Hindernis  im  Wege,  daß  die  Schrift  auf  den  Walzen 
verzeichnet  ist,  während  das  Archiv  bekanntlich  wegen  der 
galvanoplastischen  Nachbildung  mit  Platten  arbeitet.  Es  wäre 
deshalb  vorteilhaft,  wenn  man  von  diesen  Walzen  die  Schrift 
auf  unsere  Platten  übertragen  könnte.  Es  kommt  dabei  auch 
in  Betracht,  daß  der  Edison- Phonograph  leichter  transportierbar 
ist  als  der  Archivphonograph  und  daß  seine  Bestandteile  sowie 
die  Walzen  in  jeder  größeren  Stadt  der  Erde  zu  haben  sind. 

Nachdem  schon  brauchbare  Apparate  zum  Zweck  der 
Kopierung  von  Walze  auf  Walze  konstruiert  worden  sind, 
konnte  ich  dieselben  bei  dem  Bau  der  Kopiermaschine  als 
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Ausgangspunkt  nehmen.  Doch  zeigte  sich  in  der  Folge,  daß. 
um  die  Platte  möglichst  ausnützen  zu  können,  so  wesentliche 
Änderungen  vorgenommen  werden  mußten,  daß  ein  ganz 
neuer  Apparat  entstand,  an  welchem  nur  das  Prinzip  der  Über- 
tragung von  den  bestehenden  Maschinen  herübergenommen 
werden  konnte. 

Vor  allem  richtete  ich  mein  Augenmerk  darauf,  daß,  nach- 
dem der  Umfang  des  Wachszylinders  im  Durchschnitt  18  cmt 
der  der  Platte  aber  35' 6  rw  hat,  die  rationellste  Ausnützung 


23 


Fig.  1. 


dann  erfolgt,  wenn  zwei  Umfange  des  Zylinders  auf  einen 
Umfang  der  Platte  übertragen  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  ist  es  erforderlich,  den  Zylinder  doppelt 
so  rasch  sich  drehen  zu  lassen  als  die  Platte  und  auch  den 
schreibenden  Stift  längs  des  Zylinders  mit  der  doppelten 
Geschwindigkeit  hinzuführen  als  über  die  Platte.  Diesen  An- 
forderungen wurde  nun  in  folgender  Weise  genügt. 

Auf  einer  gußeisernen  Grundplatte  sind  zwei  Schienen 
(^>g-  Ii  [1,2])  angegossen,  welche  planparallel  gehobelt  sind. 
Auf  diesen  gleitet  ein  Schlitten  (3),  welcher  die  Hohlwalze  (4) 
zum  Aufstecken  der  Edisonschen  Wachszylinder  trägt.  Dieser 
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Schlitten  kann  vermittels  einer  halben  Schraubenmutter  (Fig.  2, 
5)  mit  der  Spindel  (6),  deren  Ganghöhe  */» mm  ist,  verbunden 
werden,  wodurch  er  bei  Drehung  letzterer  auf  den  Schienen 
gleitet.  Ein  an  dieser  Spindel  (6)  befestigtes  Zahnrad  (7)  greift 
in  eine  auf  dem  Schlitten  montierte  lange,  gefraiste  Walze  (8), 
deren  Zahnrad  zu  oben  erwähntem  Rade  (7)  sich  wie  1  :  4 
verhält,  ein  und  versetzt  dadurch  sowohl  diese  Walze  (8)  wie 
auch  die  mit  ihr  in  starrer  Verbindung  befindliche  Hohlwalze  (4) 


Fig.  2. 


und  somit  den  Wachszylinder  in  rotierende  Bewegung.  Am 
anderen  Ende  derselben  Spindel  (6)  befindet  sich  ebenfalls  ein 
Zahnrad  (9),  welches  durch  das  Zahnrad  (10)  mit  der  Schnur- 
scheibe (11)  in  Verbindung  steht.  Die  Zahnräder  9,  10,  12  und 
13  haben  alle  den  gleichen  Umfang  und  die  gleiche  Zahnzahl. 
Durch  diese  vier  Räder  wird  nun  die  Bewegung  der  Schnur- 
scheibe (1 1)  auf  die  Achse  (14)  übertragen  und  gelangt  von 
dieser  vermittels  der  beiden  Kegelräder  (15,  16)  zur  Scheiben- 
achse (17),  respektive  zu  der  die  Wachsplatte  tragenden 
Scheibe  (18).  Das  Zahnverhältnis  der  beiden  Kegelräder  (15,  16) 
lst  2  :  l.  Daraus  erhellt  nun,  daß  der  Wachszylinder  zwei 
Umdrehungen  ausführt,  während  die  auf  der  Scheibe  (18) 
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befindliche  Wachsplatte  sich  nur  einmal  um  ihre  Achse 
dreht. 

Das  Kopieren  der  Zylinderschrift  auf  die  Platte  wird 
mittels  eines  Übertragungssystems  (19)  vorgenommen,  welches 
auf  dem  Arm  (20)  montiert  ist.  Da  die  Ganghöhe  der  Spiral- 
schriftlinien auf  der  Edison- Walze  l/Amm  beträgt  und  auf  der 
Platte  trotz  ihrer  langsameren  Drehung  ebensoviel,  betragen 
soll,  ist  die  folgende  Einrichtung  getroffen.  Der  Arm  (20)  kann 
vermittels  einer  halben  Schraubenmutter  (2 1 )  mit  der  Spindel  (22), 
deren  Ganghöhe  l/2  mm  ist,  in  Verbindung  gebracht  werden. 
Da  sich  diese  Spindel  (22),  an  welcher  das  Zahnrad  (10)  befestigt 
ist,  halb  so  rasch  dreht  als  die  Scheibe  (18),  respektive  die 
Wachsplatte,  so  erscheint  für  letztere  das  gewünschte  Ver- 
hältnis gegeben.  Um  nun  auch  für  den  Zylinder  diese  Bedingung 
zu  erfüllen,  ist  dieser  eben  auf  oben  erwähntem  Schlitten  (3) 
montiert.  Während  also  die  Walze  vier  Umdrehungen  ausführt, 
rückt  der  Arm  (20)  um  mm  weiter  [bedingt  durch  das  Ver- 
hältnis der  Zahnräder  (10,  9.  7),  der  Walze  (8)  und  der  Spindel 
(22)].  Zu  gleicher  Zeit  wird  aber  der  Schlitten  durch  die 
Spindel  (6)  in  entgegengesetzter  Richtung  —  weil  sowohl 
Spindel  22  wie  6  rechtsgängige  Spindeln  sind,  welche  sich  in 
entgegengesetzter  Richtung  drehen  —  um  7a  mm  vor- 
geschoben, so  daß  sich  auch  für  den  Zylinder  bei  vier  Um- 
drehungen eine  Verschiebung  des  Armes,  respektive  des  Über- 
tragungsstiftes von  1  mm  ergibt,  was  den  gestellten  An- 
forderungen entspricht. 

Was  nun  das  Übertragungssystem  selbst  anbelangt,  wurde 
für  dasselbe  im  wesentlichen  die  Konstruktion  beibehalten, 
welche  an  einer  Kopiermaschine  von  Walze  auf  Walze,  die 
von  den  Berliner  Elektromechanischen  Werkstätten  G.m.b.  H, 
Berlin  SW.,  Ritterstraße  70,  freundlich  überlassen  wurde, 
angebracht  war.  Selbstverständlich  mußte,  um  diese  Über- 
tragung unserem  Apparate  anzupassen,  gar  manches  an  der- 
selben geändert  werden. 

An  der  Hand  der  beigedruckten  Skizzen  (Fig.  3,  4)  ist  das 
Prinzip  der  Kopierung  leicht  verständlich. 

An  die  Wachsualze,  welche  eine  Aufnahme  trägt,  wird 
ein  Hebel  (Aj,  in  welchen  ein  Saphirstift,  der  die  Form  eines 
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gewöhnlichen  Wiedergabsstiftes  hat,  eingekittet  ist,  angedrückt. 
Dieser  Hebel  (A)  ist  um  die  Achse  (B)  drehbar  und  bei  (C) 
durch  einen  Draht  (I)  mit  dem  Aufnahmsstück  (DJ  verbunden. 
Letzteres  ist  um  die  Achse  (E)  drehbar  und  tragt  einen  ein- 
gekitteten Aufnahmssaphirstift.  Die  Lager  der  Achse  (E)  sind  in 
starrer  Verbindung  mit  dem  Stücke  (F),  welches  seinerseits 
wieder  um  die  Achse  (G)  drehbar  ist  Infolge  seiner  Form  und 
der  Art  der  Aufhängung  hat  nun  dieses  Stück  (F)  stets  das 
Bestreben,  nach  vorn,  d.  i.  in  der  Richtung  gegen  die  Wachs- 
platte zu  fallen,  wodurch  die 
Stücke  (D  und  A)  einerseits 
an  die  Wachsplatte,  andrer- 
seits an  den  Wachszylinder 
angedrückt  werden.  Da  dieses 
Andrücken  lediglich  durch 
das  Übergewicht  des  Stückes 
(F)  erfolgt,  kann  die  Stärke 
des  Druckes  durch  kleine 
Gewichte,  welche   bei  (H) 
eingeschraubt  werden  kön- 
nen, beliebig  variiert  werden. 
Wenn  nun  der  Saphir  an  dem 
Hebel  (A)  in  eine  Vertiefung 
der  Wachswalze  sinkt,  wo- 
durch der  Draht  entspannt 
wird,  dreht  sich  das  Stück 
(F)  sofort  so  weit  nach  vorn, 
bis  der  Draht  (I)  wieder  gespannt  ist.  Diese  Drehung  hat  zur 
Folge,  daß  die  Achse  (E)  der  Wachsplatte  genähert  wird  und 
der  Saphir  an  dem  Hebel  (D)  tiefer  in  dieselbe  eindringt.  An 
dieser  Stelle  möchte  ich  gleich  erwähnen,  daß  das  Kopieren 
verhältnismäßig  rasch  erfolgen  muß  (100  Touren  pro  Minute 
für  den  Zylinder),   da  die  Trägheit   der  Massen  und  die 
Schleuderung  dabei  eine  große  Rolle  spielen.  Man  erhält  also 
bei  dieser  Anordnung  eine  getreue  Kopie  der  Originalschrift. 
Ware  das  Stück  (F)  nicht  drehbar,  so  würde  die  übrige 
Anordnung  dieses  Hebelsystems  auf  der  Wachsplatte  ein 
Negativ  der  Zylinderschrift  ergeben.  Zur  bequemeren  Hand- 
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habung  kann  man  dieses  ganze  Übertragungssystem  behufs 
genauer  Einstellung  durch  die  an  Fig.  1  ersichtlichen  beiden 
Schrauben  (23,  24)  sowohl  in  horizontaler  als  vertikaler 
Richtung  verstellen.  Der  Hebel  (25  in  Fig.  2  und  3)  dient  dazu, 
beide  Saphire  gleichzeitig  von  der  Walze  und  Platte  abzuheben. 

Wesentlichen  Einfluß  auf  die  Güte  der  Übertragung  hat, 
wie  angedeutet,  die  Tourenzahl  während  des  Kopierens.  Am 


Fig.  4. 


günstigsten  erwies  es  sich,  annähernd  die  Tourenzahl  der 
Originalaufnahme  für  den  Zylinder  einzuhalten,  also  im  Durch- 
schnitt 100  Umdrehungen  pro  Minute,  was  50  Umdrehungen 
der  Platte  und  25  der  Schnurscheibe  (11)  entspricht.1 

Die  mit  dieser  Maschine  gewonnenen  Kopien  entsprechen 
genügend  den  Anforderungen,  nur  sind  leider  die  Neben- 
geräusche etwas  stärker  als  gewöhnlich  und  verlieren  die 
Aufnahmen  ein  wenig  an  Schallkraft,  so  daß  es  rätlich  erscheint, 
nur  wirklich  gute  Aufnahmen  zu  kopieren.  Diese  aber  liefern 
dann  vollkommen  brauchbare  Kopien,  welche  kaum  von  Original- 
aufnahmen zu  unterscheiden  sind. 

i  Dieser  Apparat  wurde  von  Herrn  Ludwig  Castagna,  k.  k.  Universitats- 
mechaniker,  angefertigt. 
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Bestimmung  der  Masse  des  Biela'schen 

Kometen 


von 


J.  v.  Hepperger, 

k.  M.  k.  Akad. 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  16.  Juni  1906.) 

Es  dürfte  wohl  kaum  einem  Zweifel  unterliegen,  daß  die 
beiden  in  den  Jahren  1846  und  1852  beobachteten  und  schon 
damals  mit  dem  Namen  Biela  bezeichneten  Kometen  durch 
Teilung  des  in  den  früheren  Erscheinungen  einfach  gesehenen 
Kometen  desselben  Namens  entstanden  sind.  Hubbard  hat 
nach  der  üblichen  Methode  der  Bahnbestimmung  aus  einer 
gegebenen  Anzahl  von  Normalörtern  gefunden,  daß  die  Identi- 
fizierung der  Kerne  sehr  unsicher  sei,  da,  wenn  der  in  jeder 
Erscheinung  früher  gesehene,  im  allgemeinen  beträchtlich 
hellere  Komet  mit  A,  der  andere  mit  B  bezeichnet  wird,  die 
Annahmen  A  =  A't  B  =  B'  und  A  =  B',  B  =  A!  zu  fast 
gleichwertiger  Darstellung  der  Beobachtungen  führen  und  die 
erste  Annahme  den  Helligkeitsverhältnissen  besser  entspricht, 
die  zweite  aber  die  Minimaldistanz  der  Kerne  kleiner  macht. 

ie  Unsicherheit  der  Identifizierung  verschwindet,  wenn  man 
der  Bedingung  Rechnung  trägt,  daß  die  Duplizität  der  Kerne 
eme  Folge  der  Teilung  sei,  die  Bahnen  daher  einen  Schnitt- 
Punkt  haben  müssen,  in  welchem  sich  beide  Kometen  gleich- 
ze^befunden  haben.  In  den  Abhandlungen,1  die  hier  (a) 

1  (a)  =  Babnbestimmung  des  Biela'schen  Kometen  aus  den  Beobach- 
tungen während  der  Jahre  1845  und  1846.  Diese  Sitzungs- 
berichte, Bd.  CIX,  Abt.  IIa,  Mai  1900. 
(  =  Bahnbestimmung  des  Biela'schen  Kometen  aus  den  Beobach- 
tungen während  der  Jahre  1846  und  1852.  Diese  Sitzungs- 
berichte, Bd.  CXII,  Abt.  IIa,  Dezember  1903. 
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und  (b)  heißen  mögen,  bin  ich  zu  dem  Resultate  gelangt,  daß, 
insofern  die  Masse  der  Kometen  gleich  Null  gesetzt  werden 
darf,  nur  die  Annahme  A~B\  B  =  A'  zulässig  ist,  welcher 
unter  der  Voraussetzung,  die  Teilung  sei  am  14.  September  1844 
eingetreten,  die  (durch  Änderung  dieser  Zeit  kaum  verbesse- 
rungsfahige)  Darstellung1  der  Beobachtungen  entspricht: 


A-B 

'  = 

B-A 

=  BU 

Aa  cos  % 

A3 

Aacosa 

A« 

1845  Dez.  25-5 

-4-10*70 

H-8M02 

1846  Jänn.  23'5 

— 6?99 

+0J94 

1846  Jänn.  23-5 

-f-  7-34 

—032 

Febr.  65 

— 1*88 

+0-77 

Febr.  14  5 

-4-5-99 

—  III 

Febr.  18*5 

-4-1-91 

+1-05 

März    2  •  5 

-4-  0'98 

—2  32 

März   2  •  5 

-4-6-12 

-t-0'46 

März  155 

—  2-92 

—  1-09 

März  215 

-+-5-70 

-t-4'79 

März  28  5 

—  3-24 

—0-26 

1852  Aug.  28*0 

H-2-95 

-4-0-08 

1852  Sept.  22-0 

—  1-24 

—3  89 

Sept.  22  0 

—1-40 

-1-89 

Die  Fehler  der  Rektaszensionsdarstellung  lassen  erkennen, 
daß  die  Annahme  einer  ungestörten  Bewegung  der  Kometen 
nach  der  Teilung  nicht  aufrecht  zu  erhalten  ist.  Es  könnten 
Störungen  dadurch  entstanden  sein,  daß  einer  oder  jeder  der 
Kometen  Verlust  an  Substanz  erlitten  hat,  welcher  aber  noch 
vor  dem  Jahre  1846  erfolgt  sein  müßte,  da  bei  Außeracht- 
lassung der  Beobachtungen  aus  dem  Jahre  1852  ein  wesentlich 
besseres  Resultat  nicht  zu  erzielen  ist.  Daß  binnen  so  kurzer 
Frist  erhebliche  Störungen  dieser  Art  eingetreten  seien,  ist 
jedoch  nicht  sehr  wahrscheinlich,  weil  eine  Katastrophe  wie 
die,  welche  die  Teilung  des  Kometen  veranlaßt  hat,  die  günstig- 
sten Bedingungen  zum  Zerfall  der  einzelnen  Teile  liefert  und 
es  dann  wohl  länger  dauern  dürfte,  bis  die  neuerdings  wach- 
senden Spannungen  eine  Wiederholung  des  Vorganges,  wenn 
auch  in  kleinerem  Maßstabe,  bewirken.  Auch  die  Symmetrie 
der  Darstellung  scheint  gegen  diese  Annahme  zu  sprechen. 
Sollten  aber  sukzessive  Teilungen  vorgekommen  sein,  so  würde 
es  an  einer  sicheren  Grundlage  für  die  Bahnbestimmung  über- 
haupt fehlen. 

1  (b),  p.  1372. 

2  Die  Deklination  dieses  Normalortes  scheint  zu  groß  zu  sein,  da  auc 
Hubbard's  Darstellung  einen  ähnlichen  Fehler,  nämlich  -4-6M,  aufweist. 
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Anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  die  Störungen  durch 
die  stetige  Wirkung  der  Massenattraktion  veranlaßt  sind,  da 
dann  (bei  Vernachlässigung  sehr  kleiner  Größen)  nur  eine  neue 
Unbekannte  in  das  Bahnbestimmungsproblem  eintritt,  nämlich 
die  Summe  der  Massen  beider  Kometen.  In  (a)  und  (b)  habe 
ich  bereits  den  Versuch  gemacht,  die  genäherten  Werte  der 
relativen  Störungsbeträge  zur  Verbesserung  der  Darstellung 
der  Normalörter  zu  benützen.  Erfolg  hatte  der  Versuch  nicht 
und  konnte  ihn  auch  nicht  haben,  weil,  wie  sich  später  heraus- 
gestellt hat,  die  Identifizierung  Az=B'  unstatthaft  ist;  doch 
zweifle  ich  auch  an  der  Verläßlichkeit  des  zur  Berechnung  der 
Störungen  angewendeten  Verfahrens,  da  bei  längeren  Zwischen- 
zeiten der  Einfluß  der  indirekten  Störungsglieder  immer  mehr 
zur  Geltung  kommt. 

Die  Masse  der  Kometen  läßt  sich  wegen  ihrer  Abhängig- 
keit von  den  Störungen  nur  auf  indirektem  Wege  bestimmen. 
Man  wird  einen  bereits  sehr  genäherten  Wert  für  die  Massen- 
summe finden,  wenn  man  beiden  Kometen  gleiche  Massen 
zuschreibt  und  die  Störungen  während  der  Sichtbarkeitsdauer 
der  Kometen  im  Jahre  1846  vernachlässigt.  Es  sind  daher  die 
ungestörten  Bahnen  den  Normalörtern  aus  dem  Jahre  1846 
möglichst  eng  anzuschließen.  Die  Beobachtungen  aus  dem 
Jahre  1852  geben  nur  je  einen  für  den  gleichen  Zeitpunkt 
geltenden  Normalort.  Die  ungestörte  Bah  n  hat  aber  nicht  durch 
diesen  Normalort  zu  gehen,  sondern  durch  einen  Ort,  welcher 
um  den  Betrag  der  Störungen  hievon  absteht.  Die  Berechnung 
der  Elemente  der  ungestörten  Bahn  setzt  daher  die  Störungen 
schon  als  bekannt  voraus.  Durch  Annahme  einer  beliebigen 
Störung  nur  einer  Koordinate,  z.  B.  der  Rektaszension,  erscheint 
die  ungestörte  Bahn  hinreichend  gut  bestimmt,  um  als  Grund- 
age  zur  Berechnung  der  Massensumme  m  und  der  Störung 
der  Deklination  zu  dienen.  Es  ist  daher  zur  Vermeidung  einer 
Uberbestimmung  von  m  nur  eine  Koordinate  des  letzten  un- 
gestörten Ortes  in  Rechnung  zu  stellen. 

Bei  der  geringen  Verschiedenheit  der  Bahnelemente  von  A 
"nd  B  fällt  die  durch  das  arithmetische  Mittel  der  Koordinaten 
Korrespondierender  Örter  bestimmte  mittlere  Bahn  (bei  An- 
nahme gleicher  Massenwerte)  sehr  nahe  mit  der  Bahn  des 
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Schwerpunktes  der  Kometen  zusammen  und  ist  von  deren 
Identifizierung  unabhängig.  Der  Unterschied  der  Elemente  der 
ungestörten  Bahnen  von  A  und  B  kann  auf  differenziellem 
Wege  gefunden  werden,  indem  man  die  Variationen  der  Ele- 
mente der  mittleren  Bahn  so  bestimmt,  daß  sie  die  Differenzen 
der  Koordinaten  aller  korrespondierenden  Normalörter  aus  dem 
Jahre  1846  und  den  angenommenen  Unterschied  zwischen  je 
einer  Koordinate  der  ungestörten  örter  aus  dem  Jahre  1852 
möglichst  nahe  darstellen.  Hiedurch  wird  erreicht,  daß  an  Stelle 
zweier  veränderlicher  Elementensysteme  ein  unveränderliches 
Elementensystem  und  ein  veränderliches  System  von  Varia- 
tionen der  Elemente  treten. 

Das  Verfahren,  dessen  ich  mich  zur  Bestimmung  von  m 
bedient  habe,  ist  folgendes:  Seien  Aa,  A8  Rektaszensions-  und 
Deklinationsunterschied  der  Kometenörter  für  1852  September 
22-0  und  5a  der  angenommene  Betrag  der  Störung  in  Rekt- 
aszension  für  diese  Zeit,  so  ist  durch  Aa— 8a  die  veränder- 
liche, zur  Ermittlung  der  Variationen  dienende  Größe  gegeben. 
Die  Variationen  liefern  in  Verbindung  mit  dem  unveränder- 
lichen Elementensystem  die  zur  Durchführung  der  Störungs- 
rechnung nötigen  Konstanten.  Der  Wert  von  tn  muß  versuchs- 
weise so  gewählt  werden,  daß  die  Störung  der  Rektaszension 
für  1852  September  22*0  dem  angenommenen  Betrage 
gleichkommt.  Dem  Sa  wird  in  der  Störungsrechnung  ein  85 
entsprechen;  der  Fehler  der  Deklinationsdarstellung  ist  der 
Unterschied  zwischen  A3— 88  und  der  aus  den  Variationen  be- 
rechneten Deklinationsdifferenz.  Die  Fortsetzung  der  Störungs- 
rechnung nach  rückwärts  läßt  erkennen,  ob  der  dem  8a  ent- 
sprechende Massenwert  ein  Zusammentreffen  der  Kometen 
ermöglicht.  Ist  das  nicht  der  Fall,  so  bedarf  es  einer  Wieder- 
holung der  ganzen  Rechnung  mit  einem  andern  8a. 

Normalörter. 

Noch  vor  Inangriffnahme  dieser  Arbeit  habe  ich  mich  mit 
der  Frage  beschäftigt,  ob  durch  Annahme  einer  einfachen  Be- 
ziehung zwischen  der  Beschleunigung  der  mittleren  Bewegung 
und  den  ihr  entsprechenden  Änderungen  der  Exzentrizität  und 
Perihellänge  ein  Anschluß  der  Bahn  des  Kometen  im  Jahre  180a 
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und  der  Bahn  des  Schwerpunktes  von  B\  und  Bu  an  die  aus 
den  Normalörtern  für  1826  und  1832  berechnete  Bahn  zu 
erreichen  sei.  Für  die  Behandlung  dieser  Frage  schien  es 
zweckmäßig,  alle  in  die  Ausgleichsrechnung  eingehenden  Be- 
stimmungsstücke der  Bahn  auf  ein  gemeinsames  Äquinox  zu 
reduzieren,  und  es  wurde  hiefür  das  von  1830*0  gewählt.  Die 
Rechnungen  haben  zwar  bisher  kein  befriedigendes  Resultat 
ergeben,  doch  sind  die  Fehler  der  Darstellung  nicht  so  bedeu- 
tend, um  weitere  Versuche,  zu  einer  einheitlichen  Darstellung 
aller  Normalörter  zu  gelangen,  als  aussichtslos  erscheinen  zu 
lassen.  Es  wurde  deshalb  auch  den  in  dieser  Abhandlung  ent- 
haltenen Angaben  das  gleiche  Äquinox  zu  Grunde  gelegt; 
Elemente,  rechtwinklige  Koordinaten  und  Sonnenörter  sind 
durchweg  auf  die  mittlere  Ekliptik  für  1830-0,  Polarkoordi- 
naten (der  Kometenörter)  auf  den  mittleren  Äquator  für  1830-0 
bezogen. 

Die  Normalörter  aus  dem  Jahre  1846  sind  in  (a)  357  und 
365,1  die  aus  dem  Jahre  1852  in  (b)  1353,  1354  angegeben. 
Nach  Hinzugabe  der  Präzession  und  Änderung  der  Identi- 
fizierung erhält  man: 


A  =  A'  =  Bi 


M.  Z.  Paris 

Präz.  a 

Präz.  i 

«I 

1845  Dez.  25-5 

—  12'16Ml 

— 5'12?52 

346°49'  0J35 

-I-  Q°34'19!61 

1846  Jänn.  23-5 

—  12  1609 

—5  18-73 

6  28  12-36 

—  1  17  54-61 

Febr.  14"  5 

—  12  4-92 

—4  42-00 

28  23  4-22 

—  4  30  45-21 

März  2-5 

—11  37-78 

—3  22-73 

50  42  49-88 

—  8  58  2-20 

März  15*5 

—  11  5-90 

—  1  21-10 

75  15  57- 16 

—12  53  35-59 

März  28-5 

—10  55-79 

-4-1  14-61 

103  21  19-96 

—  14  33  34-54 

1852  Aug.  28  0 

— t9  25-24 

H-3  9-26 

115  14  36-09 

H-20  54  14-47 

Sept.  22-0 

—17  27-99 

+6  10-22 

146  54  43-68 

H-  8  17  29-57 

1  Die  fehlende  zweite  Dezimalstelle  kann  mit  Hilfe  der  nebenstehenden 
von  Eph^jj—B,)  und  der  ftuf  der  vorhergehenden  Seite  in  der  ersten 
enthaltenen  Werte  von  B—R  leicht  ergänzt  werden. 
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B  =  B'  =  #n 


_ 


— — 


M.  Z.  Paris 


*raz.  a 


Praz.  8 


«II 


I 


1846  Jänn.  23  5 
Febr.  65 
Febr.  18"  5 
März  2-5 
März  21-5 

1852  Sept.  22-0 


.12'löMl 
-12  11-48 
-12  041 
11  38-38 
-10  57-38 
-17  29-42 


— 5*18?75 
—5  2-23 
—4  27-99 


6°26'55f38 
19  30  43-29 
33  15  18-21 
—3  23*07|  50  38  13*12 
— 0  10-51  88  1  53*32 
+6    8 -32]  146  27  40*74 


—  l°15'5l?41 

—  2  55  3-85 

—  5  22  84*29 

—  8  50  38-36 
—13  55  42-31 

-  8  31  30  01 


Die  diesen  Zeiten  entsprechenden  örter  von  B\  sind: 


M.  Z.  Paris 


1846  Jänn.  23-5 
Febr.  6*5 
Febr.  18-5 
März  2  •  5 
März  21-5 

1852  Sept.  22*0 


Pniz.  a 


Präz.  a 


12' 16?09 
12  11-36 
12  011 
-11  37*78 
-10  56-50 
-17  27-99 


— 5'18T73 
—5  2-17 
—4  27*86 
—3  22-73 
— 0  9*52 


6°28'12T36  —  l°17'54r61 
19  32  25  -36  —  2  58  35  92 


33  17  50*35 
50  42  49-88 
88  12  28-79 


+  6  10-22  146  54  43*68+  8  17  29  57 


_  5  27  55*36 
—  8  58  2'20 
-14   4  29-70 


Die  Reduktion  der  Sonnenörter  [(b)  1372]  auf  das  Äqui- 
nox  1830*0  gibt: 


M.  Z.  Paris 


1845  Dez. 

1846  Jänn. 
Febr. 
Febr. 
Febr. 
März 
März 
März 
März 

1852  Aug. 
Sept 


25 
23 
6 

14' 
18 
2 
15 

21-  5 
28-5 
28-0 

22-  0 


•5 
•5 
3 
5 
5 
•5 
■5 


Praz.  L 


— 13'23T71 


18  25*12 
> 


Präz.  B 


-+-7r53  273°54'56?85 
-4-5*82  303  27  18-32 
+4*41  317  39  44-82 
-i-3'49  325  44  47' 70 
-+-3*00  329  46  46*21 
+  1-46  341  50  20-48 
—0-27  354  48  50-04 

—  1-07     0  46  18-12 

—  1*97  7  41  59*54 
—3*23  154  57  28*87 
H-l-20  179  17  30  16 


B 


log* 


H-7?43  9" 
H-5'91 9- 
+3*809* 
-f-2-969- 
+2-94  9" 
-4-1-16  9- 
— 0*67  9- 
— 0-85  9- 
—2*22  9- 
—3-65  0- 
+  1*170- 


992  7103 

993  2590 

994  1409 

994  8131 

995  1978 

996  4538 

997  9530 

998  7042 

999  5836 
004  0805 
001  2357 
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Mittlere  Bahn. 

"    **  A  mm 

Die  Örter,  denen  sich  die  mittlere  Bahn  anschließen  soll, 
werden  durch  das  arithmetische  Mittel  aus  den  auf  gleiche 
Zeitpunkte  bezogenen  Koordinaten  von  A  und  B  bestimmt 
Ihnen  entsprechen  folgende  Elemente,  welche  noch  um  die  seit 
1832  November  25-0  durch  die  Planeten  bewirkten  Störunge^ 
zu  verbessern  sind. 


1844  September  14*0  Af=  279°  8'  24r341 

H  =  533-900704 
<p  =   48  42  14-794 
•  «  =  109  56    20-  685 
&  =  248  12  3-444 
/=    13  13  20-220 


I. 


Dann  werden  die  mittleren  örter  folgendermaßen  dar- 
gestellt: 


B—R 

B — R 

2 

Act 

2 

\1 

18«  Jänn.  23  -5 

6°27'33r87 

— 0?03 

—  1°16'53T01 

4-0?47 

Febr.  0-5 

19  31  34-32 

-HO -89 

—  2  56  49-88 

H-0-51 

Febr.  18-5 

33  16  33*28 

4-0-91 

—  5  25  1482 

-+-0-71 

März  2-5 

50  40  31-50 

—0-41 

—  8  54  17-78 

—0-95 

März  21-5 

88    7  11 -05 

4-0-95 

—  14    0  6-00 

•4-0-46 

1852  Sept.  22-0 

146  41  12-21 

—097 

4-  8  24  27-79 

—  1-87 

Die  für  die  Zeiten  der  Normalörter  berechneten  Störungen 
er  Elemente  werden  später  angeführt.  Hier  gebe  ich  eine 
Ube^cht  über  die  durch  Merkur,  Venus,  Erde,  Mars,  Jupiter, 
aturn  und  Uranus  veranlaßten  Störungen,  welche  in  Ver- 
ödung mit  den  Elementen  I  die  mittlere  Bahn  während  des 
reei7Urnes  1843-1852  bestimmen  und  zur  Ableitung  der 
jmtwinkhgen  Koordinaten  des  fingierten  mittleren  Kometen 
0Wle  anderer  Hilfsgrößen  gedient  haben. 
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AAf 

r 

T 

Aic 

All 

M 

43  Okt. 

30 

3°15 

'  9 

'  <> 

5M88 

30' 18?0 

— 58'52?6 

—  140'  3?6 

— 37' 18-9 

Dez. 

9 

20 

2 

o 

a- 

5-095 

29  52-8 

—59 

27-2 

-141  34-4 

32-5 

44  Jänn. 

18 

24 

43 

3 

5-008 

32-8 

58-8 

—  142  53-4 

43-7 

Febr. 

27 

29 

10 

1 

4-927 

15-9 

—60 

27-7 

—  144    3  5 

52-6 

April 

7 

33 

26 

4 

847 

o-o 

55-5 

—  145  7-7 

—38  0'4 

Mai 

17 

37 

37 

6 

763 

28  44  2 

—61 

24-4 

—  146  5-2 

6'9 

Juni 

26 

41 

46 

5 

673 

30-6 

53-9 

52-9 

12-1 

Aug. 

5 

45 

50 

•6 

581 

21*3 

—62 

21-5 

—147  31-5 

15'7 

Sept. 

14 

49 

45 

4 

495 

154 

46-2 

-148  3-8 

18-5 

Okt. 

24 

53 

27 

4 

420 

11-8 

—63 

7-0 

34-5 

20-9 

Dez. 

3 

56 

59 

8 

346 

7*2 

280 

—  149  5-5 

23-0 

45  Jänn. 

12 

4  0 

27 

0 

265 

2-1 

50-8 

34-7 

24-6 

Febr. 

21 

3 

50 

7 

174 

27  57-5 

-64 

15-4 

59-6 

25-7 

April 

2 

7 

9 

9 

077 

54-4 

40-3 

—  150  20-3 

26-3 

Mai 

12 

10 

19 

9 

3-980 

52-7 

—65 

3-9 

390 

26-7 

Juni 

21 

13 

21 

6 

887 

51-2 

26-9 

57-2 

26-6 

Juli 

31 

16 

14 

4 

794 

49-7 

50-9 

—  151  14-2 

26-3 

Sept. 

9 

19 

1 

2 

699 

49-2 

—66 

15-3 

27-8 

25  6 

Okt 

19 

21 

39 

1 

611 

50-2 

36-6 

37-3 

24-7 

Nov. 

28 

24 

8 

0 

559 

51-3 

500 

43-8 

236 

46  Jänn. 

7 

26 

30- 

5 

555 

50-8 

53-2 

46-5 

22-6 

Febr. 

16 

28 

52 

4 

525 

53-9 

50-2 

47-7 

230 

März 

28 

31 

8 

G 

437 

28  1-3 

40-9 

54*0 

23-2 

Mai 

7 

33 

99 

_ 

403 

3-2 

34-2 

56-5 

22-9 

Juni 

16 

35 

34 

372 

5-9 

31-6 

57-9 

22-5 

Juli 

26 

37 

51 

1 

328 

10-3 

28-4 

59-4 

21-8 

* 

3ft 

4J 

A 
■ 

274 

15-4 

24-6 

59-5 

21*5 

Okt. 

14 

41 

37 

4 

222 

197 

18-4 

59-5 

21*5 

Nov. 

23 

43 

31 

6 

178 

23- 1 

12-7 

—152  0-4 

2P7 

47  Jänn. 

2 

45 

24 

0 

142 

26-3 

7-9 

0-4 

21-7 

Febr. 

11 

47 

12 

8 

107 

30-1 

3"4 

0-5 

21'7 

Marz 

23 

48 

56 

4 

068 

33-5 

—65 

57-3 

o-o 

22-4 

Mai 

2 

50 

36 

3 

026 

35-5 

49-6 

1-1 

23-8 

Juni 

11 

52 

16 

6 

2-994 

35-7 

41-6 

2-9 

25-4 
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AA/ 



A* 

Aß 

A* 

47  Juli  21 

4°53'59r4 

2?968 

28'35?8 

— 65'35J7 

—  152'  4J9 

—38 '26 '8 

Aug.  30 

55  41-8 

950 

376 

31-6 

62 

27  S 

Okt.  9 

57  18  8 

930 

40-8 

27-5 

7-7 

28-6 

Nov.  18 

58  48  3 

904 

434 

20-9 

10  9 

30  4 

Dez.  28 

5    0  11-6 

872 

42-7 

12-3 

169 

33-2 

48  Febr.  6 

1  39-0 

843 

39-1 

2-2 

24-6 

366 

Marz  17 

3  8'4 

818 

34-6 

-64  54-3 

32-  1 

39-8 

April  26 

4  42-1 

799 

31-3 

47-6 

38  8 

42-6 

Juni  5 

6  11-7 

782" 

28-9 

41-3 

45-8 

45  2 

Juli  15 

7  37  7 

765 

25-5 

34  2 

54  8 

48  3 

Aug.  24 

9  3-0 

746 

20-0 

27-2 

—  153 

5-9 

51-9 

Okt.  3 

10  32-3 

727 

13*7 

20  •  8 

17-0 

55  4 

Nov.  12 

12  2-6 

713 

8*4 

15-7 

27-2 

58  4 

Dez.  22 

13  30-1 

700 

4-0 

10'4 

374 

—39    1  •  2 

49  Jänn.  31 

14  52-4 

6S7 

27  58  8 

45 

503 

4-8 

März  12 

16  12-8 

672 

50-2 

—63  öS-  l 

—  154 

66 

90 

1 

April  21 

17  37-7 

652 

38  ■  5 

53  •  3 

253 

13-6 

Mai  31 

19  9-7 

634 

26-6 

505 

40-4 

173 

Juli  10 

20  45-9 

620 

16-8 

49-2 

53"  1 

20- 1 

Aug.  19 

22  19  S 

612 

97 

47-6 

—  155 

4-7 

22-7 

Sept.  28 

23  48-5 

604 

26  2-9 

45  •  4 

18-8 

25-6 

Nov.  7 

25  14-7 

595 

53-7 

43-2 

30  •  3 

29-2 

Dez.  17 

26  43-7 

581 

42  3 

42-7 

54-9 

32  6 

50  Jünn.  20 

28  16-8 

567 

305 

436 

-156 

11-8 

35-7 

März  7 

29  51-9 

554 

19-9 

45 -3 

26  9 

38-2 

April  ie 

31  25-7 

543 

98 

47-0 

42-0 

40  -S 

Mai  20 

32  58-4 

530 

25  58-7 

49 '  5 

59-3 

43  -  4 

Juli  5 

34  34- 1 

513 

46-0 

53  7 

-157 

17-2 

46-3 

Ofl      1  TZ  1 

36  io  4 

403 

33-5 

— 04  0-4 

32-6 

j  i) ,  - 

Sept.  23 

37  59  6 

474 

23  4 

7-1 

440 

40-9 

Nov.  2 

39  41-1 

460 

15-8 

1 2  •  5 

54 -o 

51-1 

Dez.  12 

41  17-8 

450 

8-0 

1G-4 

-158 

5-7 

52  •  ; 

51  Jänn.  21 

42  51-4 

441 

0-2 

21-7 

21-1 

540 

März  2 

44  27  8 

424 

24  49-3 

29-0 

37  2 

5.V  5 

Sitzb  der  mathem.-naturw.  Kt.  ;  CXV.  HJ.,  Abt.  II  a.  53 
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Au.  ! 

1 

A? 

Aic 

Aß 

As 

— — 

51  April  11 

5°46'10r0 

2?398 

24'38?6 

-64'41!3 

— 158'49?8 

— 39'56r7 

Mai  21 

47  54-2 

368 

30-2 

51*9 

58-2 

57-5 

Juni  30 

49  38-8 

342 

24-0 

—65    2  9 

-159  4-6 

57-8 

Aug.  9 

51  18  5 

319 

18-8 

11-6 

11-7 

583 

Sept.  18 

* 

52  56-5 

296 

135 

2T0 

202 

58-6 

Okt.  28 

54  35  4 

268 

8-6 

32  *  1 

27-2 

58-9 

Dez.  7 

56  134 

235 

49 

42-7 

319 

59  1 

52  Jänn.  16 

57  49-8 

206 

29 

51-9 

350 

59-1 

Febr.  25 

59  21 -9 

183 

1-2 

589 

38-6 

590 

April  5 

6    0  50-7 

171 

23  59-2 

—66  5-3 

42-8 

58-8 

Mai  15 

2  188 

157 

57-2 

127 

46'5 

58*5 

Juni  24 

3  47- 1 

138 

565 

20-8 

48-2 

58-3 

Aug.  3 

5  13-9 

111 

573 

27-2 

48'4 

58-4 

Sept.  12 

6  38-8 

108 

57-2 

29*0 

484 

58-4 

Okt.  •> 

6    7  21-1 

2-117 

23  56-0 

—66  28-9 

—159  48*3 

_39  58  4 

Die  nächste  Tafel  gibt  für  dieselben  Zeitpunkte  die  wahre 
Anomalie,  das  Fünffache  des  Logarithmus  des  Radiusvektors 
(in  den  Störungsgleichungen  tritt  rb  auf)  und  den  Logarithmus 
der  rechtwinkligen  Ekliptikalkoordinaten  des  mittleren  Kometen. 
Außer  den  in  der  Tafel  enthaltenen  Positionen  mußten  noch 
viele  andere  berechnet  werden,  da  die  Geschwindigkeit  der 
Bewegung  des  Kometen  in  der  Nähe  des  Perihels  sich  sehr 
rasch  ändert. 


V 

log  r'> 

log  X 

log  V 

log  z 

43  Okt.  30 

192°  9'30" 

3-80506 

0-45886 

0»68942 

0-01445 

Dez.  9 

193  38  32 

76901 

47002 

67513 

01478 

44  Jann.  18 

195  10  44 

72813 

47981 

65918 

01398 

Febr.  27 

190  4G  39 

68201 

48821 

64137 

01197 

April  7 

198  2G  58 

63016 

49520 

62147 

00867 

Mai  17 

200  12  30 

57200 

50073 

59918 

0-00396 
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V 

log  rß 

log  X 

logjy 

log  c 

44  Juni 

26 

202°  4' 12* 

3 • 50RR3 

0*  50473 

0"5741 1 

9-997R9 

W    0(71  UU 

Aug. 

5 

204    3  1 2 

43377 

50709 

54577 

OtO«  1 

9RQR7 

Sept. 

14 

206  10  57 

351  73 

507R5 

0\JI  Od 

51353 
O  1  ooo 

97^)R7 

Okt. 

24 

208  20  17 

25937 

50R20 

47R53 
ooo 

9R73R 
oo(  oö 

Dez. 

3 

211    0  41 

Mit             V        »  1 

1 5495 

1 O"*  V  w 

50">44 

43357 

95?37 

45  Jänn. 

12 

213  48  29 

3-03624 

3R993 

9340R 

Febr. 

21 

216  57  9 

2 • 90030 

3*>904 

91  1 R9 

April 

2 

220  33  0 

7431  o 

47941 

94R7R 

RR41  9 

Mai 

12 

224  45  28 

559 1 fl 

4  511  1 

R49RR 

Juni 

21 

229  49  13 

34040 

49AQ5 

0*01 RQ5 

R05R1 

Juli 

31 

°3ß    8  4' 

2-07484 

1Q007 

9"R1 1R9 

u   Oll Oo 

74734 
<  **/  ot 

Sept. 

9 

244  '7  54 

1  •  74375 

1     1 tO/ O 

iiß=;7 

9«379l 7 

V    O»  V  l  4 

WUv  1 

Okt. 

19 

256  15  7 

1  • 31 791 

1     Oll  — '  *J 

9-2510R 

17    4JI UO 

541R7 

Nov. 

28 

274  53  15 

0  •  75 1  *>  5 

O • 1 O405 

ft • 7R1 73 

(/  (QUO 

9- 31 357 

(7    O  I  OO  / 

46  Jänn. 

7 

308  50  49 

O- 04357 

\J  V/*rOO/ 

O • 7144 1 

R • 4Q043 

Febr. 

16 

8    8  5R 

9 • R79Q7 

QMC7J.KQ 

Xf  Ol  tov 

v    1  UO  1 VJ 

März 

28 

6t  4fi  31 

O • 97974 

Q • 91 1 9R 

0»*1ß777 

17    OO  /  /  / 

Mai 

7 

00  41  4^ 

0-90710 

14ötJ« 

9"7I4R3 

9n37750 

17    O  f  /  t*<J 

Juni 

16 

107    7  0 

1 • 4341 3 

I  »Q99 

0"O5910 

u    0  *•  V/ — »  » 

Juli 

26 

117  50  0 

1 «R335R 

10ßß7 
luoO« 

23037 

£OWO  / 

9W2175S 
ü  frii 00 

Sept. 

4 

125  3a  0 

9 • 1 4ROO 

1  Q 1  90 

3409R 

9*05895 

Okt. 

14 

131  30  11 

3QR5R 

1  7944 
1  /  ^44 

41917 

•t  1  V  l  4 

8*78589 

Nov. 

23 

1 3fi  1 9  1 

ß07Rß 
W  f  ÖD 

1  J.A09 
1 44ÖO 

47043 

7*81341 

47  Jänn. 

2 

1  40  90  5  1 

7Q4AO 

59713 

Ob  4  OO 

R-RR1R5 

Febr. 

II 

i  vöo i y 

UÖOOO 

ODO**/ 

0 -Ol  010 

März 

23 

1 4R  5 1    1  ö 

O  l/O/OO 

rvttn  i  oao 

DvuVf 

199^o 

1  U  — O- 

Mai 

2 

149  34  1"> 

O**     1  — 

1  Q9ßß 

Q>IQA077 

31R30 

Juni 

11 

1 5'     1  39 

9R4A1 

Ö70ß7 
ö  /  -O  / 

R5013 

41369 

Juli 

21 

154  lß  43 

171R4 
o  i  uOi 

77ß  1  O 

R7033 

4900° 

Aug. 

30 

1 56  21  39 

4^17  1 

ß.lQ  1  1 

RR77R 

UO  i/o 

Okt. 

0 

1 5R  1 R  10 

•■y>  a  nn 

400w0 

UvvOO 

Nov. 

18 

1  RO      7   4  1 

üoö44 

QN t 1 ADO 

7  1  -^0  1 

Dez. 

28 

161    51  14 
1  vJ  1    Ol     1 1 

Ö40ly 

797  1  O 

OVO  1  ^ 

48  Febr. 

6 

163  29  46 

69580 

9-23327 

73685 

72959 

März 

17 

1  /i  =      *  « 
luo     4  4 

/4084 

51234 

7(fio 

74ol0 

7«  1  t". 

/Ol  o> 

April 

26 

166  34  48 

78076 

68007 

75204 

70022 

Juni 

5 

168    2  27 

81596 

79993 

75778 

81607 

Juh 

15 

169  27  27 

84675 

89291 

76240 

83946 

Aug. 

24 

170  50  14 

87340 

9-96801 

76597 

86071 

Okt. 

3 

172  11  11 

89613 

0-03221 

76.855 

88003 

Nov. 

12 

173  30  36 

91511 

08008 

77017 

89762 

53* 
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log  H> 

log  X 

log  y  \ 

log  2 

Dez. 

22 

174* 

'48' 46' 

3 

■  93049 

0*  13455 

0"77087 

9-91363 

49  Jänn. 

31 

17« 

5  57 

94239 

1 7672 

77066 

9282 1 

März 

12 

177 

22  25 

95091 

—  1  tut 

76957 

94!  45 

April 

21 

178 

38  25 

95610 

24816 

76759 

1  vi  up 

95345 

Mai 

31 

179 

54  13 

95799 

''7872 

76473 

96428 

Juli 

10 

181 

10  2 

95660 

30646 

76098 

97400 

Aug. 

19 

182 

26  3 

95192 

'•H 1 7 1 

75631 

9826') 

Sept. 

28 

183 

42  31 

94391 

75071 

1  UV  •  * 

99028 

Nov. 

7 

184 

59  41 

93252 

74414 

4    *  *  4  * 

9-99690 

Dez. 

17 

186 

17  48 

91766 

73856 

0-00253 

50  Jänn. 

26 

187 

37  9 

89923 

7"  791 

00719 

März 

7 

188 

58  2 

87709 

4 '»846 

71812 

010S7 

April 

16 

190 

20  43 

85106 

44?89 

70712 

Ol  355 

Mai 

26 

191 

45  36 

820<>2 

45589 

69479 

01521 

Juli 

5 

193 

13  5 

78641 

46749 

68102 

01581 

Aug. 

14 

194 

43  37 

74725 

47772 

66566 

Ol  532 

Sept. 

23 

196 

17  43 

70302 

Ü4853 

Ol  367 

Nov. 

2 

197 

55  56 

65330 

40404 

62940 

01076 

Dez. 

12 

199 

39  2 

59752 

^0009 

R0802 

00650 

51  Jänn. 

21 

201 

27  55 

53505 

58401 

0-00076 

März 

2 

203 

23  41 

46510 

55695 

9-99335 

April 

11 

205 

27  42 

38666 

50RS2 

5**625 

98407 

Mai 

21 

207 

41  35 

29849 

1 1 W  O  1  * 

491 15 

97263 

Juni 

•30 

210 

7  31 

19902 

45059 

95864 

Aug. 

9 

212 

48  24 

3 

•08625 

403 1 0 

94!  62 

Sept. 

18 

215 

48  11 

2 

•95757 

40 1  40 

14048 

920S7 

Okt. 

28 

219 

12  23 

80948 

4  /  Vöo 

i,  i  I  oo 

89542 

Dez 

7 

• 

£  O 

9  1 

O  1 

\>0  t  \  Ca 

46251 

18988 

86383 

52  Jänn. 

16 

227 

50  15 

43362 

43929 

0»07330 

82388 

Febr. 

25 

233 

35  47 

2 

•18891 

40709 

9W90308 

77187 

April 

5 

240 

59  56 

1 

•  88750 

36122 

9*59985 

/ö  l'Jo 

Mai 

15 

251 

8  17 

1 

•  50484 

29227 

8-23328 

59746 

Juni 

24 

260 

22  56 

1 

•00258 

0-17741 

9-63200 

42400 

Aug. 

3 

29° 

32  58 

0 

•34377 

9-93882 

89165 

,  9-01707 

Sept. 

12 

341 

38  14 

y 

•  722 1  7 

6-94626 

94260 

;  8»90650 

Okt. 

2 

13 

57  34 

9 

•70IS3 

9»Ü5908 

9-86066 

ü«20245 

Die  Koordinatendifferenzen  der  mit  1  bis  6  bezeichneten 
korrespondierenden  Normalörter  von  A  und  B  und  die  aus  den 
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Elementen  der  mittleren  Bahn  gerechneten  (Logarithmen  der) 
Differentialquotienten  der  Koordinaten  nach  den  Elementen  sind: 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

(«II  -1 

[)  cos  % 

-76?90 

-101 T94 

ßi  ai  ne\ 

-Olö  DU 

hr 

123-20 

.-O?  .  Oft 

t 

496-5 

510-5 

522-5 

534  5 

553  5 

0-27185 

0  38821 

0-55469 

0-79722 

1-13799 

</ji 

2-80631 

2 • 9556 1 

3- 16048 

3-44827 

3-84013 

cos  >.d*  , 

<£p 

0"52813 

0"57328 

0"62141 

0"63450 

0*07880 

dn 

9-64558 

9  47544 

9 • 24980 

9-16199 

9-85158 

d£ 

8"93396 

8 "798 72 

8"54625 

7 "93991 

8"52510 

^di 

8-92716 

9-26426 

931264 

8-91930 

9"72070 

-dUa 

0"44413 

0"67958 

0"85765 

1 »00 158 

1 "07090 

dy. 

3»I7416 

3»40518 

3"58454 

3"73259 

3»81327 

dl 

di 

9» 78368 

9"91419 

0"14530 

0"40246 

0"67846 

dz 

9"26400 

9"61715 

9"84090 

0»02717 

0» 19911 

d& 

9-40056 

9-37900 

9-31118 

9-13613 

8"53520 

^di 

9»44338 

9"87872 

0"09691 

0»24781 

0"36369 « 

/'cos  lda\ 

2"45984 

2*53799 

2«63047 

2"73552 

2"S35G8 

W 

2*05220 

2 "00408 

1«88G72 

1 "57703 

1 • 04576 

0. 


-1605 ■ 49 
840  44 


2930-0 
0-64465 
4-11463 
9-95604 
959732 
839722 


1-96796 


1  "30854 


'  ist  von  1844  September  14-0  an  gezahlt. 
/cos*rfa\       cosorf«        cos  i da 


</3 


Wäre  die  Masse  der  Kometen  unendlich  klein,  so  müßten 
Variationen  der  Elemente  so  bestimmt  werden,  da(3  die  in 
*r  Tafel  oben  angesetzten  Differenzen  möglichst  genau 
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dargestellt  werden;  liegt  aber  der  Massen  wert  oberhalb  einer 
gewissen  Grenze,  so  werden  bereits  merkliche  Störungen  auf- 
treten, deren  Größe  im  allgemeinen  desto  beträchtlicher  ist,  je 
länger  die  störende  Kraft  gewirkt  hat.  Legt  man  die  Oskulations- 
epoche  ungefähr  in  die  Mitte  der  Zeit  der  Sichtbarkeit  der 
Kometen  im  Jahre  1846,  dann  sind  die  Störungen  der  den 
Normalörtern  aus  diesem  Jahre  entsprechenden  Ephemeriden- 
örter  sehr  klein  im  Vergleiche  zu  den  Störungen  der  Örter  aus 
dem  Jahre  1852.  Ich  habe  als  Oskulationsepoche  1846  Februar 
1 1*0  (ungefähr  Zeit  des  Perihels)  angenommen  und  dieStörungen 
für  die  Zeiten  der  Normalörter  aus  dem  Jahre  1846  zunächst 
vernachlässigt.  Da  im  vorhinein  die  Störungen  nur  einer  Koordi- 
nate willkürlich  angenommen  werden  können,  so  hängen  die 
Variationen  der  Elemente  nur  von  einer  Variablen  ab;  hiefür 
wurde  die  Rektaszensionsdifferenz  des  sechsten  Ortes  Aa6  cos? 
gewählt.  Es  ist  daher  die  durch  die  Variationen  darzustellende 
Differenz  —  — 1605?49 — Ao,.  cos  8.  Die  Bestimmung  der  Un- 
bekannten nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  führt  zu 
den  Werten: 


Act.,  cos  S 

i  L\r0 

8k 

«Ä 

a, 

0" 

H-  22 ? 585 

— 0M3I597 

10-089 

— 1T000 

_7?000 

5M78 

-  300 

-+-  8-160 

— 0- 103510 

8*039 

—0-375 

—6-445 

4-963 

-  000 

—  0-265 

-0-075423 

5-389 

-1-0-250 

—5-890 

4-44S 

—  1)00 

—  20-090 

—0-047336 

2 '  739 

+0  -875 

—5-335 

3-933 

•     •  • 

•  • 

—  131  -826 

•      •  • 

-1-0-109032 

•      •  • 

-17-090 

+5-739 

.  • 
-0-981 

.  •  • 

+0-033 

Die  Zahlen  der  letzten  Horizontalreihe  entsprechen  der 
Identifizierung  A  =  B'  für  m  —  0.  Diese  Variationen  geben 
folgende  Darstellung  der  Örter: 
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Ae^  COS  6 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

0* 

4-0 ?  50 

4-0*53 

-0*52 

-4-0-11 

— 0J04 

—  0-00 

-  300 

37 

44 

—  50 

21 

—  9 

—  01 

-  600 

oo 

38 

-  46 

34 

—  15 

—  06 

-  900 

09 

31 

—  44 

46 

—  19 

-  02 

—3210-98 

-  96 

—  29 

—  28 

1-44 

-  36 

—  02 

0' 

-0-93 

-0-27 

4-0'75 

4-1-15 

-0-97 

4-  3-74 

-  300 

-  86 

—  30 

70 

Iii 

—  91 

4-(160-48) 

-  600 

—  82 

—  33 

64 

1-06 

—  84 

4-(317-21) 

-  900 

—  77 

—  33 

58 

1-00 

-  79 

4-(473-94) 

—3210-98 

-  37 

—  47 

13 

57 

-  26 

4-     0-4f>  > 

Rektaszen- 
sion 


Deklination 


Die  eingeklammerten  Zahlen  bedeuten  die  Summe  der 
Störung  in  Deklination  und  des  Fehlers  der  Darstellung.  Aus 
^Zusammenstellung  ist  zu  ersehen,  daß  die  Identifizierung 
^-^'dieRektaszensionen  besser,  die  Deklinationen  schlechter 
darstellt  als  die  Identifizierung  A  =  B'\  die  Variationen  der 
Elemente  werden  aber  für  A  —  A'  wesentlich  kleiner  und  ver- 
argen auch  eine  größere  Nähe  der  Kometen  vor  dem  Jahre 
1846. 

Die  angegebenen  Variationen  machen  die  Summe  der 
ehlerquadrate  zu  einem  absoluten  Minimum.  Wird  eine  von 
Jhnen  um  eine  willkürliche  Größe  geändert,  so  kann  man  die 
roßen  bestimmen,  um  welche  die  übrigen  Variationen  geändert 
werden  müssen,  damit  die  Summe  der  Fehlerquadrate  ein 
re  ahves  Minimum  sei.  Die  Rechnung  ergibt,  daß  eine  Änderung 
°n  oi  um  di  die  Änderungen  erheischt: 
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dMQ  = 

-4-0*064  di 

d\L  — 

4-0  000050  di 

df  = 

-0-059  di 

dz  — 

—  1-945  di 

+  1-207  di 

wodurch  die  Darstellung  der  Örter  um  folgende  Betrage  ge- 
ändert wird: 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6.  | 

</(A3)  =diX 

-0-53 
+0-17 

-0'05 
—0-04 

H-0?37 
—022 

+0?59 
—0-29 

— 0rG5 
-0-07 

o:o-> 

-0-30 

Zusammenhang  der  Variationen  der  rechtwinkligen  Ekliptikal- 
koordinaten  mit  den  Variationen  der  Elemente. 

Werden  die  rechtwinkligen  Ekliptikalkoordinaten  des  mitt- 
leren Kometen  unter  Berücksichtigung  der  Störungen  durch  die 
Planeten  wie  früher  mit  *,  y,  z  bezeichnet,  so  sind  ihre  Varia- 
tionen Ix  =  Co,  3r  =  rJ0,  Iz  =  Co  durch  das  Formelsystem 
bestimmt: 

m  —  t.—SI;    e  —  s\n^;  u •  =  p  =  a  cos  y 

;/  cos  Ar  =  sin  *rH-f  sin  to 

n  sin  Ar  =•  (cos  u  +  e  cos  w)  cos  / 

X  =:  /  (sin  «  cos  itH-cos  «  sin  &  cos  /) 
V  —  r(sin  //  sin  &  — cos  u  cos  ß  cos  i) 
Z  —  —r  cos  u  sin  i 

(V  =    -P  ■■  (cos  ä  cos  w  -  -  sin  &  sin  <o  cos  ;') 

COS  f 


COS  'f 


(sin     cos  co  +  cos  «ft  sin  co  cos  /) 


K  =  -  ;'-  (sin  o)  sin  /);    3.1/  =  8M0  +  8n.(/  — 1844  Sept.  14-0) 


COS  '5 
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an  cos  (&—N)  8Af  2*8[jl 


sin  1"  cos  <p  3(j.  sin  1" 


—  (AT ------  +  G)fy—Xto>—yh£+z  sin  #8* 


COS  f 

t|0        —an  sin  (ft — N)IM  2>-3|A 


sin  1"  coscp  3jxsinl" 

—  (y-^-  +//)8<p  — Y8ü>+*8&— z  cos  ä8i 


_  +a«  sin  Ar  tg  r'8;l/  2sS;a 
sin  1"  ~~         ~~cos  v  '3jxsin"l/;"  ~~ 

—  (Z  — n  -  +K  )  8'p  —  ZZm+z  cotg  /8/\ 
\    cos  <p  /  T 

Die  Koeffizienten  von  8A/,  Sjx. . . .  hängen  nur  von  der 
mittleren  Bahn  ab  und  können  daher  bei  der  Bestimmung  der 
Bahnen  und  der  Masse  von  A  und  B  als  konstante  Größen 
betrachtet  werden. 

Die  Variationen  der  Elemente  können  in  ähnlicher  Weise 
durch  die  Variationen  der  rechtwinkligen  Koordinaten  und  ihre 
DilTerentialquotienten  dargestellt  werden.  Die  Bestimmung  der 
Masse,  welche  dem  angenommenen  Werte  von  Aog  cos  8  ent- 
spricht, führt  auf  ein  Problem  dieser  Art,  wenn  man  bei  den 
Versuchen  die  Fortführung  der  (bei  Annäherung  der  Kometen 
an  die  Sonne  immer  langsamer  fortschreitenden)  Störungs- 
rechnung bis  1852  September  22 '0  vermeiden  will.  Die  rasche 
Zunahme  des  Abstandes  von  A  und  B  nach  dem  Aphel  bedingt 
e;ne  rasche  Abnahme  der  störenden  Kraft,  die  noch  im  Jahre 
1851  so  klein  wird,  daß  ihr  späteres  Wirken  vernachlässigt 
werden  kann.  Sei  tl  der  Zeitpunkt,  von  welchem  an  die 
störende  Kraft  =  0  angenommen  wird.  Die  Quadratur  gibt 
für  /,  sowohl  die  Störungen  von  £,„  tJo,  C0  als  auch  deren  Diffe- 
rentialquotienten nach  der  Zeit.  Die  diesen  Größen  entspre- 
chenden Änderungen  der  Variationen  der  Elemente  gelten 
(unter  Berücksichtigung  des  Zusammenhanges  von  mittlerer 
Anomalie  und  mittlerer  Bewegung)  auch  für  September  22 -0, 
so  daß  hieraus  mit  Hilfe  der  DifTcrentialquoticnten  für  diesen 
Ort  Aa6cos8  und  Ao6  berechnet  werden  können. 
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Seien  HMM  die  Störungen  von  £0,tj0,Co  und  = 


tv 


di  =8r/;  w'~-  =  Zy}  wo  #t>  das  Intervall  der  Störungs- 
rechnung oder  das  Doppelte  hievon  bedeutet,  so  werden  die 
mit  8'AT,  8'jj..  .  .  bezeichneten  Störungen  der  Variationen  IM, 
.  .  durch  die  Formeln  bestimmt: 


•  * 


r  cos  u  sin  t 


n  cos  Ar  sin  / 


wsmV'.ks/j  />sinl" 
n'  sin  N'  =  cos  u+e  cos  a> 


r  sin  u 


=  h' 


■u  sin  N 


=  h 


tvs'm\".k\/p  /?sinl".cos* 
n'  cos  N'  —  (sin  u+e  sin  <o)  cos  i 

n  cos  (ß— N)  =  «  sin  (X'— ß)  =  a' 

cos  ß  sin  w  +  sin  ß  cos  a>  cos  i  =  G' 

n  sin  (ß— ,V)  =  ß        «'  cos  (Ar'-ß)  =  ß' 
sin  ß  sin  w-cos  ß  cos  a>  cos  i  —  H' 

—  n  sin  N  tg  *  =  7     >/'  cos  Ar/  tg  i  —  /     -cos  a»  sin  i  -  K' 
-^sini,=/;    £?Ülf2iü=//        ,og*  =  8-235581 


SM/  = 


(     (/a+/'.v)3  4'| 


w  sin  r  .pek\/a 


cos  z 

I 

/>c  sin  \  " 


(H'cos2y  + 


3*7  |4 
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(    (X cos  E+rG')l&  | 


(Z  cos  E+rK')K' 


sin  t; 


r  cos  <p  sinl" 


S'w+cos  = 


cos  E — X.  j  05 

(• 


Y'  COS  £— Z 


sin  i; 


SC 


( 


.r  y  cos  £-KYsin  f+ar  sint>)8£' 


w>  sin  \".ke\/p 


i    —  cos£-+- Ysin  t;  +  ßr  sin  i/)8t/ 

( z  ~  cos  2s  4- Z  sin  v-f-yr  sin  i/)8C 

|    (#  sin  i/H-.Ycos  2s)3£ 

H  2  .   , „    +(^  sin  v+ycos  E)ori 

er*  sin  1"  ' 

l  +(  c  sin  t'+Z  cos  £)8£. 
5'ß  =  //'[sin  ft8£— cos  ftS-rj'+cotg  /8C']-f- 

+  Ä[sin  <ftSt—  cos  ß8r|+cotg  /SC] 
Vi  =  ^'[sinßSS'— cos  ßSij'+cotg  /8C']  + 

-t-£[sin  «ß8c— cos  ßSij  +  cotg  /SC]. 

£  =  exzentrische  Anomalie  in  der  mittleren  Bahn.  Die 
diesen  und  den  vorhergehenden  Formeln  gemeinsamen  Be- 
zeichnungen drücken  auch  dieselben  Größen  aus. 

Für  die  Zeit  tt+x  ist  die  Störung  der  mittleren  Anomalie 
=  VAf+tS'n.  Ist  tt+z  —  1852  September  22-0,  so  wird 


cos 


SA*  —  cos  8rfflt/R/vr  /'cos8Ja\w 


cos  8  Ja         cos  3  Ja  , 

H-  —  8'©  +  -  -   .  —  (o'co+8'j<) 

Jcp  T 


cos  8  Ja  w. 


cos  8  Ja 

~jT' 


3'/. 
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A86  wird  in  ähnlicher  Weise  und  ebenfalls  mittels  (—1 

gefunden.  Die  DirTerentialquotienten  sind  im  vorigen  Abschnitt 
angegeben. 

Für  tx  =  1851  Oktober  28-0;  -  =  330;  w  =  80  erhält  man: 

cos8Aa6  =  6*06412  8£'4-5»70908  8r/ 4-5"09504  8C+ 

4-  5"6 1 42 2  o  i  4-  3"68660  8tj  4- 4"9 1 785  5  C 

A56  =  5-70495  2$' 4-5-29732  or/ 4- 5 '38861  SC  4- 

4-5*29250  8£4-3»71 1 13  8tj  4-4-60957  II 

Störungsgleichungen. 

Sind  .r,^«»!  die  rechtwinkligen  Ekliptikalkoordinaten 
und  die  Masse  (in  Teilen  der  Sonnenmasse)  von  A  und  werden 
die  B  entsprechenden  Größen  durch  dieselben  Buchstaben  mit 
dem  Index  2  bezeichnet,  so  sind,  da  die  Störung  des  Sonnen- 
ortes durch  die  Kometenmasse  zu  vernachlässigen  ist,  die  Grund- 
gleichungen zur  Berechnung  der  Störungen  der  ^-Koordinate 

d*xx  x.  i  Jz  =  kclt 


dz*  r\        2  p* 


■r2 — xi  —  £ 


z2— zx  = : 
r/-  =  ^4-7j24-;Ä. 

Die  Berechnung  von  mx  und  m2  ist  ohne  die  Kenntnis  der 
Bahn  des  Schwerpunktes  nicht  durchführbar.  Wenn  auch  ntl 
wahrscheinlich  größer  ist  als  m2,  da  A  in  beiden  Erscheinungen 
früher  gesehen  worden  ist  und  meist  heller  erschien  als  B,  so 

führt  doch  die  Annahme       =  m.>  ~  -  m  (mittlere  Bahn  = 

2 

Bahn  des  Schwerpunktes)  zu  Störungswerten,  welche  sich  nur 
äußerst  wenig  von  jenen  unterscheiden,  die  unter  der  Annahme 
mx  —  m,  m,  —  0  erhalten  werden.  Es  ist  daher  die  Bestimmung 
der  Summe  der  Massen  nahezu  unabhängig  von  dem  Verhältnis 
der  Massen. 
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Setzt  man 

so  gelangt  man  bei  Vernachlässigung  kleiner  Größen  der  dritten 
Ordnung  zur  Gleichung 


8  r*j  p» 


Der  Faktor  1——  Pa  ist  bis  1852  Mai  15  von  der  Einheit 
8  r 

so  wenig  verschieden,  daß  sein  Logarithmus  noch  0*00000  ist; 
von  da  bis  September  22  fällt  er  nur  auf  9 '99990.  Man  kann 
daher  diesen  Faktor  der  Einheit  gleichsetzen  und  erhält,  da 

d*K 

~~fcT  und  -j^r  werden  durch  analoge  Gleichungen  aus- 
gedrückt, welche  aus  dieser  durch  zyklische  Vertauschung  der 
Koordinaten  und  ihrer  Störungen  hervorgehen. 

Die  Relationen 

1  . 

1  . 

—> 

welche  aus  der  Annahme 

x  + 


2 

x2  ~xx  =  ' 


jolgen,  entsprechen  der  Ableitung  der  mittleren  Bahn  aus  dem 
!ttel  der  sphärischen  Koordinaten  von  A  und  B.  Hienach 
mußten,  da  i  =  go  +  ^|  die  absoluten  Werte  der  Störungen 


806 


J.  v.  Hepperger, 


von  A  und  B  gleich  groß  sein,  was  bei  der  Bewegung  gleicher 
Massen  in  verschiedenen  Bahnen  nicht  wahrscheinlich  ist. 
Überdies  würde  ein  Fehler  der  Koordinaten  der  mittleren  Bahn 
fast  unverändert  in  die  Koordinaten  der  gestörten  Bahn  über- 
gehen, weil  die  Differenzen  der  Koordinaten  der  ungestörten 
Bahnen  und  ihre  Störungen  von  Ändetungen  der  mittleren 
Bahn  nur  in  sehr  geringem  Maße  beeinflußt  werden. 

Es  erscheint  daher  zweckmäßig,  die  Koordinaten  der 
gestörten  Bahn  aus  den  Koordinaten  (*,),  (*g)...  der  ungestörten 
Bahn  abzuleiten  und  x,y,  z,  7]0,  C  nur  zur  Berechnung  der 
Störungen  zu  verwenden. 

Ich  nehme  also  an 

x2  =  (*,)+«,        (*,)-&)  =  €0 


x.  +  x9 


2        x  ist  für  beliebige  Werte  des  Verhältnisses 

sehr  nahe  gleich  Null,  während  x  -  &1±W  ungefähr  gleich 

groß  ist  wie  ** 1    U%  uhd  daher  nur  für  verschwindend  kleine 
— 

Massen  oder  für  w,  =  m2  nahezu  Null  wird.  Macht  man  aber 
die  Annahme  w,  =  mt,  so  ist  es  vorteilhafter,  von  der  Gleichung 

+       _  r 

auszugehen,  da  dann 

wird  und  zur  Berechnung  von  (xt)  und  (x2)  die  Elemente  der 
mittleren  Bahn  und  ihre  Variationen  direkt  verwendet  werden 
können,  nämlich 

M  —  8 M,  a  —  Sa, . .  . 

2  2 

A/  +  —  IM,  a  H — —  8a, .  .  . 
2  2 
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</t*        (f8)3    '  r{  "p"3 

Aus  der  Differenz  dieser  und  der  für  die  übrigen  Koordi- 
naten analog  gebildeten  Gleichungen  folgt: 


3x 

31 
r3 

ml 

P8 

3*  n 

8t] 

P8 

2) 

dx*  ~ 

75-*- 

sc 

r3 

V 

Hierin  ist 

Bildet  man  die  Summe  der  Gleichungen  1)  und  nennt 

11 1  +u2  —  U 

yi—(>'i)+y*—(ys)  =  vt+  v2  -  v 

so  wird  für  m,  =  m2 


d*U 

d-J  — 

d*V 
dx*  — 

¥<>- 

3) 

d*W 
dx*  ~ 

5e- 

<2,    5  bedeuten: 

ö  =  Ux+Vy  +  Wz  +  P 

p  =  7<p,-p!)+~^(}^+s) 
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R  -  - 


2  r* 


P*  =  (s0+s^)2+(7iü4-8Yi)^(:0+8:)8 

I'o  —  V»0^7l0^  "»<> 

q  —  #8S-f->*8Tj-i-::8C 

Die  in  2)  vernachlässigten  Glieder  sind  Funktionen  zweiten 
oder  höheren  Grades  von  U,  V,  W  und  $0>  tj0,  Co-  Für  m\  ~  nh 
sind  UyV,W  kleine  Größen  mindestens  zweiten  Grades  mit 
Bezug  auf  8$,  oyj,  SC,  welche  von  gleicher  Größenklasse  mit 
l0,  tiq,  C0  sind,  so  daß  die  größten  der  in  2)  sowie  auch  in  3) 
unterdrückten  Glieder  mindestens  den  Grad  3  haben. 

Die  in  den  Gleichungen  2)  und  3)  angesetzten  Glieder 
bleiben  für  ml  ~  m.>  ungeändert,  wenn  an  Stelle  der  Annahme 

0*,)_ =  x  die  Annahme  fi  +  *2  _  x  tritt>  Ist  aber  m^my 

so  kann  die  Größenklasse  von  U,  V,  Wö'ie  von  8c,  Stq,  5C  erreichen 
und  der  Wert  der  vernachlässigten  Glieder  hiedurch  eine  merk- 
liche Erhöhung  erfahren;  auch  müßte  in  den  Gleichungen  3) 
noch  je  ein  von  der  Massend ifferenz  abhängiges  Glied  angesetzt 

X.  4-  X3  j 

werden.  Die  Annahme  iw,  ^  m2  bedingt  ferner  x  =  -  1 
daher 

Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  1) 
läßt  die  Entwicklung  zu: 

iPZi  _  3.v  __8c 
t/r2'  ~   r5  9      r:i  ~  + 


3t 
r' 

1 


f'\il!^±E?!L  +  5  S(tfr  +  Vy+W=) 
2  3 

f/s-  .-3-.s5u(rJ-  +  p>  +  ^)]- 
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In  dem  durch  mx  =  m,  m^=0  bestimmten  Grenzfalle 

werden  ,  x 

xx  =  (xx)  U=Zi 

yx  =  {yx)         V  =  ör, 

zx  =  (zx)         W  =  2C 

Die  Glieder  zweiter  Ordnung  verwandeln  sich  hiedurch  in: 
^  [  2  +  J  5^J~  V»  tÄ€o+S8€J  • 

3  # 

Bezeichnet  man  den  Faktor  von  —  mit  Q\  so  wird  der 

rf^'    lh*>*~dT*'  ausSedrückte  Feh,er  der  Glei- 
chungen 2)  in  erster  Annäherung  folgendermaßen  dargestellt: 

A5  =-J'Q'-}A^o  +  SZri)  4) 

In  dem  andern  Grenzfalle  «,  —  0,  w2  =  w  würden  diese 
Fehler  entgegengesetztes  Vorzeichen  erhalten. 

Berechnung  der  Störungen. 

Zu  Beginn  der  Rechnung  habe  ich  unter  Zugrundelegung 
der  für  Aog  cos  8  =  0  geltenden  Variationen  die  Masse  m 
gesucht,  welche  die  größte  Annäherung  der  Kometen  vor  dem 
Jahre  1846  ergibt.  Der  dieser  Bedingung  ungefähr  entsprechende 
Wert  10-11  erwies  sich  jedoch  nach  Fortsetzung  der  Storungs- 
rechnung  bis  1852  als  viel  zu  groß.1 

1  In  der  Vicrtcljahrsschrift  der  Astron.  Gescllsch..  39,  Jahrg.  III,  habe 
'ch  einen  kurzen  Bericht  hierüber  veröffentlicht,  in  welchem  die  Variationen 
er  Elemente  von  den  in  dieser  Abhandlung  gegebenen  ein  wenig  abweichen, 
er  Unterschied  rührt  daher,  daß  dort  die  auf  die  Oskulationscpochc  1S44 
eptember  14  bezogenen  Differentialstörungcn  der  Kometen  durch  die  Planeten 
>n  Rechnung  gestellt  worden  sind.  Bei  Abfassung  dieses  Berichtes  (während 
er  Somrnerfcrien)  hatte  ich  meine  früheren  Rechnungen  über  die  Bewegung 
er  Kometen  nicht  zur  Hand  und  unterschätzte  die  wechselseitigen  Störungen 
wahrend  des  letzten  Umlaufes. 

SiUb.  der  mathera.-naturw.  Kl. ;  CXV.  Bd.,  Abt.  II  a.  54 
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Die  nächste  Annahme  war  Aa6  cos  o  =  —600' ;  nach 
Ermittlung  der  zugehörigen  Werte  von  ^  t^,  Cq  vvurden  nach 
Formel  2)  die  störenden  Kräfte  berechnet  und  durch  Quadratur 
(Oskulation  1846  Februar  110)  für  die  Zeit  ^  die  Störungen 
und  ihre  Differentialquotienten  bestimmt,  welche  in  Verbindung 
mit  den  für  tx  geltenden  Konstanten  die  Störungen  in  Rekt- 
aszension  und  Deklination  für  1852  September  22" 0  ergaber. 

Die  erste  Hypothese  log m  =  8- 10000  —  20  hatte  =  1851 
März  2  0)  das  Ergebnis  Aa6  cos  5  =  —684  '43,  A86  =  +350M8. 
Wären  die  Störungen  der  Masse  proportioniert,  so  würde  die 
Reduktion  von  684*43  auf  600  bedingen:  log  m  =  8-04282;  die 
Wiederholung  der  Rechnung  mit  diesem  Werte  gibt  (/,  =  1851 
Oktober  28  0)  —  606 ?  13,  -+-3 10' 33.  Es  wird  daher  Iog>»  = 
=  8-03843  die  angenommene  Störung  in  Rektaszension  gut 
darstellen  und  A86  sehr  nahe  =307?21  machen.  Die  Fehler  der 
Deklinationsdarstellung  durch  die  Variationen  ist  -4-(317?21),so 
daß  nach  Subtraktion  von  Ao6  ein  Fehler  von  +10*  übrigbleibt. 

Indem  man  die  Störungen  mit  dem  letzten  Massenwerte 
nach  rückwärts  berechnet,  erhält  man  in  Einheiten  der  achten 
Dezimalstelle 


1843 

So 

Co 

—  19949  ! 

—  17258 

—  15262 

—  13633 
-12247 

Mai  23 
Juni  12 
Juli  2 

August  1 1 

voraus  folgt 

35655 
34820 
34004 
33207 
32432 

—41059 
—40663 
—40324 
—  40043 
—39819 

23712 
23516 
23322 
23130 
22941 

—30275 

—  26703 
—24065 
—21895 

—  20027 

40568 
36980 
33788 
30927 
28335 

1843 

1 

► 

-600' 
43-20 

Mai  23 
Juni  12 
Juli  2 
22 

Aug  LISt  11 

5380 
8117 
0939 
11312 
12405 

—  491 

—  3(583 

—  0536 

—  9116 

—  I  1484 

3763 
6258 
8060 
9497 
3  0694 

Aa,;  cos  l  =  - 
log  m  =  8  038 

Digitized  by  G 


Masse  des  ßiela'schen  Kometen. 


811 


Die  Kometen  kommen  daher  einander  nicht  genügend 
nahe,  da  im  Sinne  des  Fortschreitens  der  Störungsrechnung 
zuerst  7j  und  beträchtlich  später  C  und  i  das  Zeichen  wechseln. 

Die  dritte  Annahme  Aotg  cos  8  =  —  900 '  ergab  für  log  m  =  8  •  1 
(/,  =  1851  März  2'0)  Ao«,  cos  5  =  _849y56,  A86  =  +433*22, 
woraus  gefolgert  werden  kann:  \ogni  =  8  1 2505,  A86  =  458 r 95, 
Fehler  in  Deklination  =  +15\  Man  erhält  ferner 


1843  Dez.  9 

—  392 

—  7029 

5966 

1844  Janner  18 

4-1559 

—  14877 

9001 

Febr.  27 

3384 

—20945 

10916 

Ao^  cos  l  =  —900' 

April  7 

5146 

—26075 

12291 

log  m  =  8- 12505—20 

Mai  17 

6905 

—30652 

13359 

Die  Kometen  bleiben  in  größerer  Entfernung  als  bei  voriger 
Annahme.  Bei  dieser  wechselt  zuerst  £,  dann  Tj  und  zuletzt  C 
das  Zeichen.  Es  existiert  daher  ein  zwischen  -600'  und  —900' 
gelegener  Wert  von  Aa6  cos  8,  welcher  das  gleichzeitige  Ver- 
schwinden von  i  und  tj  veranlaßt;  C  aber  wird  erst  später  der 
Null  gleich.  Man  wird  deshalb  nicht  umhin  können,  von  der 
Bedingung,  daß  die  Summe  der  Fehlerquadrate  ein  absolutes 
Minimum  sei,  abzugehen  und  die  Grenzen  der  zulässigen 
Fehler  etwas  weiter  zu  stecken.  Es  ist  aber  sehr  schwer,  jene 
Kombination  von  Variationen  zu  finden,  welche  bei  geringster 
Erhöhung  der  Fehlerquadratsumme  die  größte  Annäherung  der 
Kometen  ermöglicht. 

DeklinationsdifTerenz  der  Kometen  für  1852  Sep- 
tember 22  wird  um  so  besser  dargestellt,  je  kleiner  Aa6  cos  8 
«st:  diese  Störung  kann  aber  nicht  viel  weniger  als  600* 
fragen,  weil  sonst  ein  Zusammentreffen  der  Kometen  nur 
durch  solche  Änderungen  der  Variationen  zu  erzielen  wäre, 
welche  ein  erhebliches  Wachsen  der  Fehler  in  den  ersten  fünf 
Ortern  zur  Folge  haben.  Diese  Fehler,  deren  Größe  für  eine 
Störung  von  etwa  600'  wohl  noch  nicht  besonders  bedenklich 
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sein  dürfte,  bleiben  nur  dann  sehr  klein,  wenn  die  Störung 
ungefähr  900*  ausmacht,  da  in  diesem  Falle  eine  geringe 
Änderung  von  5*  in  Verbindung  mit  den  einem  relativen  Mini- 
mum der  Fehlerquadratsumme  entsprechenden  Änderungen 
der  übrigen  Variationen  genügt,  um  ein  Zusammentreffen  der 
Kometenkerne  herbeizuführen. 

Es  sei  di  —  —\\  so  wird  für  Aa6  cos  8  =  — 900'  den 
früheren  Angaben  gemäß 


M/0 

-20w54 

5  ja 

-0-047386 

GS 

+  2-798 

4-2820 

-6-542 

5/ 

+  2-933 

Ii. 


Die  provisorische  Störungsrechnung  (mit  großen  Inter- 
vallen) gibt  für  log  «i  =  8-l  (/j  =  1851  März  2)  — 922r23r 
+469 J  85;  die  Reduktion  auf —900'  führt  zu  log  m  =  8 ■  08940. 
Unter  Zugrundelegung  dieses  Massenwertes  gibt  die  genaue 
Berechnung  der  Störungen  von  1843  November  19  bis  1  Sa- 
Oktober  2  nach  den  Formeln  2)  und  3)  in  Einheiten  der 
siebenten  Dezimalstelle: 


1852 
Aug.  28 

Sept.  22 

Aug.  28 

Sept.  22 

Aug.  28 

Sept.  22 

I  3; 

-{-78811 

+  82201 

+  (537 

+  32515 

K 

+  15774 

+  13751  • 

;  u 

—  101 

+  s:< 

V 

-235 

-  333 

w 

_  1 

+  * 

"i 

—39450 

—41089 

*'i 

-430 

—  16424 

-  7887 

_  (5S53 

»2 

+39355 

+41172 

v2 

-4-201 

+  10091 

tVn 

+  7880 

+  GSOS 

Die  Störungen  während  der  ersten  Sichtbarkeitspenode 
der  Kometen  erreichen  kaum  eine  halbe  Einheit  der  siebenten 
Dezimalstelle  und  sind  sonach  tatsächlich  zu  vernachlässigen. 
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Der  aus  U,  8tj,  SC  für  September  22-0  auf  differentiellem 
Wege  abgeleitete  Wert  von  Aa6  =  cos  8  ist  gleich  —  904 y  24 
und  der  angenommene  Massenwert  daher  noch  etwas  zu 
groß.  Der  dem  letzten  Orte  zukommende  Fehler  in  Deklina- 
tion wird  durch  die  Änderung  der  Neigung  fast  gar  nicht 
beeinflußt. 

Die  Summierung  der  Störungen  von  1846  Februar  1 1  nach 
rückwärts  läßt  erkennen,  daß  die  Kometen  einander  sehr  nahe 
kommen;  die  Komponenten  der  Entfernung  und  diese  selbst 
werden  nämlich  in  Einheiten  der  achten  Dezimalstelle: 


i 

1  , 

p 

P 

November  19-3125 

—  193 

525 

—  185 

589 

6250 

—  188 

568 

H-155 

618 

9375 

—  155 

529 

475 

728 

log  m  =  8-08940 

20  2500 

—  107 

440 

753 

879 

Sund  7}  haben  bereits  das  Zeichen  gewechselt;  für  C  tritt 
daher  der  Zeichenwechsel  noch  immer  etwas  später  ein.  Aus 
der  Einheit  der  Entfernung  gesehen,  würde  der  Abstand  p  =  f>89 
als  größten  Gesichtswinkel  1?21  haben.  Die  Störungen  sind 
nur  zur  Prüfung  des  auf  anderem  Wege  erhaltenen  kleinsten 
Abstandes  1 T  2 1  der  Kometen  in  so  engen  Intervallen  berechnet 
worden. 

Die  zuletzt  gemachten  Annahmen  führen  bereits  zu  einer 
sehr  bedeutenden  Annäherung  der  Mittelpunkte  beider  Kometen 
und  stellen  auch  die  beobachteten  Koordinatenunterschiede  mit 
Ausnahme  der  sechsten  Deklinationsdifferenz  gut  dar.  Es  ist 
aber  auch  von  Wichtigkeit,  sich  darüber  Rechenschaft  zu  geben, 
wie  die  separate  Darstellung  der  über  ungleiche  Zeitstrecken 
verteilten  Normalörter  von  A  und  Ii  sich  zu  diesen  Annahmen 
verhalt.  Durch  Subtraktion,  beziehungsweise  Addition  der  Hälfte 
es  Betrages  der  Variationen  II  von,  beziehungsweise  zu  den 
dementen  der  mittleren  Bahn  erhält  man  die  Elemente  der 
ungestörten  Bahn  von  A,  beziehungsweise  B.  Aus  diesen 
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Elementen  können  durch  den  Übergang  auf  rechtwinklige 
Ekliptikalkoordinaten,  Addition  der  betreffenden  Störungen  und 
Übertragung  der  Koordinaten  auf  den  Äquator  Rektaszension 
und  Deklination  abgeleitet  werden.  Die  Erdnähe  der  Kometen 
im  Jahre  1846  bringt  eine  erhebliche  Unsicherheit  in  die  Resul- 
tate der  Rechnung,  indem  bei  Benützung  siebenstelliger  Tafeln 
die  Rektaszension  bis  zu  0?2,  vielleicht  sogar  etwas  mehr, 
fehlerhaft  sein  kann;  die  Unsicherheit  der  Deklinationsbestim- 
mung ist  merklich  kleiner. 

Eine  ausführlichere  Angabe  zusammengehöriger  Daten 
wird  später  gegeben  werden;  hier  beschränke  ich  mich  auf 
die  Angabe  der  Fehler  der  Darstellung,  welche  der  Ausgleichs- 
rechnung zur  Grundlage  dienten. 


i 


f  

Aa  cos  Z  A3 


iSL 

Aa  cos  5  ^ 


1845  Dez.  25-5  +  2-34  (+  7*64)»     1846  Jänn.  235    -0?38  +0T23 

1846  Jänn.  23-5  +  0-17  +0-88  Febr.  6-5  +0  95  +0-48 
Febr.  14-5  +  0-87  +  0"76  Febr.  18-5  +0'72  +  1-13 
März  2-5  -  I  II  -  0-70  März  2-5  0-00  0"00 
März  15-5  -1-40  4-0-49  Mi«  21'5  -0  08  +0  39 
März  28  5  —  0  01  -4-  1*74 

1852  Aug.  28  0  +32*64  —24*09 

Sept.  22-0  —  2-08  —  9-05 


1852  Sept  22-0    +2*13   +3  ^ 


Da  die  den  zwei  letzten  Örtern  von  Bi  eigenen  großen 
Abweichungen  durch  die  Ausgleichsrechnung  nur  mäßig  ver- 
mindert werden  können,  so  würden  sich  bei  Annahme  gleichen 
Gewichtes  die  Fehler  der  Darstellung  der  übrigen  Orter  zu 
sehr  erhöhen.  Ich  habe  dem  vorletzten  Orte  das  (mit  Rücksic 
auf  die  sehr  geringe  Genauigkeit  der  wenigen  in  ihm  vereinten 
Beobachtungen  wohl  noch  zu  große)  Gewicht  74,  dem  ,etzten 
Orte  das  Gewicht  gegeben;  den  Örtern  von  Bn  wurde 
gleiches  Gewicht  beigemessen. 


i  Diese  Abweichung  ist  bei  der  Verbesserung  der  Elemente  nicht  berück 
.sichtigt  worden;  siehe  Note  2  auf  p.  786. 
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Differentialquotienten  (Zählung  der  mittleren  Anomalie 
von  1844  September  14*0  an). 


cos  Ida  

:  dAf0 

1 

:  dp 

:  dv 

1 

:dit 

-■da 

:di 

-  -  - 

45  Dez.  25-5 

0- 1134 

2-5549 

0"4929 

9-84G7 

9"0249 

- — —  .— 
9"  1973 

4G  Jänn.  23-5 

0-2714 

2-8054 

0»528G 

9-6451 

8"9342 

8-9293 

Febr.  14- 5 

0-4898 

3-0810 

0"60G7 

9-3300 

8*6528 

9-3215 

März  2-5 

0  7982 

3-4492 

0"6352 

9- 1604 

7"9373 

8-9178 

»  15-5 

1-0590 

3  7484 

0*4415 

9-6395 

8*0779 

9*4825 

»  28-5 

11847 

3-8986 

9-9677 

0-0279 

8n8438 

9*8653 

52  Aug.  28-0 

0-7089 

4-1755 

9" 3796 

9  6374 

8-5342 

8*1126 

Sept.  22  0 

* 

0  0436 

4-1 136 

9-9595 

9-5979 

8-3897 

9»  1423 

46  Jänn.  23*5 

0-2723 

2 '8072 

0n5277 

9-6461 

8*9338 

8  9250 

Febr.  65 

0*3885 

2 • 9563 

0*5727 

9-4766 

8*7987 

9-2631 

»  18-5 

0-5544 

3- 1604 

0"6207 

9-2522 

8*5468 

9-3118 

März  2-5 

0-7963 

3-4473 

0"6338 

9-1636 

7"9425 

8  9208 

»  21-5 

1- 1368 

3-8389 

0"0827 

9-8497 

8" 52 21 

9*7188 

52  Sept.  22-0 

* 

0-6457 

4-1157 

9  9526 

9 • 5967 

8  4047 

9» 1357 

dl  

:  d\L 

:  d\k 

:  d'o 

:  d- 

:</& 

:  di 

45  Dez.  25-5 

9n7898 

2 "603 7 

9"9070 

9-  1125 

9-3775 

9 -63 10 

46  Jänn.  23-5 

0"4457 

3" 1757 

9"7S40 

9*2663 

9-4009 

9*4455 

Febr.  14*5 

0*8029 

3"5290 

0*0628 

9*7727 

9-3417 

0*0339 

März  2-5 

1"0033 

3"7343 

0"4045 

0"0290 

9-1358 

0"2486 

»  15-5 

1"0813 

3"819G 

0*0255 

0*1716 

8-3938 

0"3445 

»  28-5 

1«0208 

3«7682 

0*6997 

0*1969 

9*0108 

0"3671 

7s^    X  ii  fr     OQ  .  A 

3"7937 

OGlOo 

9"33t>0 

9- 14/4 

q  n  .".o  1 1 

O  "OV'l-i 

Sept.  22  0 

0«3618 

3"8299 

9"2623 

9 "3 190 

8-9590 

9*5453 

46  Jänn.  23 «5 

0»4425 

3» 1726 

9*7834 

9"2G17 

9-4002 

9"4412 

Febr.  6-5 

0"6779 

3"4035 

9"9i;u 

9"6153 

9-3787 

9"S775 

►  185 

0«8559 

3"5828 

0*1430 

9 "8391 

93111 

0*0959 

März  2-5 

0»999S 

3 "7309 

0*4004 

0"0254 

9-1365 

0*2470 

»  21-5 

1"0698 

3"8121 

0"6767 

0*1 976 

8"5310 

0"3633 

52  Sept.  22-0 

0*3652 

3"8334 

9*2357 

9"3211 

8-9G91 

9*5386 

Die  für  Bx  und  Bu  getrennt  durchgeführte  Bestimmung 
Größen,  welche,  zu  den  angenommenen  Elementen  hinzu- 
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gefügt,  die  Summe  der  Fehlerquadrate  zu  einem  Minimum 
machen,  ergab: 

für  B{  — 0T874    +0?001269    — 0J32ä    +1?875    — 6;077  -0!136 

»    Bn         +0-061    —0-000214    —0  040    +  1-35S    +3  343  -0-617 

Die   angenommenen  Variationen   waren  (in  derselben 
Reihenfolge) 

±  10  377  d=  0-023693  =F  1399  =F  1410  ±  3271  =F  1*466, 
wo  das  obere  Zeichen  für  Bu  das  untere  für  £ji  gilt.  Es  sind 
demnach  die  neuen  Variationen 

Cur        +  9-503    +0-024962    —1-724    +0*465   —2  806  — 1*602  III 
,  Bu  —10-316    —0  023907    +1-359    +2-768   +0*072   +0  849  IV 

Durch  Subtraktion  der  Zahlen  der  ersten  Reihe  von  denen 
der  zweiten  erhält  man  die  bei  Berechnung  von  £<>,  t]0,  ^  an 
Stelle  der  Variationen  II  zu  setzenden  Größen 
-19-819— 0-048869+3 -083  +  2 -303+2-878+2-451.  V. 

Die  erste  dieser  Variationen  bezieht  sich  auf  1844  Sep- 
tember 14-0.  Nachdem  4q,  i)0,  C  aus  den  Variationen  V  in 
angemessenen  Intervallen  berechnet  worden  sind,  wurde  eine 
provisorische  Berechnung  der  Störungen  ausgeführt  und  auf 
Grund  des  hiebei  erhaltenen  Resultates  der  Massenwert  log»'  = 
=  8*09830  angenommen.  Bei  der  Berechnung  der  Störungen, 
welche  diesem  m  entsprechen,  sind  die  Intervalle  stets  so 
gewählt  worden,  daß  die  Differenzen  der  störenden  Kräfte 
einen  leicht  zu  übersehenden  regelmäßigen  Gang  zeigen.  Hiezu 
war  es  notwendig,  das  im  allgemeinen  auf  40  Tage  fest- 
gesetzte Intervall  mehrmals  bedeutend  zu  kürzen,  und  zwar 
im  Jahre  184Ü  bis  auf  10  Tage,  im  Jahre  1852  (wegen  der 
Größe  und  raschen  Änderung  der  indirekten  Glieder)  bis  auf 
5  Tage  und  in  der  Nähe  der  Zeit  der  Teilung  der  Kometen  bis 
auf  ;yg  Tage.  Die  folgende  Tafel,  deren  Argumente  den  Tafeln 
der  wichtigsten  Bestimmungsstücke  der  mittleren  Bahn  ent- 
nommen sind,  gewährt  einen  Überblick  über  die  störenden 
Kräfte  und  die  relativen,  ungestörten  Koordinaten  der  Kometen. 
Diese  Größen  sind  in  Einheiten  der  achten  Dezimalstelle  aus- 
gedrückt; bei  der  Quadratur  ist  für  den  größten  Teil  der  Zeit- 
strecke noch  eine  weitere  Dezimalstelle  berücksichtigt  worden. 
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39466 
44292 
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April  11 
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Juni  30 
August  9 
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Dezember  7 
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Februar  25 
April  5 
Mai  15 
Juni  24 
August  3 
September  12 
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Die  Quadratur  der  störenden  Kräfte  ergab: 

4       ,       c      dl      H  £ 

dl  dt  dt 

43  Nov.  29-0  -4-1007-0  — 27J5'9  -4-1883'7  -4-143  06  —403*23  -4-161  "67 
43  Dez.    4-0  -4-1633-2  —4490-0  H-2350'4  -4-112  08  — 318-82  -4-113  43 

Die  £,  */],  C  sind  noch  für  Dezember  4  so  klein,  daß  die  von 
der  Sonne  abhängigen  Glieder  der  Störungsgleichungen  ver- 
nachlässigt werden  können.  Es  wird  also 

dt*  ~  f 

Aus  dieser  Gleichung  und  den  analog  gebildeten  Glei- 
chungen für  7]  und  C  ist  die  Bahn,  welche  Bu  um  B\  beschreibt, 
leicht  abzuleiten. 

Die  Geschwindigkeit  V  ist  durch  die  Gleichung  bestimmt 


<P2  — 
Setzt  man  ferner 


dt, 


\dl)  +  [dt)  ' 


so  sind  a,  b,  c  konstante  Größen. 

Zur  Berechnung  von  c  dient  auch  die  Gleichung 

c  = 

in  welcher 

Nach  Ersetzung  von  «P  durch  *  wird 

«  =  2ap-»p»-P*(2)' 
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Der  kleinste  Abstand  pj  der  Kometen  ist  daher  durch  die 
Gleichung  gegeben 

2apt — b[i\  =  c. 
Die  Zeit     für  welche  p  =  pp  folgt  aus 
.     (       a  ,'a2  —  bc  . 

t-K  =  -*_y-\!  -ST-  smy 

b  ~ 

a—bo 

COS  y   —    — ;zr-=T— ' 

\/a*  —  bc 

Die  Geschwindigkeit  ^  zur  Zeit  /,  ist  bestimmt  durch 

1  Pi 

Die  aus  obigen  Angaben  abgeleiteten  Werte  dieser  Größen 
unterscheiden  sich  nur  um  eine  Einheit  der  letzten  Dezimal- 
stelle; ich  habe  als  Mittel  angenommen 

Pj  =  86-22  —  OM778 
tx  —  1843  November  23*988 
Vx  —  293T7  =  50  73  m  in  der  Sekunde. 

Ein  Abstand  der  Kometenzentra  im  Betrage  von  0f18 
bedingt  jedenfalls  eine  partielle  Vereinigung  der  Kerne.  Von 
den  Vorgängen,  unter  welchen  die  Teilung  des  Kometen  s\ch 
vollzogen  hat,  wird  man  sich  schwerlich  ein  richtiges  Bild 
machen  können.  Es  wird  gewiß  längerer  Zeit  bedurft  haben, 
bis  die  getrennten  Massen  im  Wege  fortgesetzter  Umlage- 
rangen  die  Form  erhielten,  welche  sie  später  zeigten.  Ver- 
änderungen des  Baues  der  Kometen  könnten  zur  Folge  haben, 
daß  die  Verdichtungszentra,  insofern  sie  als  materielle  Punkte 
gelten,  deren  Massensumme  gleich  m  ist,  von  Punkten  aus- 
zugehen scheinen,  welche  um  einen  kleinen  Bruchteil  des 
Durchmessers  des  Kometenkernes  voneinander  abstehen. 

Es  liegen  nur  zwei  Bestimmungen  dieses  Durchmessers  J 
vor,  und  zwar  beide  aus  dem  Jahre  1805.  Schröter  (Lilien- 
thal) hat  als  Resultat  seiner  Messungen  (13 f.  Teleskop,  Ver- 
größerung 136)  angegeben:  Dezember  8'25,  ^  =  6r4.  Mala- 
vois  (Isle  de  France)  hat  sechs  Tage  später  den  Kometen  mit 


Digitized  by  Google 


Masse  des  Biela'.schen  Kometen. 


823 


einem  Fernrohre  von  1  Fuß  Brennweite  und  16facher  Ver- 
größerung beobachtet  und  dessen  Durchmesser1  auf  1'  ge- 
schätzt. Die  diesen  scheinbaren  Durchmessern  entsprechenden, 
der  Ephemeride  entnommenen  Entfernungen  A  des  Kometen 
sind  0  038  und  0  054;  es  ist  daher  der  auf  die  Einheit  der 
Entfernung  reduzierte  Durchmesser  d  nach  Schröter  0T24 
und  nach  Malavois  3r2.  Der  zweite  Wert  ist  nach  den 
Angaben  über  das  Aussehen  des  Kernes  in  den  späteren 
Erscheinungen  des  Kometen  offenbar  zu  groß,  der  erste  hin- 
gegen zu  klein.  Die  Erfahrung  lehrt,  daß  die  wahrgenommene 
Größe  der  Kometenkerne  wegen  der  nach  außen  hin  erfolgenden 
Lichtabnahme  wesentlich  von  dem  zur  Beobachtung  benützten 
Instrumente,  speziell  von  der  angewandten  Vergrößerung,  außer- 
dem von  der  Helligkeit  des  Gesichtsfeldes  und  der  Schärfe 
des  Auges  abhängt.  Ein  ähnliches  Abhängigkeitsverhältnis 
bekunden  aus  demselben  Grunde  auch  die  beobachteten  Dimen- 
sionen der  Nebelhülle.  Es  ist  daher  sehr  wahrscheinlich,  daß, 
falls  bedeutende  Abweichungen  von  den  Schätzungen  anderer 
Beobachter  zu  Tage  treten,  Hülle  und  Kern  zugleich  entweder 
über-  oder  unterschätzt  worden  sind. 

Über  den  Durchmesser  D  der  Hülle  des  Biela'schen 


Kometen  vor  seiner  Teilung  sind  folgende  Angaben  -.-  ge 


macht  worden: 

D 

A 

D 

X 

1S03  Dez.  2 

20' 

0-070 

1!4 

Huth,  kl.  Dollond 

8 

0  038 

02 

Schröter,  I5f.  Tel. 

14 

45 

0-054 

2-4 

Malavois,  1  f .  Tel. 

1S26  Marz  10 

2 

1  •  13 

2  * 

Schmidt 

April  1 

\> 

1-00 

2  • 

Gambart 

1*32  Sept.  23 

2V2-3 

0  75 

•)  ■ 

Berschel,  20 f.  Tel. 

Nov.  3 

4 

0-57 

23 

» 

Nov.  4 

5 

0  58 

2-9 

» 

'  Unter  diesem  Durchmesser  kann  im  Gegensatze  zu  den  un  gleicher  Stelle 
(Vierteljahrsschrift  der  Astron.  Gcsellsch.,  Bd.  15)  angegebenen  Durchmessern 
der  äußersten  Hülle  (45')  und  des  hellsten  Teiles  der  Mülle  (20'  bis  25' )  wohl  nur 
der  des  Kernes  gemeint  sein.  Siehe  Bahnbestimmung  des  Bielu'schen  Kometen 
1S0Ö,  diese  Sitzungsberichte,  Bd.  C1X,  Abt.  IIa,  Juli  1900.  O Ibers  schreibt  d.  d. 
8  Dezcmber  1805:  Komet  erschien  dem  bloßen  Auge  am  grüßten,  im  Achromat 
viel  kleiner,  wo  nur  ein  Teil  seines  Durchmesser-,  sichtbar  blieb. 
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D  dürfte  in  den  drei  Erscheinungen  des  Kometen  ungefähr 
gleich  groß  gewesen  sein  und  2  bis  3  Minuten  betragen  haben. 
Daß  Huth  den  Kometen  etwas  kleiner  gesehen  hat,  ist  durch 
die  Nähe  des  Mondes,  dessen  Scheibe  Dezember  61  voll 
belichtet  war,  leicht  begreiflich;  daß  Schröter  ihn  aber  so 
klein  gesehen  hat,  ist  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Beschaffen- 
heit seines  Fernrohres  und  die  große  Phase  des  Mondes  sehr 
auffallend. 

Seien  D0>  d0  die  Durchmesser  von  Hülle  und  Kern  zur 
Zeit  der  Teilung  des  Kometen;  für  DQ  kann  wohl  der  mittlere 
Wert  von  I)  gesetzt  werden.  Angenommen,  daß  auch  d  sich 
von  1805  bis  zur  Zeit  der  Teilung  nur  wenig  geändert  hat,  so 
wird  Schröter,  da  er  nur  V10  von  7)n  gemessen  hat,  auch  nur 
einen  Bruchteil  von  d0  gemessen  haben,  welcher  jedoch,  da 
das  Helligkeitsgefälle  im  Kerne  stärker  ist  als  in  der  Hülle, 
bedeutend  größer  sein  dürfte  als  V10;  nimmt  man  hiefür  an  8/10 
oder  7io>*so  wird  d0  ungefähr  gleich  1 ",  welcher  Betrag  nach 
den  Notizen  MauryV  über  das  Aussehen  der  Kerne  im  Jahre 

J 

1846  kaum  zu  groß  erscheint.  Malavois'  Schätzung  von  - 

kann  durch  das  dunkle  Band,  welches  den  Kern  durchzog, 
erhöht  worden  und,  da  auch  der  Positionsmessung  eine  volle 
Minute  als  Einheit  diente,  vielleicht  durch  Abrundung  auf  diese 
Einheit  entstanden  sein. 

Die  Bestimmung  von  pl  hat  ergeben  0r18;  für  d  =  1 
würde  pj  ungefähr  der  sechste  Teil  des  Kerndurchmessers 
sein  und  daher  die  Grenze,  welche  die  aus  den  Bewegungen 
der  durch  Spaltung  entstandenen  Kerne  abgeleitete  kürzeste 
Entfernung  derselben  erreichen  kann,  nicht  viel  überschreiten. 

Die  relative  Geschwindigkeit  V  nimmt  mit  der  Entfernung 
der  Kerne  sehr  rasch  ab;  man  erhält  hiefür  in  Sekundenmetern 


»  Washington     Jänner   IS:  Nuclci  decided  not  as  defmite  points,  but 

rather  as  though  scvcral  nuclci  vere  grou- 
ped  together  about  cach. 
Februar  4:  DccideJ  stellar  nucleus  to  cach  comet. 
Februar  12:  I  caught  glimpses  of  two  nuclci  in  B{- 
Neapel  (Peters)  Februar  19 :  Kern  von  7?[  scheint  in  mehrere  Teile  ge- 
teilt zu  sein. 
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2?0 
15-0 


10J0 
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Ist  d=.\\  so  wird  bei  der  Teilung  der  Abstand  der 
Mittelpunkte  der  neuen  Kerne  ungefähr  0J5  betragen.  Für 
«/,  =  m2  würde  dann  die  Bewegung  bezüglich  des  Schwer- 
punktes mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  von  15  m  in  der 
Sekunde  erfolgen. 

Die  Richtung  der  Kraft,  welche  den  Komponenten  des 
Kometen  die  neuen  Bahnen  angewiesen  hat,  ist  durch  die 
Achse  des  Kegelschnittes  bestimmt,  den  B{X  um  BY  beschreibt. 
Die  Winkel,  welche  diese  Richtung  mit  dem  Radiusvektor  des 
Kometen  für  1843  November  24*0,  mit  der  in  der  Bewegungs- 
richtung hiezu  senkrecht  verlaufenden  Geraden  und  mit  der 
nach  Norden  gezogenen  Normalen  zur  Bahnebene  einschließt, 
sind  12*3,  101*8,  86*5;  die  weitaus  größte  Komponente  der 
Kraft  fällt  daher  in  die  Richtung  Sonne  — Komet. 

Das  Resultat  der  Integration  der  Störungsgleichungen  2) 
und  3)  (Oskulation  1846  Februar  11-0)  mittels  Quadratur  ist 
für  die  Zeiten  der  letzten  Normalörter: 


1852 
Aug.  28 

Sept.  22 

Aug.  28 

Sept.  22 

• 

Aug.  28 

Sept.  22 

+  78667 

4-82097 

+•514 

+•32313 

K 

+-15S56 

+■13674 

u 

-  102 

+-  87 

V 

—2138 

—  332 

w 

+  1 

+-  4S 

"i 

-39385 

— 41005 

"i 

—  376 

—  16323 

—  7928 

—  6S13 

+39283 

+41092 

+  138 

+  15990 

+  7929 

+•  6S61 

Für  die  Zeiten  der  übrigen  Normalörter  sind  die  Störungen 
wieder  zu  vernachlässigen. 

Der  Zusammenhang  zwischen  den  gestörten  und  unge- 
störten Koordinaten  ist  gegeben  durch 

*  =  (*)+»;   y=z(y)+v;   z  =  (z)+w. 

Die  Elemente  zur  Berechnung  der  mit  Klammern  ver- 
sehenen Größen  werden  erhalten  durch  Summierung  der  Ele- 
mente  I,  der  Störungen  dieser  Elemente  durch  die  Planeten 

S'tzb  dermathcm.-naturw.  Kl.;  CXV.  lid.,  Abt.  IIa. 
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und  der  Variationen  III  oder  IV.  Zur  exakten  Berechnung  der 
Kometenörter  wäre  es  noch  nötig,  daß  dem  Unterschiede 
zwischen  den  durch  die  Planeten  verursachten  Störungen  von 
B\  und  B\\  Rechnung  getragen  werde.  Die  Fehler,  welche  aus 
der  Vernachlässigung  dieses  Unterschiedes  erwachsen,  sind 
aber  für  die  Örter  aus  dem  Jahre  1846  kaum  merklich  und 
auch  für  die  aus  dem  Jahre  1852  noch  klein  und  überdies 
von  solcher  Beschaffenheit,  daü  sie  durch  eine  geringfügige 


A  -  A<  -  Bi 


45  Dez.  25-5 

46  Jänner  23  5 

I'ebruar  14*5 

März  2  5 

t 

407  •  5 

496  •  5 

518-5 

534  5 

348°28'22r920 

352°40'20T04O 

356°  2' 11*856 

358°24'34*2'17 

A'.\f 

4  25  46-214 

4  27  29-267 

4  28  47- 142 

4  29  42-7'JS 

21 • 173 

21 -S97 

22-446 

22S45 

A> 

3:55418 

3 ' 55 169 

3-52SI l 

3*49709 

27 '51 ? 050 

27  5 1 ■ 3 i 9 

27 "53*690 

27' 50* 509 

A'- 

—  66  53-286 

—  66  52-488 

-  66  50  398 

_  66  47-CS7 

AT* 

—  151  46-188 

—  151  46-494 

—  151  47-546 

—  151  49-527 

A7 

—  38  22-810 

—  38  22-624 

—  38  22-970 

—  38  23-19S 

M 

352°54' 30-307 

357° 14* 17-204 

0°31 '2 1*444 

2°54' 39*840 

lL 

537-4799 

537 r 4774 

537*4538 

537*4228 

? 

49°  10'  4M 2 

49° 10'  4 '45 

49° 10'  6*76 

49°  10'  9*5S 

- 

108  49  27 • SO 

108  49  2S-66 

10S  49  30-75 

108  49  33-16 

oto 

245  40  1445 

245  40  14- 14 

245  40  13-09 

245  40  1 1  •  1! 

12  34  55 -SO 

12  34  55  99 

12  34  55  65 

12  34  53-42 

(-v) 

0  7971557 

0- 1701959 

-  -  0-3429575 

— 0-6735643 

(y) 

0 -798*559 

0-8891672 

0-7740927 

0-5S1944* 

o-oyst;t>59 

-  0-04714S9 

—  0- 1409312 

__0-  I0090i.'»3 

a 

346°49'  0-38 

0°28'13?70 

28°23'  3*95 

50°42'50T67 

>. 

-K>  34  10-99 

-1  17  56  62 

-4  30  46-66 

_8  58    1  35 

Aa  cos  o 

-0-03 

—  1-34 

-T-0-27 

—0-78 

A3 

-4-8-62 

-4-2-01 

-4-1-45 

-0-85 
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Änderung  von  m  fast  vollständig  ausgeglichen  werden  können. 
Die  Darstellung  der  Normalörter  ist  aus  folgenden  Tafeln 
ersichtlich,  in  welchen  die  Störungen  der  mittleren  Elemente 
mit  A',  die  Variationen  mit  5  bezeichnet  sind;  von  letzteren 
Größen  sind  nur  jene  angeführt,  welche  zur  Berechnung  von  M 
dienen. 

Die  Schiefe  der  Ekliptik  ist  nach  Leverrier  angenommen 
worden:  23°  27' 41 f 35. 


Märv  1  ^  •  ^ 
iVlitrZ  15  Q 

Marz  28-5 

52  August  28-0 

52  Sept.  22-0 

547-5 

560-5 

2905-0 

2930'0 

0°20' 14*976 

2° 15 '55' 686 

349°58'  5*886 

353°40'33?404 

4  30  26-852 

4  31  10-279 

6    6  7-306 

6    6  59-979 

23-170 

23-494 

1  22018 

1  22-642 

3*46513 

3*43671 

2? 10687 

2* 11053 

27' 59*240 

28'  1*417 

23'57?689 

23'57?316 

-  66  44-540 

—  66  40-780 

—  66  28-834 

—  66  28-977 

-151  51-781 

—  151  53-999 

—  159  48-452 

—  159  48-494 

—  38  23-258 

—  38  23-187 

—  39  58-267 

—  39  58-300 

4°5T  4*998 

6°47'29*459 

356°  5 '35* 2 10 

359°48' 58*025 

537 ■ 3908 

537*3624 

536*0325 

536*0362 

49°I0* 12-31 

49°10' 14*49 

49°    6' 10- 76 

49°  6' 10*39 

108  49  36-61 

108  49  40-37 

108  49  52-32 

108  49  52-17 

2«  40  8-86 

245  40  0-64 

245  32  12-19 

245  32  12-14 

12  34  55-36 

12  34  55-43 

12  33  20-35 

12  33  2032 

-0-8981603 

—  1  0763194 

0-34563S4 

 0*2365221 

03812401 

0- 1609202 

0-8919301 

0-8184430 

-0-2177202 

—0-2336924 

—  0-0121931 

—0-1234312 

"ä°15'57J22 

103°2ri8T58 

115°14'15*98 

146°54,57:42 

~!2  53  35-18 

—  14  33  34-90 

+20  54  30-81 

-+■  8  17  32-30 

-0  06 

+  1-34 

-4-18-79 

—  13  60 

-0-41 

H-0-36 

—  16-34 

—  2-73 

55* 


828 


J.  v.  HcpperKer, 


1 

© 

i  - 

— 

t  - 

Ö 

|  ^    JQ    (J.J  t>» 

©  o 

© 

©     '  .c 

• 

— 

CO 

CO 

~- 

T 

CO 

^*  o  r^" 

PI 

PI  iO  "C  "T 

•  • 

CO  » 

»  - 

%  ■! 

CV 

O  co 

tO  t 

X 

X 

CO 

*  * 

t"^-  CO        »O  0-1 

i.O  [ 

X  CS  PI  CO 

co 

^  J 

PI 

m 

3C        iiO  0) 

Os  © 

PI 

©  PI 

o  - 

PI  PI 

P  J 

<-!, 

CO  © 

-  — 

—  n  co  »  'Os 
m  co  «n  co 

»•        i*^  Ol  r*^ 

PI  X 

_ 

cj 

©  -r 

-t 

in      "f  co  po 

PI  CO 

KT, 

PI  0 

pi 

O 

co  o 

©  © 

0 

PI 

'S 

CO 

C3 

in  es  co  in  pi 

CO  X 

iiO 

t  O  T  -- 

I 

«T 

m 

CO 

1 

1 

00 

—  pi 

-+  +  + 

~  i 

tot* 

X 

~- 

Cs 

P  I  t~  CO 

iC  C!  *f  W 

•n  '0 

er  co  -r  pi 

m 

p-* 

*- 

o 

ro 

X 

iC 

pi 

t  - 

>n  cö  CO  aC 

©  ©  r-  co 

CO 

© 

_^ 

m  x 

- - 

CO  O 

:  i 

p  1 

CO 

i  -  ic  ö  o  r- 

■  o  t 

PI 

f  0  0  3 

•  CO 

-T 

Ol 

© 

-T 

pi 

P  J  n0 

-f  PI 

© 

i.o 

CO  - 

i.O  - 

CO  " 

X  X 

PI 

in  eo 

r 

T  ^  CO 

CO 

■  ■    Ä  ^1 

©  PI 

^-  i.O 

iO  — 

TO 

••  pi  co  in  co 

*f 

[  — •  "7»  PO 

>.o 

o 

PO 

O 

CO  o 

©  © 

© 

0 

— 

«O 

i.O  05  CO  lO  PI 

X  CO 

i 

i 

! 

^J.    O    -4.  _ 

—  M 

1 

i 

X  — 

!    1  T 

l  - 

> 

© 

i  - 

[  - 

;  i 

© 

X 

?  1 

CO  t»  OS 

x  in 

X 

CO      —  o> 

PI 

!  - 

»0 

CO      ov  oo 

—  CO 

CO 

PI  iO  —  1- 

Cs  •• 

o>  ••  • 

1. 

LO  T 

] 

CO 

O  CO 

r  - 

- 

CO 

ro  ri  in  n  n 

CO  PI  o  o 

PI 

L.  ^ 

Ol 

* 

— 

PI 

—  CO  —  in 

CO  - 

CO  CO  © 

x  © 

—  CO 

N 
1  - 

CO  -* 

© 

-r 

-  - 

cö 

X 
CO 

»•   O  O  O  "f 

-  -r  t  cc 

CO  i.O 

"x  © 
co  in 

:3 

13  PJ  PI 

•  ■  pi 

»n 

-  • 

• 

o 

CO 

o 

CO  0 

©  c  © 

0 

x  -* 

pi 

UO  C)  X  i-O  PI 

C  X 

•  o 

o  -r  — 

: 

l 

co 

t 

1 

1 

>—  pi 

CS 

1.0 

» 

. 

co  co  X  r» 

\  n 

Pi 

— 

PO 

% 

CO 

CS  CO  t^-  CO  X  t  — 

T 

x 

-■ 

o 

t  <o  in  o  i  -  c 

X 

in  t  ©  - 

x 

»• 

in  t  - 

Ol 

-r  -r 

:  - 

CO 

II  J 

x  o  co  in  co 

CO  © 

X 
X 

».   •   •  ■ 

1.0  T  ©  O 

•  -t 

Ol 

—  «n 

Tr 

T 

pi 

C  1 

os     co  ^  o 

©  t 

"T 

—  CO 

pi  - 

pi  - 

PI  CO 

i.O 

pi 

— 

er 

CO 

•  "  O  O  ©  T 

-r  r  - 

i.O  PI 

E 

ifl  CO 

'- 

CO 

t-  —  rr  T  co 

—  PJ 

o 

eo> 

— 

o 

CO  o 

©  © 

© 

0 

o 

1(5  5  30  PJ 

t 

CO  i  O 

1 

1  " 

! 

1 

t  o  -r  — 

—  pj 

1 

O 

- 

CO 

_ 

<  c 

CO 

O:  O  -V 

©  CO 

© 

X  05  —  ^ 

© 

, . 

r". 

CO 

o 

i»  —  m  pi 

CO  CO  05  T 

■ 

X 

**  1 

o  * 

P)  pi 

r  01 

•  ■ 

CO  X  M  CO  X 

PO' 

1  - 

D 

Vi  co  i  c 

Ol 

C  >.z  O  -r  pi 

in 

—        CO  —  i.O 

«~  X 

*«* 

o  - 

30 

CO  - 

m  i  ~  co  ~  x 

X 

*r  - 

■■  ©  oi  © 

iO  CO 
•■^  CO 

O  i  -O 
CO  '0 

in  i  " 

:  i 

»     PJ  CO  i.O  CO 

1-  -  T  t  CC 

0 

CO 

•— 

o 

PO  o 

©  c  © 

n 

u 
U, 

-t 

— 

35  i.C  *  CC  in  PI 

1 

05  PI 

1  * 

CO 

i 

1 

; 

1 

.n 

P0 

-r  C  — 

—  p> 

1 

"  !  -  1 

>o 

o 

os 

•r 

C5  ©  —  CT 

r 

X 

t  - 

■-- 

r. 

PI 

PI 

CO  CO  PI  ~+ 

CO'  — 

:  i 

CO  T  -f  CO 

in  oc  ©  -r  co  co 

rs  i-  -o  •- 

pi 

©•  •  - 

• 

■ 

• 

B  • 

i0  •*     •     •  • 

CO  l- 

co 

in  ©  C  O 

m  co 

PI 

Pi  co  pi 

n  c  i-  53 

—  PI 

1  - 

•  p  i 

7 1 

PJ 

—  "0  1.0   T  PI 

■OT1 

PI       PO  —  .0  PI  c. 

i.O  i.O 

CO  ~ 

i  0  - 

T  - 

r 

-r 

r.  co 

!  - 

•lO  -3 

CO 

oc 

••  o  a  o  t 

—  X 

© 

©  >"• 

-r  -r 

:  i 

•  •  PI 

co  in 

CO 

n  -  t  -t  « 

pi  — 

o 

CO 

o 

CO  o 

©  © 

© 

0 

p) 

-~ 

i.O  ©  <CC  i.O  PJ 

©  - 

i 

-r 

I 

: 

1 

PO 

—  PI 

i 1  1 

— f 

i 

+ 

>  rL  t*-  u  - 

>-  <( 

■fi 

•-. 

< 

Digitized  by  Google 


Masse  des  Biela'schen  Kometen. 


S29 


Die  Örter  von  Bu  werden  durch  die  Rechnung  gut  dar- 
gestellt, da  die  relativ  großen  Abweichungen  des  letzten  Ortes 
nach  Ausscheidung  der  weniger  verläßlichen  Berliner  Beob- 
achtungen1 sich  auf  |  ^  J  reduzieren. 

Die  Verbesserung  der  Darstellung  durch  die  Ausgleichs- 
rechnung,  welche  für  B\\  nur  durch  eine  geringfügige  Ver- 
kleinerung der  Fehlerquadratsumme  wahrnehmbar  ist,  kommt 
bezüglich  B{  nur  dem  vorletzten  Orte  zu  gute.  Die  ersten  drei 
Deklinationen  weisen  hingegen  in  der  neuen  Darstellung  merk- 
lich größere  Abweichungen  auf;  es  dürfte  deshalb  die  Beteilung 
des  vorletzten  Ortes  mit  einem  noch  kleineren  Gewichte  vor- 
teilhafter gewesen  sein.  Wenn  man  aber  bedenkt,  daß  die  erste 
Deklination  einen  bedeutenden  Fehler  (siehe  p.  786)  erwarten 
läßt  und  daß  die  mittleren  Fehler  der  Örter  aus  den  Jahren 
1845/1846  ungefähr  1'  oder  etwas  mehr  betragen,  so  wird 
man  die  Darstellung  dieser  Örter  durch  die  Rechnung  noch 
als  befriedigend  ansehen  können. 

Die  Örter  aus  dem  Jahre  1852  zeigen  große  Abweichungen; 
der  erste  hievon  (August  28),  welcher  sich  ausschließlich  auf 
Secchi's  Beobachtungen  gründet,  ist  allerdings  sehr  unsicher 
bestimmt.  Die  Vergleichung  der  Beobachtungen  mit  der  Ephe- 
meride hatte  nämlich  ergeben: 


Ii 

A3 

August 

25- (3 

-+-13r2 

-4-  ß'7  -» 

» 

25-6 

—  3-4 

—  14-4 

» 

27-6 

-+-13 'S 

—32-0  3 

» 

28-6 

—  11 

-4-12-0 

» 

32  •  0 

-r-  0-3 

-  9  3 

1  Siehe  (b)  1338,  1353,  wo  ich  diese  Beobachtungen  reduziert  und 
Kreits  die  Vermutung  ausgedruckt  habe,  d  ui  ihre  Einbeziehung  hatte  tmter- 
Meibon  sollen.  Der  aus  den  drei  letzten  IV.kowner  Beobachtungen  abgeleitete 
stimmt  mit  dem  berechneten  noch  besser  überein,  nutnlich  bis  auf 
/  +  0r78 
l-t-ü'07  ' 

1  August  25 -0,  erste  Beobachtung:  :n-chd:iend  zentrale  Bedeckung  des 
Wleichssternes  durch  den  Kometen. 

3  August  27-6;  die  Lage  des  Vergleichssternes  war  für  die  Dcklinations- 
-estimmung  nicht  günstig;  die  Beobachtung  ist  nicht  verwendet  worden. 
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Von  den  Deklinationen  sind  mehrere  offenbar  mit  großen 
Fehlern  behaftet;  daß  die  Fehler  der  Rektaszensionen  sich 
viel  weniger  bemerkbar  machen,  ist,  wenn  die  Beobachtungen 
(Kreismikrometer)  gut  reduziert  worden  sind,  wahrscheinlich 
nur  ein  Zufall.  Trotz  der  geringen  Genauigkeit  der  Messungen 
wird  man  nicht  annehmen  dürfen,  daß  alle  Rektaszensionen 
zu  groß,  alle  Deklinationen  zu  klein  gefunden  worden  sind, 
was  zutreffen  würde,  wenn  der  berechnete  Ort  fehlerfrei  wäre, 
indem  die  Koordinate,  welche  die  geringste  Abweichung  zeigt, 
nämlich  die  Deklination  der  Beobachtung  von  August  28  6, 
noch  um  2'  bis  3'  kleiner  ist,  als  sie  nach  der  Rechnung  sein 
sollte.  Es  ist  sehr  wahrscheinlich,  daß  die  Bahn,  welche  B\  im 
Jahre  1852  beschrieben  hat,  durch  die  über  die  Bewegung 
dieses  Kometen  gemachten  Annahmen  nicht  mit  ausreichender 
Genauigkeit  dargestellt  wird,  da  auch  die  Rektaszension  des 
letzten  Ortes  eine  bedeutende  Abweichung  aufweist,  die  zum 
Teile  der  Rechnung  zur  Last  gelegt  werden  muß.  Unter  den 
fünf  Rektaszensionen,  welche  zur  Bildung  dieses  Ortes  hätten 
herangezogen  werden  können,  befindet  sich  nämlich  nur  eine 
in  Cambridge  beobachtete,  aber  wegen  des  Vermerks  »zweifel- 
haft« ausgeschlossene  Rektaszension,  die  etwas  größer  ist  als 
die  berechnete. 

Die  Größen,  durch  deren  Änderung  die  Koordinaten  des 
letzten  Ortes  am  meisten  beeinflußt  werden,  sind  M,  ja,  *»;  setz* 
man  cos  3  Ja  =  ad.\f+bd[i.+cdm  und  bezeichnet  die  in  äo 
auftretenden  Koeffizienten  mit  a',  f,  c',  so  ist 


und  ungefähr  =  —2;  diesem  Verhältnis  entspricht  auch  der 
Hauptsache  nach  die  Veränderung  der  Darstellung  des  letzten 
Ortes  zufolge  der  Ausgleichsrechnung.  Eine  Verbesserung  der 
Darstellung  ist  überhaupt  nur  in  bescheidenem  Ausmaße  mög- 
lich und  wegen  des  entgegengesetzten  Vorzeichens  der  Rekt- 
aszensionsabweichungen  nicht  ohne  Vergrößerung  des  Fehlers 
des  vorletzten  Ortes  durchführbar. 


Es  wird  daher 


cos  5  di 


von  den  Variablen  fast  unabhängig 
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Es  ist  bereits  hervorgehoben  worden,  daß  der  Fehler  der 
Deklinationsdifferenz  der  letzten  Örter  von  B{  und  Bn  bei 
guter  Darstellung  der  RektaszensionsdirTerenz  von  10*  auf  15' 
steigt,  wenn  die  Störung  Aa6  cos  8  von  — 600'  auf  — 900' 
sich  erhöht,  und  daß  wahrscheinlich  für  eine  Störung,  die  nicht 
viel  größer  ist  als  die  erste  Zahl,  Variationen  der  Elemente 
angenommen  werden  können,  welche  ein  Zusammentreffen 
der  Kerne  ergaben.  Es  würde  dann  auch  eine  Verbesserung 
der  Darstellung  der  letzten  Örter  eintreten,  welche  aber  bezüg- 
lich B\  keinesfalls  so  weit  geht,  um  eine  befriedigende  Überein- 
stimmung zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  herbeizu- 
führen. Ohne  Annahme  einer  neuen,  wenn  auch  kleinen  Störung 
der  Bewegung  von  Bi  läßt  sich  dieses  Ziel  kaum  erreichen  und 
es  liegt  wohl  am  nächsten,  die  Störung  Kräften  zuzuschreiben, 
deren  Wirken  die  Absonderung  kleiner  Massenkomplexe  zur 
Folge  hatte.  Beobachtungen  Maury's1  deuten  an,  daß  sich 
bereits  im  Jahre  1846  Nebelchen  von  Bx  losgelöst  hatten,  und 
machen  es  daher  um  so  wahrscheinlicher,  daß  in  dem  Zeit- 
räume 1846  bis  1852  ähnliche  Vorgänge  stattgefunden  haben 
werden.  Für  die  Annahme  eines  Verlustes  an  Masse,  der  ja 
nicht  groß  gewesen  zu  sein  braucht,  scheint  auch  der  Umstand 
zu  sprechen,  daß  im  Laufe  der  Schwankungen,  welche  die 
Helligkeit  beider  Kometen  in  jeder  Erscheinung  aufwies,  B{  im 
Jahre  1852  von  Bn  an  Helligkeit  kräftiger  überholt  wurde  als 
im  Jahre  1846. 

Die  Masse  des  Biela'schen  Kometen  ließe  sich  aus  den 
von  ihr  verursachten  Störungen  bis  auf  ungefähr  1%  genau 
bestimmen,  wenn  man  annehmen  könnte,  daß  außer  diesen  nur 
»och  die  planetarischen  Störungen  die  elliptische  Bewegung 
von  B\  und  5n  beeinflußt  haben.  Da  diese  Annahme  jedoch 
nicht  in  aller  Strenge  aufrecht  zu  erhalten  ist,  wird  auch  die 
Genauigkeit  der  Massenbestimmung  wesentlich  geringer  sein. 
Für  Ao,  cos  8  =  —600'  ist  gefunden  worden  log  m  —  8-038, 
während  für  Aa6  cos  8  =  —900'  aus  der  letzten  Rechnung 


1  Washington,  März  14:  An  appearance  of  cometary  fragments  about  /fj  ; 
foere  seem  to  bc  three  more  distinctly  marked,  than  on  any  previous  night. 
M*ra  17:  No  appearance  of  fragments  about  Uv 
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sich  ergeben  hat  log  m  —  8*008.  Wenn  nun  auch  durch  einen 
zwischen  diesen  Grenzen  liegenden  Massenwert  wahrschein- 
lich ein  etwas  günstigeres  Resultat  gewonnen  weiden  könnte, 
so  scheint  doch  mit  Rücksicht  auf  das  früher  Gesagte  der 
erhoffte  Gewinn  in  keinem  Verhältnisse  zur  Mühe  zu  stehen, 
welche  die  Ausführung  der  auf  die  Bestimmung  des  wahr- 
scheinlichsten Wertes  von  m  abzielenden  Rechnungen  ver- 
ursachen würde. 

Als  Resultat  der  bisherigen  Untersuchungen,  an  welchen 
die  folgenden  Zusätze  nichts  mehr  zu  ändern  vermögen,  dürfte 
gelten,  daß 

log  m  —  8'10  —  20 

einen  Näherungswert  der  Masse  des  Biela'schen  Kometen  dar- 
stellt, der  eher  zu  groß  als  zu  klein  ist.  Diesem  Näherungs- 
wert entspricht 

Masse  der  Erde 


Masse  des  Kometen 


=  24 


Abhängigkeit   der  Störungen  von  dem  Verhältnisse  der 

Massen. 

Die  Störungen  der  Koordinaten,  welche  unter  der  Annahme 
»/,  =  m2  berechnet  worden  sind,  erfahren  eine  Änderung,  wenn 

bei  konstanter  Summe  der  Massen  das  Verhältnis  -  -  von  der 

Einheit  verschieden  ist.  Diese  Änderung  ist  aber  selbst  bei 
großer  Verschiedenheit  der  Massen  noch  so  gering,  daß  ihr 
Einfluß  auf  das  Resultat  der  Bahnbestimmung  vernachlässigt 
werden  kann.  Die  in  den  Gleichungen  2)  unterdrückten,  von 

V,  V,  W  und  daher  auch  von        abhängigen  Glieder  sind  am 

größten,  wenn  eine  der  Massen  verschwindet.  Für  *»2  =  0 
drücken  die  Gleichungen  4)  in  erster  Annäherung  die  Fehler 
der  Gleichungen  2)  aus.  Durch  Quadratur  der  Gleichungen  4) 
erhält  man  (in  Einheiten  der  siebenten  Dezimalstelle) 

1852  September  22"0:  Ao;  —  +172;  Aort  =  — 00;  A5C  =  +44 

und  daraus  als  Änderung  der  Rektaszension  und  Deklina- 
tion: —  0M0  und  +0"4ü.  Es  ist  daher  die  Darstellung  der 
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Rektaszensions-  und  Deklinationsdifferenz  der  Orter  für  Sep- 
tember 22-0  von        innerhalb  der  diesem  Verhältnisse  bei- 

zumessenden  Grenzen  so  gut  wie  unabhängig.  Aber  auch  die 
getrennte  Darstellung  der  Örter  von  Bx  und  Bu  wird  hiedurch 
nur  äußerst  wenig  beeinflußt,  wie  eine  mit  der  Annahme 
i»,  =  2  mt  durchgeführte  Rechnung  nach  den  Gleichungen  1) 
zeigte. 

Eine  kleine  Änderung  könnte  auch  dadurch  eintreten,  daß 
die  Sicherheit  der  Bestimmung  von  ^  t;0,  C0  aus  den  Varia- 
tionen der  Elemente  um  so  mehr  vermindert  wird,  je  größer 
der  Unterschied  der  Massen  ist,  weil  die  mittlere  Bahn  von 
der  Mittellinie  mit  Bezug  auf  die  ungestörten  Bahnen  von  Bx 
und  Ba  dann  um  so  stärker  abweicht.  Doch  dürfte  dieser 
Umstand  von  keiner  besonderen  Bedeutung  sein,  da  ^,  ri0,  C0 
nur  zur  Berechnung  der  Störungen  verwendet  werden  und  der 
Einfluß  einer  Änderung  dieser  Größen  auf  die  störenden  Kräfte 
um  so  geringer  ist,  je  kleiner  die  störenden  Kräfte  sind.  Zur 
Zeit,  wo  diese  groß  sind,  ist  sowohl  «0  als  auch  7)0  und 
relativ  klein  und  daher  die  Bestimmung  dieser  Größen  nur  mit 
geringer  Unsicherheit  behaftet. 

Differenz  der  Störungen  von  Bu  und  B,  durch  die  Planeten. 

Zu  genäherten  Werten  für  die  durch  mehrere  Planeten 
bewirkten  Störungen  5'C  der  Koordinatendifferenzen 

*» Tj,  £  gelangt  man  durch  Quadratur  der  Gleichungen: 

=  zuA^M .  _  {]+  Hi  _  .** 

dz-  [       rji>  o'- 1       r*  rJ 

dz-  |        f/:.  r:.  y;i 

-  -;,/  [—  ryü         -  ~7--  -  ri  ' 

in  welchen  w',  *',y,g/  die  Masse  und  die  heliozentrischen 
Wiptikalkoordinaten  eines  einzelnen  Planeten,  x,y,z  die  Koordi- 
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naten  des  fingierten  Kometen  in  der  mittleren  Bahn  bedeuten 
und  zur  Abkürzung  gesetzt  worden  ist 

dx  -  kdt 

Q>  =  {x'—x)i  +  (y'—y)ii  +  &-zY« 

4  -  xl'i+yh\+z%% 
r-  —  x2+y°-+z2 

Die  von  Venus,  Erde,  Mars  ausgeübten  Störungen  sind 
für  jeden  dieser  Planeten  nur  während  kurzer  Zeit  von  Belang 
gewesen  und  konnten  außerhalb  der  Zeitstrecke  1845  Sep- 
tember 9  bis  1S46  Mai  7  unberücksichtigt  bleiben;  die  Störungen 
durch  Jupiter  und  Saturn  sind  von  Oktober  1343  bis  Oktober 
1852  berechnet  worden.  Die  gesamten,  auf  die  Oskulations- 
epoche  1840  Februar  11  bezogenen  Störungen  sind  im  Jahre 
1840  unmerklich  und  in  den  letzten  Monaten  des  Jahres  1843 
noch  so  klein,  daß  hiedurch  die  über  die  relative  Lage  und 
Bewegung  des  Kometen  zur  Zeit  ihrer  größten  Nähe  in  dieser 
Abhandlung  gemachten  Angaben  fast  gar  nicht  beeinflußt 
werden.  Im  Jahre  1852  dagegen  erreichen  die  Störungen 
bereits  ansehnliche  Beträge,  nämlich 

10".  i'i       107.  8'yj      loM'C     cos  s.s«  n 

August       28    —350         -h  27         —73  -M?20 

September  22    —355         —110         —61         H-3'57  -l"88 

Diese  Werte  drücken  den  Unterschied  der  Störungen  von 
Bi  und  Bn  im  Sinne  Bu—Bi  aus.  Die  Störungen  der  polaren 
Koordinaten  stehen  unter  sich  nahezu  in  demselben  Verhalt- 
nisse wie  die  von  m  abhängigen  Störungen  und  können  daher 
durch  eine  geringe  Änderung  von  log  m  fast  vollständig  kom- 
pensiert werden.  Für  d  log  m  =  +0*00172  z.  B.  erhielte  man 

August       28   — 3?90  -+-1?57 

September  22  .    —  3 -57  -J-1'82 
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Die  Normalörter  der  Kometen  würden  sormch  durch  eine 
neue  Ausgleichsrechnung  nicht  besser  dargestellt  werden 
können. 

Beziehung  zwischen  Masse  und  Helligkeit  der  Kometen. 

Bedeckungen  von  Sternen  durch  Kometen  sind  schon 
häufig  beobachtet  worden,  ohne  daß  es  je  gelungen  wäre,  eine 
Verminderung  der  Helligkeit  der  Sterne  während  des  Vorüber- 
ganges eines  Kometen  direkt  nachzuweisen.1  Beobachtungen 
dieser  Art  sind  auch  an  dem  Biela'schen  Kometen  mehrmals 
gemacht  worden.  Am  3.  April  1772  hielt  Messier,  wie  eine 
spätere  Beobachtung  gezeigt  hat,  einen  kleinen  Fixstern  für 
den  Kern  des  Kometen.  Am  24.  März  1846  wurde  in  Wien 
(6"- Fernrohr)  und  am  15.  August  1852  in  Rom  je  eine  zentrale 
Deckung  eines  Sternes  11»  beziehungsweise  9ra  durch  den 
Kometen  BY  beobachtet;  eine  geringe  Schwächung  des  Lichtes 
hatte  genügt,  um  den  Stern  11»  unsichtbar  zu  machen. 

Der  fast  ungehinderte  Durchtritt  des  Lichtes  durch  Hülle 
und  Kern  der  Kometen  und  die  verwandtschaftlichen  Bezie- 
hungen, welche  zwischen  Kometen  und  Meteorströmen  im  all- 
gemeinen zu  bestehen  scheinen,  berechtigen  zur  Annahme, 
daß  die  Kometen  aus  Körpern  zusammengesetzt  sind,  die  im 
ergleiche  zu  ihren  mittleren  gegenseitigen  Entfernungen 
selbst  an  Stellen  größter  Dichte  außerordentlich  kleine  Dimen- 
sionen besetzen,  so  daß,  wenn  wir  uns  durch  einen  Kometen 
die  Mantelfläche  eines  Zylinders  gelegt  denken,  die  vereinten 
Querschnitte  aller  von  ihr  umhüllten  Körper  nur  einen  sehr 
geringen  Bruchteil  des  Querschnittes  des  Zylinders  ausmachen 
wurde.  Das  Licht  der  Sonne  wird  daher  fast  alle  diskreten 
euchen  der  Kometen  treffen  und  für  irgend  einen  Standpunkt 
eine  Bedeckung  von  Teilchen  durch  andere  Teilchen  relativ 

sehen  k'BCSSel  WÜhrcnd  der  Bjdcckung  eines  Sternes  durch  den  Halley- 
bedeckt     Cten  ^  1835  am  Heliometer  kcil,c  Änderung  der  Lage  des 

(AstT  N  "  mU  ?CZllg  Cin°n  a,,dern  nic,n  Gedeckten  Sterr.  erkennen  können 
I'ositu  ad'r  Nr  301^'  W'  Mc-Vcr  hmSL'i>en  hat  aus  seinen  Messungen  von 
eine  ^bl  ^  C'nCS  dmcn  dcn  Kometen  I S8 !  III  bedeckten  Sternes 

247i)CnkUnS         ÜChteS  durch  dcn  Kometen  konstatiert  (Astr.  Nachr. 
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selten  vorkommen.  Infolgedessen  ist  auch  die  Helligkeit  eines 
Kometen  nahe  gleich  der  Summe  der  Helligkeiten  aller  den 
Kometen  bildenden  und  als  sichtbar  gedachten  Teilchen.  Durch 
Verdoppelung  oder  allgemeiner  durch  gleiche  Vervielfältigung 
jedes   dieser  Teilchen  würde   demnach  die  Helligkeit  des 
Kometen  in  nahezu  demselben  Verhältnisse  gesteigert  werden 
wie  die  Masse,  so  daß  die  Helligkeit  der  Kometen  als  Grund- 
lage zur  Bestimmung  ihrer  Massen  dienen  könnte,  wenn  die 
Kometen  aus  gleichen  Körpern  oder  gleichen  Systemen  von 
Körpern  aufgebaut  wären  und  die  Intensität  ihres  eigenen 
Lichtes  zu  der  des  reflektierten  Lichtes  in  einem  konstanten 
Verhältnisse  stünde.  Die  mittlere  Größe  des  Kernes  dürfte, 
sofern  die  Beobachtungen  der  Sternschnuppenfalle  zu  all- 
gemeinen Folgerungen  berechtigen,  von  Komet  zu  Komet  nicht 
allzusehr  variieren;  die  in  den  Kometen  enthaltenen  Sub- 
stanzen scheinen  aber  nicht  immer  dieselben  zu  sein  oder 
doch   verschiedene  Mischungsverhältnisse   aufzuweisen,  da, 
wenn  auch  die  Spektra  der  Kometen  nur  einen  Typus  offen- 
baren, die  Schweife  der  Kometen  verschiedene  Typen  erkennen 
lassen. 

Das  Eigenlicht  der  Kometen  wird  durch  die  Einwirkung 
der  Sonne  erregt;  seine  Intensität  kann  daher  anfänglich  der 
Intensität  der  Sonnenstrahlung  und  bei  gleicher  physischer 
Beschaffenheit  der  Kometen  auch  der  Intensität  des  reflek- 
tierten Lichtes  proportioniert  angenommen  werden.'  Bezeichnen 
r  und  A  die  Entfernungen  eines  Kometen  von  Sonne  und  Erde, 
h  die  Lichtmenge,  welche  der  Beobachter  von  ihm  erhält,  //die 
in  Größenklassen  ausgedrückte  Helligkeit  /;,  so  wären,  insofern 
es  sich  nur  um  reflektiertes  Licht  handelte,  bei  Vernachlässi- 
gung des  Einflusses  des  Phasenwinkels  die  auf  die  Einheit  der 
Entfernung  reduzierten  Größen  //,  und  H,  konstant  und  durch 
die  Gleichungen  gegeben: 

l!l  -  /ir-'A*;  Ht  -  //+2-5log---  =  K--5log(>A). 

K 

Bei  Annäherung  der  Kometen  an  die  Sonne  nimmt  das 
Eigenlicht  in  etwas  stärkerem  Verhältnisse  zu  als  das  reflek- 
tierte Licht,  so  daß  die  reduzierte  Helligkeit  nicht  mehr  as 
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konstante  Größe  gelten  kann.  Die  Untersuchungen1  des  Herrn 
Holetschek  über  die  Größe  und  Helligkeit  der  Kometen  und 
ihrer  Schweife  stützen  die  Annahme,  daß  ein  periodischer 
Komet  in  verschiedenen  Erscheinungen  bei  demselben  Radius- 
vektor vor,  beziehungsweise  nach  dem  Perihel  wieder  dieselbe 
Helligkeit  erlangt,  und  bestätigen  den  Erfahrungssatz,  daß  die 
reduzierte  Helligkeit  hx  vor  dem  Perihel  zunimmt  und  nach 
dem  Perihel  wieder  abnimmt.  Die  Änderung  von  Hx  tritt  jedoch 
im  allgemeinen  nicht  sehr  stark  hervor  und  macht  sich  unter 
all  den  zwischen  1264  und  1800  erschienenen  Kometen,  über 
deren  Helligkeit  Schätzungen  vorliegen,  nur  bei  jenen  besonders 
bemerklich,  die  eine  kleine  Periheldistanz  (q)  besessen  haben. 


Komet 

9 

r 

von  —  bis 

von  —  bis 

1577 

0-18 

0-3-2-1 

(-0-2 

1  1 605 

0-11 

0-6-0-2 

4—21/2 

1080 

0-01 

0-5-1-6 

5—3 

Änderung  angedeutet 

17371 

0-22 

0-6-1-3 

31/2-5 

Änderung  nicht  verbürgt 

1744 

0  22 

1  -8—0-2 

1 »/,-{-!) 

Bis  r=  1  ziemlich  konstant  1  «/s 

1757 

0-34 

1-0—0-4 

7-41/2 

1760 

012 

1-6-0-7 

5-31/2 

Die  ersten  zwei  Bemerkungen  drücken  aus,  daß  wegen 
der  Unsicherheit  der  Größenschätzungen  Hx  auch  nahezu  kon- 
stant gewesen  sein  könnte.  Die  von  Messier  angegebenen,  von 
2*Ws  6m  sinkenden  Helligkeiten  des  oft  genannten  Kometen 
1 ' 70 1  werden  durch  Hx~7in  sehr  gut  dargestellt;  einige 
indirekte  Angaben  über  die  Helligkeit  des  Kometen  in  den 
ersten  acht  Tagen  seiner  Sichtbarkeit,  wie  *  Komet  noch  nicht 
°der  schon  dem  freien  Auge  sichtbar«,  lassen  aber  vermuten, 

1  Denkschriften  der  mathem.-naturw.  Klasse  der  kaiscrl.  Akod.  der 
jssensch.  in  Wien,  Bd.  LX11J,  LXXVI1.  Die  .irntersuchungen«  umfassen  alle 
*annt  gewordenen  Ivometen  von  den  ältesten  Zeiten  angefangen  bis  zum 
L»de  des  Jahres  17u9. 
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daß  zu  dieser  Zeit  9  >  Hx  >  8  war.  Eine  bedeutende  Änderung 
von  //j  weist  auch  der  Encke'sche  Komet  auf  (9m  bis  ß1/,"1) 
und  eine  ungewöhnlich  große  der  Halley'sche  Komet  im  Jahre 
1835,  nämlich  von  9m  bis  4m. 

Änderungen  von  solcher  Größe  scheinen  bei  stetigem  Ver- 
laufe der  Helligkeitskurve  nur  ausnahmsweise  vorzukommen; 
im  allgemeinen  dürfte  das  Verhältnis  der  reduzierten  Hellig- 
keiten (hx)  der  Kometen  doch  einen  Näherungswert  für  das 
Verhältnis  ihrer  Massen  geben,  welcher  Wert,  von  Fehlern  der 
Helligkeitsschätzungen  abgesehen,  um  so  größeres  Vertrauen 
verdient,  je  weiter  von  der  Sonne  weg  sich  die  Kometen  zur 
Zeit  der  Beobachtung  ihrer  Helligkeit  befunden  haben. 

Dieser  Näherungswert  wird  durch  die  Gleichung  bestimmt 

log^  =  log$-  =  0-4(tf1-J/{)- 

Iii  «j 

Der  Wert  für  die  Masse  des  Biela'schen  Kometen  liegt 
bereits  vor;  wir  bedürfen  daher  nur  noch  der  Kenntnis  seiner 
reduzierten  Helligkeit,  um  die  Massen  anderer  Kometen  von 
bekannter  Helligkeit  in  Teilen  der  Sonnen-  oder  Erdmasse 
ausdrücken  zu  können. 

Nach  Herrn  Holetschek  war  die  reduzierte  Helligkeit 
des  Bielaschen  Kometen  im  Jahre  1772  höchstens  die  eines 
Sternes  7m.  J.  Schmidt  (Bonn)  hat  am  26.  Februar  1846 
|logr  =  9-950;  log  A=  9*654;  Hx—H  =  +2,p0]  den  Kometen 
B\  mit  freiem  Auge  sehen  können,  ebenso  an  den  folgenden 
Tagen,  bis  der  Mond  wieder  erschien.  Es  wird  daher  H  unge- 
fähr 6m  gewesen  sein.  Die  Reduktion  +  2*0  bleibt  für  mehrere 
Tage  ungeändert  und  macht  Hx  =  8ni. 

O.  Struve  (Pulkowa)  gibt  an,  daß  am  18.  September  1832 
flog  r—  9-937;  log  A  —  0-168;  Hx--H  =  -0*52]  der  Total- 
eindruck der  Helligkeit  von  .Öu  nahe  gleich  der  des  Vergleichs- 
sternes 8,n  bis  9"1  gewesen  sei.  Der  Stern  hat  in  der  B.  D.  und 
im  Katalog  der  Astr.  Ges.  die  Größe  9'0.  Für  Bn  wäre  also 
anzunehmen  Hx  —  8"  5  und  für  die  vereinten  Massen  von  B\ 
und  Bn  der  Wert  Hx  =  7'!' 5,  welcher  von  dem  zuerst  ange- 
führten kaum  verschieden  ist. 
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Wählt  man  als  Einheit  der  Masse  die  der  Erde,  so  sind 
die  einander  entsprechenden  Werte 

Ht  z=  7n'5;  log  w  =  3-62  —  10. 

Die  Näherungsformel  \og^~  0' A{H—H[)  gibt  für  die 

hellsten  der  von  Herrn  Holetschek  untersuchten  Kometen 
folgende  Massenverhältnisse: 


Masse  der  Erde 
Masse  des  Kometen 

Komet 

Ora 

2400 

1729 

1-5 

9600 

1744 

0 

15000 

1377,  1747 

3 

38000 

1677 

3V. 

60000 

1204,  1532,  1664,  1665,  1762,  1773 

4 

96000 

4517II,  1533,  1580,  1680,  1686,  17371,  1769 

Laplace»  hat  aus  seinen  Untersuchungen  überdie  Störung 
der  Bewegung  der  Erde  durch  den  Kometen  17701  gefolgert, 
daß  dessen  Masse  kleiner  gewesen  sein  müsse  als  75000  der 
trdmasse,  weil  sonst  die  Störung  der  Länge  des  Jahres  sich 
bemerkbar  gemacht  haben  würde.  Den  früher  gemachten  An- 
gaben zufolge  war  die  reduzierte  Helligkeit  dieses  Kometen 
ungefähr  gleich  der  des  Bielaschen  Kometen,  die  Masse  daher 
mehrere  hundertmal  kleiner,  als  sie  nach  dem  Laplace  sehen 
Stenum  hätte  sein  können.  Die -Masse  des  in  obiger  Zu- 
sammenstellung an  erster  Stelle  angeführten  Kometen  vom 

ahre  1729  scheint  mit  Rücksicht  auf  die  große  Periheldistanz 
4-  4)  nicht  zu  hoch  bewertet;  dieser  Komet  hätte,  wenn  ihm 

le  Gelegenheit  zur  Betätigung  seiner  Kraft  in  gleicher  Weise 
gunstig  gewesen  wäre  wie  dem  Kometen  17701,  eine  Störung 
^  rursacht,  welche  den  Astronomen  nicht  entgangen  wäre. 


nique  Celeste,  1805,  Tome  IV,  p.  230. 


840  J.  v.  Hepp erger,  Masse  des  Biela'schen  Kometen. 

Unter  etwas  günstigeren  Verhältnissen  würden  auch  die  in 
den  Jahren  1577,  1744  und  1747  erschienenen  Kometen  ihre 
Massen  zur  Geltung  gebracht  haben.  Die  Wahrscheinlichkeit 
des  Zusammentreffens  von  Umständen,  welche  die  Bestim- 
mung der  Masse  eines  Kometen  aus  den  Störungen  der 
Bewegung  von  Planeten  oder  Satelliten  gestatten,  ist  aber  so 
gering,  daß  vor  dem  Eintritt  eines  solchen  Ereignisses  noch 
Jahrhunderte  vergehen  können. 
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Zur  Analysis  situs  mehrdimensionaler  Mannig- 
faltigkeiten 

von 

Heinrich  Tietze  in  Wien. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  12.  Juli  1908.) 

1.  Geschlossene  einseitige  Flächen  in  dreidimensionalen 

Räumen. 

Als  Betti'sche  Zahl  P2  einer  dreidimensionalen  Mannig- 
faltigkeit bezeichnet  Poincare1  die  um  1  vermehrte  größt- 
mögliche Zahl  von  geschlossenen,  in  dieser  Mannigfaltigkeit 
liegenden  Flächen,  welche,  einfach  oder  mehrfach  genommen, 
zusammen  noch  nicht  die  vollständige  Berandung  eines  Teiles 
der  Mannigfaltigkeit  bilden.  Hiebei  werden  aber  nur  zweiseitige 
Flachen  in  Betracht  gezogen,  wie  aus  dem  Poincare  sehen  Ver- 
fahren zur  Bestimmung  von  I\  hervorgeht.  Sei  nun  Q2  die 
ebenso  wie  P2  definierte  Zahl,  wenn  auch  einseitige  Flächen 
berücksichtigt  werden.  Es  läßt  sich  dann  Q2  durch  P2  und  die 
von  Poincare  entdeckten  Torsionszahlen  (coeffleients  de  tor- 
sion)2  ausdrücken.  Hiezu  seien 

al-lzlja)  (1) 

<jie  Poincare'schen  symbolischen  Relationen,  die  die  Lage- 
Rehungen  der  Flächenstücke  a*  zu  den  Kanten  aj  der  als 

2  r  1  ^omPlement  ä  l'analysis  situs.  Rend.  dcl  circ.  mat.  di  Palermo  13; 
•  ^»«npl.  a  l'anaj.  sit.  Proc  LonJ  Mflth  Soc  ^ 

2-  Compl.,  §  2,  3. 
S"Zb  dCr  ™«he«»i-natur«r.  KI. ;  (  XV.  Hj.,  Abt  II,,  M 
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»polyedre  generalise«  gedachten  dreidimensionalen  Mannig- 
faltigkeit ausdrücken.  Ein  Ausdruck  l^aj  wird  dann  eine  ge- 
schlossene zweiseitige  Fläche  darstellen,  wenn  SX^-  für  jedes; 
gleich  Null  ist.1  Damit  aber  ein  solcher  Ausdruck  nur  überhaupt 
eine  geschlossene,  eventuell  einseitige  Fläche  darstelle,  genügt 
es,  daß  IXizjj  für  jedes  /  durch  2  teilbar  sei.  Es  bezeichne 
nun  <ix  die  Anzahl  der  a-,  y2  den  Rang  und  o>p  a>2,. .  .w7.  die 
von  Null  verschiedenen  Elementarteiler  der  aus  den  Zahlen 
sj- gebildeten  Matrix.  Dann  lassen  sich  die  ar(jj)  durch  c^fa,) 
aus  ihnen  gebildete  lineare  Formen  b?(b})  mit  der  Koeffizienten- 
determinante 1  so  ersetzen,  daß  die  Relationen  (1)  übergehen  in 

br  =  <»M    {i-  1,  2  f2);  (**  = 

Die  Bedingung,  daß  eine  Fläche,  die  dann  symbolisch 
durch  einen  Ausdruck  EX/fc?  dargestellt  wird,  geschlossen,  be- 
ziehungsweise geschlossen  und  zweiseitig  sei,  ist  dann  die,  daß 
alle  Zahlen  X^,  (i  =  1,2,...?,)  durch  2  teilbar,  beziehungs- 
weise gleich  Null  sind.  Es  gibt  somit  Og— ?2  durch  linear  unab- 
hängige Formen  der  af  dargestellte  geschlossene  zweiseitige 
Flächen  und  v2  +  t32  durch  modulo  2  linear  unabhängige 
Formen  der  ar  darstellbare  geschlossene,  aber  eventuell  ein- 
seitige Flächen,  unter  ß2  die  Anzahl  der  geraden  Elementar- 
teiler (o„.  .  .w(t  verstanden.  Ist  dann  ht  die  Anzahl  der  unab- 
hängigen, zwischen  den  af  bestehenden  Homologien,  so  ist 

P.-l  -  «jj- — f2 — 7/2 ,  ~  + 

Q2  —  P2  +  ß2. 

Da  diejenigen  Zahlen  «,-,  die  >  1  sind,  die  Torsionszahlen 
der  Mannigfaltigkeit  sind,  so  können  wir  ß2  als  die  Anzahl  der 
geraden  Torsionszahlen  bezeichnen.  Allgemein  ist 


i  Vcrgl.  Poincurc,  1.  Compl.  Allerdings  entsteht  hier  (und  ebenso  ei 
der  folgenden  Bedingung  für  einseitige  Flüchen)  die  Frage,  ob,  im  Falle  diese 
Bedingung  erfüllt  ist,  eine  durch  den  angeschriebenen  Ausdruck  darstell  arc 
Flüche  in  der  dreidimensionalen  Mannigfaltigkeit  ohne  Selbstdurchdrm 
gung  gelegt  werde;]  kann. 
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wenn  Pq  die  q**  der  nach  Poincarc'scher  Art  definierten  Betti- 
schen Zahlen  einer  «-dimensionalen  Mannigfaltigkeit  V  ist, 
Oq  die  um  1  vermehrte  größtmögliche  Anzahl  in  V  gelegener 
geschlossener,  eventuell  einseitiger  ^-dimensionaler  Mannig- 
faltigkeiten, welche,  einfach  oder  mehrfach  genommen,  zu- 
sammen noch  nicht  die  vollständige  Berandung  einer  in  V 
gelegenen  (q+  l)-dimensionalen  Mannigfaltigkeit  bilden,  und  ß4 
die  Anzahl  der  geraden  Torsionszahlen  q^  Ordnung  von  V 
(d.  h.  der  geraden  Elementarfeiler  >  0  der  Matrix  der  sf). 


2.  Isomorphien  der  Fundamentalgruppe  in  sich. 

Die  eineindeutigen  stetigen  Beziehungen  der  Punkte  einer 
Mannigfaltigkeit  V  auf  sich  selbst,  aufgefaßt  als  Transforma- 
tionen der  Mannigfaltigkeit  in  sich,  bilden  eine  Gruppe  T.  Zu 
jeder  Transformation  V  von  V  in  sich  kann  man  eine  andere  l" 
angeben,  die  von  r*  beliebig  wenig  verschieden  ist,  d.  h.  derart, 
daß  die  Punkte  P'  und  P",  in  welche  derselbe  Punkt  P  einmal 
durch  t*,  das  andere  Mal  durch  r"  transformiert  wird,  um 
weniger  voneinander  entfernt  sind  als  eine  vorgegebene  von 
der  Wahl  des  Punktes  P  in  V  unabhängige  Größe.  Eine  Trans- 
formation s  von  V  in  sich  heiße  eine  Deformation,  wenn  sich 
eine  mit  der  identischen  Transformation  beginnende  und  mit  5 
endende  Folge  von  Transformationen  angeben  läßt,  so  daß  je 
zwei  in  der  Folge  benachbarte  Transformationen  beliebig  wenig 
voneinander  verschieden  sind.  Die  Deformationen  bilden  eine 
Gruppe  D,  die  in  T  als  ausgezeichnete  Untergruppe  enthalten 
ist.  Die  (diskrete)  komplementäre  Gruppe  T/D  werde  mit  /«'be- 
zeichnet. 

Sei  r  die  Fundamentalgruppe1  von  V  und  G  die  Gruppe 
der  Isomorphien  von  T  in  sich.  Beschränkt  man  sich  nun  auf 


1  Vergl.  Poincare,  Analysis  situs,  §  12,  13.  Journ.  de  lecolc  polytechn. 
2-  ser.  1  (1895).  Durch  die  Fundamentalgruppe  einer  Mannigfaltigkeit  sind  nicht 
nur  die  Retti'sche  Zahl  Pj  (a.  a.  O.  §  13),  sondern  auch,  wie  in  einer  spateren 
Arbeit  ausgeführt  werden  soll,  die  Torsionszahlcn  der  Matrix  der  s*-  mitbestimmt, 
so  daß  bei  geschlossenen  zweiseitigen  dreidimensionalen  Mannigfaltigkeiten  die 
Fundamcntahjruppe  alle  bis  jetzt  bekannten  toroN.gischen  Invarianten  in  sich 
schließt 
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Transformationen  von  V  in  sich,  welche  einen  Punkt  Af0 
von  V,  von  dem  aus  die  Fundamentalwege1  gezogen  werden, 
fest  lassen,  so  gelten  die  Sätze:  Jeder  Transformation  von  V  in 
sich  entspricht  eine  isomorphe  Transformation  von  F  in  sich, 
d.  h.  also  eine  Operation  aus  G,  und  zwar  jeder  Deformation 
die  identische  Operation  in  G;  somit  entspricht  auch  jeder 
Operation  aus  F  eine  aus  G.  F  ist  also  mit  einer  Untergruppe// 
von  G  isomorph,  und  zwar  im  allgemeinen  meriedrisch,  derart, 
daß  mehreren  Operationen  von  F  eine  Operation  von  H  ent- 
spricht. 

3.  Verknotete  Linien  und  Flächen. 

Es  werde  die  spezielle  dreidimensionale  Mannigfaltigkeit  V 
betrachtet,  die  entsteht,  wenn  man  im  gewöhnlichen  drei- 
dimensionalen Raum  eine  geschlossene  Linie  mit  einem  ein- 
fachen Knoten  zieht  und  diese  Linie  als  eine  singulare  auffaßt, 
d.  h.  ihre  Punkte  nicht  als  Punkte  der  Mannigfaltigkeit  ansieht. 
Alle  übrigen  Raumpunkte  sollen  der  Mannigfaltigkeit  angehören, 
die  wir  im  Unendlichen  durch  einen  Punkt  geschlossen  an- 
nehmen. Als  Fundamentalgruppe  von  V  erhält  man  eine  Gruppe, 
die  sich  aus  zwei  erzeugenden  Operationen  s,  t  aufbaut, 
zwischen  denen  die  Relation  sts  =  ist  besteht.  Hätten  wir  statt 
der  verknoteten  Linie  eine  unverknotete  genommen,  so  wäre 
die  Fundamentalgruppe  der  so  entstandenen  dreidimensionalen 
Mannigfaltigkeit  Vx  jene  Gruppe  geworden,  die  aus  sämtlichen 
Potenzen  einer  einzigen  erzeugenden  Operation  besteht.  Die 
Verschiedenheit  der  Fundamentalgruppen  zeigt,  daß  V  und  \\ 
nicht  homöomorph  (d.  h.  eineindeutig  stetig  aufeinander  be- 
ziehbar) sein  können.  Jede  der  beiden  betrachteten  Mannig- 
faltigkeiten möge  nun  etwas  abgeändert  werden,  indem  man 
längs  der  in  ihr  liegenden  singulären  Linie  eine  kleine  Kugel 
sich  bewegen  läßt  und  den  ganzen  von  der  Kugel  überstrichenen 
Raum  von  der  Mannigfaltigkeit  ausschließt.  Die  Mannigfaltig- 
keiten besitzen  jetzt  je  einen  schlauchartigen  Hohlraum.  Jede 
derselben  kann  man  nun  durch  eine  Transformation  mittels 

i  Von  l'oincare  (a.  a.  O.,  p.  64)  »contours  fermes  fondamenttux« 

giMUl'fKlt. 
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reziproker  Radien  mit  einem  im  Inneren  des  Hohlraumes  ge- 
legenen Zentrum  in  eine  ganz  im  Endlichen  gelegene,  von 
einer  Fläche  vom  Geschlecht  1  berandete  Mannigfaltigkeit  ver- 
wandeln. Die  eine  Fläche  ist  eine  gewöhnliche  Ringfläche,  die 
andere  ist  verknotet.  Die  Fundamentalgruppen  der  Mannig- 
faltigkeiten haben  sich  bei  den  vorgenommenen  Abänderungen 
nicht  geändert.  Somit  können  auch  die  beiden  zuletzt  betrach- 
teten Mannigfaltigkeiten  nicht  homöomorph  sein.  Dieses  Bei- 
spiel zeigt,  daß  bei  den  von  einer  Oberfläche  berandeten,  im 
ebenen  8fJ3  gelegenen  dreidimensionalen  Mannigfaltigkeiten  aus 
der  Homoomorphie  der  Oberflächen  nicht  auf  die  der  Mannig- 
faltigkeiten geschlossen  werden  kann.1 

Die  Mannigfaltigkeiten  V  und  Vl  gehören  zur  Kategorie 
jener  Mannigfaltigkeiten,  die  man  erhält,  wenn  man  aus  dem 
ebenen  3t3  die  Punkte  einer  Anzahl  von  Linienstücken  aus- 
scheidet, d.  h.  nicht  als  Punkte  der  Mannigfaltigkeit  ansieht. 
Diese  Linienstücke  können  sich  zu  geschlossenen  oder  unge- 
schlossenen  Linien  zusammenschließen.  Auch  soll  der  Fall  zu- 
gelassen werden,  daß  in  gewissen  Punkten  mehr  als  zwei 
Linienstücke  zusammenstoßen.  Die  einzelnen  zusammen- 
hangenden Teile  eines  solchen  »eindimensionalen  Komplexes- 
dürfen  im  9l3  beliebig  verknotet  und  untereinander  verschlungen 
sein.  Zwei  derartige  Komplexe  sollen  gleichartig  verschlungen 
heißen,  wenn  sie  durch  eine  Deformation  in  sich  des  ebenen 
ineinander  überführbar  sind.  Es  gilt  nun  offenbar  der  Satz: 

Zwei  dreidimensionale  Mannigfaltigkeiten,  die  aus  dem 
ebenen  3R3  durch  Ausscheidung  der  Punkte  eines  eindimensio- 
nalen Komplexes  entstehen,  sind  dann  und  nur  dann  homöo- 
morph, wenn  der  eine  der  beiden  Komplexe  mit  dem  anderen 
oder  mit  dessen  Spiegelbild  gleichartig  verschlungen  ist. 

Speziell  folgt  hieraus,  daß  ebene  Räume,  aus  denen  (auch 
bezüglich  Spiegelungen)  verschieden  verknotete  Linien  aus- 
schieden sind,  nicht  homöomorph  sind.  Man  kann  die  Frage 
aufwerfen,  ob  ein  analoger  Satz  für  von  verschieden  verknoteten 
Mächen  vom  Geschlecht  1  berandete  Teile  des  %  gilt.  Eine  im 

1  Djrch  ein  Versehen  gelangt  Poincaru  ("».  Complcment  a  lanalysis 
^'■"S  Rend.  dd  circ.  mat.  di  Palermo,  18,  P.  UÜ)  zur  gegenteiligen  Behauptung. 
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9?3  liegende  geschlossene  Fläche  vom  Geschlecht  1  teilt  nämlich 
den  9^  in  zwei  Stücke,  deren  eines  stets  dem  Innern  einer 
unverknoteten  Ringfläche  homöomorph  zu  sein  scheint.  Läßt 
man  nun  diese  Teile  bei  zwei  verschieden  verknoteten  Ring- 
flächen fort,  so  kann  man  fragen,  ob  die  beiden  restierenden 
Mannigfaltigkeiten  homöomorph  sein  können. 
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Ober  eine  Fehlerquelle  bei  thermoelektrisehen 

Messungen 


von 


Franz  Meißner, 

slud.  phil. 

Aus  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  deutschen  Universität  in  Prag. 

{Mit  4  Textflguren  ) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  17.  Mai  1900.) 

Wenn  man  irgend  ein  Drahtsystem  zum  Zwecke  thermo- 
elektnscher  Experimente  erwärmt  und  die  Temperatur  irgend 
eines  Punktes  in  der  Metallkombination  durch  ein  unmittel- 
bar daneben  befindliches  Thermometer  zu  bestimmen  sucht,  so 
ergibt  sich  eine  Fehlerquelle  infolge  des  thermischen  Leit- 
vermögens der  Drähte  des  Systems. 

Auf  Anregung  von  Herrn  Prof.  Dr.  Ernst  Lecher,  der  auf 
diese  Fehlerquelle  an  anderer  Stelle 1  hinwies,  stellte  ich  dies- 
bezügliche Versuche  an,  welche  zu  einigen  vielleicht  nicht 
uninteressanten  Resultaten  führten. 

Als  thermoelektrisches  System,  von  dem  z.  ß.  der  Peltier- 
e<  ckt  oder  die  thermoelektromotorische  Kraft  u.  dgl.  zu  unter- 
gehen wären,  wurden  stets  Drähte  von  3  mm  Durchmesser 
verwendet. 

A.  Zunächst  wurde  zum  Erwärmen  ein  elektrischer  Ofen 
onstruiert.  Eine  Porzellanröhre  von  00  cm  Länge  und  2  4  cm 
»enter  Weite  war  von  aulJen  mit  einem  Nickeldrahte  von 

•  Lecher,  diese  Sitzungsbcr.,  1  15.  Eid.,  Abt.  IIa.  p.  177  (100(5). 
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0-5  w/i«  Durchmesser  umwickelt  und  außerdem  durch  mehrere 
Lagen  Asbestpapier  gegen  Ausstrahlung  der  Wärme  geschützt. 
Auch  die  beiden  Öffnungen  der  Porzellanröhre  wurden  mit 
Asbestwolle  verstopft,  um  jede  störende  Wirkung  infolge  von 
Luftströmungen  zu  vermeiden.  So  konnte  bei  Verbrauch  von  nur 
zirka  3  Amp.  Stromstärke  im  Bewicklungsdraht  eine  Tempera- 
tur von  ungefähr  800°  C.  im  Inneren  des  Ofens  erreicht  werden. 
Durch  ein  kleines  Thermoelement  (Konstantan  und  Eisen  von 
O'ö  mm  Durchmesser)  wurde  zunächst  bei  einer  bestimmten, 
während  des  Versuches  konstant  gehaltenen  Stärke  des  Heiz- 
stromes die  Temperatur  im  Inneren  des  geheizten  Porzellan- 
rohres für  mehrere  Punkte  der  Achse  bestimmt.  Die  Abhängig- 
keit der  elektromotorischen  Kraft  dieses  Thermoelements  - 
wir  wollen  dasselbe  mit  »I«  bezeichnen  —  von  der  Temperatur 
war  vorher  genau  ermittelt  worden.  Hierauf  wurde  in  dem- 
selben elektrischen  Ofen  bei  gleicher  Stärke  des  Heizstromes 
ein  :\  mm  dicker  Kupferdraht  längs  der  Achse  bis  zu  einer 
gewissen  variablen  Tiefe  eingeführt;  an  dem  im  Ofen  befind- 
lichen Ende  dieses  Kupferdrahtes  war  ein  mit  dem  früher 
beschriebenen  Elemente  I  identisches  Thermoelement  II  hart 
angelötet.  Indem  man  diesen  Kupferdraht  verschieden  tief  in 
das  geheizte  Porzellanrohr  eintauchte,  ergaben  sich  für  die 
betreffenden  Stellen  im  Ofen  die  mit  II  gemessenen  Tempera- 
turen, die  von  den  früher  an  derselben  Stelle  mit  I  gemessenen 
Temperaturen  infolge  der  Leitfähigkeit  des  Kupierdrahtes  ab- 
wichen. 

Nimmt  man  statt  des  Kupferdrahtes  einen  ebenso  dicken 
Eisendraht,  so  wird  infolge  der  geringeren  Leitfähigkeit  des- 
selben die  Erscheinung  natürlich  weniger  auffallend. 

In  der  folgenden  Tabelle  bedeutet  das  x  in  der  ersten 
Vertikalrcihc  die  Entfernung  des  Achsenpunktes  des  erwärmten 
hohlen  Porzcllanzylindcrs  von  der  Öffnung.  Da  die  ganze 
Länge  des  Ofens  60  cm  betrug,  so  bezieht  sich  die  erste  Hori- 
zontalreihe  x  =  30  auf  die  Mitte,  die  letzte  Horizontalreihe 
x  —  5  auf  eine  Stelle  knapp  am  Ende  des  Ofens. 

Die  zweite  Vertikalrcihc  —  Normaltemperatur  -  gibt  die 
wirkliche  Temperatur  an  den  betreffenden  Stehen  im  Inneren 
des  clektriscl-.cn  Ofens,  gemessen  mit  dem  Thermoelemente  I, 
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an.  Diese  Temperatur  dürfte  richtig  sein,  weil  die  zu  ihrer  Be- 
stimmung verwendeten  Thermoelementchen  infolge  des  kleinen 
Durchmessers  der  Drähte  und  der  geringen  Leitfähigkeit  wohl 
kaum  die  Temperatur  in  nennenswerter  Weise  erniedrigen 
können. 

Die  dritte  und  vierte  Vertikalreihe  bedeuten  die  am  Ende 
des  Kupferdrahtes,  respektive  Eisendrahtes  mit  dem  Elemente  II 
gemessenen  Temperaturen. 

Die  fünfte  und  sechste  Vertikalreihe  ergibt  für  Kupfer  und 
Eisen  die  Differenzen  zwischen  Ofen-  und  Drahttemperatur. 

Versuch  1. 

Die  Mitte  des  Ofens  ist  nuf  300°  C.  erhitzt. 


Normal- 
temperatur 


30 
25 
20 
15 
10 
5 


300° 

298 

282 

256 

207 

130 


Temperatur 
am  Drahtende 


Tom  peratu  rdi  fierenz 


Cu 


27-1° 
248 
208 
100 
109 
59 


Fe 


290° 
284 
261 
225 
161 
95 


Cu 

26° 

50 

74 

96 

98 

77 


Fe 

4« 
14 

21 
31 
46 
41 


In  der  Fig.  I  geben  die  untersten  drei  (ausgezogenen) 
Linien  die  Resultate  dieser  Versuchsreihe.  Die  Ordinaten  von  N 
stellen  die  Normaltemperatur,  die  von  Fe  die  Temperatur  am 
tnde  eines  Eisendrahtes,  die  von  Cu  jene  am  Ende  eines 
Kupferdrahtes  dar,  wenn  die  Drähte  bis  zu  einer  durch  die 
Abszissen  gegebenen  Tiefe  in  den  Ofen  eintauchen. 

Man  ersieht,  daß  die  am  Kupferende  bestimmte  Temperatur 
le  Unter  der  Ofentemperatur  liegt  und  daß  diese  Differenz 
TS°  k,einerwird,  je  mehr  man  sich  der  Mitte  des  Ofens 
nahert.  Sie  müßte  natürlich  bei  einem  unendlich  langen  Rohre 
verschwinden.  Bei  Eisen  ist  die  Erscheinung  weniger  auflälü 
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Versuch  2. 
Die  Mitte  des  Ofens  ist  auf  600°  C.  erhitzt. 


X 

Normal- 
temperatur 

Temperatur 
am  Drahtende 

Temperaturdinerenz 

Cu 

Fe  Cu 

Fe 

30 

600° 

576° 

000° 

24° 

0° 

25 

600 

551 

599 

49 

1 

20 

579 

495 

574 

84 

5 

15 

542 

417 

529 

125 

13 

10 

467 

298 

445 

169 

22 

5 

319 

138 

243 

181 

70 

Die  mittleren  drei  punktierten  Kurven  der  Fig.  1  erge 
hier  die  Versuchsresultate  in  analoger  Weise  wie  früher. 


Versuch  3. 
Die  Mitte  des  Ofens  ist  auf  750°  C.  erhitzt. 


X 

Normal- 
temperatur 

Temperatur 
am  Drahtende 

Temperatu 

rdiflerenz 

Cu 

Fe 

Cu 

Fe 

30 

750° 

729° 

747° 

21° 

3° 

25 

750 

700 

743 

50 

7 

20 

721 

036 

714 

85 

7 

15 

681 

555 

664 

126 

17 

10 

59!) 

391 

569 

208 

30 

5 

iOG 

ISO 

329 

226 

77 
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Die  drei  gestrichelten  obersten  Kurven  der  Fig.  1  geben 
diese  Resultate  wieder. 

Zur  Diskussion  der  Fig.  1  sei  erwähnt,  daß  die  Differenz 
zwischen  der  Temperatur  des  Ofens  und  jener  am  Kupferende 


Fig.  1. 

nach  den  obersten  drei  gestrichelten  Kurven  bis  zu  100°  C.  be- 
tragen kann  in  der  Tiefe  von  18  cm,  ja  sogar  200°  C.  in  der  Tiefe 
von  10cm.  Wenn  man  also  hier  die  Temperatur  eines 
kleinen,  im  Ofen  neben  dem  Kupferdrahte  befind- 
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liehen  Thermoelementes  als  Temperatur  des  3»»» 
dicken  Kupferdrahtes  annähme,  würde  der  Fehler 
200°  C.  betragen!  Bei  Eisen  sind  die  Differenzen  natürlich 
geringer.  Daß  bei  höheren  Temperaturen  die  Eisenkurve  sich 
mehr  der  Temperaturkurve  des  Ofens  anschmiegt,  hat  seinen 
Grund  teils  in  der  Änderung  der  Leitfähigkeit,  die  bei  höheren 
Temperaturen  geringer  wird,  besonders  aber  in  der  Verände- 
rung der  Oberflächen  durch  Oxydation,  da  die  Erwärmung  in 
erster  Reihe  durch  Strahlung  erfolgt. 

B.  Bei  einer  zweiten  Versuchsreihe  wurde  ein  elektrischer 
Ofen  von  W.  C.  Hcraeus  verwendet,  den  auch  E.  Bausen- 
wein  bei  seinen  Arbeiten  über  »Änderung  des  PeltierefTektes 
mit  der  Temperatur« 1  benützte  (Länge  des  Porzellanrohres  = 
(30  au,  geheizte  Länge  =  30  an,  lichte  Weite  =  zirka  6f»«j. 

Zu  den  folgenden  Tabellen  ist  zu  bemerken,  daß  die 
Abszissen  x  von  0  bis  15  sich  auf  das  aus  dem  Ofen  heraus- 
ragende ungeheizte  Rohrende  beziehen.  Erst  von  \bcm  an 
beginnt  die  eigentliche  Heizstrecke  des  Ofens;  x  z=.  30  cm  stellt 
wieder  die  Mitte  des  Ofens  dar. 


Versuch  1. 

Die  Mitte  des  Ofens  besitzt  die  Temperatur  von  300°  C. 


X 

Normul- 
temperatur 

Temperatur 
am  Drahtende 

Temperaturdifferenz 

Cu 

Fe 

Cu 

Fe 

30 

30<>° 

22«° 

290° 

74° 

f 

10° 

27  -5 

292 

204 

277 

88 

15 

25 

272 

184 

253 

88 

19 

22 -5 

246 

152 

212 

94 

34 

20 

20(5 

111 

102 

95 

44 

17-5 

174 

70 

113 

98 

61 

15 

12S 

55 

80 

73 

48 

i  F  G  liauseinvein,  diese  Sitzun^Jvr.,  1 13.  Bd.,  AM.  IIa.  p.  667(1904). 
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Die  Beobachtungsresultate  sind  in  Fig.  2  (ausgezogene 
Kurven)  zusammengestellt,  wobei  die  früheren  Bezeichnungen 


gelten. 


Versuch  2. 
Die  Mitte  des  Ofens  besitzt  die  Temperatur  von  000°  C. 


Normal- 
teraperatur 


Temperatur 
am  Drahtende 


30 

27-5 
25 

22-5 
20 

17-5 


600° 

592 
577 
549 
484 

390 


Cu 


554° 
517 
472 
407 

32G 
223 


Fe 


I  Temperaturdifferenz 


600° 

587 

567 

.',20 

441 

321 


Cu 


40° 
75 

105 

142 

158 

162 


Fe 


0" 

5 
10 
29 
43 
69 


Die  Beobachtungsergebnisse  dieses  Versuches  werden 
durch  die  gestrichelten  Kurven  von  Fig.  2  dargestellt. 

Bei  den  Kurven  in  Fig.  2  zeigt  sich  das  überraschende 
Resultat,  daß  selbst  in  der  Mitte  eines  derartigen  Ofens 
bei  300°  C.  am  Ende  des  3  mm  dicken  Kupferdrahtes  eine 
lemperatur  herrscht,  welche  um  etwa  70°  C.  tiefer  ist  als 
die  durch  das  daneben  befindliche  Thermoelement  I  gemessene 
Ofentemperatur. 

Diese  Differenz  verkleinert  sich,  wenn  das  Kupfer  vorher 
mehrere  Male  auf  600°  C.  erwärmt  wurde,  da  infolge  der  Oxy- 
d'erung  die  Wärmeaufnahme  durch  Strahlung  jetzt  eine  größere 
'st.  Dies  drückt  sich  auch  in  den  gestrichelten  oberen  Kurven 
erselben  Figur  aus,  denn  hier  ist  die  Differenz  nur  mehr 
0  U  zu  welchem  Resultate  auch  die  jetzt  verminderte  Leit- 
rah«gkeit  des  Kupfers  beiträgt. 

Für  Eisen  liegt  der  Fall  ähnlich,  wenn  auch  minder  scharf 
abgeprägt. 
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C.  Um  ein  Luftbad  bei  etwa  100°  C.  untersuchen  zu 
können,  wurde  eine  Glasröhre  von  18  cm  Länge  und  2,">«i» 
lichter  Weite  verwendet,  welche  von  außen  mit  Wasserdampf 
geheizt  werden  konnte. 


Fig.  2. 

Für  diesen  Versuch  ergaben  sich  bei  Kupfer  und  Eisen 
von  3  mm  Durchmesser  die  in  folgender  Tabelle  verzeichneten 
Resultate. 

Ein  Bild  vom  Verlaufe  der  Temperaturkurve  in  den  ver- 
schiedenen Tiefen  gibt  Fig.  3.  Auch  hier  ergibt  sich  in  einer 
Tiefe  von  16  cm  für  Kupfer  eine  Fehlerquelle  von  23°  C. 
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Normal- 
temperatur 


Temperatur 
am  Drahtende 


Cu 


Fe 


Temperaturdifferenz 


Cu 


Fe 


100° 

77° 

1 

98° 

23° 

2° 

100 

97 

3 

100 

90 

4 

100 

93 

7 

100 

02 

90 

38 

10 

100 

87 

13 

97 

50 

80 

47 

17 

89 

44 

70 

45 

19 

er, 

32 

51 

33 

14 

7       8  3 

Fig.  3. 


10     U     K     /.?  /) 
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D.  Während  die  bisherigen  Versuche  sämtlich  in  Luft- 
bädern stattgefunden  hatten,  wurde  nun  auch  eine  Versuchs- 
reihe in  einem  Flüssigkeitsbade  vorgenommen.  Ein  Glasgefäß 
von  6  cm  lichter  Weite  war  bis  zur  Höhe  von  10  cm  mit  Ter- 
pentinöl gefüllt  und  hing  in  einem  zweiten  Glasgefäße  mit 
siedendem  Wasser,  so  daß  das  Terpentinbad  eine  Temperatur 
von  100°  C.  hatte;  durch  fleißiges  Rühren  wurde  dafür  Sorge 
getragen,  daß  an  allen  Stellen  gleichmäßige  Temperatur 
herrschte.  Ein  gewöhnliches  Quecksilberthermometer  bestätigte 
auch  die  Konstanz  der  Temperatur.  Wenn  man  hier  den  3  mm 
dicken  Kupferdraht  mit  dem  am  Ende  angelöteten  Thermo- 
element II  senkrecht  einführte,  ergaben  sich  für  die  Temperatur/ 
des  Kupferendes  in  einer  Tiefe  x  unter  der  Oberfläche  des 
Terpentinöles  die  Werte: 

x—     2  3  4  6  8         10  cm 

t  =  892°    93-7°      95°      965°    97-7°  987° 


Fig.  4. 

Fig.  4  gibt  ein  Bild  vom  Verlaufe  der  Temperatur  mit  der 


Tiefe. 
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Dieses  Resultat  erscheint  gleichfalls  auffallend,  da  selbst 
am  Boden  des  Gefäßes  in  einer  Tiefe  von  10cm  die  Temperatur 
von  100°  C.  noch  nicht  erreicht  ist. 

Es  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel,  daß  die  in  vorliegender 
Untersuchung  gegebenen  Differenzen  bei  vielen  thermoelek- 
trischen Arbeiten  eine  nicht  zu  unterschätzende  Fehlerquelle 
bilden.  Es  scheint  somit  für  alle  genauen  Messungen  auf  diesem 
Gebiete  unbedingt  geboten,  besonders  bei  Verwendung  von 
dickeren  Drähten  aus  gut  leitenden  Metallen,  die  ja  in  vielen 
Fällen  notwendig  sind,  die  Temperatur  der  Drähte  nicht  mit  der 
eines  daneben  befindlichen  Thermometers  zu  identifizieren,  es 
muß  vielmehr  das  die  Temperatur  messende  Thermoelementchen 
aus  möglichst  dünnen  Drähten  in  unmittelbar  metallischem 
Kontakte  mit  dem  Hauptdrahte  stehen. 


•  der mathem.-naturw.  Kl.;  CXV.  Bd.,  Ah:.  !In. 
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Über  einige  Folgerungen,  die  sieh  aus  den 
Fresnel'schen  Reflexionsformeln  ergeben 


von 
Dr.  Lise 


Aus  dem  II.  physikalischen  Institute  der  Universität  Wien. 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  12.  Juli  1006.) 

Im  dritten  Bande  der  »Scientific  Papers«,  p.  15,  beschreibt 
Lord  Rayleigh  ein  Experiment,  das  sich  auf  die  Reflexion  an 
der  Grenzfläche  zweier  Medien,  deren  relativer  Brechungs- 
exponent für  gelbe  Strahlen  gleich  eins  ist,  bezieht.  Lord 
Rayleigh  war  zu  diesem  Versuch  durch  eine  Mitteilung 
Christiansen^  (Annalen  der  Physik  und  Chemie,  Bd.  XXIII, 
1884)  veranlaßt  worden,  in  welcher  dieser  zeigte,  daß  Mischungen 
von  sehr  feinen  Pulvern  und  Flüssigkeiten  mehrere  Farben 
hindurchlassen,  wenn  die  Brechungsverhältnisse  des  Pulvers 
und  der  Flüssigkeit  beinahe  gleich  sind.  Christiansen  sieht 
hierin  einen  Beweis  dafür,  daß  Mischungen  von  feinen  Pulvern 
und  Flüssigkeiten  sich  unter  Umständen  wie  Mischungen  von 

asser  und  Alkohol  verhalten,  daß  somit  das  Brechungs- 
ver  altnis  der  Mischung  von  dem  der  Bestandteile  verschieden 
'st.  Mit  Rücksicht  auf  diese  Ergebnisse  wollte  nun  Lord 

ayleigh  untersuchen,  ob  die  Reflexion  von  Lichtstrahlen, 
eren  relativer  Brechungsexponent  gleich  eins  ist,  tatsächlich 
verschwindet. 

Die  Versuche  wurden  an  einer  Glasplatte,  die  in  eine 
osung  von  Schwefelkohlenstoff  und  Benzol  getaucht  war,  an- 
stellt. Da  Schwefelkohlenstoff  stärker  lichtbrechend,  Benzol 
nwacher  licht°rechend  ist  als  Glas,   so  kann  durch  ein 
send  gewähltes  Mischungsverhältnis  erreicht  werden,  daß 
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für  eine  bestimmte  Farbe  die  Mischung  denselben  Brechungs- 
index  hat  wie  die  eingetauchte  Glasplatte. 

Die  Anordnungen  waren  so  getroffen,  daß  Gleichheit  der 
Indizes  im  gelben  Teile  des  Spektrums  herrschte.  Es  wird  sich 
im  folgenden  zeigen,  daß  die  beobachteten  Erscheinungen 
wesentlich  davon  abhängen,  daß  gerade  für  gelbe  Strahlen  der 
relative  Brechungsexponent  den  Wert  eins  hatte. 

LordRayleigh  fand  nun  bei  ziemlich  schräger  Inzidenz 
(leider  fehlt  jede  Zahlenangabe)  Totalreflexion  im  Blau  und 
Violett,  sehr  geringe,  doch  immerhin  merkliche  Reflexion  im 
Gelb,  stärkere  im  Rot.  Wächst  der  Einfallswinkel  mehr  und 
mehr,  derart,  daß  das  Licht  nahezu  streifend  einfällt,  so  ruckt 
das  Gebiet  der  Totalreflexion  vom  blauen  Teile  des  Spektrum» 
gegen  den  gelben.  Im  Gelb  zeigt  sich  ein  sehr  scharf  ab- 
gegrenzter Streifen,  während  im  Orange  und  Rot  stärkere  Re- 
flexion, aber  nicht  Totalreflexion  vorhanden  ist.  Lord. Rayleign 
schreibt  die  Dunkelheit  im  Gelb  einer  Kontrastwirkung  zu; 
die  Rechnung  ergibt  indes,  daß  in  dem  Gebiet,  in  welchem  der 
Brechungsexponent  eins  ist,  keine  Reflexion  stattfindet. 

Bei  mäßigen  Einfallswinkeln  zeigte  sich  eine  deutliche, 
anscheinend  farblose  Reflexion ;  diese  verschwand  auch  bei 
sorgfältigster  Reinigung  der  Glasplatte  nicht,  so  daß  Lor 
Rayleigh  selbst  es  als  zweifelhaft  hinstellt,  daß  die  Erscheinung 
durch  die  Annahme  einer  Oberflächenschichte  genügend  erklar 
wäre.  Trotzdem  bemerkt  er,  daß  zufolge  der  Fresnel  sehen 
Formeln  wegen  der  Gleichheit  der  Brechungsexponenten  iu 
gelbe  Strahlen  zumindest  im  ganzen  sichtbaren  Spektrum  kern 
merkliche  Reflexion  stattfinden  dürfte,  daß  die  beobachte 
Reflexion  nicht  der  Verschiedenheit  der  Fortpflanzungsgeschu  i 
digkeit  in  den  beiden  Medien  zugeschrieben  werden  konn 
und  eine  Erklärung  der  Erscheinung  nur  durch  Versuche  a 
frischen  Bruchflächen  zu  erhoffen  wäre. 

Ich  glaube  nun,  im  folgenden  zeigen  zu  können,  daß  sic^ 
aus  den  Fresnel'schen  Formeln  Resultate  ableiten  lassen,  i 
mit  den  oben  erwähnten  Erscheinungen  in  auffallender  e 
einstimmung  stehen.  ^ 

Da  nämlich  die  Intensität  des  reflektierten  Lichtes  u 
den  Quotienten  zweier  trigonometrischer  Funktionen  gege* 
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ist,  so  kann  man  untersuchen,  ob  nicht  unter  gewissen  angeb- 
baren Bedingungen  dieser  Ausdruck  trotz  des  Verschwindens 
des  Zählers  von  Null  verschieden  bleibt.  Physikalisch  drückt 
sich  das  dahin  aus,  daß  bei  einer  bestimmten  Versuchsanord- 
nung  die  Differenz  der  Brechungsexponenten,  so  gering  sie 
auch  sein  mag,  so  vorteilhaft  ausgenützt  würde,  daß  starke 
Reflexion  auftritt. 

I.  Zufolge  der  Fresnel'schen  Formeln  ist  die  Amplitude  T 
des  reflektierten  Lichtes  für  die  Komponente,  die  in  der  Einfalls- 
ebene  polarisiert  ist,  wenn  die  Amplitude  des  einfallenden 
Lichtes  eins  ist,  durch  den  Ausdruck  gegeben 

T_  sinj^-^l 
sin    +  ' 

wobei  ?  der  Einfalls-  und  ?1  der  Brechungswinkel  ist,  oder  bei 
Anwendung  der  Produktentwicklung  für  den  Sinus 


oo 

vi 


Da  aus  physikalischen  Gründen  die  linke  Seite  dieser 
Weichung  ,mmer  endlich  bleiben  muß,  so  gilt  dasselbe  von  der 
rechten  Seite  und  es  ist  ohneweiters  gestattet,  an  Stelle  der 
yuotienten  der  Produkte  das  Produkt  der  Quotienten  zu  setzen. 
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Für  ?  _  ^  verschwindet  das  Produkt  rechter  Hand,  weil 
der  Faktor  ?-<p,  Null  wird.  Gelingt  es  nun,  <p  so  zu  bestimmen, 
daß  sich  rp-?l  gegen  einen  der  Faktoren  im  Nenner  weghebt, 
wie  groß  immer  d.  h.  wie  groß  immer  der  relative  Brechungs- 
exponent sein  mag,  so  wird  der  obige  Ausdruck  auch  für 
von  Null  verschieden  sein. 

<p  soll  nun  so  bestimmt  werden,  daß 


Setzt  man  <p  — <pt  =  8,  so  ist 

8  =  1  ?  


2 


Sobald  s  dieser  Gleichung  genügt,  kürzt  sich  der  Faktor 
gegen'  den  ersten  Faktor  im  Nenner  weg.  Wenn  man 
anstatt  dieses  ersten  einen  anderen  Faktor  des  Nenners  wählt, 
so  ergibt  sich  für  <p  ein  physikalisch  nicht  brauchbarer  Wert. 

Ist  nun  «  =  1.  also  <p  =  'fP  *o  wird  8  =  0  und 


<p  =  — 
T  2 

Für  denjenigen  Strahl,  für  welchen  w  exakt  gleich  eins  .st, 

kann  Reflexion  nur  beim  Einfallswinkel  y  stattfinden. 

Für  die  weitere  Untersuchung  sind  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden. Bezeichnet  nr  den  relativen  Brechungsexpone 
für  rotes  Licht,  «„  die  gleiche  Größe  für  blaues,  so  muß,  ^ 
der  relative  Brechungsindex  im  Gelb  gleich  eins  ist,  entw* 

ur>U  «*<1 

oder 

nr<\;  nv>\. 
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Wenigstens  wird  dies  im  allgemeinen  zutreffen;  denkbar 
wäre  allerdings  auch  der  Fall,  daß  die  Dispersionsverhältnisse 
der  gemischten  Flüssigkeiten  derartige  sind,  daß  die  Differenzen 
1— tir  und  1— uv  das  gleiche  Vorzeichen  haben.  Dadurch  würde 
übrigens  an  dem  Nachstehenden  nichts  Wesentliches  geändert 
werden. 

Hier  sei  zunächst  der  erste  Fall  vorausgesetzt,  also 

«r>i;  ftv<l. 
Für  rotes  Licht  ist  demnach  8  eine  positive  Größe  und 

<p  <  — 
2 

Nun  ist  ja  für  rote  Strahlen  <p  nicht  mehr  gleich  aber 
die  Differenz  <p— ?1  ist  immerhin  sehr  klein,  so  daß  im  all- 
gemeinen T  einen  sehr  geringen  Wert  haben  wird.  Ist  aber  der 
Einfallswinkel  so  gewählt,  daß  er  der  obigen  Gleichung  genügt, 
so  wird  im  roten  Teile  des  Spektrums  starke  Reflexion  ein- 
treten. Die  Menge  des  reflektierten  Lichtes  sowie  der  Winkel, 
für  welchen  dieses  Maximum  der  Reflexion  eintritt,  lassen  sich 
angenähert  berechnen.  Diese  Berechnung  soll  weiter  unten 
ausgeführt  werden. 

Für  blaues  Licht  ist  wegen  n,<\  8  eine  negative  Größe 
und  der  Einfallswinkel,  für  welchen  der  Faktor  <p— <p,  wegfiele, 

mußte  größer  als        sein,  eine  physikalisch  unbrauchbare 

Lösung.  Dagegen  tritt  für 

sin  $  =  nv 

Totalreflexion  im  blauen  Teile  des  Spektrums  ein  und,  je  mehr 
;  Wa_chst'  um  so  näher  rückt  das  Gebiet  der  Totalreflexion  an 
<*n  Bereich  der  gelben  Strahlen  heran. 

^  II.  Die  Intensität  des  reflektierten  Lichtes,  das  normal  zur 
-in  allsebene  polarisiert  ist,  wird  unter  gleichen  Voraus- 
setzungen wie  oben  durch  den  Ausdruck  bestimmt 

S  —  !g_(?~?i)  _  «  cotg  (rf  H-'fj) 
lS  (? + ;h)  ~  *  cotg 


£64  L-  Mcitner, 

oder  nach  der  Reihenformel  für  die  Kotangente 

oo  2-«*- 
-         V  -  

 |   ■  

5  =  —  


oo  2*=*- 


- 


oo  £  

IC 


 —  1-  >m 


oo 


oo  2 


\2 


Für  «  =  <p,  wird   — -  =  oo,  der  Ausdruck 


9 

CO  .£ 


- 


tu 


verschwindet  dagegen.  Bestimmt  man  daher  <p  so,  daß 

2  *  + 
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so  wird  5  immer  nahezu  gleich  1,  weil  neben  — - —  der 

restliche  Betrag  des  Nenners  in  allen  hier  in  Betracht  kom- 
menden Fällen  zu  vernachlässigen  ist. 

Setzt  man  wieder  <p— ?t  =  8,  so  erhält  man  für  <p  den  Wert 

7  =  +3.  ...2) 


Für  n  =1  ist  8  =  0  und  «  =  —  • 

2 

Für  Strahlen,  deren  relatives  Brechungsverhältnis  eins  ist, 
tritt  wieder  nur  bei  streifender  Inzidenz  Reflexion  auf.  Für  rotes 
Licht  ist  8  positiv  und  der  zugehörige  Wert  von  <p  größer  als 

--,  d.  h.  im  roten  Licht  gibt  es  keine  merkliche  Reflexion  für 

die  senkrecht  zur  Einfallsebene  polarisierte  Komponente. 

Für  blaues  Licht  ist  5  negativ  und  sei  gleich  — e.  Der 

zugehörige  Wert  des  Einfallswinkels  tpt,  ist  kleiner  als  —  : 

2 

fv  —  S. 


Dieser  Winkel  ist  aber  immer  größer  als  derjenige,  für 
welchen  Totalreflexion  im  Blau  eintritt.  Bezeichnet  man  diesen 
letzteren  mit  <pv',  so  ist 


demnach 

Der  Unterschied  zwischen  yv  und  f [  ist  indes  jedenfalls 
gering.  Andrerseits  läßt  sich  zeigen,  daß  der  Winkel  cpr,  für 
welchen  die  Komponente  T  im  roten  Lichte  ein  Maximum  wird, 
größer  ist  als  der  Winkel  der  Totalreflexion  für  blaues  Licht. 
Es  war 

TT — (tt — 1)6 
?»  ~  7)   und    sin  ?r  —  Mf 
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7t  —  1 

In  erster  Annäherung  kann  man    gleich  der  Einheit 

setzen  und  ^ 


*r-T-8. 


Nun  ist 

sin  <pr 


-,  =  »r     Und     Tr  =  ?r—  8. 

sin  tpr 

Bestimmt  man  o  aus  der  Gleichung  für  <pr,  so  wird 

sin  yr          sin  <pr 

sin  y'r  ~~  2sin*  <pr — 1  "~  r' 

Hieraus  läßt  sicn  bestimmen. 

Ferner  ist  bei  allen  Körpern  der  Unterschied  zwischen  den 
Brechungsexponenten  für  blaues  und  gelbes  Licht  (etwa  für 
die  F-  und  Z)-Linie)  mindestens  doppelt  so  groß  als  die  ent- 
sprechende Differenz  für  gelbes  und  rotes  Licht  (D  und  C-Linie). 
Im  betrachteten  Falle  ist  demnach 

2{nr—  1)  ^  \—nv 

oder 

2(nr — 1)  <S  1  —  sin  <pt.. 


m^r—\  = folgt 

1 


1  ' 

2  sin  vr  r  — 

sin  cpr 


7* 

und  wegen  cpr  <  — 

2 

2  sin  3  r — 1  v 
4 — 4  sin     <  1 — sin  yv 
4  sin  <?r — sin  «pt.  >  3, 

eine  Relation,  die  nur  bestehen  kann,  wenn  <p„  kleiner  ist  als  tpr 
Schließlich  läßt  sich  noch  die  Intensität  des  reflektierten 
roten  Lichtes  angenähert  berechnen. 
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Für  <p  =  —  wird 


2*1  I 


1  1     4     9    16  25  30 


1       2«    3     8    15  24  35 

2  1  


m2 


Nach  der  Wallis'schen  Formel  ist 

Ä  —  Fl  (2w)2  _  4    16  36 

(2w  +  l)(2w—  1)  ~  3    15  35 

l 


— i.  ±.15  £6  36  36 
4  ~  3  '  3  '  15  *  15   35  *35 


oo  1 

Setzt  man  in  dem  Ausdruck  n  —  =  2x7  an  Stelle 


2  1 


1 


des  zweiten,  vierten,  sechsten  Faktors  das  jedem  dieser 

Faktoren  vorangehende  Glied,  so  geht  dieses  Produkt  in  den 

Wert  für  —  über;  da  aber  in  diesem  Produkt  jedes  folgende 

Glied  kleiner  ist  als  das  vorhergehende,  so  hat  man  hiebei  ver- 
größert. Folglich  gilt 

TT  7C'2 

—  <2zT<  — 
2  4 

—  <    T   <  — 
4  8 

1  2 

Der  Wert  von  T  liegt  also  zwischen  —  und  — 

4  5 

Es  ergeben  sich  hienach  folgende  Resultate: 
Ist  der  Brechungsexponent  für  gelbes  Licht  gerade  gleich 
eins,  für  rotes  größer,  für  blaues  Licht  kleiner  als  eins,  so  tritt 
bei  ziemlich  schiefer  Inzidenz  zunächst  Totalreflexion  im  Blau 
und  Violett  auf.  Wird  die  Inzidenz  mehr  und  mehr  streifend, 
so  rückt  die  Totalreflexion  immer  naher  an  den  gelben  Teil 
des  Spektrums;  gleichzeitig  nimmt  die  Reflexion  im  Orange 
und  Rot  zu  und  erreicht  für  den  durch  Gleichung  1)  bestimmten 
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Winkel  ein  Maximum.  Außerdem  muß  das  reflektierte  rote 
Licht  in  der  Einfallsebene  polarisiert  sein. 

Diese  Ergebnisse  stimmen  in  auffälliger  Weise  mit  den 
Beobachtungen  Lord  Rayleigh's  überein;  nur  fehlt  dort  jede 
Bemerkung  über  den  Polarisationszustand  des  reflektierten 
Lichtes.  Aus  der  Versuchsanordnung  ergibt  sich  aber,  daß 
tatsächlich  nr  größer,  nv  kleiner  als  eins  war. 

Ist  umgekehrt  «t,>l  und  nr<[,  so  kehrt  sich  die  Er- 
scheinung um;  es  wird  das  rote  Licht  total  reflektiert,  während 
das  blaue  Licht  bei  dem  durch  Gleichung  1)  bestimmten  Ein- 
fallswinkel am  stärksten  reflektiert  wird  und  in  der  Einfalls- 
ebene polarisiert  ist. 

Haben  schließlich  die  Differenzen  1 — nr  und  1— das 
gleiche  Vorzeichen,  so  wird,  wenn  dieses  Vorzeichen  positiv 
ist,  sowohl  im  blauen  als  im  roten  Teile  des  Spektrums  bei 
den  entsprechenden  Winkeln  Totalreflexion  eintreten;  wenn 
dagegen  das  Vorzeichen  negativ  ist,  so  wird  bei  den  durch 
Gleichung  1)  bestimmten  Winkeln  im  Blau,  respektive  Rot 
Reflexion  stattfinden  und  das  ganze  reflektierte  Licht  wird  in 
der  Einfallsebene  polarisiert  sein. 

Da  dieser  letzte  Umstand  eine  genaue  Prüfung  zuläßt,  so 
ist  die  Möglichkeit  einer  experimentellen  Bestätigung  der  vor- 
stehenden Überlegungen  gegeben.  Um  das  reflektierte  Licht 
auf  seinen  Polarisationszustand  zu  prüfen,  wurde  folgender 
Versuch,  bei  dessen  Ausführung  mir  Herr  Dr.  Hasch ek  freund- 
lichst behilflich  war,  angestellt. 

Auf  dem  Tischchen  eines  Spektroskops,  an  dessen  Fern- 
rohr ein  Nicol  angesetzt  werden  konnte,  befand  sich  ein  recht- 
eckiger Glastrog,  welcher  mit  der  Mischung  aus  Schwefel- 
kohlenstoff und  Benzol  gefüllt  war.  In  diese  wurde  ein  Kron- 
glasprisma gestellt  und  das  durchgehende  Licht  beobachtet. 
Die  Anordnung  war  demnach  so  getroffen,  daß  *„<1,  «r>1 
sein  mußte.  Das  Prisma  war  mittels  eines  Metallstiftes  an  einer 
Glasplatte  befestigt,  um  bei  feststehendem  Troge  gedreht  werden 
zu  können.  Der  Spalt  wurde  zunächst  mit  einer  Natrium- 
flamme  beleuchtet  und  durch  Zusetzen  der  einen  oder  anderen 
Flüssigkeit  Gleichheit  der  Brechungsindizes  von  Prisma  und 
Flüssigkeitsmischung  für  gelbes  Licht  hergestellt.  War  dieser 
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Zustand  erreicht,  so  durfte  beim  Herausheben  des  Prismas 
keine  Verschiebung  des  Spaltbildes  im  Fernrohr  eintreten. 
Dieser  Umstand  gestattet  eine  genaue  Kontrolle,  ob  wirklich 
Gleichheit  der  Brechungsquotienten  vorhanden  ist. 

Als  Lichtquelle  wurde  eine  50  Kerzen  starke  Glühlampe 
verwendet  und  in  den  Gang  der  Strahlen  ein  Kondensator 
gestellt,  durch  welchen  zugleich  das  seitliche  Licht  abgeblendet 
wurde. 

Fiel  das  Licht  streifend  ein,  so  war  der  größte  Teil  des 
durchgehenden  roten  Lichtes  parallel  zur  Einfallsebene  pola- 
risiert, in  voller  Übereinstimmung  mit  dem  Ergebnis  der 
Rechnung. 

Der  eingangs  beschriebene  Versuch  Lord  Rayleigh's 
führt  demnach  nicht  nur  zu  keinerlei  Widerspruch  mit  den 
Fresnel'schen  Formeln,  sondern  kann  geradezu  als  neue  Be- 
stätigung für  deren  Gültigkeit  betrachtet  werden. 
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Ober  einen  Reibungsversueh 

von 

Anton  Lampa. 

Aus  dem  I.  physikalischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

(Mit  2  Textfiguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  12.  Juli  1206.) 

Gustav  Herrmann  beschreibt  in  seiner  Schrift:  »Der 
Reibungswinkel *l  folgenden  von  ihm  als  »bekannt«  bezeich- 
neten Versuch:  Legt  man  einen  Stab  auf  zwei  Unterlagen  und 
bewegt  diese  gegeneinander,  so  gelangen  die  Unterlagen  schließ- 
lich unter  den  Schwerpunkt  des  Stabes.  Herr  mann  gibt  für 
diesen  leicht  anzustellenden  Versuch  eine  Erklärung,  deren 
Inhalt  sich  wie  folgt  wiedergeben  läßt.  Die  Normaldrücke  auf 
die  Unterlagen  seien  i\l  und  N2.  Das  Gleiten  des  Stabes  be- 
ginnt auf  jener  Unterlage,  welche  den  kleineren  Normaldruck 
erfährt,  also  jener,  welche  vom  Schwerpunkt  des  Stabes  weiter 
absteht.  Gelangt  aber  diese  Unterlage  in  einen  Abstand  vom 
Schwerpunkte,  welcher  dem  Abstände  der  anderen  Unterlage 
vom  Schwerpunkte  gleich  ist,  so  tritt  nicht  gleichzeitiges  Gleiten 
über  beide  Unterlagen  ein,  wie  man  zunächst  erwarten  würde, 
sondern  der  Stab  gleitet  noch  etwas  weiter,  bis  die  Reibung  an 
dieser  Unterlage,  die  durch  den  kleineren  Reibungskoeffizienten 


1  Gustav  Herrmann,  Der  Reibungswinkcl.  Finc  Festgabe  zur  dritten 
Sakularfeier  der  Universität  Würzburg  am  1.  August  1SS2.  Braunschweig, 
Friedrich  Vieweg  &  Sohn,  1882.  Vergl.  auch  F.  Klein  und  A.  Sommerfeld, 
Über  die  Theorie  des  Kreisels.  Heft  III,  p.  438  und  439  (Leipzig,  B.  G.  Teilb- 
ar, 1903). 
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der  Bewegung  und  den  Normaldruck  bestimmt  ist,  gleich  wird 
der  Reibung  an  der  anderen  Unterlage,  die  durch  den  größeren 
Reibungskoeffizienten  der  Ruhe  und  den  Normaldruck  bestimmt 
ist.  Bezeichnet  man  die  Reibungskoeffizienten  der  Ruhe  und 
Bewegung  mit  \Lq  und  {jl,  wobei  ja^  >  jju,  so  tritt  Wechsel  der 
Bewegung  des  Stabes  ein,  sobald  der  Schwerpunktsabstand  der 
Unterlage,  über  welche  das  Gleiten  gerade  stattfindet,  dem 

-  ~  ten  Teile  des  Schwerpunktsabstandes  der  anderen  Unterlage 

gleich  geworden  ist.  Der  Versuch  beweist,  daß  der  Reibungs- 
koeffizient der  Ruhe  größer  ist  als  der  der  Bewegung;1  durch 


F  /'' 


i 

r, 


F  F' 
-r — r— 


UZ,  II, 


Fig.  1. 


Markierung  der  Umkehrpunkte  und  Messung  ihrer  Abstände 
vom  Schwerpunkt  erhält  man  die  Möglichkeit,  das  Verhältnis 

^  zu  bestimmen. 

Die  einsetzende  Stabbewegung  genügt,  wie  sich  leicht 
zeigen  läßt,  einer  Minimumbedingung.  Wir  wollen  von  dieser 
Bemerkung  später  Gebrauch  machen.  Zur  Erkenntnis  dieser 
Minimumbedingung  gelangt  man  auf  folgendem  Wege.  Die 
beiden  Unterlagen  mögen  den  Stab  in  den  Punkten  Ux  und  lt 
berühren;  über  diesen  beiden  Punkten  markieren  wir  die  Stab- 
punkte £,  und  K2  (Fig.  1).  Der  Schwerpunkt  des  Stabes  sei 
in  S,  sein  Gewicht  sei  =  O.  Setzen  wir 

SL\=av  SUt-att 


1  Daß  der  Reibungskoefiiz-ient  von  der  Geschwindigkeit  abhängen  muß. 
I.tli;  sich,  wie  jüngsten«;  Viktor  Fischer  gezeigt  hat  (Phys.  Zeitschr.,  Jahrg. 
Nr.  12  vmii  lö.  Juni  lt'ür.,  y.  4'Jö),  aus  dem  l'rinzip  von  der  Erhaltung  der 

F,:-U::'i;ie  lierkiten. 
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so  sind  die  Normaldrücke 


N^tU^Q^-,    A',(.ufCr,)  =  ö_i_. 

Wir  denken  uns  nun  die  beiden  Unterlagen  um  eine  sehr 
kleine  Strecke  2X  genähert,  sei  es,  daß  jede  der  beiden  Unter- 
lagen um  X  oder  die  eine  um         die  andere  um  ^1  

verschoben  wird.  Der  Stab  wird  dann  im  allgemeinen  Falle 
gleiten,  was  eine  Änderung  der  Normaldrücke  zur  Folge  hat. 
Wir  denken  uns  aber  2 X  so  klein,  daß  die  Änderung  der  Normal- 
drücke vernachlässigt  werden  kann,  und  nehmen  zunächst  an, 
daß  jede  der  beiden  Unterlagen  um  X  verschoben  worden  sei. 
Es  kommt  L\  nach  U[,  U2  nach  wobei 

Dadurch  habe  sich  der  Stab  etwa  so  verschoben,  daß  Ex 
nach  E[,  E2  nach  E!,  gelangt.  Dann  hat  über  die  Unterlage  b\ 
ein  Gleiten  um  die  Strecke  E[U[,  über  die  Unterlage  L\  ein 
Gleiten  um  die  Strecke  U^E',  stattgefunden.  Berechnen  wir  die 
hiebei  gegen  die  Reibungswiderstände  geleisteten  Arbeiten. 
Wir  dürfen  hiezu  den  Reibungskoeffizienten  der  Ruhe  ver- 
wenden, da  X  sehr  klein  und  im  Beginne  der  Bewegung  der 
Reibungskoeffizient  jenem  der  Ruhe  gleich  ist.  Diese  Arbeit  ist 

%^^(Xx.E[U[+Ki.V!iE^ 

was  wir  auch,  wenn  wir  E'JJ'  —      setzen,  schreiben  können: 

1   1  n 


X  <        P  I 

a  i+u,,  1-7/        1  x       ;/  /I 

Welchen  Wert  müssen  wir  welches  nach  den  Be- 
rgungen der  Aufgabe  alle  Werte  zwischen  \-  und  co  haben 

— 

Si:zh.  der  mathem  -uauirw.  Kl.;  CXV.  i'.J  .  Abt  IIa. 
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kann,  erteilen,  damit  diese  Arbeit  den  kleinstmöglichen  Wert 
erhält?  Da,  wie  in  der  Figur  angenommen,  al<ai,  erhält  % 
seinen  kleinsten  Wert  für  n  =  oo,  wie  man  sofort  sieht,  wenn 
man  den  Klammerausdruck  in  der  Form 

schreibt.  Dieser  kleinste  Wert  von  $t  ist  %ar  Er  tritt 

ax+a2 

auf,  wenn  ein  Gleiten  von  Et  gegen  Ulf  d.  h.  ein  Gleiten  des 
Stabes  über  die  Unterlage,  auf  welche  der  größere  Normal- 
druck ausgeübt  wird,  nicht  stattfindet;  denn  dann  ist 

F'U[  =  —  =  0. 

Die  wirklich  eintretende  Bewegung  des  Stabes  entspricht 
also  diesem  Falle.  Wir  können  also  sagen:  Die  Bewegung 
des  Stabes  setzt  derart  ein,  daß  die  bei  dem  ersten 
sehr  kleinen,  vom  Stabe  zurückgelegten  Wegstücke 
gegen  die  Reibungskräfte  zu  leistende  Arbeit  ein 
Minimum  wird. 

Wollte  man  die  weitere  Stabbewegung  ebenfalls  auf  diese 
Minimumeigenschaft  untersuchen,  so  müßte  man  dem  Umstand 
Rechnung  tragen,  daß  die  Relativgeschwindigkeit  des  Stabes 
gegen  die  beiden  Unterstützungspunkte  im  supponierten  all- 
gemeinen Falle,  der  bei  der  Bildung  des  Arbeitswertes  voraus- 
zusetzen ist,  ungleich  ist,  daher  die  Reibungskoeffizienten  der 
Bewegung  über  die  beiden  Unterstützungspunkte  ungleich 
sind.  Man  müßte  also  die  Abhängigkeit  des  Reibungskoeffi- 
zienten von  der  Geschwindigkeit  kennen.  Wir  können  uns  für 
unsere  Zwecke  mit  der  Kenntnis  dieser  Minimumbedingung  für 
das  Einsetzen  der  Bewegung  begnügen. 

Weiters  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  es  gleichgültig  ist,  ob 

^ A  die 

die  beiden  Unterlagen  je  um  X  oder  die  eine  um  -j-i 
andere  um  (\  —  -M  2X  verschoben  werden,  daß  es  ferner  auch 
gleichgültig  ist,  ob  diese  Verschiebungen  gleichzeitig  oder 
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nacheinander  vorgenommen  werden,  wobei  auch  die  Reihen- 
folge der  Verschiebungen  gleichgültig  ist. 

Der  Herrmann'sche  Versuch  gestattet  eine  Erweiterung. 
Unterstützt  man  eine  Platte  in  beliebigen  drei  Punkten,  wobei 
natürlich  der  Schwerpunkt  der  Platte  innerhalb  des  durch  die 
drei  Punkte  bestimmten  Dreieckes  liegt,  und  bewegt  nun  die 
Unterstützungspunkte  gegen  einen  beliebigen  Punkt,  den  wir 
als  Konvergenzpunkt  bezeichnen  wollen,  so  bewegt  sich  die 
Platte  derart,  daß  endlich,  wenn  die  Unterstützungspunkte  in 
dem  Konvergenzpunkte  zusammenkommen,  der  Schwerpunkt 
der  Platte  über  dem  Konvergenzpunkte  liegt.  Man  kann  den 
Versuch  in  primitiver  Weise  mit  einem  Teller  ausführen,  den 
man  mit  drei  Fingern  unterstützt.  Zur  näheren  Untersuchung 
traf  ich  folgende  Anordnung.  Eine  größere  kreisförmige  Metall- 
platte, welche  in  der  Mitte  ein  Loch  hat,  wird  auf  drei  Füßen 
horizontal  gelagert;  sie  wird  mit  Papier  überzogen,  um  Punkte 
auf  ihr  markieren  zu  können.  Auf  die  Metallplatte  legt  man 
drei  gleich  große  Halbkugeln  aus  Messing  von  etwa  8  mm 
Durchmesser  mit  ihren  Äquatorebenen  auf.  Nahe  am  Äquator 
jeder  Halbkugel  ist  eine  Schnur  befestigt,  die  durch  das  Loch 
m  der  Metallplatte  durchgezogen  wird.  Durch  Ziehen  an  den 
Schnüren  können  die  Halbkugeln  gegen  das  Loch,  welches 
also  den  Konvergenzpunkt  darstellt,  bewegt  werden.  Will  man 
erreichen,  daß  sich  die  Halbkugeln  geradlinig  gegen  den  Kon- 
vergenzpunkt bewegen,  so  kann  man  auf  die  Platte  schmale 
Führungsleisten  aus  Holz  derart  aufkleben,  daß  die  Halbkugeln 
zwischen  ihnen  leicht  gleiten.  Eine  kreisförmige  Platte  aus 
starkem  Spiegelglas,  deren  Schwerpunkt  man  markiert,  vervoll- 
ständigt den  Apparat.  Sie  wird  auf  die  Halbkugeln  aufgelegt, 
deren  Pole  somit  die  Unterstützungspunkte  bilden. 

Man  findet,  daß  das  angegebene  Resultat,  schließliche  Ko- 
inzidenz des  Schwerpunktes  mit  dem  Konvergenzpunkte, 
™mer  eintritt,  ob  nun  die  Führungsschienen  für  die  Halbkugeln 
vorhanden  sind  oder  nicht,  ferner  unabhängig  davon,  ob  die 
Unterstützungspunkte  gleichzeitig  oder  hintereinander  ver- 
schoben werden.  Man  übersieht  auch  sofort,  daß  dieses  Resultat 
notwendig  ist,  indem  der  Schwerpunkt  der  Platte  niemals  das 
von  den  Unterstützungspunkten  gebildete  Dreieck  verlassen 

5S* 


876 


A.  Lampa, 


kann.  Gelangt  er  nämlich  etwa  in  eine  Seite  dieses  Dreieckes, 
so  erfahren  nur  mehr  die  beiden  dieser  Seite  angehörenden 
Unterstützungspunkte  einen  Druck  von  der  Platte;  der  dritte 
Unterstützungspunkt  gleitet  nunmehr  frei  ohne  Reibungswider- 
stand unter  der  Platte  und  übt  keine  Rückwirkung  mehr  auf  sie 
aus.  Gelangt  andrerseits  der  Schwerpunkt  über  einen  Unter- 
stützungspunkt, so  erfahren  die  beiden  anderen  Unterstützungs- 
punkte keinen  Druck  mehr  und  gleiten  frei  unter  der  Platte  weg. 


Hg-  2. 


Einen  näheren  Einblick  in  den  Vorgang,  welcher  zu  dem 
Endresultate,  Koinzidenz  des  Schwerpunktes  mit  dem  K<n- 
vergenzpunkle,  führt,  erhält  man  mit 

der  geschilderten  Versuchs- 
anordnung. Es  genügt,  sich  auf  den  einfacheren  ball  zu 
beschränken,  daß  die  Unterstützungspunkte  genötigt  sind,  sich 
zu  dem  Konvergenzpunkt  in  gerader  Linie  hinzubewegen,  daß 
also  die  Führungsleisten  angebracht  sind.  5  sei  der  Schwer- 
punkt der  Platte  (Fig.  2),  deren  Gewicfit  wir  mit  Q  bezeichnen 
wollen.  Die  Unterstützur.gspunkte  l\,  U2,  l\  mögen  anfänglich 
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unter  den  Piattenpunkten  Ev  E2,  E3  liegen.  Die  Normaldrücke 
NVN2,NS,  welche  Uv  f/2,  Ua  erfahren,  sind  dann  bekanntlich 

Der  Konvergenzpunkt  sei  0.  Wir  verschieben  nun  die  Unter- 
stützungspunkte gleichzeitig  um  die  sehr  kleine  Strecke  X 
gegen  0  hin,  so  daß  Uv  nach  ev  U2  nach  e2,  U3  nach  e3  gelangt; 
es  ist  also 

Eiei  ~  E2e2  =  — 

X  denken  wir  uns  so  klein,  daß  die  Änderungen  der  Normal- 
drücke auf  die  Unterstützungspunkte  bei  diesen  Verschiebungen 
vernachlässigt  werden  können.  Die  Platte  kommt  durch  diese 
Verschiebung  der  Unterstützungspunkte  in  eine  andere  Stellung 
(in  der  Figur  nicht  gezeichnet);  Ev  komme  nach  E{,  E2  nach  Ei, 
E3  nach  E'z.  E[  und  ex  geben  dann  die  Endpunkte  der  Linie, 
längs  welcher  der  Unterstützungspunkt  Ux  an  der  Platte  ge- 
glitten ist.  Da  wir  X  sehr  klein  genommen  haben,  so  dürfen  wir 
diese  Linie  als  Gerade  ansehen  und  es  gibt  E[ex  —  Xx  den  Weg, 
längs  welchem  L\  an  der  Platte  geglitten  ist.  Analog  verschieben 
sich  U2  längs  der  Strecke  E,2c2=\2,  Us  längs  der  Strecke 
Eie3  =  V  Da  wir  für  den  Beginn  der  Bewegung  die  Reibungs- 
koeffizienten für  alle  Unterstützungspunkte  gleich  dem  Rei- 
bungskoeffizienten der  Ruhe  setzen  dürfen,  wird  die  bei 
dieser  Verschiebung  der  Platte  gegen  die  Reibung  zu  leistende 
Arbeit 

Wenden  wir  auf  die  Bewegung  der  Platte  den  Satz  an, 
welchen  wir  bei  der  Bewegung  des  Stabes  im  Herrmann'schen 
Versuch  erkannt  haben,  so  wird  die  einsetzende  Bewegung  der 
Platte  dadurch  bestimmt  erscheinen,  daß  V(  ein  Minimum  wird. 

Die  Bewegung  der  Platte  ist  im  allgemeinen  recht  kom- 
pliziert und  in  gleicher  Weise  gewährt  auch  die  Behandlung 
des  obigen  Ausdruckes  kein  klares  Bild.  Einfacher  übersehbar 
werden  die  Verhältnisse,  wenn  man  das  Ergebnis  des  Versuches 

ZU  Hilf  • 
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einanderfolgende  zu  ersetzen.  Es  zeigt  sich  da,  daß  man  die- 
selbe Endstellung  der  Platte  erhält,  ob  man  die  Verschiebungen 
gleichzeitig  oder  in  beliebiger  Reihenfolge  nacheinander  vor- 
nimmt. Man  kann  also  das  Resultat,  welches  bei  der  ange- 
gebenen gleichzeitigen  Verschiebung  der  drei  Unterstützungs- 
punkte durch  eine  im  allgemeinen  komplizierte  und  unübersicht- 
liche Bewegung  der  Platte  erreicht  wird,  ableiten,  indem  man 
diese  Verschiebungen  nacheinander  vornimmt  und  ihre  Wir- 
kungen untersucht.  Wir  denken  uns  also  zunächst  den  Unter- 
stützungspunkt Ux  nach  ex  verschoben.  Dieser  Verschiebung 
wirkt  ein  Reibungswiderstand  fvYi  entgegen.  Ebenso  groß  ist 
die  Kraft,  welche  durch  die  Bewegung  von  L\  auf  die  Platte  in 
der  Richtung  Exex  ausgeübt  wird.  Diese  Kraft  können  wir  durch 
zwei  zu  ihr  parallele  Kräfte  ja„Ati,2,  die  in  Et  angreift,  und 
(VVi.3,  die  in  E3  angreift,  ersetzen.  Die  erste  dieser  Kräfte 
sucht  2^  über  t/g,  die  zweite  £,  über  U3  zu  verschieben.  Diesen 
Verschiebungen  wirken  Reibungswiderstände  an  l\  und  Ut 
entgegen,  welche  durch  p^, A*2  und  p,A"8  gegeben  sind.  Es  sind 
nun  verschiedene  Fälie  möglich,  die,  wie  das  Experiment  ergibt, 
zu  verschiedenen  Resultaten  führen. 

Erster  Fall.  Es  sei  Ari>2  >  N„  Ar,,3  >  A'V  Hier  ist  also 
auch  A',  >  Ag-4-Ar3.  Es  findet  kein  Gleiten  der  Platte  über  üv 
wohl  aber  über  L\  und  l\  statt.  Der  Punkt  Ex  geht  also,  ständig 
über  L\  bleibend,  mit  diesem  mit.  Doch  gleitet  die  Platte  über  Ut 
und  U3  unter  einer  gleichzeitigen  Drehung  nach  der  Seite  des 
größeren  der  beiden  Drucke  A2  und  N3  hin.  Bezeichnen  wir 
die  Verschiebung  von  £2,  das  nach  £2'  gelangt,  mit  52  (£2^  =  ^ 
jene  von  £3,  das  nach  £3'  gelangt,  mit  8S  {E&  =  8a),  so  geben, 
da  U2  und  U3  ruhen,  82  und  83  die  Strecken,  längs  welchen  die 
Platte  über  U2  und  L\  geglitten  ist,  und  |Ao(A'282-f-A'353)  die 
Arbeit  gegen  die  Reibung  an  U2  und  U3.  Zu  dieser  Arbeit 
kommt  noch  die  Arbeit,  welche  gegen  die  bohrende  Reibung 
an  £/,  geleistet  werden  muß.  Sehen  wir  von  dieser  ab,  so  wäre 
die  Drehung  der  Platte  durch  die  Forderung  zu  bestimmen,  daß 
der  Ausdruck  [a0(A232  +  AraS3)  ein  Minimum  wird.  Nehmen  wir, 
unserer  Figur  entsprechend,  an,  daß  A2  >  Ars,  so  sieht  man 
sofort,  daß  o2  <  8a  sein  muß.  Verschwinden  kann  82  allerdings 
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nicht.  82  und  88  lassen  sich  durch  die  Parallelverschiebung  X 
und  den  Drehungswinkel  der  Platte  ausdrücken. 

Zweiter  Fall.  Es  sei  Nlt2<N2,  Nlt^>Na.  Hier  kann 
sein:  Nx  ^N2+ATS.  Jetzt  kann  ein  Gleiten  über  U2  nicht  statt- 
finden. U2  bleibt  unter  E2t  es  findet  nur  eine  Drehung  um  U2 
statt,  und  zwar  im  Sinne  der  Bewegung  von  Uv  Ex  bleibt 
hinter  Ux  zurück;  wenn  Ux  nach  ex  gekommen  ist,  sei  Ev  nach 
E'v  £,  nach  Jss'  gekommen.  Die  Linie,  längs  welcher  Ux  unter 
der  Platte  geglitten  ist,  hat  E[  und  ex  als  Endpunkte.  Da  wir  X 
als  sehr  klein  voraussetzen,  darf  diese  Linie  als  Gerade  ange- 
sehen werden.  Setzen  wir  E[ex  =  8„  E3E'S  =  83,  so  wird  jetzt 
die  gegen  die  Reibung  geleistete  Arbeit  mit  Vernachlässigung 
der  gegen  die  bohrende  Reibung  an  U2  zu  leistenden  Arbeit 
dargestellt  sein  durch  ^(A^-f- Ar353)  und  die  Drehung  der 
Platte  wird  durch  die  Forderung  zu  bestimmen  sein,  daß  dieser 
Ausdruck  ein  Minimum  wird.  \  und  83  sind  abermals  durch  X 
und  den  Drehungswinkel  der  Platte  bestimmt. 

Dritter  Fall.  Es  sei  N1>2>N2>  Nh3<N3.  Dieser  Fall 
ist  vollkommen  analog  dem  vorhergehenden. 

Vierter  Fall.  Es  sei  Ni,2<:N9,  NU3  <  N8.  Hier  ist  also 
auch  Nx  <  N2+N8.  Die  Platte  kann  weder  über  U2  noch  über 
#3  gleiten.  Dagegen  gleitet  L\  unter  der  Platte  fort  und  die 
gegen  die  Reibung  geleistete  Arbeit  ist  hier  einfach  [i^A^X. 

In  analoger  Weise  wie  die  Wirkung  der  Verschiebung  des 
Unterstützungspunktes  Ux  sind  die  Wirkungen  der  Verschie- 
bungen von  U2  und  f/3  zu  untersuchen.  Durch  Superposition 
der  Wirkungen,  welche  die  einzelnen  Verschiebungen  von  Uv 
Ui>  ua  ergeben,  erhalten  wir  die  gesuchte  Bewegung  der  Platte, 
wie  bereits  hervorgehoben  wurde.  Zu  bemerken  wäre  nur  noch, 
daß  die  Arbeit  bei  der  gleichzeitigen  Verschiebung  aller  drei 
Unterstützungspunkte  nicht  gleich  ist  der  Summe  der  Arbeiten 
bei  aufeinanderfolgender  Verschiebung  derselben. 

Wie  aus  der  vorstehenden  Diskussion  ersichtlich,  stehen 
d'e  Fälle  1  und  4  in  Analogie  mit  den  Verhältnissen  bei  einem 
m  zwei  Punkten  unterstützten  Stabe,  wobei  nur  im  allgemeinen 
zu  der  Progressivbewegung  noch  eine  Drehung  hinzukommt. 
°hne  Analogie  sind  die  Fälle  der  reinen  Drehung  (2  und  3). 
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Während  beim  Stabe  nur  Progressivbewegung  über  den 
einen  oder  anderen  Unterstützungspunkt  möglich  ist,  treten  bei 
der  Platte  Progressiv-  und  Drehbewegungen  auf.  Denken  wir 
uns  nur  Ut  bewegt,  U2  und  Us  festgehalten  und  bewegen  l\ 
bis  zum  Konvergenzpunkte,  so  können  im  allgemeinen  alle  vier 
Fälle  nacheinander  eintreten.  Auch  hier  wird  durch  die  Un- 
gleichheit der  Reibungskoeffizienten  der  Ruhe  und  Bewegung 
eine  Überschreitung  der  Übergangspunkte,  wie  sie  durch  die 
Druckverteilung  allein  bestimmt  wären,  stattfinden.  Ähnliches 
tritt  bei  gleichzeitiger  Verschiebung  aller  Unterstützungspunkte 
ein. 
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Die  halbtägigen  Schwankungen  der  Tempe- 
ratur und  des  Luftdruckes 

von 

R.  Börnstein  (Berlin). 

(-Mit  1  Textfigur.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  6.  Juli  1906.) 

In  einer  vor  zwei  Jahren  veröffentlichten  Studie  über  den 
täglichen  Gang  des  Luftdruckes  in  Berlin1  versuchte  ich  zu 
zeigen,  daß  die  hiesigen  Beobachtungen  recht  wohl  mit  der 
Auffassung  vereinbar  seien,  welche  die  täglichen  Druck- 
schwankungen auf  die  Temperaturverhältnissc  der  unteren 
Luftschichten  zurückführen  will.  Es  wurde  dabei  in  bekannter 
Weise  der  Tageslauf  des  Luftdruckes  durch  die  Sinusreihe: 

y  =  ax  sin  (Ax+x)+a%  sin  (At  +  2x)+as  sin  (^3+3^)  + 

+a4  sin  (AA+4.x) 

ausgedrückt;  dabei  bedeutet  y  die  Abweichung  des  Luftdruckes 
vom  Tagesmittel  für  denjenigen  Augenblick,  in  welchem  der 
von  Mitternacht  ab  gezählte  Stundenwinkel  gleich  x  ist.  Der 
tägliche  Gang  des  Druckes  erscheint  dann  als  Übereinandcr- 
agerung  je  einer  Schwankung  von  vierundzwanzig-,  zwölf-, 
acht-  und  sechsstündiger  Dauer,  deren  Größe  durch  die  Ampli- 
tuden a,  deren  Eintrittswinkel  durch  die  Phasenwinkel  A  ge- 
geben sind.  Hiebei  darf  aber  nicht  übersehen  werden,  daß  die 
musreihe  nur  eine  rechnungsmäßige  Darstellung  der  aus 
Gr  Beobachtung  gewonnenen  Zahlenreihe  bedeutet  und  daß 

4us   1  RMBdrnstein'  diese  Sitzungsberichte.  //3(Ua).  721  bis  738  (1904). 
ZUg;  Mete<>ro1og.  Zeitschrift,  22,  299  bis  305  (1905). 
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man  keineswegs  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe  als  Ausdruck 
verschiedener  physikalischer  Vorgänge  ansehen  kann.  Es 
wurden  nun  auch  für  den  täglichen  Gang  der  Temperatur  in 
Berlin  die  Amplituden  und  Phasenwinkel  einer  entsprechenden 
Reihe  herangezogen,  um  eine  Vergleichung  beider  Reihen  zu 
ermöglichen.  Wenn  es  gelang,  zwischen  den  gleichnamigen 
Schwankungen  der  Temperatur  und  des  Druckes  einfache 
Beziehungen  aufzufinden,  so  konnte  man  hoffen,  auch  allgemein 
die  Schwankungen  der  Temperatur  als  Ursache,  diejenigen  des 
Druckes  als  Wirkung  zu  erkennen  und  die  letzteren  gleich 
allem  sonstigen  Tageslauf  der  meteorologischen  Elemente  auf 
diejenigen  Vorgänge  zurückzuführen,  welche  von  der  täglichen 
Erddrehung  in  der  Nähe  der  Bodenoberfiäche  erzeugt  werden. 

Eine  Schwierigkeit  zeigte  sich  dabei  von  vornherein  in 
Betreff  der  halbtägigen  Druckschwankung.  Denn  während  die 
ganztägige  Schwankung  des  Druckes  ganz  leicht  mit  den  ört- 
lichen Verschiedenheiten  des  Temperaturganges  in  Beziehung 
gebracht  werden  konnte,  erwies  sich  die  halbtägige  Druck- 
schwankung wesentlich  unabhängig  von  örtlichen  Zuständen 
und  zeigt,  wie  namentlich  Hann  in  einer  Reihe  ausgezeich- 
neter Arbeiten  nachgewiesen  hat,  sehr  gleichmäßige  Verteilung 
über  alle  untersuchten  Gegenden.  Die  halbtägige  Amplitude  at 
des  Druckes  ist  mit  ganz  wenigen  Ausnahmen  erheblich  größer 
als  die  ganztägige  Amplitude  ax  und  nimmt  vom  Äquator  nach 
beiden  Seiten  hin  regelmäßig  ab,  während  der  halbtägige 
Phascnwinkel  A2  zwischen  engen,  im  zweiten  Quadranten 
liegenden  Grenzen  schwankt. 

Eine  Äußerung  von  Sir  William  Thomson  (Lord  Kelvin) 
und  deren  ausführliche  Bearbeitung  durch  Margules2  zeigten 
einen  Weg,  der  diese  Schwierigkeit  zu  überwinden  geeignet 
schien,  denn  es  ergab  sich  aus  jenen  Studien,  daß  unter  den 
freien  Schwingungen,  die  die  Atmosphäre  als  Ganzes  aus- 

i  Sir  William  Thomson,  Proc.  Roy.  Soc.  of  Edinburgh,  11,  396  (1832), 
Sitzung  vom  10.  Jänner  1SS2;  vergl.  nuch  Hann,  Mcteoroiog.  Zeitschrift,  >> 
361  (IS98). 

-  M.  Margules,  diese  Sitzungsberichte,  90  (IIa),  204  (1890); ,101  (1W 
M>7  (1X92);  102  (IIa),  11,  13G9  (1803).  Bericht  von  Trnbert  über  icse 
Arbeiten,  Meteorolog.  Zeitschrift,  20,  481,  ">44  (1903). 


Halbtägige  Temperatur-  und  Luftdruckschwankungen.  883 


zuführen  fähig  ist,  eine  von  sehr  nahe  zwölfstündiger  Dauer 
existiert.  Demnach  wären  die  ganztägigen  Druckschwankungen 
(ebenso  wie  die  drittel-  und  vierteltägigen)  als  erzwungene 
Schwingungen  anzusehen,  die  halbtägigen  dagegen  als  freie 
und,  daß  diese  größer  ausfallen,  erscheint  ebenso  begreiflich 
wie  ihre  bemerkenswerte  Unabhängigkeit  von  örtlichen  Be- 
sonderheiten. Es  müßte  also,  wie  schon  Hann1  ausgesprochen 
hat,  eine  geringe  halbtägige  Temperaturwelle  genügen,  um 
eine  große  Druckwelle  derselben  Periode  zu  erzeugen,  und  es 
galt  nun,  diese  halbtägige  Temperaturwelle  und  ihre  Beziehungen 
zur  gleichzeitigen  Druckwelle  aufzusuchen.  Dazu  wäre  vorzugs- 
weise geeignet  eine  Reihe  von  Daten,  in  welchen  nur  die  halb- 
tägige Temperaturschwankung  verschieden,  alle  anderen  Vor- 
aussetzungen aber  gleichartig  wären,  damit  man  die  etwaige 
Abhängigkeit  der  Druckschwankung  von  der  Temperatur- 
schwankung recht  rein  hervortreten  sähe.  Ist  eine  solche 
Bedingung  auch  unerfüllbar,  so  wird  doch  besser  als  auf 
andere  Weise  eine  Annäherung  möglich,  wenn  man  örtliche 
Verschiedenheiten  ganz  vermeidet,  indem  man  die  halbtägigen 
Schwankungen  eines  einzelnen  Ortes  zu  verschiedenen  Jahres- 
zeiten vergleicht  und  festzustellen  sucht,  wie  der  jährliche 
Gang  der  Temperaturwelle  sich  in  demjenigen  der  Druckwelle 
bemerkbar  macht.  Dieses  Verfahren  wurde  in  meiner  eingangs 
erwähnten  Arbeit  auf  Berlin  angewandt  und  ergab,  daß  die 
halbtägigen  Amplituden  at  für  Temperatur  und  für  Druck  sehr 
nahe  übereinstimmende  Änderungen  im  Jahreslauf  aufweisen, 
nämlich  zwei  Maxima  zur  Zeit  der  Nachtgleichen  und  da- 
zwischen zwei  Minima.  Ob  hierin  wirklich  ein  ursächlicher 
Zusammenhang  gegeben  ist,  könnte  erst  durch  die  entspre- 
chende Untersuchung  genügend  zahlreicher  anderer  Orte  er- 
gründet werden,  namentlich  auch  darum,  weil  die  Luftdruck- 
verhältnisse  eines  einzelnen  Ortes  jedenfalls  nicht  bloß  von  den 
daselbst  stattfindenden  Temperaturvorgängen  abhängen,  sondern 

gleichzeitig  auch  von  denjenigen  der  Umgebung.  Vielleicht 
findet  sich  die  gesuchte  Beziehung  noch  deutlicher  als  bisher, 
wenn  man  über  ausreichendes  Tatsachenmaterial  verlugt,  um 


1  Hann,  Meteorolog.  Zeitschrift.  15,  3US  (I8i>3>. 
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die  Mittelwerte  der  halbtägigen  Temperaturschwankung  für 
ganze  Breitengrade  herzuleiten  und  mit  den  entsprechenden 
Werten  für  Luftdruck  zu  vergleichen. 

Vorerst  habe  ich  nur  für  einige  Orte  diesen  Vergleich 
durchführen  können  und  berichte  darüber  im  folgenden.  Zu- 
nächst stelle  ich  Quellen  und  Übersicht  meiner  Berechnung 
der  harmonischen  Konstanten  zusammen,  wobei  zur  Vervoll- 
ständigung auch  einige  schon  anderwärts  veröffentlichte  Er- 
gebnisse hinzugefügt  sind. 

A.  Temperatur. 

1.  Königsberg  i.  Pr.  54°  43'  nördl.  Breite,  20°  3C  östl. 
Länge.  14  Jahre,  1890  bis  1903.  Stündliche  Mittel  bei  H. 
Kienast,  Das  Klima  von  Königsberg  i.  Pr.,  Teil  II,  Königsberg. 
Hartungsche  Buchdruckerei,  1904.  Vergrößerte  Englische  Hütte. 
Richard'scher  Thermograph  (Metallrohr  mit  Amylalkohol),  kor- 
rigiert nach  einem  in  gleicher  Höhe  (2  m  über  dem  Hasen) 
befindlichen  Quecksilberthermometer.  Die  Werte  von  a2  und  At 
für  die  Monate  und  das  Jahr  sind  von  mir  berechnet. 

2.  Bremen.  53°  5'  nördl.  Breite,  8°  48'  östl.  Länge. 
10  Jahre,  1891  bis  1900.  Stündliche  Mittel  bei  P.  Bergholz  m 
Deutschen  meteorologischen  Jahrbuch  für  1900  (Bremen),  p.  08 
und  99,  nach  Angaben  eines  in  Englischer  Hütte,  2  w  über  dem 
Boden,  angebrachten  Thermographen  von  Richard.  Die  Weile 
von  ax  bis  a4  und  Av  bis  ÄA  für  die  Monate  und  das  Jahr  sind 
von  mir  berechnet. 

3.  Berlin.  52°  30'  nördl.  Breite,  13°  23'  östl.  Länge.  8  Jahre, 
1890  bis  1897.  Stündliche  Mittel  bei  R.  Börnstein  und  E.Leß, 
Meteorolog.  Zeitschrift,  15,  327  (1898),  nach  Angaben  eines 
Pucß'schen  Thermographen,  der  in  Englischer  Hütte,  2-3 1» 
hoch  über  dem  Dache,  25 -5  m  über  dem  Straßenpflaster  stand. 
Die  Werte  von  ax  bis  a{  und  Av  bis  A4  für  die  Monate  und  das 
Jahr  sind  von  mir  berechnet. 

4.  Aachen.  50°  47'  nördl.  Breite,  0°  5'  östl.  Länge,  177  w 
Sechöhe.  •>  Jahre,  1S9G  bis  1900.  Die  von  A.  Vorhagen  be- 
rechneten Werte  von  av  <;2,  Ar  A.,  für  die  12  Monaie  werde" 
von  P.  Polis  mitgeteilt  im  Deutschen  meteorologischen  Jahrbuch 
für  Aachen,  1 903,  Ergebnisse  der  Luftdruckregistricrungen,  P-  1 }- 
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5.  München.  48°  8'  45*5"  nördl.  Breite,  11°  30' 31"  östl. 
Länge.  15  Jahre,  1841  bis  1845  und  1847  bis  185G.  Regi- 
strierendes Metallthermometer.  Bei  Lamont,  Ann.  der  Münch. 
Sternw.,  III.  Suppl.  p.  XL  (1850),  finden  sich  die  Werte  von 
ax  bis  as  und  .4,  bis  ^43  für  die  12  Monate;  die  Zahlen  für  a 
sind  hier  von  Reaumur-  auf  Celsiusgrade  umgerechnet. 

6.  Bukarest.  44°  25'  nördl.  Breite,  26°  G'  östl.  Länge, 
etwa  84  m  über  dem  Schwarzen  Meere,  Thermometer  in  der 
Wild'schen  Hütte  3-3*;*  über  dem  Boden.  IG  Jahre,  1885  bis 
1900. Thermographen  von  Richard  und  von  Hipp.  Stündliche 
Mittel  in  Analele  Instit.  Meteorol.  al  Romäniei,  16,  C,  1900 
(Bukarest,  1903).  Die  Werte  von  av  a2,  Av  At  für  die  Monate 
und  das  Jahr  sind  von  mir  berechnet. 

7.  Bombay.  18°  53'  45"  nördl.  Breite,  72°  48'  12"  östl. 
Länge,  113;«  Seehöhe.  5  Jahre,  \SÖd  bis  1870.  Quecksilber- 
thermometer des  Coläba  Observatory  in  Jalousichütte,  etwa 
1'3;;/  über  dem  Boden,  stündlich  abgelesen  mit  Ausnahme  der 
bonntage  und  einiger  Feiertage.  Bei  Charles  Chambers,  The 
Meteorology  of  the  Bombay  Prcsidency,  London,  1878,.  sind  die 
Werte  von  ax  bis  aA  und  .4,  bis  A±  für  die  Monate  sowie  für 
Sammer,  Winter  und  Jahr  angegeben. 

8.  Parä.  1°  27'  südl.  Breite.  48°  29'  westl.  Länge,  10;» 
Seehöhe.  30  Monate,  1900  bis  1903.  Nach  Registrierungen  des 
Ur.  Emil  Goeldi  am  naturhistorischen  und  ethnographischen 
Museum  sind  die  zweistündlichen  Mittel  sowie  die  Werte  von 
ü\'ü2>  A\>  A2  für  die  Monate  und  das  Jahr  von  Hann,  diese 
Sitzungsberichte,  114  (IIa).  31,  32  (1905),  mitgeteilt. 

9.  Kwai  (Wcst-Usambara).  4°  45'  südl.  Breite,  38°  18' 
ö^tl.  Länge.  1Ü10//I  Seehöhe.  35  Monate,  Januar  1897  bis  No- 
vember 1899;  in  den  Jahreswerten  ist  der  Dezember  1893  mit 
doppeltem  Gewicht  enthalten,  in  den  Monatswerten  für  Dezem- 
ber nur  die  beiden  Monate  von  1S97  und  1898  mit  gleichem 
Gewicht.  »Der  Thermograph  stand  in  einer  vorschriftsmäßigen 
Wetterhütte.«  Stündliche  Werte  und  Stundenmittel  für  die  ein- 
zelnen Monate  bei  H.  Maurer,  Deutsohe  überseeische  meteoro- 
Wfiische  Beobachtungen;  gesammelt  und  herausgegeben  von 
<to  Deutschen  Seewarte,  H.  X,  T.  I,  p.  103  bis  121.  Nach 
Berichtigung    einiger    Druck-    und    Rechenfehler    sind  die 
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Werte  von  a2  und  A2  für  die  Monate  und  das  Jahr  von  mir 
berechnet. 

10.  Batavia.  6°  11'  10"  südl.  Breite,  106°  497  45"  östl. 
Länge,  8w  Seehöhe.  10  Jahre,  1866  bis  1875.  Stündliche  Beob- 
achtungen, reduziert  auf  das  Normalthermometcr  Kew  Nr.  323. 
Stundenmittel  in:  Observations  made  at  the  magnetic  and 
meteorological  Observatory  at  Batavia,  published  by  Order  of 
the  governmentof  Netherlands  India.  Die  Werte  von  ax  bis  a4  und 
Ax  bis  A4  für  die  Monate  und  das  Jahr  sind  von  mir  berechnet. 

11.  Dar  es-Salam.  6°  49'  südl. Breite,  39°  19'  östl. Länge, 
13-5//I  Seehöhe.  3  Jahre,  1897  bis  1899.  Stündliche  Angaben 
des  in  einer  Wetterhütte  mit  doppeltem  Dach  untergebrachten 
Thermographen  von  Bohne  samt  Monatsmitteln  bei  H.  Maurer, 
Deutsche  überseeische  meteorologische  Beobachtungen,  ge- 
sammelt und  herausgegeben  von  der  Deutschen  Seewarte, 
H.  X,  T.  I,  p.  67  bis  91.  Die  Werte  von  a2  und  A2  für  die  Monate 
und  das  Jahr  sind  von  mir  berechnet. 

12.  Cördoba,  Argentinien.  31°  25'  15'5"  südl.  Breite, 
64°  11'  westl.  Länge,  438  m  Seehöhe.  Stundenmittel  bei 
W.  G.  Davis,  Clima  de  la  Repüblica  Argentina,  compilado  de 
las  observaciones  efectuadas  hasta  el  aflo  1900,  p.  7.  Buenos 
Aires,  1902.  Die  Werte  von  ax  bis  a4  und  Ax  bis  A4  für  das  Jahr 
sind  von  mir  berechnet. 

13.  Kenilworth  bei  Kimberley,  Südafrika.  28°  42' südl. 
Breite,  24°  27'  östl.  Länge,  etwa  1200  m  Seehöhe.  3Jahre, 
1898  bis  1900.  Hauptsächlich  nach  den  Angaben  von  Umkehr- 
thermometern finden  sich  die  Stundenweise  in:  Cape  of  Good- 
hope.  Colonial  Secretary's  ministerial  division.  Report  of  the 
Meteorological  Committee  for  the  year  ...  Cape  Town  .... 
Die  Werte  von  at  und  A2  für  die  Monate  und  das  Jahr  sind 
von  mir  berechnet. 

14.  Fisherton,  Santa  Fe.  32°  6'  südl.  Breite,  60°  38 
westl.  Länge.  28  m  Seehöhe,  1  -40»  über  dem  Boden.  7  Jahre, 
1891  bis  1897.  Stündliche  Werte  in:  Anales  de  la  Oricina 
Meteorol.  Argentina  porsu  director  Gualt.  G.  Davis,  TomoXH, 
2,  Buenos  Aires,  1898,  abgedruckt  in  Metereolog.  Zeitschnft, 
19,  368  (1902).  Die  Werte  von  und  A2  für  die  Monate  und 
das  Jahr  sind  von  mir  berechnet. 
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15.  Melbourne.  37°  48'  45"  südl.  Breite,  144°  58'  15" 
östl.  Länge,  36-8«»  Seehöhe.  6  Jahre,  1858  bis  1863.  Bei  George 
Neumayer,  Discussion  of  the  Meteorological  and  Magnetical 
Observations  made  at  the  Flagstaff  Observatory,  Melbourne, 
during  the  years  1858  bis  1863;  Mannheim,  1867,  finden  sich 
die  Werte  von  ax  bis  a3  und  Av  bis  A3  für  die  Monate  und  das 
Jahr.  Sie  sind  hier  umgerechnet  auf  Celsiusgrade  und  x  =  0 
für  Mitternacht. 

B.  Luftdruck. 

16.  Bremen  (siehe  2,  p.  94  und  95).  Barograph  nach 
Sprung-Fueß.  Seehöhe  1891  bis  1895:  7-ßm,  1896  bis  1900: 
15-8/«.  Die  Werte  von  ax  bis  aA  und  At  bis  A^  für  die  Monate 
und  das  Jahr  sind  von  mir  berechnet. 

17.  Berlin.  52°  3C  nördi.  Breite,  13°  23'  östl.  Länge, 
Seehöhe  1884  bis  1.  Juni  1901:  51  '31  m,  von  da  bis  1903: 
59-85  m.  20  Jahre,  1884  bis  1903.  Stundenwerte  in  meiner 
eingangs  erwähnten  Arbeit,  ebenda  die  Werte  von  at  bis  ax 
und  At  bis  AA  für  die  Monate  und  das  Jahr. 

18.  Aachen  (siehe  4).  8  Jahre,  1896  bis  1903.  Barograph 
von  Richard,  Nr.  16074,  reduziert  auf  das  Quecksilberbaro- 
meter Wild-Fueß,  Nr.  278.  av  a2,  Av  Av 

19.  München  (siehe  5).  529m  Seehöhe,  lim  über  dem 
Pflaster  der  Frauenkirche.  15  Jahre,  1841  bis  1845  und  1847 
bis  1856.  Aus  den  in  Pariser  Linien  ausgedrückten  Zahlen 
Lamonfs  in  Millimeter  umgerechnet  von  Hann,  Denkschr.  d. 
math.-naturw.  Kl.  d.  Akad.  Wien,  55,  103  (1899),  wo  sich  die 
Werte  von  at  bis  a3  und  A,  bis  As  für  die  Monate  und  das 
Jahr  finden. 

20.  Bukarest.  44°  26'  nördl.  Breite,  26°  6'  östl.  Länge, 
93«  Seehöhe.  3  Jahre,  1885  bis  1887.  Hann,  Denkschr.  d. 
math.-naturw.  Kl.  d.  Akad.  Wien,  55,  102  (1889)  gibt  die  Werte 
von  av     Alf  A2  für  die  Monate  und  das  Jahr  an. 

21.  Bombay  (siehe  7).  Für  die  Monate  Jänner  bis  Mai 
hegen  Beobachtungen  von  24  Jahren  vor,  1844  und  1848  bis 
!870,  für  die  Monate  Juni  bis  Dezember  von  25  Jahren,  1844 
und  1847  bis  1870.  Stündliche  Ablesungen  des  Standard  Baro- 
meter Newman  No  58  mit  Ausnahme  der  Sonntage  und  einiger 
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Feiertage.  Bei  Chambers  (s.  o.)  sind  die  Werte  von  ax  bis  a4 
und  Ax  bis  Ax  für  die  Monate  sowie  für  Sommer,  Winter  und 
Jahr  angegeben. 

22.  Para  (siehe  8).  Barometer  in  12*7  m  Seehöhe.  3  Jahre 
(1901  bis  1903?).  Hann  a.  a.  O.  teilt  zweistündliche  Mittel  und 
Werte  von  av  a2,  Av  A^  für  die  Monate  und  das  Jahr  mit.  Die 
Jahreswerte  sind  nicht  aus  den  Jahresmitteln  des  Luftdruckes, 
sondern  aus  den  Mittelwerten  der  Größen  p  und  q  berechnet 
(a2  =  pi+q'i;  tg  A  =  pjq).  Die  eingeklammerten  Werte  von  at 
sind  auf  Meeresniveau  reduziert. 

23.  Kwai  (siehe  9).  2  Jahre,  Dezember  1897  bis  November 
1899.  Barograph  von  Richard.  Hann,  diese  Sitzungsberichte, 
114  (IIa),  16  bis  19  (1905),  hat  die  Zahlen  von  Maurer  einer 
teilweisen  Neuberechnung  unterzogen  und  gibt  zweistündliche 
Mittel  sowie  die  Werte  von  av  a2,  Av  A^  für  die  Monate  und 
das  Jahr  an. 

24.  Batavia  (siehe  10).  Für  die  10  Beobachtungsjahre 
1866  bis  1875  teilt  Hann  in  Denkschr.  d.  math.-naturvv.  Kl.  d. 
Akad.  Wien,  55,  99  (1889),  die  Werte  von  ax  bis  an  und  Ax  bis 
An  für  die  Monate  und  das  Jahr  mit. 

25.  Dar  es-Salam  (siehe  11).  3  Jahre,  1896,  1897  und 
April  1898  bis  März  1S99.  Im  Jahre  1896  Barograph  von 
Richard,  seit  Anfang  Jänner  1897  Barograph  von  Bohne.  Bei 
Maurer,  a.  a.  O.,  p.  30  und  31,  finden  sich  die  Werte  von  av 
a.„  Alt  A2  für  die  Monate  und  das  Jahr. 

26.  Cördoba  (siehe  12).  Die  Werte  von  a,  bis  aA  und  A, 
bis  A4  für  das  Jahr  sind  von  mir  berechnet. 

27.  Fisherton  (siehe  14).  7  Jahre,  1891  bis  1897.  Baro- 
ir.eter  27-8?«  über  Niedrigwasser  des  La  Plata-Stromes  bei 
Buenos  Aires.  Die  Werte  von  a2  und  A*  für  die  Monate  und 
das  Jahr  sind  von  mir  berechnet. 

28.  Melbourne  (siehe  15).  6  Jahre,  1853  bis  1863.  Die 
Werte  von  at  bis  a9  und  .4,  bis  A3  für  die  Monate  und  das  Jahr 
linden  sich  bei  Hann,  Denkschr.  d.  math.-naturw.  Kl.  d.  Akad. 
Wien.  55.  97  (1889). 

Die  Zahlenwerte,  deren  Ursprung  vorstehend  angegeben 
winde,  finden  sieh  in  den  nachfolgenden  Tabellen  zusammen- 
gestellt, wobei  die  Beobachtungen  der  einzelnen  Orte  mit  d<m 
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Für  alle  vorstehend  mitgeteilten  Reihen  der  at  und  der  At 
wurden  die  Jahreskurven  gezeichnet.  Die  halbtägigen  Ampli- 
tuden a2  des  Druckes  zeigten  die  schon  bekannten  zwei 
Maxima  zur  Zeit  der  Nachtgleichen,  und  zwar  in  voller  Deut- 
lichkeit an  allen  untersuchten  Orten  der  nördlichen  gemäßigten 
Zone,  minder  regelmäßig,  aber  doch  auch  zweifellos  erkennbar 
an  den  anderen  Stationen.  Die  halbtägigen  Amplituden  a2  der 
Temperatur  haben  in  der  nördlichen  gemäßigten  Zone  sehr 
nahe  die  nämliche  Form  der  Jahreskurve  wie  beim  Drucke; 
an  den  Tropenstationen  finden  wir  die  beiden  Nachtgleichen- 
maxima  ebenfalls  erkennbar,  außerdem  aber  an  einzelnen  Orten 
noch  ein  drittes  Maximum  in  der  Jahresmitte;  und  in  der  süd- 
lichen gemäßigten  Zone  tritt  dieses  dritte  Maximum  zwischen 
den  beiden  anderen  noch  etwas  deutlicher  hervor.  Mit  Rück- 
sicht auf  die  vorerst  nur  kleine  Zahl  der  Stationen,  von  welchen 
die  halbtägige  Temperaturschwankung  bekannt  ist,  schien  mir 
ein  Zusammenfassen  der  in  gleicher  Zone  liegenden  Stationen 
um  so  eher  geboten,  als  ja  die  Luftdruckänderungen  des  ein- 
zelnen Ortes  nicht  bloß  von  den  örtlichen  Temperaturverhält- 
nissen bedingt  werden,  sondern  zugleich  auch  von  denjenigen 
der  Umgebung,  vielleicht  sogar  vorzugsweise  von  den  Vor- 
gängen des  ganzen  Breitenkreises.  Demnach  habe  ich  für  die 
letzte  Tabelle  die  Zahlenangaben  nach  Zonen  gesondert  und 
dann  zu  Mittelwerten  vereinigt.  Dabei  wurden  nur  solche  Orte 
berücksichtigt,  von  denen  die  Amplituden  at  sowohl  für 
Temperatur  wie  für  Druck  vorliegen,  wenn  auch  teilweise  aus 
verschieden  langen  Beobachtungszeiten,  und  es  sind  also  die 
Beobachtungsreihen  von  Königsberg  und  von  Kenilworth  zu 
dieser  Mittelbildung  nicht  mitverwendet  worden.  Die  erhaltenen 
Zahlenreihen  sind  in  der  Zeichnung  p.  903  wiedergegeben. 

Die  Kurven  I  enthalten  Mittelwerte  von  Bremen,  Berlin, 
Aachen,  München  und  Bukarest.  Daß  durch  Hinzutreten  der 
Königsberger  Beobachtungen  die  Kurve  der  halbtägigen  Tem- 
peraturschwankung a2  nicht  erheblich  geändert  wird,  ist  leicht 
festzustellen.  Die  Kurven  II  geben  die  Mittelwerte  von  Bombay, 
Para,  Kwai,  Batavia  und  Dar  es-Salam  wieder.  Die  Kurven  IH 
sind  aus  den  Ergebnissen  von  Fisherton  und  Melbourne  be- 
rechnet. Auch  hier  würde  durch  Hinzutreten  von  Kenilworth 


Halbtägige  Temperatur-  und  Luftdruckschwankungen.  903 


Amplituden  a%  der  halbtägigen  Schwankung. 

I  Stationen  der  nördlichen  gemäßigten  Zone,  II  Tropcnstationcn,  III  Stationen 

der  südlichen  gemäßigten  Zone. 

—  Temperatur,  -  Druck. 


904    R.  Börnstein,  Halbtäg.  Temperatur-  u.  Luftdruckschwankungen. 


keine  erhebliche  Änderung  der  Temperaturkurve  entstehen, 
namentlich  tritt  auch  bei  dieser  Station  das  vorher  erwähnte 
dritte  Maximum  in  der  Jahresmitte  auf. 

Die  Jahreskurven  der  Phasenwinkel  sind  nicht  mit- 
abgedruckt. Sie  zeigen  für  Druck  die  schon  bekannte  große 
Gleichmäßigkeit,  für  Temperatur  Ansteigen  (Verfrühung)  zu  den 
Zeiten  hohen  Sonnenstandes.  Sonstige  Einzelheiten  können 
daraus  noch  nicht  mit  genügender  Sicherheit  entnommen 
werden. 

Die  Meinung,  daß  wie  die  ganztägige  so  auch  die  halb- 
tägige Druckschwankung  auf  die  Temperaturverhältnisse  der 
unteren  Luftschichten  zurückzuführen  sei,  dürfte  nach  dem 
Vorstehenden  als  zulässige  Arbeitshypothese  anzusehen  sein 
und  eine  weitere  Untersuchung  rechtfertigen. 
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Ober  kubische  Aufgaben  und  die  konstruktive 
Behandlung-  des  Achsenkomplexes 

von 

Theodor  Schraid  in  Wien. 

(Mit  2  Textfiguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  5.  Juli  1906.) 

Durch  die  mit  dem  St  ein  er- Preise  gekrönten  Arbeiten1 
von  Kortum  und  Smith  wurde  das  erreichbare  Ziel  für  die 
konstruktive  Lösung  von  Aufgaben  dritten  und  vierten  Grades 
festgelegt  und  der  Weg  zur  Erreichung  dieses  Zieles  umfassend 
klar  gemacht.  Kortum  betrachtet  als  eigentliche  Grundaufgabe 
die  Aufsuchung  der  vier  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte; 
Smith  dagegen  behandelt  zuerst  die  Konstruktion  des  ge- 
meinsamen Poldreieckes  zweier  Kegelschnitte,  und  zwar  mit 
Hilfe  der  Verwandtschaft  der  doppelt  konjugierten  Punkte  von 
Poncelet. 

Im  nachfolgenden  soll  als  eigentliche  Grundaufgabe  die 
Aufsuchung  des  Doppelpunktdreieckes  zweier  kollinearer  Felder 
betrachtet  werden,  auf  welche  die  Aufsuchung  des  gemein- 
samen Poldreieckes  zurückgeführt  werden  kann.  Die  Anwen- 
dung auf  die  Achsenbestimmung  der  Flächen  zweiten  Grades 
führt  dann  zur  konstruktiven  Behandlung  des  Achsenkom- 
plexes dieser  Flächen. 


1  Kortum,  Über  geometrische  Aufgaben  dritten  und  vierten  Grade*. 
Nonn  1SGS. 

•Smith,  Sur  quelques  problemes  eubujues  et  biquadratuiues.  lbüS. 
Coliectcd  nmthematical  papers,  volume  II,  1804. 

•V,/K  ^rmathcm.-n-.tmv.  K!  ;  <  \Y.  [;.!..  AM.  !I  i.  ''" 
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1.   Es  soll  das  Doppelpunktdreieck   für  zwei  kollineare 
Felder  yx  und  'f2,  welche  auf  derselben  Ebene  liegen,  kon- 
struiert werden. 

Entsprechende  Strahlenbüschel  P{  und  P2  der  kollinearen 
Felder  erzeugen  einen  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Ecken 
des  Doppelpunktdreieckes  geht.  Zwei  Strahlenbüschel  1\  und 
0(  ergeben  daher  mit  ihren  entsprechenden  Büscheln  zwei 
Kegelschnitte,  welche  außer  dem  Schnittpunkte  vonPjO,  und 
P.202  noch  die  drei  Doppelpunkte  A',  Y,  Z  gemein  haben. 
Ebenso  kann  man  die  drei  Doppelgeraden  x,y,  z  als  gemein- 
same Tangenten  zweier  Kegelschnitte  erhalten,  welche  sich 
aus  zwei  Paaren  von  entsprechenden  Punktreihen  ergeben. 

Soll  nun  die  vorgelegte  kubische  Konstruktionsaufgabe 
so  gelöst  werden,  daß  nur  der  Kreis  und  ein  bereits  ge- 
zeichneter Kegelschnitt  benützt  wird,  so  braucht  man 
bloß  das  oben  erwähnte  Kegelschnittsnetz  [X,  Y,  Z]  hinsichtlich 
der  Arten  der  Kegelschnitte  zu  untersuchen.  Je  nachdem  die 
uneigentliche  Gerade  der  Ebene  zu  (f,  oder  <p8  gehörig  betrachtet 
wird,  entspricht  ihr  die  Fluchtgerade  «2,  beziehungsweise  die 
Verschwindungsgerade  vv  Den  Geraden,  welche  zu  vt  normal 
sind,  also  durch  einen  uneigentlichen  Punkt  MH%  gehen,  ent- 
sprechen die  Geraden,  welche  durch  den  Normalenfluchtpunkt 
M,h  gehen;  den  Geraden,  welche  zu  u2  normal  sind,  also  durch 
einen  Punkt  Mv,  gehen,  entsprechen  die  Geraden,  welche  durch 
den  Normalenverschwindungspunkt  MVl  gehen.  Die  Gerade  wv 
welche  in  MVt  normal  zu  f,  ist,  entspricht  der  Geraden  tvr 
welche  in  Mlh  normal  zu  wa  ist.  Die  uneigentlichen  Punkte  von 
v,  und  »2  entsprechen  sich  als  Wxoo  und  U'ao0.  Der  absoluten 
In  volution  entspricht  einerseits  eine  Fluchtpunktinvolution  aul  uv 
welche  M„,  als  Zentralpunkt  hat  und  andrerseits  eine  Ver- 
schwindungspunktinvolution  auf  t>,,  welche  MVt  als  Zentralpunkt 
besitzt.  Die  Involution  n2  kann  durch  zwei  orthogonale  Strahlen- 
involutionen L2,  N.2  mit  der  absoluten  Involution  der  Ebene 
verbunden  werden;  ebenso  kann  vx  durch  zwei  orthogonale 
Strab.leninvolutionen  Lv  A\  mit  der  absoluten  Involution  ver- 
bunden werden.  Dabei  sind  Lv  L3  die  beiden  gleichlaufend 
kongruenten  und  \\,  X2  die  beiden  ungleichlaufend  kongruenten 
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Strahlenbüschel  der  Felder  ^  und  <p2.  Die  Punkte  L,  N  kann 

man  die  Brennpunkte1  und  c  =  ^  LN  die  Exzentrizität  des 

Feldes  nennen.  Die  beiden  Felder  rp,  und  'f3  können  durch 
blüüe  Drehung  auf  zweifache  Art  ^Winkel  p  oder  z — ;o)  in 
Perspektive  Lage  gebracht  werden,  indem  man  L,  mit  L2  und 
tv{  mit  w2  zur  Deckung  bringt  (Fig.  1  auf  Seite  913). 

Die  beiden  Büschel  Lx  und  L2  erzeugen  einen  Kreis,  für 
welchen  der  Schnittpunkt  Q  von  tvx  und  fvt  sowie  der  Schnitt- 
punkt R  der  Parallelen  durch  Lx  zu  vt  und  durch  L%  zu  »2  die 
Endpunkte  eines  Durchmessers  sind;  die  Büschel  Nl  und  A/2 
erzeugen  eine  gleichseitige  Hyperbel,  für  welche  NxKt  ein 
Durchmesser  ist  und  welche  auch  durch  Q  geht.  Der  Kreis 
und  die  gleichseitige  Hyperbel  haben  außer  Q  noch  die  drei 
Doppelpunkte  X,  Y,  Z  gemeinsam.  Durch  den  Durchmesser  QR 
ist  also  der  einzige  Kreis  des  Netzes  [AT,  Y,  Z\  bestimmt. 
Um  die  anderen  Formen  der  Kegelschnitte  zu  finden,  ist 
folgendes  zu  beachten. 

In  jedem  Punkte  der  Ebene  schneiden  sich  zwei  ent- 
sprechende Geraden  von  und  <p2,  nämlich  seine  Verbindungs- 
geraden mit  den  ihm  entsprechenden  Punkten,  wenn  man  ihn 
einerseits  zu  <pt  und  andrerseits  zu  <p2  gehörig  betrachtet.  Ver- 
bindet man  einen  unendlich  fernen  Punkt  mit  seinen  ent- 
sprechenden Punkten  auf  «2,  beziehungsweise  vv  so  erhält 
man  zwei  parallele  entsprechende  Geraden.  Die  pro- 
jektiven Punktreihen  vv  v2  erzeugen  eine  Parabel  lv  welche 
die  unendlich  ferne  Gerade  v2  in  WiQO  berührt;  die  Punktreihen 
*v  «8  erzeugen  eine  Parabel  /2,  welche  die  unendlich  ferne 
Gerade  ux  in  Wloo  berührt. 

Die  parallelen  entsprechenden  Geraden  für  zwei 
kollineare  Felder  ^  und  ?2  umhüllen  je  eine  Parabel  lx 
und  /2;  die  Achse  der  Parabel  lx  ist  zu  u2  und  jene 
von  /2  zu  vt  parallel. 


1  Henry  Smith,  On  the  focal  properties  of  homographic  figures.  Pro- 
«edings  of  the  London  mathematical  Society,  1809,  C.  M.  P.  I,  1894;  Theodor 
Reye,  Über  die  fokalen  Eigenschaften  kolliiu-arer  Gebilde.  Mathematische 
Annalcn,  46.  Bd.,  1895. 
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Die  drei  gemeinsamen  Tangenten  der  Parabeln  /,  und  /2 
sind  die  Seiten  x,y,  z  des  Doppelpunktdreieckes. 

Verschiebt  man  ein  Strahlenbüschel  P.>  von  ^  parallel 
nach  dem  entsprechenden  Punkte  Pv  so  sind  die  Doppel- 
strahlen der  vereinigten  Büschel  ebenfalls  solche  Geraden  von«j> 
welche  zu  ihren  entsprechenden  parallel  sind,  also  die  Tan- 
genten der  Parabel  /,  aus  dem  Punkte  Pv  Andrerseits  sind  diese 
Geraden  aber  die  Asymptotenrichtungen  für  den  Kegelschnitt, 
welcher  von  den  Büscheln  Px  und  PÄ  erzeugt  wird. 

Entsprechende  Strahlenbüschel  Px  und  /^zweier 
kollinearen  Felder  vx  und  f2  erzeugen  einen  Kegel- 
schnitt, dessen  Durchmesserinvolution  parallel  ist 
zur  Involution  Px  (beziehungsweise  P2)  von  kon- 
jugierten Geraden  in  Bezug  auf  die  Parabel  /t  (be- 
ziehungsweise y. 

Da  nun  die  Büschel  Lv  L2  den  Kreis  und  Nv  iV,  eine 
gleichseitige  Hyperbel  des  Netzes  [X,  Y,  Z]  erzeugen,  so  folgt: 

Die  Brennpunkte  Lx  und  L2  der  kollinearen  Felder 
sind  auch  die  Brennpunkte  der  Parabeln  lx  und  lt\ 
die  Normalen  von  iV,  zu  tt2  und  von  A'Ä  zu  vx  sind  die 
Leitgeraden,1  '2ci  sin  to  und  2i\s\n?  sind  die  Para- 
meter der  Parabeln  /,  und  /Ä. 

Ist  nun  eine  gezeichnete  Hyperbel  gegeben  und  zieht 
mar.  zu  den  Asymptoten  derselben  die  parallelen  Tangenten 
an  die  Parabel  /„  so  ist  der  Schnittpunkt  1\  dieser  Tangenten 
der  Scheitel  jenes  Strahlenbüschels,  welches  mit  seinem  ent- 
sprechenden Büschel  P,  die  zur  gegebenen  perspektiv  ähnliche 
Hyperbel  des  Netzes  [.V,  Y,  Z\  erzeugt.  Ist  die  gezeichnete 
Linie  eine  Parabel,  so  zieht  man  zur  Achse  derselben  die 
parallele  Tangente  an  Ihr  Berührungspunkt  ist  senon  der 
Scheitel  Px  des  Strahlcnbüschels,  welches  mit  P*  die  zur 
gegebenen  perspektiv  ähnliche  Parabel  erzeugt.  Dabei  ent- 
sprechen  sich    die   von    den  Parabelscheiteln  ausgehenden 

1  :  l'u-'.ktc  der  Leitgcrude';  Ivjvni  d:is  dem  Netze  ungehörige  Bu^ne* 
vor-.  »L-Irl^eitigcn  Hyperbein.  Fiir  jede  andere  Korm  des  Kegelsehn  t'.^  '  -:^n 
die  Sch  uld  selbst  auf  einem  Kegelschnitt,  welcher  auch  als  Brennpunkt 
v.-.ul  dr.---.lv  Uitgcrude  wie/,  ivdut     t  ei  n  er- Schrot  er,  Theorie  der  Kegd- 

-.-•:r  III.  A  . ...       >  i. 
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parallelen  Sehnen.  Ist  eine  gezeichnete  Ellipse  gegeben 
und  zieht  man  zu  den  Strahlenpaaren  der  Durchmesserinvolution 
derselben  parallele  Tangenten  an  lv  so  bilden  sie  eine  Tan- 
genteninvolution und  die  Berührungspunkte  eine  Punktinvolu- 
tion. Das  Involutionszentrum  Px  der  letzteren  ist  als  Schnitt- 
punkt der  Doppelelemente  der  Tnngenteninvolution  der  Scheitel 
des  Büschels,  welches  mit  dem  entsprechenden  Büschel  P2  die 
perspektiv  ähnliche  Ellipse  erzeugt.  Für  die  Konstruktion  ist 
natürlich  das  Zeichnen  der  Parabeln  /,  und  l2  nicht  notwendig. 
Durch  die  Ähnlichkeit  wird  die  Aufsuchung  der  Schnittpunkte 
A'  Y,  Z  des  Kreises  [QR]  mit  dem  Kegelschnitt  [PXP2]  auf  den 
gezeichneten  Kegelschnitt  zurückgeführt. 

2.  Es  soll  das  gemeinsame  Poldreieck  für  zwei  Kegelschnitte 

/  und  k  konstruiert  werden. 

Die  beiden  Felder  -s.  und  s«.  welche  demselben  Felde 

»Iii  * 

in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  /  und  k  polar  sind,  sind  zu- 
einander kollincar.  Das  Doppelpunktdreieck  von  und  z2  ist 
dann  das  gemeinsame  Poldreieck  der  Kegelschnitte  und  kann 
nach  dem  vorangehenden  konstruiert  werden.  Die  Mittelpunkte 
Ot  und  Oj,  von  *  und  k  sind  entsprechende  Punkte.  Die  Polare 
von  Öj  in  Bezug  auf  k  ist  die  Fluchtgernde  u2  und  die  Polare 
von  02  für  i  ist  vv 

Wenn  die  Achsen  av  bx  von  /  zu  den  Achsen  a2,  l\, 
von  k  parallel  sind,1  so  sind  dieselben  die  Normalstrahlen 
der  entsprechenden  Büschel  Ot  und  0.,  in  paralleler  Lage,  also 
Tangenten  der  Parabel  Iv  beziehungsweise  /2.  Die  Pole  A\«yBv> 
von  avbx  in  Bezug  auf  k  bestimmen  u2  und  bilden  ein  Punkte- 
paar der  Fluchtpunktinvolution;  die  Strecke  Av2Bu  ist  daher 
Jer  Durchmesser  eines  Kreises,  welcher  die  Brennpunkte  L2,  N2 
enthält.  Die  Pole  AU\.  Blu  von  a2,  b2  in  Bezug  auf  i  bestimmen 
t',  und  bilden  ein  Punktepaar  der  Verschwindungspunktinvolu- 
tion;  die  Strecke  AnxB[u  ist  der  Durchmesser  eines  Kreises, 
welcher  die  Brennpunkte  Lv  N{  enthält.  Die  Normale  von  0, 
auf  w8  ist  die  Leitgerade  der  Parabel  lx  und  schneidet  den  Kreis 

1  L)as  Büschel  [/'.  k]  enthält  dann  einen  Kreis  und  die  drei  Paare  von 
Seiten  des  Viereckes  der  gemeinsamen  Punkte  bilden  mit  den  Achsen  pteiohc 
Winkel. 
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über  An\Blu  außer  O,  im  Brennpunkte  Ar,.  Die  Normale  vomV, 
zu  v t  ist  die  Symmetriegerade  wl  und  schneidet  diesen  Kreis  im 
Brennpunkte  L,  und  vl  im  Normalenverschwindungspunkt  3/,; 
Die  Normale  von  02  auf  ^  ist  die  Leitgerade  der  Parabel  /, 
und  schneidet  den  Kreis  über  ^12^12  außer  Os  im  Brenn- 
punkte N2.  Die  Normale  von  N2  auf  «2  ist  die  Symmetriegerade  wt 
und  schneidet  diesen  Kreis  noch  im  Brennpunkte  L2  und  die 
Gerade  n2  im  Normalenfluchtpunkte  Die  Normalstrahlen 
a2,  b2  des  Büschels  02  halbieren  den  Winkel  L202N2  der  Leit- 
strahlen des  Punktes  02  und  die  Normalstrahlen  av  bx  des 
Büschels  Ot  halbieren  den  Winkel  L^N,  der  Leitstrahlen  des 
Punktes  Ov 

Wenn  i  ein  Kreis  ist,  so  muß  die  Polare  vl  zur  Ver- 
bindungsgeraden Ofi2  normal  sein,  daher  ergibt  sich  hier  Nt 
unmittelbar  als  Schnittpunkt  von  Ox02  mit  dem  Kreise  über 
Al2Bl2.  Die  beiden  Durchmesserbüschel  Ov  02  erzeugen  nun 
die  Apollonische  Hyperbel,  welche  den  Kegelschnitt  i  in 
den  Fußpunkten  der  Normalen  aus  0,  schneidet.  Da  Ov  02  die 
Pole  von  v8,  vt  in  Bezug  auf  i  sowie  die  Pole  von  «2, «,  w 
Bezug  auf  k  sind,  so  ist  die  Apollonische  Hyperbel  die  Polar- 
linie der  Parabel  !t  in  Bezug  auf  i  sowie  der  Parabel  l2  in  Bezug 
auf  k}  Die  Parabel  /,  (beziehungsweise  /,)  entspricht  auch  dem 
Strahlenbüschel  0,  (beziehungsweise  02)  in  der  Verwandtschaft 
der  doppelt  konjugierten  Geraden  in  Bezug  auf  i  und  *.  Die 
Eckpunkte  X,  Y,  Z  des  gemeinsamen  Poldreieckes  ergeben  sich 
hier  auch  als  Schnittpunkte  der  Apollonischen  Hyperbel  [0,  AI 
mit  dem  Kreise  [LVL2\  Für  diesen  Kreis  erhält  man  außer 
dem  Durchmesser  QR  auch  einen  Durchmesser  S T,  wobei  6 
der  Schnittpunkt  der  Strahlen        und  L202  ist,  durch  welchen 
auch  die  Apollonische  Hyperbel  gehen  muß,  während  T  der 
Schnittpunkt  der  dazu  normalen  Strahlen  7ip  h2  der  Büschel  t 
und  L2  ist.  Die  Strahlen  hv  h2  sind  die  Polaren  von  Ov  be- 

1  Die  Parabel  72  ist  die  sogenannte  Stein  ersehe  Parabel  des  Büschels^ 
in  Bezug  auf  k  (Werke,  II.  p.  «320;;  sie  kommt  aber  schon  bei  Chaslcs  \u 
;j..urr.ai  de  mathem.  T.  III  (1S3S)].  >  .  jn 

Die  beiden  Parabeln  /,  und  /s  kommen  in  anderer  Bedeutung  voi 
J.  Sobotka,  Beitrag  zur  Perspektive  des  Kreises  und  Konstruktion  der  Ac  se 
kir  Flachen  II.  Grades.  Diese  Sitzungsberichte,  Bd.  109,  Abt.  IIa,  1900. 
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ziehungsweise  02  in  Bezug  auf  beziehungsweise  lt ;  daher  er- 
gibt hx  die  Berührungspunkte  Cv  Dx  von  av  bx  mit  der  Parabel  /, 
und  h2  die  Berührungspunkte  C2,  D2  von  a2,  b2  mit/2.  Die  Polaren 
dieser  Berührungspunkte  für  >,  beziehungsweise  k  sind  die 
Asymptoten  der  Apollonischen  Hyperbel,  daher  sind  hx  und  h2 
auch  die  Polaren  des  Mittelpunktes  H  der  Apollonischen 
Hyperbel  in  Bezug  auf  i  und  k.  Die  gleichseitige  Hyperbel,  welche 
aus  den  Büscheln  Nx  und  Ar8  entsteht,  geht  hier  auch  durch  den 
Punkt  Ox  und,  weil  NxOxN2Q  ein  eingeschriebenes  Parallelo- 
gramm ist,  so  ist  auch  OxQ  ein  Durchmesser  der  Hyperbel. 

Wenn  der  Kegelschnitt  k  als  gezeichnet  voraus- 
gesetzt wird,  so  hat  man  die  Büschel  Pv  P2  zu  suchen,  welche 
den  zu  k  perspektiv  ähnlichen  Kegelschnitt  liefern.  Da  die 
Achsen  a8,  b2  selbst  die  Tangenten  aus  02  an  l2  sind,  so  muß 
P2  auf  h2  liegen.  Ferner  sind  die  aus  M„t  an  /a  gezogenen 
Tangenten,  nämlich  u2  und  die  Scheiteltangente,  auch  zu  zwei 
konjugierten  Durchmessern  von  k  parallel,  daher  liegt  P2  auch 
auf  der  Polaren  von  M„t  oder  P2  ist  der  Pol  von  Mu,  02.  Weil 
die  Involution  02  konjugierter  Geraden  für  l2  symmetrisch  ist, 
ergibt  sich  P2  als  Schnittpunkt  von  h2  mit  dem  symmetrisch 
zu  02MU,  in  Bezug  auf  a2  liegenden  Strahle.  Dieser  Strahl  ist 
die  zu  ht  konjugierte  Gerade  des  Büschels  P2  für  l2  und  daher 
auch  der  zur  Richtung  von  h2  konjugierte  Durchmesser  von  k, 
weshalb  er  durch  den  Pol  H  von  h2  für  k  gehen  muß.  Der 
Punkt  Pj  ist  der  Pol  von  OxMUi  =  Ox02  für  lv  Dem  Strahle 
02P2  entspricht  in  Ox  der  zu  h2  normale  Strahl,  welcher  //,  in 
Px  schneidet.  Der  Schnittpunkt  G  von  OxPx  und  02P2  ist 
einerseits  ein  Punkt  der  Apollonischen  Hyperbel,  für  welche 
GOx02S  ein  eingeschriebenes  Parallelogramm  ist,  andrerseits 
ein  Punkt  des  zu  k  perspektiv  ähnlichen  Kegelschnittes,  der 
auch  durch  PVP2,  7  geht.  Da  nun  die  Strahlen  PXG  und  PXT 
sowie  P2G  und  P2T  zu  konjugierten  Durchmessern  von  k 
parallel  sind,  so  ist  GTcin  Durchmesser  des  verlangten  Kegel- 
schnittes, woraus  das  Ähnlichkeitszentrum  gefunden  werden 
kann.  Es  ergibt  sich  hienach  die  Konstruktion:  Man  zeich- 
net die  Kreise  über  Am Bm  und  AV:B[2.  Der  Strahl,  welcher  zur 
Normalen  aus  Ox  auf  n2  in  Bezug  auf  ax  symmetrisch  ist, 
schneidet  den  ersten  Kreis  in  Lv  Der  Strahl,  welcher  zu  OtOx 
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in  Bezug  auf  a2  symmetrisch  ist,  schneidet  den  zweiten  Kreis 
in  L2.  Der  Schnittpunkt  dieser  Strahlen  ist  S,  jener  der  dazu 
normalen  Strahlen  hv  h2  ist  T.  Ergänzt  man  das  Parallelo- 
gramm OxO.,SG,  so  sind  ST  und  GT  Durchmesser  des  Kreises, 
beziehungsweise  des  zu  k  perspektiv  ähnlichen  Kegelschnittes 
des  Netzes  [A',  Yt  Z],  dessen  Grundpunkte  sich  durch  die  Ähn- 
lichkeit ergeben. 

Anstatt  k  als  gezeichnet  vorauszusetzen,1  dürfte  es  ein- 
facher sein,  eine  Parabelschablone  mit  Achse  und 
Scheitel  als  gegeben  zu  betrachten2  und  etwa  die  Parabel 
zu  benutzen,  welche  von  den  Büscheln  Dv  D2  erzeugt  wird. 
Die  Achse  dieser  Parabel  ist  zu  b2  parallel.  Der  zu  Dx  sym- 
metrisch liegende  Punkt  ergibt  sich  sofort  als  Schnittpunkt  der 
Strahlen  DXB\  \  und  D2B\»y  ebenso  erhält  man  den  zu  D2  sym- 
metrischen Punkt  als  Schnittpunkt  von  DAB\\\  und  Afe 
Dieses  symmetrische  eingeschriebene  Viereck  der  Parabel 
liefert  zwei  konjugierte  Punkte  ihrer  Achse  und  auch  den 
Scheitel  als  Halbierungspunkt  der  von  jenen  Punkten  begrenz- 
ten Strecke.  Zeichnet  man  nun  mit  der  Schablone  eine  Parabel, 
welche  denselben  Scheite!  und  dieselbe  Achse  besitzt,  so  wird 
sie  vom  Scheitelstrahl  des  Punktes  D2  in  dem  entsprechenden 
Punkte  D'2  geschnitten.  Nun  braucht  nur  die  Ähnlichkeit  mit 
dem  Scheitel  als  Zentrum  und  dem  Verhältnis  der  Scheitel- 
strahlen als  Charakteristik  benützt  zu  werden,  um  die  Schnitt- 
punkte des  Kreises  und  der  Parabel  zu  rinden.  (In  der  Figur  ist 
die  Parabel  selbst  gezeichnet.) 

Wenn  k  eine  Parabel  (Brennpunkt  F>  Leitgerade/)  ist, 
während  /  wieder  ein  Kreis  ist,  so  ergeben  sich  einige  beson- 
dere Beziehungen.  Die  Verbindungsgerade  Ox02  fällt  mit  ax 
und  die  Verschwindungsgerade  i\  mit  />,  zusammen,  femer 
/An  mit  O,.  Der  Pol  BV2  von  bx  liegt  symmetrisch  in  Bezug  aul 
den  Scheitel  der  Parabel.  Verbindet  man  den  Schnittpunkt  von 
ax  und  /  mit  F  und  zieht  durch  B\2  eine  Normale  dazu,  so 
erhält  man  «a.  Der  Kreis  über  Ai->B\2  ist  hier  ersetzt  durch  die 


1  Das  ist  ohnehin  nicht  passend,  wenn  k  ein  imuginiirer  Kegelschnitt  wt. 
-  Das  ent.spricht  <xv  Cai  dänischen  Voraussetzung  eines  Zirkels  rr.it  a 
\e:;tiKk'rlicher  öfftuirii;  für  die  Aufgaben  zweiten  Grades. 
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Normale  in  B12  zu  «2;  sie  schneidet  ax  in  N2  und  ist  zugleich 
«'a,  so  daß  der  Punkt  M„,  mit  B\2  zusammenfällt.  Die  Punkte 
L^y  M„i%  AT2,  Q  liegen  symmetrisch  zu  S,  H,  Ov  L{  in  Bezug 
auf  die  Leitgerade  /  der  Parabel.  Die  Gerade  h2  ist  normal  zur 
Achse  a2  und  schneidet  sie  in  C2  =  P2J  während  der  Schnitt- 
punkt von  und  ax  der  Punkt  C\  =  Px  ist.  Der  Punkt  A\u  ist 
zugleich  Dx ;  D2  liegt  unendlich  fern  auf  hr  Der  Kreis  [Lv  L2) 
mit  dem  Durchmesser  ST  hat  seinen  Mittelpunkt  auf /und  die 
Parabel  [DVD2]  hat  die  Scheiteltangente  der  gegebenen  Parabel 
als  Achse. 

3.  Es  sollen  die  Achsen  und  Hauptebenen  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  konstruiert  werden. 

Sei  zunächst  ein  Kegel  zweiter  Ordnung  durch  den  Basis- 
kegelschnitt k,  die  Spitze  O  und  die  Höhe  OOx  =  d  gegeben. 
Denkt  man  sich  den  imaginären  Kreis  /,  welcher  0,  als 
Mittelpunkt  und  d.i  als  Radius  hat,  so  ist  das  gemeinsame 
Poldreieck  X,  Y,  Z  für  i  und  k  das  Spurendreieck  des  Drei- 
kantes  der  Achsen  und  Hauptebenen  des  Kegels.1 

Verbindet  man  A'  mit  Paaren  von  doppelt  konjugierten 
Punkten  in  Bezug  auf  i  und  k,  so  erhält  man  eine  Involution, 
für  welche  y}z  selbst  ein  Strahlenpaar  bilden.  Die  Verbindungs- 
geraden von  A*  mit  den  uneigentlichen  Punkten  der  Achsen  ar 
b2  sind  die  Normalstrahlen.  Diese  schneiden  den  Umkreis  von 
A,  Yy  Z  in  zwei  Punkten,  welche  wechselseitig  mit  Y,  Z  ver- 
bunden eine  Involutionsachse  ergeben.  Die  Verbindungsgeraden 
der  Schnittpunkte  dieser  Achse  und  des  Kreises  mit  A'sind  als 
Doppelstrahlen  der  Involution  die  Spuren  der  zyklischen 
Ebenen,  welche  durch  die  Achse  OA  gehen.  Schneidet  man 
y  mit  Paaren  von  doppelt  konjugierten  Geraden  in  Bezug 
auf  /  und  *\  so  erhält  man  eine  Punktinvolution,  welche  X,  l 


'  In  der  Figur  (auf  der  vorigen  Seite)  ist  i  als  imaginärer  Kreis  und  *  als 
Ellipse  vorausgesetzt.  Die  hier  sich  ergebende  Konstruktion  wird  im  wesentlichen 
übereinstimmend  mit  der  nach  Smith's  Vorgang  abgeleiteten  Konstruktion  von 
J  osef  Sol  in  [»Über  die  Konstruktion  der  Achsen  einer  Kegelfluche  II.  Grades«. 
Sitzungsberichte  der  böhmischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  1885.]  Ein* 
uac\\  Kort  ums  Vorgang  abgeleitete  Konstruktion  wurde  im  92.  Bande  (188a). 
diese  Sitzungsberichte,  von  Karl  Pelz  mitgeteilt. 
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als  Punktepaar  und  den  Schnittpunkt  mit  Ox02  als  Zentral- 
punkt besitzt.  Zieht  man  aus  diesem  die  Tangenten  an  den 
Umkreis  von  XYZ  und  überträgt  die  Tangentenstrecke  auf  yy 
so  erhält  man  die  Doppelpunkte  der  Involution.  Als  solche  sind 
sie  die  Spuren  der  Fokalgeraden,  welche  auf  der  Ebene  Oy 
liegen. 

Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  sei  nun  durch  ihren 
Mittelpunkt  0  und  drei  konjugierte  Halbmesser  OE,  OF,  OOt 
gegeben,  wobei  E,  F,  02  die  Potenzpunkte  der  Involutionen 
konjugierter  Punkte  auf  den  drei  Durchmessern  sind.  Man  kann 
voraussetzen,  daß  OEF  die  Ebene  einer  reellen  oder  imaginären 
Ellipse  ist,  für  welche  man  die  Achsen  sofort  konstruieren 
kann.  Betrachtet  man  die  Parallelebene  durch  02  als  Zeichen- 
ebene und  zieht  durch  02  parallele  und  gleiche  Strecken  zu  den 
Achsen  jener  Ellipse,  so  ergibt  sich  als  Spur  des  Asymptoten- 
kegels ein  Kegelschnitt  k,  welcher  als  reelle  Ellipse  aufzufassen 
ist,  wenn  OE,  OF  reell  und  002  imaginär  oder  wenn  OE,  OF 
imaginär  und  002  reell  sind;  dagegen  ist  k  als  imaginäre 
Ellipse  aufzufassen,  wenn  alle  drei  Durchmesser  gleichzeitig 
reell  oder  gleichzeitig  imaginär  sind.  Die  Achsen  des  Asym- 
ptotenkegels (wie  oben  konstruiert)  gelten  auch  für  die  Fläche 
zweiten  Grades. 

4.  Die  Beziehung  zu  Reye's  Achsenkomplex. 

Einer  Fläche  zweiter  Ordnung  <pa  mit  dem  Mittelpunkt  O 
werde  aus  einem  Punkte  P  ein  Kegel  umschrieben.  Der  zu- 
gehörige Berührungskegelschnitt  k  liegt  auf  der  Polarebene  n 
und  hat  den  Schnittpunkt  02  von  OP  mit  als  Mittelpunkt. 
Der  Fußpunkt  Ot  der  Normalen  p  von  P  auf  «  ist  der  Mittel- 
punkt eines  imaginären  Kreises  i,  dessen  Radius  POxXi  ist. 

Die  Strahlen  p  bilden  Reye's  Ach sen komplex  für 
die  Fläche?2;  zwischen  P,  p,  z  findet  eine  eindeutige 
Beziehung  statt. 

Sucht  man  zu  jeder  Ebene  r>2  des  Bündels  P  die  Schnitt- 
gerade  mit  je,  sodann  den  Pol  1\  dieser  Schnittgeraden  in 
Bezug  auf  den  Kreis  i  und  den  Pol  P2  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt k,  so  ist  die  Gerade  p2,  welche  durch  P2  parallel  zu 

geht,  der  Komplexstrahl,  welcher  der  Ebene  ir2  und  dem 
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Punkte  P2  entspricht.  Auf  der  Ebene  z  entstehen  wie  im  voran- 
gehenden die  zwei  kollinearen  Felder  s,  und  f.^,  von  welchen 
das  erstere  als  Projektion  des  unendlich  fernen  Feldes  (•)«>  aus 
P  auf  -  betrachtet  werden  kann. 

Die  Fluchtgerade  u2  ist  die  normale  Polargerade 
zu  p. 

Den  Ebenen  des  Büschels  p  entsprechen  die  Strahlen, 
welche  aus  den  projektiven  Punktreihen  u2  und  ul  hervorgehen 
oder  die  doppelt  konjugierten  Geraden  zu  den  Strahlen  des 
Büschels  O,  in  Bezug  auf  /  und  k  als  Komplexstrahlen,  welche 
auf  -  liegen. 

Die  Parabel  /2,  die  Steiner'sehe  Parabel  des  Bü- 
schels Ol  in  Bezug  auf  k,  ist  der  Komplexkegelschnitt 
auf  der  Ebene  k.  Sie  berührt  ».„  die  Achsen  von  k,  die  Nor- 
malen1 von  k  für  die  Schnittpunkte  mit  die  Halbierungs- 
geraden des  Winkels  der  Tangenten  aus  O,  an  k,  das  Spuren- 
dreiseit  der  Hauplebenen  des  Berührungskegels  sowie  jenes  der 
Hauptebenen  der  Flache  selbst. 

Sucht  man  zu  den  Tangenten  von  /2  die  normalen  Polar- 
geraden in  Bezug  auf  die  Fläche  rp3,  so  erhält  man  die  Komplex- 
strahlen, welche  durch  den  Punkt  P  gehen.  Sie  müssen  andrer- 
seits durch  die  Pole  der  Tangenten  von  l,  in  Bezug  auf  k  gehen, 
welche  auf  der  Hyperbel  [Op  O.J  liegen.  Daraus  folgt: 

Der  Komplexkegel  für  den  Punkt  P  ist  der  gleich- 
seitige Kegel  zweiter  Ordnung,  welch  er  P  als  Spitze 
und  die  Apollonische  Hyperbel  \Ov  CK]  als  Basis  be- 
sitzt. Der  Kegel  enthält  insbesondere  die  Gerade  p  und  die 
Parallelen  zu  den  Achsen  von  k,  die  Achsen  des  Berührungs- 
kegels sowie  die  Normalen  von  P  auf  die  Hauptebenen  der 
Fläche  ?-'  als  Tripel  von  rektangulären  Erzeugenden;  überdies 
ist  auch  der  Durehmesser  OP  eine  Erzeugende. 

Den  Ebenen  eines  Bündels  P  entspricht  die  Achsen- 
kongruenz einer  kubischen  Parabel,  welche  von  den  kollinearen 
Feldern  r  und  erzeugt  wird.  Den  Komplexstrahlen  von  P 
entsprechen  die  Schmiegung-ebenen  dieser  kubischen  Parabel; 
den  Ebenen,  welche  einen  solchen  Komplexstrahl  als  Achse 


1  Das  muJ  die  beiden  Fl  idiennoi  m:-ie;i,  welche  auf  r.  liegen. 
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haben,  entsprechen  die  Tangenten  der  Komplexparabel  auf  der 
entsprechenden  Schmiegungsebene.  Die  Schmiegungsebenen 
sind  zu  den  entsprechenden  Erzeugenden  des  Komplexkegels 
normal.  Legt  man  daher  durch  P  Normalebenen  zu  den  Er- 
zeugenden des  Komplexkegels,  so  erhält  man  den  Richtungs- 
kegel der  kubischen  Parabel.  Seine  Basis  auf  -  ist  die  Pollinie 
von  [Oj,  02]  in  Bezug  auf  /.  Der  Kegel  besitzt  eine  kubische 
Involution  von  orthogonalen  Berührungsebenen.  Die  kubische 
Parabel  hat  insbesondere  die  Ebene  -  und  die  zu  z  normalen 
Ebenen  durch  die  Achsen  von  k,  die  Hauptebenen  des  Be- 
rührungskegels sowie  die  Hauptebenen  der  Fläche  'f2  selbst 
als  Tripel  von  rektangulären  Schmiegungsebenen,  also  die 
Gerade  OP  als  Direktrix.  Die  Tangente  von  z  ist  «2  und  jene 
von  Wqo  ist  die  Stellung  der  Normalebene  zu  (.)/'. 

Den  Ebenen  eines  Bündels  /'  entspricht  die 
Achsenkongruenz  einer  kubischen  Böklen'schen  Pa- 
rabel mit  der  Direktrix  OP  und  mit  einem  Richtungs- 
kegel, welcher  P  als  Spitze  und  die  Parabel  /,  auf  - 
als  Basis  besitzt. 

Die  Polargeraden  der  Achsen  und  die  Pole  der  Schmie- 
gungsebenen dieser  kubischen  Parabel  sind  das  Erzeugnis  der 
kollinearen  Bündel  O  und  P,  wobei  jeder  Ebene  von  P  jene 
Diametralebene  entspricht,  welche  zur  Richtung  der  Normalen 
der  Ebene  konjugiert  ist,  also  die  Sehnenkongruenz  einer 
kubischen  gleichseitigen  Hyperbel,  weiche  auf  dem  Komplex- 
kegel liegt. 

Die  Pollinie  der  kubischen  Parabel  in  Bezug  auf 
?2  ist  eine  kubische  gleichseitige  Hyperbel,  welche 
durch  P  und  die  Eckpunkte  des  Hauptpoltetraeders 
geht. 

Die  Berührungspunkte  der  gemeinsamen  Tangentialebenen 
der  kubischen  Parabel  mit  der  Fläche  f '-'  oder  die  Schnittpunkte 
der  kubischen  gleichseitigen  Hyperbel  mit  y  sind  die  Fuü- 
punkte  der  sechs  Normalen,  welche  man  aus  P  auf 
die  Fläche      fällen  kann. 

Projiziert  man  P,  p  aus  dem  Mittelpunkte  O  und  aus  den 
anderen  Eckpunkten  des  Hauptpoltelraeders  auf  die  gegenüber- 
liegenden Seitenflächen  demselben,  so  erhält  man  P\  I",  P",  P'" 
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und  p°,  p',  p",  p"'.  Sucht  man  ferner  die  Spuren  von  p,  r  auf 
diesen  Seitenflächen,  so  erhält  man  P0,PX,  P».  P 3  und  /V/V/V/V 
Die  Verwandtschaft  P',/?,  ist  dann  die  Polarität  des  be- 
treffenden Hauptschnittes  und  die  Verwandtschaft  I\.px 
ist  die  Polarität  des  betreffenden  Fokalkegelschnittes. 

Die  Verwandtschaft  P,  p  Die  Verwandtschaft  /\  s 

bleibt  dieselbe,  wenn  man  dem  bleibt  dieselbe,  wenn  man  der 
Punkte  P  eine  zu  ~  parallele  Ebene  z  irgend  einen  auf/? 
Ebene  als  Polarebene  zuweist,  liegenden  Punkt  als  Pol  zu- 
also  für  alle  mit  homo-  weist,  also  für  alle  mit  f  k.»n- 
thetischen  Flächen  zweiter  fokalen  Flächen  zweiter  Ord- 
Ordnung.  Die  Normalen,  welche  nung.  Die  Normalen,  welche 
man  von  einem  Punkte  T  auf  man  von  einem  Punkte  T  auf 
diese  Flächen  fällen  kann,  er-  diese  Flächen  fällen  kann,  er- 
geben sich  aus  derselben  geben  sich  aus  derselben 
kubischen  gleichseitigen  Hy-  kubischen  Parabel.2 
perbel.1 

Die  Zuordnung  p',  pt  ergibt  die  Verwandtschaft  der  nor- 
malen konjugierten  Geraden  in  Bezug  auf  die  Hauptschnitte 
aller  mit  <p2  konfokalen  Flächen.  Die  Verwandtschaft  P',/ 
bildet  ein Ameseder'schesNullsystem  zweitenGrades, 
welches  dasselbe  bleibt  für  alle  mit  <?*  homothetischen  Flächen. 
Die  Charakteristik  desselben  ist  das  Teilverhältnis  (PjP'^f) 
des  Punktes  P'  in  Bezug  auf  die  Schnittpunkte  von  /  mit  den 
beiden  Achsen  oder  das  Doppelverhältnis  des  Strahles  p1  und 
des  Durchmessers  OP'  in  Bezug  auf  die  Parallelen  zu  den 
beiden  Achsen.  Einem  Büschel  V  von  Strahlen  pf  entspricht 
die  Apollonische  Hyperbel  in  Bezug  auf  den  Haupt- 
schnitt, welche  die  Projektion  der  oben  genannten  kubischen 
gleichseitigen  Hyperbel  ist,  so  daß  die  Fußpunkte  der  Normalen 
von  T  auf      leicht  konstruiert  werden  können,  indem  man 


i  Steiner,  Ober  algebraische  Kutven  und  Flächen.  Journal  für  Mathe- 
matik, 49.  Bd.  (IS54).  Chasles,  Journal  de  mathem.  T.  Hl  (1838). 

-  Chasles,  Apercu  historique,  Note  XXVI.  No  55  (1837). 

•!  Am  esc  der.   Das  allgemeine  raumliche  Nullsystem  zweiten  Cra 
Journal  für  .Mathematik,  97.  Bd.  (IS34),  p.  83. 
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eine  zweite  Projektion  der  Schnittlinie  des  projizierenden 
Zylinders  mit  ?2  sucht.1 

Die  Verwandtschaft  pf,Pl  ist  ebenfalls  ein  solches 
Nullsystem  zweiten  Grades,  welches  aus  den  Verwandt- 
schaften p'1pl  und  p„  ?,  hervorgeht.  Die  Charakteristik  ist 
hier  jener  des  Achsenkomplexes  (J\PX:PZPX)  gleich.  Dreht 
sich  die  Ebene  -  um  die  Spur  pv  so  beschreibt  p  ein  Strahlen- 
büschel mit  dem  Scheitel  Px  auf  der  projizierenden  Ebene  mit 
der  Spur  p/. 

Einem   Büschel   V  von  Einer  Reihe  rx  von  Punk- 

Strahlen  p'  entspricht  hier  die  ten /^entspricht  eine  Stein  er- 
Apollonische  Hyperbel  sehe  Parabel,  welche  die 
[Tr,  0)  in  Bezug  auf  den  Verbindungsgerade  des  Poles 
Fokalkegelschnitt  kx  als  tfx  von  r,  für  mit  O  als  Lcit- 
Spur  aller  Komplexkegel,  gerade  hat.  Sie  ist  die  Pro- 
deren  Spitzen  auf  dem  jektion  aller  Komplexpa- 
Sehstrahle  TT'  liegen.  rabeln,  welche  auf  den  Ebe- 
nen mit  der  Spur  rt  liegen. 

Sucht  man  zur  Spur  einer  jeden  Ebene  des  Bündels  T  den 
Pol  Pt{  für  den  imaginären  Kreis  /,,  welcher  V  als  Mittelpunkt 
und  Tf'xi  als  Radius  besitzt,  ferner  den  Pol  Px  für  den  Fokal- 
kegelschnitt kv  so  erhält  man  wieder  zwei  kollineare  Felder 
auf  der  Hauptebene  a,  von  denen  das  erstere  die  Projektion  des 
Feldes  «Oqo  aus  T  ist  und  wobei  a  und  wieder  die  kubische 
Parabel  erzeugen,  welche  dem  Bündel  T  entspricht.  Die  früher 
mit  lt  und  /2  bezeichneten  Parabeln  sind  nun  wieder  die  Spur 
des  Richtungskegels,  beziehungsweise  die  Schmiegungsparabel 
von  a  für  jene  kubische  Parabel.  Die  Achsen  des  Kegels  TkL 
sind  dann  die  Normalen  /,  m,  n  (Fig.  2)  der  drei  mit  f  kon- 
fokalen Flächen  (EH.,  e.  Hy.,  zw.  Hy.),  welche  durch  T  gehen; 
ihre  Spuren  Lv  Mv  \\  bilden  das  gemeinsame  Poldreieck  von 
h  und       Die  Hauptschnitte  dieser  drei  Flächen  er- 

1  Adler,  über  das  Normalenproblem  der  Flachen  zweiten  Grades.  Diese 
Sitzungsberichte,  III.  Bd.  (1U02).  Zur  Konstruktion  der  Schnittlinie  des  hyper- 
ohschen  Zylinders  mit  der  Fläche  können  die  ähnlichen  Ellipsen  durch  Affinität 
«n  konzentrische  Kreise  übergeführt  werden,  während  die  Apollonische  Hyperbel 
^eder  in  eine  gleichseitige  Hyperbel  übergeht. 
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geben  sich  aus  den  drei  Polaritäten,  in  welchen  dem 
Punkte  V  die  Seiten  des  Dreieckes  Lt Mx Nl  ent- 
sprechen. 

Die  mit  <pa  konlokalen  Flächen  schneiden  die  Ebene  ir  in 
Kegelschnitten,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Geraden  Ot02  (Fig.  1) 
liegen  und  deren  Achsen  die  Parabel  /2  berühren.  Die  Normalen 
für  die  Schnittpunkte  des  Kegelschnittes  mit  der  jeweiligen 
Geraden  u2  sind  auch  Tangenten  von  /2.  Dem  Strahlenbüschel  Ov 
entspricht  also  in  der  Verwandtschaft  der  normalen  konjugierten 
Geraden  in  Bezug  auf  die  Schnitte  aller  mit  <p8  konfokalen 
Flächen  dieselbe  Parabel  /2,  nämlich  die  Komplexparabel. 
Nimmt  man  jetzt  wieder  die  Ebene  In  als  n  und  den  Punkt  T 
als  0lt  so  gehen  durch  T  selbst  die  Schnitte  mit  einem  Ellipsoid 
und  mit  einem  zweischaligen  Hyperboloid.  Die  zwei  erwähnten 
Normalen  werden  benachbart;  daher  sind  die  Berührungs- 
punkte L„,  X{  von  /,  n  mit  der  Komplexparabel  die  Krümmungs- 
mittelpunkte für  jene  Schnitte,  also  Hauptkrümmungsmittel- 
punkte.1 Andrerseits  sind  AT,,  Ln  die  Pole  von  /,  n  in  Bezug  auf 
jene  Schnitte,  also  auch  die  Pole  der  Ebene  Im  in  Bezug  auf 
das  Ellipsoid,  beziehungsweise  der  Ebene  um  in  Bezug  auf 
das  zweischalige  Hyperboloid.  Ebenso  sind  Lm  und  Nm  die 
Pole  der  Ebenen  nm  und  Im  in  Bezug  auf  das  einschalige 
Hyperboloid.  Die  Gerade  Lm  N  „i  ist  die  normale  Polargerade 
zu  m  in  Bezug  auf  das  einschalige  Hyperboloid,  also  selbst 
Tangente  der  Parabel  (In)  sowie  der  kubischen  Parabel  und  ihr 
Berührungspunkt  ist  der  Schmiegungspunkt  der  Ebene  In. 

Die  Komplexparabel  der  Ebene  In  berührt  die 
Normalen  /,  n  in  den  Hauptk rümmungsmittelpunkten 
L>t,Ni,  ferner  die  Verbindungsgerade  der  Hauptkrüm- 
mungsmittelpunkte Lin,  Nm  im  Schmiegungspunkte 
der  kubischen  Parabel,  welche  dem  Bündel  T  ent- 
spricht. 

Die  Projektion  der  Komplexparabel,  welche  auf  der  Ebene 
mit  der  SpurL^  liegt  (Fig.  2),  ist  die  Steiner'schc  Parabel 

1  A.  Mannheim  (Journal  de  mathematiques,  3e  serie,  totne  VIII  [  1SS2], 
und  oe  scrie,  tome  II  [  1 81)G I)  kommt  auf  andere  Weise  zu  den  Parabeln  und 
1  «tet  daraus  räumliche  Konstruktionen  für  die  Hauptkrümmungsmittelpunkte 
ab,  darunter  eine,  welche  Lagucrrc  schon  vorher  analytisch  gezeigt  hatte. 

Suzb.  der  mathem.-natunv.  Kl. ;  CXV.  Bd.  ,AM.  II  a.  61 
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des  Strahlenbüschels  Ml  in  Bezug  auf  den  Fokalkegelschnitt*,. 
Sie  hat  OMx  als  Leitgerade  und  berührt  außer  den  Achsen  a,  b 
von  kt  und  der  Spur  LtNx  noch  /'  in  L»  und  «'  in  AT/.  Der 
Punkt  L„  liegt  in  Bezug  auf  Lv  L'r  L's  ähnlich  wie  V  in  Bezug 
auf  Nv  N£,  Ar£  Die  Projektionen  der  sechs  Hauptkrüm- 
mungsmittelpunkte für  T  lassen  sich  hienach  ein- 
fach konstruieren,  z.  B.:  »Man  zieht  durch  V  eine  Parallele 
zu  MXNV  sucht  ihre  Schnittpunkte  mit  OMt  und  0NV  fällt 
von  diesen  Schnittpunkten  die  Normalen  zu  beziehungs- 
weise m'\  dann  schneiden  diese  Normalen  auf  /'  die  Pro- 
jektionen L'n  und  L'm  der  Hauptkrümmungsmittelpunkte  aus, 
welche  auf  /  liegen.« 
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Uber  die  Gestalt  eines  schwerelosen  flüssigen 
Leiters  der  Elektrizität  im  homogenen  elektro- 
statischen Felde 

von 
G.  Jäger. 

(Mit  8  Textfiguren.) 
Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  12.  Juli  1906. 

Die  schönen,  allgemein  bekannten  Versuche  von  Plateau 
über  die  Gestalt  der  Flüssigkeiten,  welche  dem  Einfluß  der 
Schwere  entzogen  sind,  werden  immer  so  gemacht,  daß  man 
öl  in  eine  gleich  schwere  Mischung  von  Wasser  und  Alkohol 
gibt  Natürlich  lassen  sich  d  iese  Versuche  genau  so  durch- 
führen, wenn  man  das  Wasser-Alkoholgemisch  in  das  öl  gibt. 
Bringt  man  öl  in  die  Plateau'sche  Mischung  und  stellt  nun  das 
Gefäß  zwischen  die  Platten  eines  Kondensators,  so  werden 
sich  die  Erscheinungen  in  gleicher  Weise  abspielen,  ob  man 
den  Kondensator  geladen  hat  oder  nicht.  Das  erklärt  sich 
dadurch,  daß  die  Flüssigkeitsmischung  ein  Leiter  der  Elektrizität 
ist  Im  Inneren  derselben  ist  somit  konstantes  Potential.  Es 
wirken  also  keine  elektrischen  Kräfte  auf  den  Ölkörper  ein. 
Füllen  wir  jedoch  das  isolierende  Glasgefäß  mit  Öl  und  bringen 
in  dieses  erst  die  Wasser-Alkoholmischung,  so  werden  auf  den 
Wasser-Alkoholkörper  elektrische  Kräfte  ausgeübt,  sobald  wir 
das  Gefäß  in  ein  elektrisches  Feld  bringen.  Die  Körper  werden 
dadurch  deformiert,  durch  größere  Kräfte  gänzlich  zerstört. 

Im  folgenden  sollen  die  Resultate  einer  Reihe  von  Beob- 
achtungen beschrieben  werden,  welche  lediglich  mit  frei- 
schwebenden Flüssigkeitskugeln  im  homogenen  elektrostati- 
schen Felde  angestellt  wurden.  Ohne  daß  die  Maße  dabei  eine 
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wesentliche  Rolle  spielen,  sei  erwähnt,  daß  zur  Aufnahme  des 
Öls  ein  prismatisches  Glasgefäß  von  11  cm  Länge,  9  cm  Breite 
und  \2cm  Höhe  benützt  wurde.  Vom  Rande  4cm  abwärts 
wurden  außen  und  innen  die  Wände  gefirnißt  Die  zwei  größeren 
Seitenflächen  des  Gefäßes  wurden  von  außen  mit  gleich  großen 
Kupferplatten  belegt,  die  durch  zwei  Kautschukbänder  am 
Glase,  festgehalten  wurden.  Diese  Platten,  welche  als  Kon- 
densatorplatten dienten,  waren  ebenfalls  gefirnißt,  um  ein  Gleiten 
der  Elektrizität  längs  der  Glaswände  zu  verhüten.  Das  ganze 
Gefäß  stand  auf  einer  Ebonilplatte  vor  einem  Projektionsapparat, 
so  daß  die  Vorgänge  im  Gefäß  nicht  nur  direkt,  sondern  auch 
stark  vergrößert,  auf  eine  Wand  projiziert,  beobachtet  werden 
konnten.  Geladen  wurden  die  Kondensatorplatten  durch  eine 
Wimshurstmaschine.  Parallel  zum  Kondensator  geschaltet  be- 
fand sich  zwischen  den  Zuleitungsdrähten  «ine  verstellbare 
Funkenstrecke,  welche  eine  zu  hohe  Potentialdifferenz  der 
Kondensatorplatten  verhinderte,  sowie  ein  Stromschlüssel,  durch 
dessen  Schluß  der  Kondensator  entladen  und  die  Influenz- 
maschine kurz  geschlossen  wurde. 

Das  Gefäß  wurde  so  weit  mit  reinem  Olivenöl  gefüllt,  daß 
die  Oberfläche  desselben  noch  nicht  den  gefirnißten  Rand  des 
Gefäßes  erreichte.  Eine  gewisse  Schwierigkeit  bot  die  Einfüllung 
der  Plateau'schen  Mischung  in  das  Öl.  Während  es  infolge  der 
großen  Zähigkeit  des  Öls  ein  leichtes  ist,  größere  Ölkugeln 
in  der  Wasser- Alkoholmischung  zu  erzeugen,  muß  man  im 
umgekehrten  Falle  bei  der  Erzeugung  einer  Kugel  aus  der 
Mischung  im  öl  sehr  vorsichtig  vorgehen-,  um  ein  vorzeitiges 
Abreißen  der  Flüssigkeit  von  der  Pipette  oder  ein  Zerreißen  in 
mehrere  Kugeln  zu  verhüten.  Ich  benützte  daher,  um  den 
hydrostatischen  Druck  möglichst  klein  zu  machen,  eine  Pipette 
mit  sehr  kurzem  unteren  Rohransatz  und  versah  das  obere 
Rohrende  mit  einem  längeren  Kautschukschlauch  mit  Quetsch- 
hahn.  War  die  Pipette  mit  der  Plateau'schen  Flüssigkeit  gefüllt 
und  der  Quetschhahn  abgesperrt,  so  wurde  sie  mit  Hilfe  eines 
Stativs  so  oberhalb  des  Gefäßes  befestigt,  daß  das  untere  Ende 
sich  etwa  1  cm  unter  der  Öloberfiäche  befand.  Um  nun  eine 
Kugel  zu  erzeugen,  wurde  der  Kautschukschlauch  sehr  vor- 
sichtig immer  mehr  und  mehr  zusammengepreßt  und  dadurch 
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die  Flüssigkeit  allmählich  in  das  öl  gebracht.  Auf  diese  Weise 
gelang  es,  Kugeln  bis  zu  etwa  178  cm  Durchmesser  mit  Sicher- 
heit zu  erzeugen.  Bei  zu  raschem  Entleeren  der  Pipette  schießt 
aus  der  Öffnung  ein  langer  Strahl  hervor,  der  sich  gewöhnlich 
in  mehrere  Kugeln  auflöst.  Es  gelingt  nach  einiger  Übung 
bald,  eine  Kugel  von  gewünschter  Größe  herzustellen  und 
dieselbe  durch  etwas  stärkeres  Quetschen  des  Schlauches 
sodann  zum  Abreißen  zu  bringen. 

Da  es  kaum  gelingt,  das  Wasser-Alkoholgemisch  und  das 
öl  vollkommen  gleich  schwerzumachen,  so  wurde  die  Mischung 


Fig.  I,  Fig.  2. 


so  gewählt,  daß  die  daraus  erzeugten  Kugeln  langsam  im  Öl 
untersanken.  Durch  Beleuchtung  von  rückwärts  mit  einer 
Projektionslampe  waren  die  Kugeln  hell  genug,  um  von  ihnen 
photographische  Momentaufnahmen  machen  zu  können.  Fig.  1 
zeigt  ein  solches  Bild.  Infolge  der  Strahlenbrechung  erscheint 
die  Kugel  dunkel  mit  einem  hellen  Fleck  in  der  Mitte. 

In  dem  Moment,  wo  wir  die  Kondensatorplatten  mit  Hilfe 
der  Influenzmaschine  laden,  wird  aus  der  Kugel  ein  Rotations- 
ellipsoid, dessen  Längsachse,  die  gleichzeitig  die  Rotationsachse 
ist,  mit  der  Richtung  der  Kraftlinien  des  homogenen  elektrischen 
Feldes  zusammenfällt  Bei  schwachem  Felde  weicht  die  Gestalt 
des  Ellipsoids  nur  wenig  von  der  einer  Kugel  ab  (Fig.  2). 
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Wächst  die  Feldstärke,  so  wird  das  Verhältnis  der  großen  zur 
kleinen  Achse  des  Ellipsoids  immer  größer  (Fig.  3). 

In  Fig.  4  sehen  wir  mehrere  Tropfen  in  einem  starken 
Felde.  Es  zeigt  sich,  daß  größere  Tropfen  auch  größere  Ex- 
zentrizitäten erlangen,  was  daher  kommt,  daß  die  elektrischen 
Kräfte,  welche  den  Tropfen  auseinanderzuziehen  streben, 
gegenüber  den  zusammenhaltenden  Kapillarkräften  unter  sonst 
gleichen  Umständen  um  so  mehr  ins  Gewicht  fallen,  je  größer 
der  Tropfen  ist.  Die  kleinen  Tropfen,  welche  man  in  Fig.  4 
innerhalb  des  großen  sieht,  sind  in  Wirklichkeit  hinter  dem- 
selben. 


Um  den  Vorgang  rein  zu  gestalten,  hat  man  darauf  zu 
achten,  nicht  zu  viel  Tropfen  gleichzeitig  im  Öl  zu  haben,  da 
sich  dieselben  im  elektrischen  Felde  ja  gegenseitig  beeinflussen. 
Ferner  dürfen  sich  die  bereits  zu  Boden  gefallenen  Tropfen 
nicht  ausbreiten,  weil  sie  dadurch  denselben  mit  einer  leitenden 
Schicht  überziehen.  Es  geschieht  auch  leicht,  daß  beim  Ein- 
bringen der  Mischung  sich  eine  dünne  Haut  derselben  an  der 
Oberfläche  des  Öls  ausbreitet  und  auch  diese  leitend  macht. 
Unter  solchen  Umständen  kann  es  geschehen,  daß  sich  im 
Inneren  des  Öls  überhaupt  kein  elektrisches  Feld  ausbildet. 
Man  tut  daher  am  besten,  zu  jedem  Versuch,  der  sicher  gehen 
soll,  ganz  reines  Öl  zu  nehmen;  doch  genügt  es  für  eine  Reihe 
von  Experimenten,  die  bereits  zu  Boden  gesunkene  Flüssigkcits- 


Fig.  3. 


Fig.  4. 
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mischung  mit  Hilfe  einer  Pipette  aus  dem  öl  zu  entfernen.  Erst 
wenn  die  Mischung  in  vielen  kleinen  Tropfen  oder  in  dünnen 
Häuten  in  und  auf  dem  öl  vorhanden  ist,  ist  es  notwendig, 
das  öl  in  anderer  Weise  zu  reinigen.  Es  hat  sich  da  eine 
Erhitzung  des  Öls  über  den  Siedepunkt  des  Wassers  vorzüglich 
bewährt. 


Fig.  5. 


Wie  wir  später  bei  der  Berechnung  der  geschilderten 
Erscheinung  sehen  werden,  ist  die  Form  der  Wasser-Alkohol- 


Ftg.  6. 


tropfen  im  elektrischen  Felde  nur  bei  kleinen  Kräften 
ein  Rotationsellipsoid.  Steigern  wir  die  Feldstärke,  so  zeigt 
sich,  daß  die  Tropfen  eine  längliche,  an  beiden  Enden  zu- 
gespitzte Gestalt  annehmen  (Fig.  5,  6  und  7).  Der  Körper  ist 
dann  nicht  mehr  stabil,  sondern  er  wird  zerrissen.  Unsere 
Figuren  5,  6  und  7  sind  also  nicht  als  ruhende  Erscheinungen 
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aufzufassen,  sondern  es  sind  Momentaufnahmen  eines  Körpers, 
der  sich  unter  dem  Einfluß  der  elektrischen  Kräfte  von  einer 
elliptischen  zu  einer  Gestalt  mit  spitzen  Enden  auszieht,  die 


Fig.  7. 


sich  in  kleine  Tropfen  auflösen.  Dieses  Zerstieben  der  Enden 
erfolgt  oft  sehr  heftig  und  hat  den  Anschein,  als  würden  die 


Fig.  8. 


kleinen  Tropfen  aus  einer  Brause  kommen.  In  Fig.  8  haben 
wir  einen  derartigen  zersprühenden  Körper.  Gleichzeitig  si 
andere  Tropfen  vorhanden,  welche  wegen  ihrer  Kleinheit  ei 
noch  stabiles  Ellipsoid  bilden. 
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Wir  wollen  nun  daran  gehen,  die  geschilderten  Erschei- 
nungen mathematisch  zu  formulieren.  Die  Oberfläche,  die  die 
Plateau'sche  Mischung  unter  dem  Einfluß  der  Kapillar-  und 
elektrischen  Kräfte  annimmt,  muß  eine  Niveaufläche  sein,  d.  h. 
alle  wirksamen  Kräfte  müssen  auf  ihr  senkrecht  stehen.  Ferner 
muß  der  durch  sämtliche  Kräfte  hervorgebrachte  Druck  in  allen 
Punkten  der  Niveaufläche  konstant  sein. 

Bezeichnen  wir  mit  a  die  Kapillaritätskonstante  zwischen 
öl  und  Plateau'scher  Flüssigkeit,  d.  h.  die  Arbeit,  welche  wir 
leisten  müssen,  Um  die  gemeinschaftliche  Trennungsfläche  um 
die  Flächeneinheit  zu  vergrößern,  mit  p  den  kapillaren  Druck, 
so  ist  für  jeden  Punkt  der  Oberfläche 

r  =  a{-7  +  ^} 

r  ist  dann  der  größte,  r'  der  kleinste  Krümmungsradius 
der  Oberfläche  an  dem  betreffenden  Punkt.  Dieser  Druck  ist 
nach  der  konkaven  Seite  des  Körpers  gerichtet 

Ist  ferner  o  die  Dichte  der  Elektrizität  an  irgend  einem 
Punkte  der  Oberfläche  der  leitenden  Flüssigkeit,  K  die  Dielek- 
trizitätskonstante des  umgebenden  Öls,  so  ist  die  Kraft  F> 
welche  infolge  der  elektrischen  Spannung  auftritt, 

Diese  Kraft  ist  nach  auswärts  gerichtet.  Wir  können  daher 
für  unseren  Körper  die  Gleichung  aufstellen 

«(-Jr  +  p)-2^a=C 

wobei  C  eine  Konstante  bedeutet. 

Der  jeweilige  Wert  von  ~  +  p  >st  einzig  durch  die 

Gestalt  des  flüssigen  Körpers  bedingt.  Die  Dichte  a  der  Elek- 
trizität hängt  sowohl  von  der  Gestalt  des  Körpers  als  auch  von 
der  Elektrizitätsverteilung  in  der  Umgebung  ab.  Wir  haben  es 
also  im  allgemeinen  hier  mit  sehr  komplizierten  Erscheinungen 
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zu  tun,  da  ja  die  Gestalt  der  Flüssigkeit  ebenfalls  von  vorn- 
herein nicht  gegeben  ist,  sondern  erst  durch  die  auftretenden 
Kräfte  bedingt  wird.  Wir  wollen  uns  daher  bei  unserer  Unter- 
suchung auf  einen  möglichst  einfachen  Fall  beschränken. 

Es  sei  unser  flüssiger  Körper  in  einem  ursprünglich  homo- 
genen elektrischen  Felde,  dessen  Intensität  nicht  groß  ist. 
Verschwindet  das  elektrische  Feld,  so  nimmt  die  Flüssigkeit  die 

2a 

Form  einer  Kugel  an,  welche  unter  dem  kapillaren  Druck  y 

stehen  muß,  wenn  r  der  Radius  dieser  Kugel  ist  Treten  die 
elektrischen  Kräfte  auf,  so  wird  unsere  Kugel  ein  Rotations- 
körper, dessen  Rotationsachse  mit  der  Richtung  der  Kraftlinien 
zusammenfallt.  Haben  wir  ein  schwaches  Feld,  so  bietet  der 
entstehende  Körper  den  Anblick  eines  gedehnten  Rotations- 
ellipsoids. Es  liegt  daher  nahe  zu  untersuchen,  ob  bei  schwachem 
Felde  ein  Rotationsellipsoid  den  oben  gestellten  Bedingungen 
genügt. 

Für  das  Rotationsellipsoid  in  einem  homogenen  elektri- 
schen Felde  ist  die  Verteilung  der  Elektrizität  bekannt.  Es 
bieten  sich  also  der  Rechnung  keine  Schwierigkeiten  dar.  Die 
Gleichung  der  erzeugenden  Kurve  sei 

a*  b* 

Für  jeden  Rotationskörper,  dessen  Achse  mit  der  * -Achse 
des  Koordinatensystems  zusammenfällt,  ist  der  eine  Krüm- 
mungsradius, wir  wollen  ihn  r'  nennen,  gleich  der  Länge  N  der 
entsprechenden  Normalen.  Es  ist  somit 

Der  andere  Krümmungsradius  ist  nach  der  bekannten 

Formel 

(l+y>)% 
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Für  unser  Ellipsoid  wird 


V 


y'  —  —b 


ab 


und  schließlich 


(a«  -  **)»/, 


b  V         a2  a«/ 


Wir  haben  hier  r  positiv  genommen,  weil  wir  den  Krüm- 
mungsradius für  die  Berechnung  der  Kapillarkräfte  immer 
positiv  einführen.  Wir  wollen  die  Formel  für  r  noch  dahin 

abändern,  daß  wir  die  numerische  Exzentrizität  e  =  — ,  wobei 

a 

e  —  a*—b*,  benützen.  Es  wird  also 

b=  Va*—  e*  =  a  VT— I*  =  a^l  —  ~j- 

Wir  setzen  also  voraus,  daß  s  so  klein  sei,  daß  höhere 
Potenzen  als  e*  vernachlässigt  werden  können.  Wir  erhalten 
dann  weiter 

T  =  ä(1  +  t)' 

ferner 

Danach  wird  der  Krümmungsradius 

'-('♦3('-i5-)=4-iS-'H 
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Gleicherweise  erhält  man  für  den  zweiten  Krü 


•adius 


r1- 


1  — 


=.(-?)(-5-r('-s-)  = 


Bilden  wir  jetzt  y  +     ,  so  ergibt  dies 


1  1 

--»--7 


=M'-H¥-'H~V 


2  Va 

Für  den  kapillaren  Druck    erhalten  wir  dann 

,  =  .(±  +  ^  =  51(1  +  ^). 

Um  nun  den  elektrischen  Druck  F=2itK<3*  zu  finden, 
müssen  wir  die  Verteilung  der  Elektrizität  auf  einem  gedehnten 
Rotationsellipsoid  kennen,  dessen  Rotationsachse  mit  der  Kic  - 
tung  der  Kraftlinien  eines  ursprünglich  homogenen  Fe  e 
zusammenfällt.  Diese  Aufgabe  ist  längst  gelöst  worden.  Unter 
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anderen  gibt  A.  Lampa1  folgende  Formeln  an,  die  für  unser 
spezielles  Beispiel  entsprechend  abgeändert  sind.  Es  ist  die 
Dichte  der  Elektrizität  an  einem  -beliebigen  Punkte  der  Ober- 
fläche des  Ellipsoids 

<j  =  oa  cos  <p, 

wobei  oa  die  Dichte  der  Elektrizität  am  Ende  der  positiven 
großen  Halbachse  des  Ellipsoids  bedeutet,  während  9  der 
Winkel  ist,  den  der  aus  dem  Mittelpunkt  an  den  entsprechenden 
Oberflächenpunkt  gezogene  Strahl  mit  der  großen  Halbachse 
einschließt. 

Es  ist  ferner 

*a  =  —  <*>, 

wobei  wir  unter  4>  die  Intensität  des  homogenen  elektrischen 
Feldes  verstehen,  während 

'•3         5         7         Jo     3       5  7 

ist.  Für  unseren  Zweck  können  wir  die  Reihe  bei  —  abbrechen 
und  erhalten  so  5 

«• = ~~ -  a~  * = ±  (1  -  A a-  *  = 


=  -3  -5-—  *  =  -3- (l -  A  ,t) (1  +  •«)*  = 

•ist       1—9»  4*  V       5  I 


4^  V  5 

indem  wir  f!  =  __L   setzen  können. 
b*  l-^s2 


^  1  Zur  Theorie  der  Dielektrika.  Diese  Sitzungsberichte,  CIV.  Bd.,  Abt.  II, 
P  681  ff.  (1895). 
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Nach  dem  Obigen  ist  nun 

o8  —  o£  cos8  <p, 


wobei 


x% 

cos8  <p  —  


Setzen  wir  hier  für  y%  seinen  Wert  aus  der  Gleichung  der 

Ellipse  —  +  ^  =  1  ein,  so  läßt  sich  leicht  die  Formel  ge- 
a8  b2 

Winnen 

»V — *) 

Danach  wird 
°  ,=  <ö?(l  +  — = 

=  ^.f!(i  +  ±s8)(i  +  ^)= 

16ic8  a«V       5    A        a*  1 

16*1  a8L      ^5        a8  '  J 

Für  die  Größe  der  elektrischen  Kraft  an  irgend  einem 
Punkte  der  Oberfläche  erhalten  wir  also  schließlich 


F=2*Z*='*tK 


*[1  +  (i.  +  *=£)4  (') 

a8l       \5         a8   '  J 


8t: 

Kehren  wir  nun  zur  Gleichgewichtsbedingung  unserer 
Flüssigkeit  zurück,  so  haben  wir  zu  überlegen,  daß 

p — F  —  Const. 
sein  muß.  Somit  erhalten  wir 

?£(,  +  .  *±  \ ,  +  (±  +  ^)  ."]  =Cons.. 
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Diese  Gleichung  muß  natürlich  für  jeden  Punkt  der  Ober- 
fläche, also  auch  für  *  =  0  gelten.  Dafür  erhalten  wir  aber 


2a 

—  =  Const. 
a 


Folglich  muß 

sein.  Daraus  ergibt  sich  weiter 

Es  hat  somit  — — -  die  Größenordnung  von  8*.  Wenn 
wir  es  demnach  noch  mit  (- +  ^=^)gt  multiplizieren,  so 

erhalten  wir  ein  Glied  von  der  Größenordnung  e*.  Glieder  von 
dieser  Kleinheit  haben  wir  aber  in  unserer  ganzen  Rechnung 
vernachlässigt  Wir  finden  somit 

2ae8  _  9<E2Ar 
a  8ir 

oder  die  Exzentrizität  des  Rotationsellipsoids,  welches  sich  in 
unserem  elektrischen  Felde  ausbildet,  ist  für  schwache  Feld- 
«ntensitäten  gegeben  durch 


34>  jaK 


Es  ist  also  die  Exzentrizität  unseres  Ellipsoids 
«er  Feldstärke  direkt  proportio nal.  Sie  wächst  ferner 
nj"  zunehmender  Größe  des  Ellipsoids,  was  ebenfalls 
°r  neweiters  einzusehen  ist,  da  ja  mit  wachsenden  Krümmungs- 
ra  >en  der  Kapillardruck,  welcher  die  Kugelgestalt  ansfrebt, 
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abnimmt.  Aus  demselben  Grunde  wird  die  Exzentrizität 
um  so  kleiner  sein,  je  größer  die  Kapillaritätskon- 

stante  a  ist.  . 

Daß  in  unserem  Falle  der  Druck  infolge  der  elektrischen 
Kräfte  von  der  Größenordnung  e*  ist,  hätte  uns  von  vornherein 
erlaubt,  die  Verteilung  der  Elektrizität  auf  unserem  EU.psoid 
so  zu  rechnen,  als  hätten  wir  es  nur  mit  einer  Kugel  zu  tun 
da  die  Abweichung,  welche  von  der  ellipsoidischen  Gestalt 
herrührt,  erst  von  der  Größenordnung  e*  wird.  Das  .st  nun 
außerordentlich  wichtig  für  die  Berechnung  der  Gestalt  unserer 
Flüssigkeit,  wenn  wir  in  der  Annäherung  der  Rechnung  um 
ein  Glied  weitergehen.  Wir  können  dabei  etwa  folgendermaßen 

verfahren.  . 

Wir  haben  es  natürlich  wieder  mit  einem  Rotationskörper 
zu  tun,  dessen  Achse  mit  der  Richtung  der  Kraftlinien  des 
homogenen  elektrischen  Feldes  zusammenfällt.  Als  wir  bei  er 
ersten  Annäherung  davon  ausgingen  zu  untersuchen,  ob  ein 
Ellipsoid  den  gestellten  Gleichgewichtsbedingungen  entspreene, 
schrieben  wir  dieGleichung  der  erzeugenden  Ellipse  in  derb  orm 

y  a* 
Dabei  war  ^  eine  Zahl,  welche  sich  um  die  Größen- 
ordnung e*  vorAins  unterschied.  Es  liegt  nun  nahe,  einen 
Schritt  weiter  zu  gehen  und  einen  Rotationskörper  zu  un  e 
suchen,  dessen  Erzeugende  die  Gleichung 

ist.  Auch  hier  soll  ?J  wenig  von  Eins  verschieden  sein,  und  wir 
wollen  den  Unterschied  wiederum  von  der  Größenordnung 
annehmen,  während  7*  von  der  Ordnung  e*  sein  soll.  ^ 

Bei  der  Untersuchung  dieses  Körpers  haben  wir  nUJj 
beachten,  daß  es  für  die  Berechnung  der  elektrischen  V er  ei  ^ 
genügt,  wenn  wir  die  Verteilung  auf  einem  Ellipsoid  v0^.^ 
nunferischen  Elektrizität  s  kennen.  Entwickeln  wir  na 
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alle  auftretenden  Kräfte  in  Reihen  nach  steigenden  Potenzen 
von  s2  und  brechen  bei  den  Gliedern  von  der  Ordnung  e*  ab, 
so  muß  sich  hier,  analog  wie  früher  beim  Übergange  von  der 
Kugel  zum  Ellipsoid,  jetzt  beim  Übergange  vom  Ellipsoid  zu 
dem  neuen  Körper  ergeben,  daß  die  elektrischen  Kräfte  dabei 
sich  um  Größen  von  der  Ordnung  s6  ändern.  Diese  Größen 
sind  aber  bereits  zu  vernachlässigen,  weshalb  es  genügt,  die 
Verteilung  der  Elektrizität  auf  einem  Ellipsoid  in  einem  homo- 
genen Felde  zu  kennen,  um  den  von  uns  betrachteten  Fall  zu 
berechnen. 

Aus  Gleichung  (2)  erhalten  wir 

y  —  dz  \/b2 — ß2#2 — f4x*. 

Daraus  läßt  sich  jetzt  leicht  y'  und  y"  und  sodann  —  bilden. 

1  r 

-7  ist  wieder  gegeben  durch 

1  1 

  —  —         -        -  ■  -  • 

Führen  wir  dies  alles  durch,  immer  bei  den  Gliedern  von  der 
Größenordnung  e4  abbrechend,  und  setzen 


ß2  =  1—8» 

also  8  von  der  Größenordnung  s,  so  erhalten  wir  schließlich 
r      r'      b  \       2  b2  4b2 

954^  9f*x*\ 
+  8  b*        2  b*  < 


Multiplizieren  wir  diesen  Ausdruck  noch  mit  der  Kapilla- 
ntätskonstante,  so  erhalten  wir  den  kapillaren  Druck  p.  Dieser 

Sitzb.  der  mathcra.-natunv.  Kl. ;  CXV.  Bd.,  Abt.  IIa.  62 
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muß  vermindert  um  den  elektrischen  Druck  F  [Gleichung  (1)] 
gleich  einer  Konstanten  sein.  Es  resultiert  somit 

o8*2     7Zlx2      9Vxl  9t***\ 


2a  f       88  ,     o8*2  75'** 

r_  i  +  3y4*'ä+  I- 

h  \       2  4  fr* 


2*>2  - 

8z      a»L       ^5  7 


=  C 


Es  muß  also  die  Konstante 


=  t(- 


88' 


sein.  Ferner  müssen  die  Glieder  mit  x*  und  ebenso  jene  mit*1 
zusammen  Null  ergeben,  weil  nur  unter  dieser  Bedingung  die 
Gleichung  für  jeden  beliebigen  Wert  von  x  erfüllt  ist.  Wir  er- 
halten also  folgende  Gleichungen 


4*^ 


8  a2* 

und 

9Är*8e2^      2a /974** 


4£* 


~8b*  ' 


&*a*         b  \  2b' 
Diese  Gleichungen  verwandeln  sich  leicht  in 

löicaa5»""  fr»     "T       4fc2  5&* 

und 

0»2_  9a27*_9a28*  (4) 

indem  wir  wieder  alle  Glieder  von  höherer  Ordnung  als  s*  ver- 
nachlässigen. Da  die  linken  Seiten  dieser  Gleichung  einander 
gleich  sind,  so  müssen  es  auch  die  rechten  sein  und  wir  er- 
halten eine  Beziehung  zwischen  o  und  7-  Wir  können  also  eine 
dieser  Größen  willkürlich  wählen.  Wir  wollen  deshalb  o-  = 
setzen  und  verstehen  darunter  folgendes.  Unser  Körper,  der 
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nahezu  ein  Rotationsellipsoid  ist,  hat  eine  Längsachse  von  der 
Größe  1a.  Der  durch  die  (jj'^-Ebene  gebildete  Querschnitt  hat 
den  Radius  b  und  es  sei  e  gerade  so  wie  bei  einem  Etlipsoid 
definiert  durch  die  Beziehung 


a*— b* 


=  e2. 


(3) 


Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  ergeben  sodann 

b*      Y      4b-      5b*  ~  2bh*       8b^ ' 

Drücken  wir  hier  jedes  vorkommende  b  nach  Gleichung  (5) 
durch  a  und  s  aus  und  vernachlässigen  wir  wiederum  alle 
Glieder  von  höherer  Ordnung  als  s\  so  ergibt  sich  schließlich 


17  8* 
36  av- 


V4  =  -■- 


Setzen  wir  die  Werte  8  und  y  in  die  Gleichung  (2)  ein,  so 
erhalten  wir  die  Gleichung  der  Erzeugenden  jenes  Rotations- 
körpers, dessen  Gestalt  eine  schwerelose  leitende  Flüssigkeit 
m  einem  homogenen  elektrischen  Feld  annimmt,  wenn  die  Feld- 
stärke so  groß  wird,  daß  ein  Rotationsellipsoid  die  gestellten 
Bedingungen  nicht  mehr  erfüllt,  aber  nur  so  groß,  daß  die 
Glieder  von  höherer  Ordnung  als  vernachlässigt  werden 
können.  Die  Gleichung  der  gesuchten  Kurve  ist 

y  =  ft»  —  (1 — — —  -  —  **.  (6) 

30  a* 

Bringen  wir  die  Gleichung  der  Cassini'schen  Kurven  in  die 
**orm,  daß  wir  den  halben  größten  und  kleinsten  Durchmesser 

mit  a  bezüglich  b  bezeichnen,  wiederum  -~ h~-  -  z-  setzen  und 

Glieder  von  höherer  Ordnung  als  s«  vernachlässigen,  so  ergibt 
dies 

y*  =  b*-  (1- ■ss).r*+  3l-.v->—  —  x\ 

2  2  a* 

02* 
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Diese  Gleichung  stimmt  mit  Gleichung  (6)  nahe  überein, 
so  daß  wir  sagen  können:  Bringen  wir  eine  schwerelose 
leitende  flüssige  Kugel  in  ein  homogenes  elektri- 
sches Feld,  so  wird  mit  vom  Wert  Null  ansteigender 
Feldstärke  aus  der  Kugel  zuerst  ein  Rotationselli- 
psoid, dann  ein  Rotationskörper,  dessen  Erzeugende 
fast  identisch  mit  einer  Cassini'schen  Kurve  ist  Wei- 
terhin läßt  sich  die  Gestalt  jedoch  geometrisch  nicht 
bestimmen.  Sie  zieht  sich  immer  mehr  in  die  Länge 
und  wird  schließlich  instabil,  was  ein  Zerreißen  des 
Körpers  zur  Folge  hat. 
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Über  die  Axt  der  Fortpflanzung  der  Erdbeben- 
wellen im  Erdinneren 

(II.  Mitteilung) 

von 

Dr.  H.  Benndorf. 

Aus  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  Universität  Graz. 

(Mit  9  Textfiguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  10.  Mai  1908.) 

Bereits  in  der  ersten  Mitteilung  habe  ich  als  Ziel  der  vor- 
liegenden Untersuchungen  die  ungefähre  Bestimmung  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  Erdbebenwellen  in  ver- 
schiedenen Tiefen  des  Erdkörpers  bezeichnet  und  habe  zu 
diesem  Zwecke  versucht,  eine  möglichst  richtige  Laufzeitkurve 
(Hodograph1)  der  ersten  Vorläufer  eines  Bebens  zu  gewinnen. 

Als  ein  zweites  Bestimmungsstück,  das  zur  Ermittlung  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  dienlich  wäre,  erschien  mir  zur 
Zeit,  als  ich  die  erste  Mitteilung  abschloß,  die  Emergenzwinkel- 
kurve,  d.  h.  eine  Beziehung  zwischen  dem  Emergenzwinkel  e 
eines  Strahles  und  der  Epizentraldistanz  A;  erst  als  der  größere 
Teil  der  Resultate  der  vorliegenden  Arbeit  gewonnen  war, 
gelangte  ich  durch  Auffinden  einer  Beziehung  zwischen  Lauf- 
zeitkurve und  Emergenzwinkel,  die  ich  weiter  unten  entwickeln 
werde,  zu  der  Einsicht,  daß,  theoretisch  wenigstens,  eine  Be- 
stimmung der  Emergenzwinkel  nichts  Neues  bringen  kann,  da 
sie  sich  bei  beliebiger  Verteilung  der  Geschwindigkeit  im  Erd- 
inneren stets  aus  der  Laufzeitkurve  berechnen  lassen. 

1  Ich  vermeide  absichtlich  den  Ausdruck  >Hodogrnph«,  weil  er  in  der 
%sik  bereits  in  anderem  Sinne  verwendet  wird. 
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Von  um  so  größerer  praktischer  Bedeutung  erscheint  aber 
die  experimentelle  Bestimmung  dieser  Winkel,  weil  sie  einmal 
eine  erwünschte  Kontrolle  der  Laufzeitkurve  geben,  eine 
Berechnung  der  Fortpnanzungsgeschwindigkeit  longitudinaler 
Wellen  in  der  äußersten  Erdkruste  ermöglichen  und  zugleich 
ein  Mittel  an  die  Hand  geben,  geologische  Abnormalitäten  in 
der  Nähe  der  Erdoberfläche  ausfindig  zu  machen. 

Die  folgenden  Überlegungen  möchte  ich  mit  einer  Dis- 
kussion des  einzigen  mir  bekannten  Beobachtungsmatcriales 
über  die  Emcrgenzwinkel  beginnen. 

1.  Experimentelle  Bestimmung  des  Emergenzwinkels. 

W.  Schlüter  hat  in  seiner  bereits  genannten  Arbeit  über 
Schwingungsart  und  Weg  der  Erdbebenwellen1  mit  Hilfe 
seines  als  Vertikalseismographen  adaptierten  Klinographen  die 
ersten  einwandfreien  Bestimmungen  des  Emergenzwinkels  der 
Vorläufer  einer  Reihe  von  Beben  ausgeführt. 

Es  ist  in  hohem  Grade  zu  bedauern,  daß  es  Schlüter 
nicht  vergönnt  war,  seine  Untersuchungen  fortzusetzen;  jeden- 
falls wäre  es  aber  von  sehr  großem  Interesse,  wenn  an  mög- 
lichst vielen  Stationen,  wo  brauchbare  Vertikalseismographen 
aufgestellt  sind,  Bestimmungen  von  Horizontal-  und  Vertikal- 
komponenten  des  ersten  Einsatzes  von  Beben  ausgeführt 
würden.  Seit  Wiechert  die  eingehende  Theorie  der  Seismo- 
graphen gegeben  hat,  liegt  kein  Hindernis  vor,  sie  mit  beliebigen 
Apparaten  auszuführen,  wenn  sie  nur  so  konstruiert  sind,  daß 
sie  eine  genügend  genaue  Ermittlung  der  Konstanten  zulassen 
und  die  Störungen  durch  Reibung  auf  die  Größe  von  Kor- 
rektionsgliedern herabgemindert  sind. 

Die  folgende  Tabelle  I  enthält  zunächst  die  Schlütcr'schcn 
Zahlen,  wobei  A  die  Entfernung  in  Megametern  =  l°fi  *"> 
c0  den  Emergenzwinkel,  a  =  cos  cQ,  ?  den  Sehnenwinkel,  d.  i. 
den  Winkel,  den  die  Sehne  zwischen  Beobachtungsort  und 
Epizentrum  mit  dem  Horizont  im  Beobachtungsorte  bildet, 
bezeichnet. 


i  Beiträge  zur  Geophysik,  Bd.  V,  p.  401  (1U03). 
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In  Fig.  1  sind  die  A  als  Abszissen  und  e0  als  Ordinalen 
aufgetragen;  die  eingezeichnete  Kurve  bezieht  sich  auf  aus- 
geglichene  Werte,  die  weiter  unten  besprochen  werden. 


Tabelle  I. 


Nr. 

Datum  des  Bebens 

\ 

a  =:  COS 

1 

1 

1900,  VII.  13. 

2-0 

29° 

0-87 

20° 

2 

VIII.  24. 

2-1 

39 

0-78 

29 

3 

VIII.  28. 

2-4 

56 

0-5G 

45 

4 

VIII.  27. 

2-8 

59 

0-52 

46 

5 

VIII.  29. 

7-5 

64 

0-44 

30 

6 

VIII.  29. 

8-0 

69 

0-36 

33 

7 

IX.  1. 

8-5 

73 

0-29 

35 

8 

VIII.  5. 

9-0 

75 

0-26 

35 

9 

VIII.  20. 

95 

78 

0-21 

35 

10 

VII.  29. 

11-4 

78 

0-21 

27 

11 

VIII.  27. 

14-0 

80 

0-17 

17 

Betrachtet  man  diese  Einzelwerte,  so  kann  man  sich  eines 
gewissen  Zweifels  an  ihrer  Richtigkeit  oder,  besser  gesagt,  All- 
gemeingültigkeit nicht  entschlagen. 

Was  zunächst  die  Entfernungen  anlangt,  so  sind  sie  nach 
einem  Verfahren  gewonnen  worden,  das  sich  der  Autor  selbst 
zurechtgelegt  hat,  aber  nicht  mitteilt;  da  indes  die  Werte  von  en 
sehr  regelmäßig  liegen,  ist  nicht  anzunehmen,  daß  hier  größere 
Fehler  unterlaufen  sind.  Die  experimentell  gefundenen  Werte 
von  e0  können,  wie  aus  den  sorgfältigen  Konstantenbestim- 
mungen der  Apparate  hervorgeht,  nach  meiner  Ansicht 
höchstens  um  Prozente  falsch  sein. 

Es  erübrigt  also,  zu  untersuchen,  wie  weit  wohl  diese 
Zahlen  durch  Göttinger  Untergrundverhältnisse  oder  besondere 
BebenbeschafTenheit,  beeinflußt  von  Mittelwerten  an  der  Erd- 
oberfläche, abweichen. 

Das  ist  ja  zunächst  klar,  daß  eine  von  der  mittleren  ab- 
weichende geologische  Beschaffenheit  der  äußersten  Erdrinde 
sehr  wohl  die  Absolutbeträge  der  Emergenzwinkel  fälschen 
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kann,  indem  sie  entweder  alle  zu  groß  oder  alle  zu  klein 
ausfallen.1 

Nimmt  man  als  Störungsursache  eine  horizontale  Schicht 
von  größerem  oder  kleinerem  Brechungsvermögen,  als  sie  im 
Mittel  der  äußeren  Erdkruste  zukommt,  so  müssen  die  Cosinusse 
des  beobachteten  Emergenzwinkels  mit  einem  Faktor  multipli- 
ziert werden,  der  kleiner,  respektive  größer  als  1  ist;  große 
Emergenzwinkel  nahe  90°  werden  also  wenig,  kleine  am 
meisten  gestört. 

Möglicherweise  sind  die  Göttinger  Werte  um  20°/0  ™ 
klein;  ich  unterlasse  es  aber,  so  hypothetische  Korrekturen 
anzubringen,  so  lange  die  Basis  dazu  noch  so  unsicher  ist. 

Wie  dem  aber  immer  sein  mag,  so  könnte  eine  derartige 
Annahme  das  Auffallendste  der  Emergenzwinkelkurve  nicht 
erklären,  nämlich  das  eigentümlich  sekundäre  Maximum  der 
Winkel  zwischen  A  =  3  und  7,  auf  das  schon  Schlüter  aus- 
drücklich hinweist.  Die  Beantwortung  der  Frage,  ob  die  Ab- 
flachung der  Kurve  zufälliger  Natur,  hervorgerufen  durch  die 
geringe  Anzahl  der  Beobachtungen,  oder  ob  sie  der  Ausdruck 
eigentümlicher  Strukturverhältnisse  des  Erdinneren  ist,  erheischt 
eine  besondere  Un  tersuchung.  Ich  glaube  im  folgenden  mit 
ziemlicher  Sicherheit  den  Nachweis  bringen  zu  können,  daß 
dieser  Einsenkung  der  Emergenzwinkelkurve  eine  reelle  Be- 
deutung zukommt 

Zu  diesem  Zweck  aber  und  auch  für  die  weiteren  Schlüsse 
ist  es  nötig,  eine  allgemeine  Diskussion  über  den  Strahlengang 
im  Erdinneren  zu  führen. 

2.  Über  gewisse  Eigenschaften  des  Strahlenganges  im  Erd- 
inneren. 

Zunächst  wollen  wir,  wie  es  ja  allgemein  geschieht,  an- 
nehmen, daß  für  die  Fortpflanzung  der  Erdbebenstöße  im  Erd- 
inneren dieselben  Gesetze  gelten  wie  für  die  Wellenbewegung 
in  einem  Medium  mit  variablem  Brechungsindex,  daß  also  das 

i  C  mz  besonders  unregelmäßige  Schichtung  könnte  eventuell  auch  be- 
wirken, d  -ü  der  Emergenzwinkel  verschieden  ausfüllt,  je  nach  dem  Azimut,  aus 

d.'in  .!:.s  liehen  kommt. 
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Fermat'sehe  Prinzip  gilt,  nach  dem  die  Variation  der  Laufzeit 
ÜT=  0  ist;  ferner  soll  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c  der 
Bebenstrahlen  in  konzentrischen  Kugelflächen  konstant  sein 
und  infolgedessen  nur  als  Funktion  der  Entfernung  r  vom  Erd- 
mittelpunkt c—f{r)  betrachtet  werden.  Von  dieser  Funktion 
können  wir  unbeschadet  der  Allgemeinheit  annehmen,  daß  das  im 
ganzen  in  Betracht  kommende  Intervall  von  r  —  0  bis  r  =  r0 
immer  stetig  ist  und  nirgends  Null  oder  unendlich  wird;  das 
letztere  folgt  aus  der  physikalischen  Beschaffenheit  der  Mate- 
rialien, das  erstere  daraus,  daß. sich  diskontinuierliche  Über- 
gänge, falls  sie  im  Erdinneren  vorkommen  sollten,  immer  mit 
für  die  Praxis  ausreichender  Genauigkeit  durch  sehr  rasch  ver- 
laufende stetige  ersetzen  lassen. 

Als  Ursprung  des  Polarkoordinatensystems  eines  Punktes 
(r,  fr)  wählen  wir  den  Erdmittelpunkt,  als  Achse,  von  der  aus 
die  Winkel  0  gezählt  werden,  die  Gerade,  die  durch  den  Beben- 
herd geht. 

Bezeichnen  wir  mit  e  den  spitzen  Winkel,  den  eine  be- 
liebige Tangente  in  einem  Punkte  der  Bahn  des  Stoßstrahles 

mit  der  durch  ihn  gehenden  Kugelfläche  einschließt,  mit  11  = 

den  Brechungsexponenten  an  dieser  Stelle,  so  findet  sich1  die 
Gleichung  der  Bahnkurve  aus  der  Beziehung 

1) 

nr  cos  c  =  n0r0  cos  c0, 

wobei  sich  die  Größen  mit  dem  Index  0  hier  wie  weiterhin 
immer  auf  die  Erdoberfläche  beziehen  sollen. 
Da  nun 

rd&  1 

COS  £  —  =    ,    ,    .  .,  " 

V  1  +  \~dWJ 

ist,  so  ist  die  Differentialgleichung  der  Bahnkurve 

i  Vergt.  z.  B.  Straubcl,  Diopt.ik  in  Medien  mit  kontinuierlich  variab'c™ 
Btcchimgsindex;  Winkelmann's  Handbuch,  II.  Aufl.,  Bd.  VI.  —  Rudzki,  «• 
träge  zur  Geophysik,  III.,  1898.  p.  495.  —  v.  K övesligethy,  Mathern.  un 
imlurw.  Berichte  aus  Ungarn.  Bd.  XIII,  1897,  p.  418,  auch  Bd.  XXII U  lU- 
p.  4'J.  —  Läska,  Mitteilungen  der  Erdbeben-Kommission,  Nr.  XXW,  K 
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dd-  —  -+-  'Vocos<?njr 


zur  Vereinfachung  führen  wir  ein: 


2) 


1t  c  f 

cos  e0  =  a,         =  v  —  _<L    und    —  —  p, 
wo  *  *o 

es  bedeutet  also  v  und  p  den  Brechungsexponenten  und  Radius- 
vektor, wenn  der  Brechungsexponent  an  der  Erdoberfläche  ;/0, 
bezüglich  der  Erdradius  r0  gleich  1  gesetzt  werden.  Gleichung  1 
und  2  nimmt  dann  die  Form  an: 

vp.cos  c  —  OL,  3) 
d&z=:±  '  — — ,  4) 

wobei 

v  =  F(p)  =  —  1  — 
/(>'<>  p) 

als  Funktion  von  p  aufzufassen  ist. 

Setzen  wir  bis  auf  weiteres  voraus,  daß  der  Bebenherd 
punktförmig  ist  und  in  der  Erdoberfläche  liegt,  so  ist  bei 
gegebenem  v  =  F(p)  jedem  Wert  von  a  (0  ^  a  ^  1)  als  Para- 
meter eine  ganz  bestimmte  Bahnkurve  zugeordnet,  es  können 
somit  alle  Größen,  die  wir  betrachten  werden,  wie  Laufzeit, 
Epizentralentfernung,  als  Funktionen  von  a  angesehen  und 
untersucht  werden. 

Bei  gegebenem  %  hängt  die  Form  der  Bahn  nur  ab  von 
dem  Produkte  v.p  =  p. F(?)  =  <p(p),  die  ich  die  kritische 
Funktion  nennen  will. 

Verfolgen  wir  den  Weg  eines  Strahles,  so  wird  der 
Winkel  e  vom  Oberflächenwert  c0  an  entweder  abnehmen  oder 
zunehmen  oder  abwechselnd  beides  tun,  bis  entweder  e  =  0 

oder  e  =  ~  geworden  ist.  Ist  an  irgend  einer  Stelle,  deren 

Koordinaten  pm  und  —  heißen  mögen,  e  =  0  geworden,  so  ist 

der  weitere  Verlauf  des  Strahles  ein  Spiegelbid  des  bisherigen; 

ist  aber  irgendwo  e  ~      ,  so  setzt  der  Strahl  seinen  Weg 
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geradlinig  bis  zum  Mittelpunkte  fort,  um  von  dort  aus  sym- 
metrisch zu  verlaufen,  doch  kann  dieser  Fall  nur  eintreten,  wie 
aus  Gleichung  3  hervorgeht,  wenn  vp  unendlich  wird,  kommt 
also  für  uns  nicht  in  Betracht,  ausgenommen  den  einzigen 
Fall,  daß  cos  e0  =  0  wird;  in  diesem  Grenzfall  ist  aber  die  Bahn 
des  Strahles  immer  ein  Durchmesser  der  Erde. 

Der  Winkel  e  wird  gleich  Null,  wenn  vp  =  a  wird.1  Die 
größte  reelle  Wurzel  pm  der  Gleichung 

vp— a  =  <p(p)— *  =  0  °) 

im  Intervalle  0  <  p  :<  1  gibt  also  die  Tiefe  an,  bis  zu  der 
ein  bestimmter  (dem  entsprechenden  a  zugeordneter)  Beben- 
strahl ins  Innere  der  Erde  dringt 

Wir  wollen  nun  dazu  übergehen,  zu  untersuchen,  welchen 
Bedingungen  die  kritische  Funktion  <p(p)  genügen  muß,  um 
Anwendungen  auf  das  Erdinnere  zu  gestatten. 

Zunächst  muß  <p  im  ganzen  Intervall  0  ^  p  ^  1  stetig  und 
an  den  Grenzen  ?(l)='l  und  <p(0)  =  0  sein,  da  wir  ange- 
nommen haben,  daß  v  nicht  unendlich  wird. 

Ferner  wissen  wir  aus  der  Messung  der  Emergenzwinkel, 
die  sich  durchwegs  größer2  als  die  betreffenden  Sehnenwinkel 
erwiesen  haben,  daß  c  von  der  Oberfläche  nach  dem  Erdinneren 
im  allgemeinen  zunehmen,  d.h.  v  abnehmen  muß;  infolgedessen 
wird  auch  <p(p)  in  der  Nähe  von  <p  =  1  abnehmen  müssen,  üm 
die  allgemeine  Diskussion  nicht  zu  weitschweifig  werden  zu 
lassen,  wollen  wir  annehmen,  daß  die  Geschwindigkeitsvertei- 
lung im  Erdinneren  eine  derartige  ist,  daß  die  sphärische 


»  Dem  Fall,  daß  e  nie  Null  oder  -"-  wird,  brauchen  wir  nicht  zu  betrach- 

**  /4ip  für 

ten,  da  in  diesem  Falle  spiralförmig  unendlich  lange  Bahnen  resultieren,  a 

unsere  Anwendung  nicht  in  Frage  kommen. 


2  Aus  dieser  experimentell  zweifellos  sichergestellten  Tatsache  fo,gt." 
daß  d  e  Urundannahme,  die  v.  Kövesügcthy  in  seiner  »Neuen  geometnse 
Theorie  seismischer  Erscheinungen«  (Mathem.  und  naturw.  Berichte  aus  Ungarn, 
Bd.  XIII,  1897,  p.  418)  und  in  »Die  Berechnung  seismischer  Elemente«  (m- 
XXIII.,  1905,  p.  AT)  macht,  daß  die  Geschwindigkeit  der  Bebcnwellen  nach  ^ 
Erdinneren  zu  abnimmt,  nicht  mehr  gerechtfertigt  ist,  wodurch  seme  «' 
c-,s:i:iten  Ausführungen  nur  mehr  theoretische  Bedeutung  haben. 
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Distanz  zwischen  dem  Ausgangspunkt  eines  Strahles  (der 
Bebenherd  wird  hier  immer  als  an  der  Oberfläche  befindlich 
angenommen)  und  dem  AuftrerTpunkte  sowie  die  Laufzeit  T 
dieses  Strahles  mit  wachsendem  Winkel  e0  immer  größer  oder 


wenigstens  nicht  kleiner  wird.  Soweit  die  Beobachtungen 
reichen,  ist  diese  Voraussetzung  in  der  Wirklichkeit  erfüllt. 

Bei  der  weiteren  Untersuchung  wollen  wir  zwei  Fälle 
unterscheiden,  je  nachdem  die  Gleichung  5  für  beliebige  Werte 
von  0  ^  a  ^  1  nur  eine  reelle  Wurzel  im  Intervalle  0  ^  p  ^  1 
besitzt  oder  mehrere.  Fall  1  ist  durch  Kurve  I,  Fall  2  durch 
Kurve  II  in  Fig.  2  veranschaulicht. 
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Betrachten  wir  zunächst  den  Fall  2.  Die  Schnittpunkte 
einer  mit  der  Abszissenachse  parallelen  Linie  in  der  Höhe  i 
mit  Kurve  II  stellen  die  Wurzeln  der  Gleichung  »(p)-*  =  0 
dar.  Fassen  wir  die  jeweilig  größte  dieser  Wurzeln,  [jm,  ^ 
Funktion  von  a  auf,  so  sieht  man,  daß  in  dem  durch  Kurve  II 
dargestellten  Fall  pm  mit  a  stetig  abnimmt,  wenn  wir  von  a  =  l 
abwärts  gehen.  Beim  Werte  ^  zr  0-8  findet  jedoch  ein  plötz- 
licher Sprung  der  Werte  von  pm  —  0'  75  auf  p„,  =  0'  15  statt; 
pm  ist  also  keine  stetige  Funktion  von  a  mehr.  Physikalisch 
gesprochen  würde  das  heißen:  Verfolgt  man  den  Gang  der  ein- 
zelnen Strahlen,  indem  man  bei  niedrigen  Emergenzwinkeln 
beginnt  und  zu  größeren  fortschreitet,  so  dringt  jeder  folgende 
Strahl  immer  tiefer  ins  Erdinnere  ein,  bei  einem  bestimmten 
Emergenzwinkel  aber  tritt  ein  plötzlicher  Sprung  auf,  so  daß 
einer  unendlich  kleinen  Änderung  von  a  oder  eQ  eine  endliche 
Änderung  von  pm  entspricht;  das  würde  unter  Beibehaltung 
unserer  einschränkenden  Voraussetzungen  über  die  Beschaffen- 
heit von  'f  (p)  bedeuten,  daß  die  sphärische  Entfernung  A»,  des 
Strahlenendpunktes  vom  Bebenherd,  die  zum  Wert  ix  gehört, 
um  ein  endliches  Stück  kleiner  wäre   als   die  Entfernung 
X^äat,  die  zum  Wert  a  — da,  gehört,  wenn  da,  beliebig  klein 
wird. 

Es  würde  also  in  diesem  Fall  ein  ganzer  Gürtel  der  Erd- 
oberfläche zwischen  den  Kreisen,  die  zu  Aa,  und  A*,-^  Ke' 
hören,  überhaupt  nicht  von  einem  Bebenvorläufer  getroffen 
werden. 

Analoges  würde  natürlich  gelten,  wenn  mehrere  solcher 
Diskontinuitätsstellen  beständen;  es  würde  auch  weiter 
daraus  folgen,  daß  die  Laufzeitkurve  r=/(A)  aus  zwei  oder 
mehreren  getrennten  Stücken  bestehen  müßte. 

Ob  derartiges  wirklich  bei  der  Erde  vorkommt,  ist  vor- 
läufig nicht  mit  Sicherheit  zu  entscheiden.  Gewisse  auflallende 
Erdbebendiagramme  ohne  Vorläufer  könnten  wenigstens  in 
einer  lokalen  derartigen  Beschaffenheit  von  <?(p)  ihre  Ursache 
haben.  Jedesfalls  können  es  nur  relativ  schmale  Gürtel  der 
Erdoberfläche  sein,  die  vor  den  Vorläufern  geschützt  sind. 

So  lange  nicht  das  recht  unwahrscheinliche  Gegentei 
sicher  bewiesen  ist,  wollen  wir  für  das  Folgende  annehmen, 
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daß  derartige  Diskontinuitäten  nicht  auftreten,  d.  h.  daß  die 
kritische  Funktion  immer  nur  eine  reelle  Wurzel  für  jeden 
Wert  von  a  hat. 

Nebenbei  bemerkt,  werden  sich  Folgerungen  auch  auf  den 
Fall  der  eventuellen  Diskontinuität  anwenden  lassen. 

Wir  gehen  nun  zur  Behandlung  des  Falles  1  über,  bei  dem 
c(p)  nur  eine  Wurzel  hat. 

Das  kann  ersichtlich  nur  dann  eintreten,  wenn  ?(p)  mit 
wachsendem  p  immer  wächst, 

Ä>0; 
Jp 

da  nun  <?(p)  —  vp,  so  ergibt  sich  für  v  die  Bedingung 


6) 


d.  h.  die  relative  Abnahme  von  v  mit  wachsendem  p  muß  immer 

kleiner  sein  als  — . 

P 

Sollte  es  also  irgendwo  im  Erdinneren  Stellen  geben,  in 
denen  c  mit  abnehmendem  p  oder  v  mit  wachsendem  p  ab- 
nimmt, so  ist  diese  Abnahme  durch  Gleichung  0  begrenzt. 

Wir  gehen  nun  zur  Betrachtung  der  Größen  über,  die  für 
die  Beben  von  Interesse  sind. 

Wir  wollen  unter  Stoßdistanz,  respektive  Stoßwinkel  die 
sphärische  Distanz  (BB'}  siehe  Fig.  3)  der  beiden  Enden  einer 
Stoßkurve,  respektive  den  Winkel  (BOB')  zwischen  den  zu 
»hnen  gezogenen  Erdradien  verstehen  und  sie  mit  A  und  % 
oderA«,,  respektive  8aj  bezeichnen,  wenn  insbesondere  hervor- 
gehoben werden  soll,  daß  sie  einem  bestimmten  Wert  a,  zuge- 
ordnet sind. 

Die  zum  Durchlaufen  eines  Strahles  BB'  nötige  Zeit  sei  T 
(T*),  die  Länge  der  Kurve  L  (L*t),  ihre  Gesamtkrümmung  <f> 
(*«,).  In  Fig.  3  ist  der  Bebenherd  mit  H,  das  Epizentrum  mit  E 
bezeichnet. 
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Die  sphärische  Distanz  zwischen  Beobachtungsort  B  und 
dem  Epizentrum  sei  &u'\  der  Winkel  BOE  9<u>,  die  Zeit,  die 
der  Stoßstrahl  vom  Herd  zum  Beobachtungsort  braucht, 
die  entsprechende  Strahllänge  £<"">.  Die  Distanz  EB'  heiße  A', 
der  Winkel  EOB'  %'  und  analog  die  Zeit,  die  der  Stoß  von 
H  bis  B'  braucht,  T,  die  Länge  HB1  V. 


Fig.  3. 


Es  bestehen  daher  die  Beziehungen: 


A  = 

8  — 

T- 

L  — 
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Da  der  Bebenherd  immer  im  Vergleiche  mit  dem  Erdradius 
nahe  der  Erdoberfläche  liegt,  sind  die  gestrichelten  Werte  klein 
gegen  die  mit  dem  Index  w,  wenn  der  Beobachtungsort  B  weit 
genug  vom  Epizentrum  entfernt  ist.  Für  solche  Distanzen  ist 
dann  genügend  genau 

Alle  diese  Größen  lassen  sich  nun  durch  bestimmte  In- 
tegrale darstellen. 


Man  erhält  unter  Benutzung  der  Gleichung  3  und  4: 

e  =  if^  =  2«rl — Jl  , 

J?m  ?  V^V-oc* 


v  =  *(l — *±  


T  = 


S,t2b'  d6r,«*«.-iuturw.  Kl.;  CXV.  Bd.,  Abt.  IIa. 


9) 


10) 


#     r1  vp^p 


=  S»äs=2*tr>[,-*ß^,  15) 
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1       dv  , 
—  .dp 


und  schließlich 


— —  .  Jp 


r  ^  p 

Jpä  v\/v2p2-as 


18) 


da  der  Krümmungsradius  R  durch  die  Gleichung1 

1   _  "n  V        _  1  L  .  — 

i?  ~~      r      rfr       r0     pv2  dp 


•st 


gegeben  ist. 

Die  unteren  Grenzen  der  Integrale  sind  pM  und  p*.  p*^ 
die  Entfernung  des  Bebenherdes  vom  Erdmittelpunkt  (r0 - 
gesetzt),  also  konstant,  während  pm  die  Wurzel  der  Gleichung  o, 

tp(p)— a  =  vp — a  =  0 

ist  und  daher  eine  unbekannte  Funktion  von  a  ist.  Die  Integrale 
ergeben  die  Größen  8,  A,  L,  Ty  4>  als  Funktion  von  a,  respektive 

Wie  man  sieht,  werden  die  Funktionen  unter  dem  Integral- 
zeichen unendlich  für  die  untere  Grenze,  ein  Umstand,  der  i 
Diskussion  der  Integrale  außerordentlich  erschwert,  auchwe 
man  voraussetzt  oder  der  Erfahrung  entnimmt,  daß  die  kn us 
Funktion  immer  so  beschaffen  ist,  daß  die  Integrale  selbst 

lieh  bleiben.  . 
Der  Gang  der  Untersuchung,  den  ich  ursprünglich  beioi0 

wollte,  war  der  folgende:  . 

Gesetzt,  wir  kennten  den  zu  jeder  Stoßdistanz  gehörig^ 
Emergenzwinkcl  (wir  beschränken  uns  wieder  auf  so  gr^ 
Distanzen,  daß  der  Bebenherd  mit  dem  Epizentrum  zusam  ^ 
fallend  gedacht  werden  kann),  A  also  als  Funktion  von  <x,  ^ 


>  Siehe  z.  Ii.  Rudzki,  1.  c. 
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könnte  man,  da  die  Laufzeitkurv  e  T  als  Funktion  von  A  gibt 
auch  T  als  Funktion  von  «  bestimmen,  so  daß  man  die  Glei- 
chungen erhielte: 

tiM  =  2r0«  f    =  1  19) 

und 

fix 

von  denen  die  linke  Seite  als  empirisch  gegeben  zu  betrachten 
wäre. 

Ist  durch  diese  Gleichungen  die  kritische  Funktion 
?(p)  =  v.p  und  damit  natürlich  auch  v  eindeutig  bestimmt?  Und 
wenn  das  der  Fall  ist,  welche  Schlüsse  lassen  sich  aus  dem 
Verhalten  der  Funktionen  ^(«)  und  *,(«)  auf  die  Beschaffenheit 
von  ziehen? 

Eine  funktionentheoretisch  strenge  Behandlung  dieser 
Fragen  scheint  besondere  Schwierigkeiten  zu  bieten,1  wozu 
vielleicht  wesentlich  mit  beiträgt,  daß  es  sich  um  uneigentliche 
Integrale  handelt,  die  sich  nicht  nach  *  differenzieren  lassen, 
solange  über  den  Verlauf  der  kritischen  Funktion  in  der  Nähe 
der  unteren  Grenze  nichts  bekannt  ist. 

Ich  habe  daher  bald  von  Versuchen,  auf  rein  analytischem 
Weg  eine  Lösung  zu  finden,  abstehen  und  einen  mehr  empi- 
rischen Weg  einschlagen  müssen,  der  im  5.  Abschnitt  ausein- 
andergesetzt wird. 

Dagegen  ist  es  mir  beim  Studium  der  ersten  Frage  gelungen, 
nachzuweisen,  daß  die  Gleichungen  10  und  20  nicht  vonein- 
ander unabhängig  sind,  weil  zwischen  ihnen  die  Beziehung 
bestehen  muß: 

-ät  =""a  £.  •  2,> 

m*?'  W6nn  ^  =  bekannt  ist'  sicn  die  Zeit  T  berechnen 
a  («0  als  bekannt  vorausgesetzt),  die  ein  Bebenstrahl  zum 
durchlaufen  seines  Weges  braucht. 

bcSonlHer7I  Pr°f'  V-  Dantscher  bin  ich  für  mannigfache  Belehrung  zu 
^sondere*  Danke  verpflichtet. 
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Daraus  scheint  mir  zu  folgen  (einen  exakten  Beweis  ver- 
mag ich  allerdings  nicht  zu  geben),  daß  <p(p)  und  damit  v  als 
Funktion  von  p  im  allgemeinen  durch  ^  (a)  oder  ^  (a)  wenigstens 
im  reellen  Ast  eindeutig  bestimmt  ist. 

Der  Ableitung  und  Besprechung  der  Beziehung  21  ist  der 
nächste  Abschnitt  gewidmet. 

3.  Über  den  Zusammenhang  zwischen  der  scheinbaren  Ober- 
flächengeschwindigkeit und  dem  Emergenzwinkel. 

Um  die  Beziehung  Gleichung  21  nachzuweisen,  bilden  wir 
zunächst  den  Ausdruck  r-»0<xA  aus  der  Gleichung  15  und  11 
und  erhalten 


^y^*,  22) 


ein  Integral,  das  den  Vorzug  besitzt,  daß  die  zu  integrierende 
Funktion  im  Integrationsintervall  nicht  mehr  unendlich  wird, 
wir  können  daher  nach  a  differenzieren  und  erhalten 


A(r_)foaA)  =  _2„0,oajT,_^=f+ 

in 


;  23) 

p         '  >  =  Pm  d% 

der  zweite  Term  rechts  verschwindet  für  p  =  pM>  während  der 
andere  nichts  anderes  ist  als  — «0A.  htsich 
Führt  man  auch  links  die  Differentiation  aus,  so  ergi 

dT  dA  24) 

  =  «0*  — 

d%  da. 


die  Beziehung  von  Gleichung  21.  ße. 

Es  läßt  sich  in  analoger  Weise  zeigen,  daß  diesem 
Ziehung  zwischen         und  A<«>  besteht,  so  daß  man  g 
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allgemein  für  eine  beliebige  Lage  des  Bebenherdes  sagen  kann, 
zwischen  Laufzeit  und  Epizentraldistanz  besteht  die  Gleichung 

~^r=n"a^r-  25> 

Gleichung  25  läßt  sich  auch  in  der  Form  schreiben: 

dTW 

=  w°a;  26> 

nun  ist  aber 

dAW 

—  t/-s> 


die  scheinbare  Oberflächengeschwindigkeit  der  Bebenwellen, 
somit  besteht  eine  für  jedes  Geschwindigkeitsverteilungsgesetz 
gültige  Beziehung 


1/.S) 


=  *  =  cos  e0.  27) 


In  Worten  ausgedrückt:  Das  Verhältnis  der  wirk- 
lichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c0  longitudi- 
naler  Wellen  an  der  Erdoberfläche  zur  scheinbaren 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ^  =  ~  ist  gleich 

dem  Cosinus  des  Emergenzwinkels  in  dem  betref- 
fenden Punkte.1 

Diese  Beziehung  scheint  mir  nun  sehr  interessant;  sie 
zeigt,  daß  die  Kenntnis  der  Emergenzwinkel  theoretisch  nichts 
Neues  kennen  lehrt,  da,  wenn  die  Laufzeitkurve  bekannt  ist, 
für  jedes  A  der  Cosinus  des  entsprechenden  Emergenzwinkels 
als  das  c0-fache  der  Tangente  des  Neigungswinkels  der  7- Kurve 
gegen  die  Abszissenachse  sich  berechnen  läßt. 

Umgekehrt  erscheint  sie  aber  praktisch  von  großer  Bedeu- 
tung; einmal  ermöglicht  die  experimentelle  Bestimmung  der 

^     1  Nachträglich  finde  ich,  daß  bereits  v.  Kövesligethy,  1.  c,  auf  diese 
^ezieuing  gestoßen  ist,  allerdings  nur  unter  Zugrundelegung  des  von  ihm 
pcziell  angenommenen  Geschwindigkeitsverteilungsgesetzes,  während  oben  die 
•  gemeine  Gültigkeit  dieses  Gesetzes  nachgewiesen  ist. 
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Emergenzwinkel  eine  unabhängige  und  noch  sehr  wünschens- 
werte Kontrolle  der  Laufzeitkurve;  zweitens  gestattet  sie  eine 
direkte  Bestimmung  von  «0,  respektive  r0,  wenn  gleichzeitig 
die  scheinbare  Oberflächengeschwindigkeit  gemessen  wird. 
Man  ist  daher  nicht  nur  in  der  Lage,  einen  Mittelwert  von  c9 
für  die  Erdoberfläche  zu  gewinnen,  sondern  kann  eventuell 
auch  größere  geologische  Abnormalitäten  in  der  Nähe  eines 
Beobachtungsortes  erschließen. 

Ist  c0  einmal  genügend  genau  für  einen  Ort  bekannt  so 
gibt  ferner  Gleichung  27  oftmals  ein  Mittel  an  die  Hand,  wenn 
die  Zeit  des  Eintreffens  des  ersten  Stoßes  in  einer  Nachbar- 
station bekannt  ist,  die  Richtung,  in  der  das  Epizentrum  liegt, 
genauer  zu  bestimmen,  als  dies  aus  den  zwei  Horizontalkom- 
ponenten des  Stoßes  geschehen  kann. 

Schließlich  aber,  und  das  scheint  mir  nicht  unwichtig  zu 
sein,  gilt  Gleichung  27  auch  für  den  Fall,  daß  Scherungswellen 
(Torsionsvvellen)  das  Erdinnere  durchziehen.  Sollte  es  sich 
als  richtig  herausstellen,  daß  die  zweiten  Vorläufer  solche 
Scherungswellen  sind,  dann  könnte  man  auch  für  diese  Weilen 
nach  der  weiter  unten  zu  besprechenden  Methode  die  Ge- 
schwindigkeit in  verschiedenen  Tiefen  der  Erde  berechnen, 
aus  den  Geschwindigkeiten  der  longitudinalen  und  trans- 
versalen Wellen  unter  Annahme  eines  Dichtigkeitsgesetzes  die 
zwei  Elastizitätskonstanten  für  die  verschiedenen  Erdschichten 
bestimmen  und  so  zur  Lösung  eines  wichtigen  geophysikali- 
schen Problems  gelangen. 

4.  Experimentelle  Prüfung  der  Beziehung  zwischen  Emergenz- 
winkel und  Laufzeitkurve. 

Um  die  Anwendbarkeit  der  Theorie  zu  prüfen  und  um  zu 
untersuchen,  wie  weit  die  von  Schlüter  bestimmten  Emer^* 
Winkel  den  zu  erwartenden  mittleren  entsprechen  und  da  er 
für  weitergehende  Schlüsse  zu  verwenden  sind,  und  um 
schließlich  eine  eventuelle  Korrektur  der  von  mir  in  der  ers^ 
Abhandlung  aufgestellten  Laufzeitkurve  zu  gewinnen,  ha  e  i 
folgenden  Weg  eingeschlagen. 

Es  wurden  zunächst  die  von  Schlüter  gefundenen  cos*» 
zu  den  entsprechenden  Epizentralentfernungen  A  als  Abszi 
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aufgetragen,  diese  Werte  sind  in  Fig.  4  durch  kleine  Kreise 
gekennzeichnet;  dann  wurde  die  eingezeichnete  Kurve  hin- 
durchgelegt. Der  Zug  dieser  Kurve  ist  natürlich  mit  einer 
gewissen  Willkür  behaftet,  die  durch  die  geringe  Anzahl  der 
Beobachtungen  bedingt  ist  Mir  kam  es  aber  zunächst  nur 
darauf  an,  zu  untersuchen,  ob  die  auffallende  Einbiegung  der 
Kurve  eine  reelle  Grundlage  hat. 

Hierauf  wurden  durch  mechanische  Quadratur  die  Werte 

looojf  cos  endl 


gebildet  (der  Faktor  1000  ist  durch  die  Entfernungsmessung 
in  iMegametern  bedingt). 

Da,  wie  wir  gesehen  haben,  allgemein  die  Gleichung 
besteht: 

dT 

—  «0  cos  e0, 


ergibt  sich: 


dl 

T-  «0jf  \os  e0dl  +  C.  28) 

Es  handelt  sich  also  nur  um  die  Annahme  eines  Wertes 

für  n0  =  — ,   den   reziproken   Wert  der  Fortpflanzungs- 

geschwindigkeit  longitudinaler  Wellen  in  der  äußersten  Erd- 
rinde; c0  muß  jedenfalls  größer  sein  als  3*3  km/Sek.,  da 
dieser  Wert  den  Oberflächenwellen  entspricht,  und  kleiner  als 
7-5  ifew/Sek. 

Den  Wert  von  zirka  7-öjfcw/Sek.  rindet  Imamura1  bei 

Untersuchung  der   Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der 

ersten  Vorläufer  bei  Nahebeben  für  Epizentraldistanzen  bis 
zirka  einen  Megameter;  da  wir  berechtigt  sind,  anzunehmen, 
daß  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  der  Nähe  der  Ober- 
fläche gegen  das  Erdinnere  zunimmt,  ist  der  Wert  von 
7-5^m/Sek.  als  ein  Mittelwert  zwischen  c0  und  ch  anzusehen 
(Oi  =  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  der  Herdtiefe). 


1  Publ.  Earthquake  Inv.  Com.  No  IS,  1904,  p.  102. 
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Ich  habe  mich  nach  einigen  Versuchen  für  die  Werte 
c0  —  5  5  km/Sek., 

»0  =  — —  =0-18  Sek./£m 
5*5 

entschieden  und  behalte  ihn  im  Laufe  dieser  Untersuchung  bei. 
Ich  will  damit  natürlich  nicht  behaupten,  daß  dies  schon  der 
richtige  Wert  sei,  erst  ein  viel  ausgedehnteres  Beobachtungs- 
material über  Emergenzwinkel  kann  hier  die  Entscheidung 
bringen.  Für  das  Wesentliche  meiner  Ausführungen  ist  es 
übrigens  irrelevant,  ob  dieser  Wert  genau  richtig  ist  oder 
nicht. 

Zur  Bestimmung  der  Integrationskonstante  C  muß  ein 
Wert  für  T  als  bekannt  angenommen  werden;  ich  habe  dafür 
den  Wert  T=  732  Sek.  bei  einer  Distanz  A  =  9-0  Megameter 
angenommen,  weil  dies  der  sicherste  Punkt  der  Laufzeitkurve 
ist.  Auf  Grund  dieser  Zahl  ergibt  sich  für  C=  174  Sek. 

Wir  erhalten  somit  aus  der  Emergenzwinkelkurve  eine 
neue  Laufzeitkurve;  die  entsprechenden  Zahlen  sind  in  nach- 
stehender Tabelle  II  zusammengestellt. 

Um  nun  davon  ein  Bild  zu  geben,  wie  diese  Kurve  mit 
den  Beobachtungen  stimmt,  habe  ich  in  Fig.  1  meiner  ersten 
Abhandlung  die  neue  7- Kurve  eingetragen;  in  Fig.  5  sind  die 
Beobachtungswerte  sowie  die  mit  Tx  bezeichnete  Kurve  eine 
Kopie  der  alten,  die  mit  T  bezeichnete  untere  Kurve  die  neu 
berechnete. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Übereinstimmung  im  allgemeinen 
eine  überraschend  gute,  woraus  man  wohl  schließen  darf,  daß 
die  Voraussetzungen  der  Theorie  erfüllt  und  die  Emergenz- 
winkelbestimmungen  Schlüters  den  Mittelwerten  nahe- 
kommen. 

Im  speziellen  ergeben  sich  für  große  Werte  von  A  kleinere 
Zeiten, als  ich  sie  ursprünglich  angenommen  habe;  wieweit  das 
richtig  ist,  kann  erst  die  Erfahrung  lehren.  Jedesfalls  ist  aber 
die  neue  T-Kurve  für  große  Werte  von  A  besser  begründet  wie 
die  alte,  die  mangels  an  Beobachtungen  nach  Gutdünken 
gezogen  werden  mußte,  während  die  neue  sich  als  Integral- 
kurve der  Emergenzwinkellinie  ergibt. 
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Wenn  nun  auch  die  Emergenzvvinkel  für  Distanzen,  die 
größer  als  12  Megameter  sind,  nicht  bestimmt  sind,  so  weiß 
man  doch  aus  der  Theorie,  daß  sie  mit  wachsender  Distanz 
dem  Grenzwerte  von  90*  zustreben  müssen,  wodurch  man 
über  den  ungefähren  Verlauf  der  cos  d-Kurve  orientiert  ist 

Was  mir  aber  bei  der  neuen  T-  Kurve  gegenüber  der  alten 
besonders  bemerkenswert  scheint,  ist,  daß  sie  sich  im  Intervalle 
von  A  —  2  bis  8  Megameter  viel  besser  den  Beobachtungen  an- 
schließt. 

In  meiner  ersten  Abhandlung  schrieb  ich  darüber:  »Be- 
denklicher könnte  erscheinen,  daß  zwischen  A  =  3  und  A  =  6 
alle  Punkte  unterhalb  der  berechneten  Kurve  liegen,  obgleich 
diesen  Daten  kein  großes  Gewicht  zukommt;  und  es  erscheint 
mir  in  der  Tat  möglich,  daß  ein  reichlicheres  Beobachtungs- 
material im  angegebenen  Intervall  eine  Einsenkung  der  Kurve 
erfordern  wird . .  .  « ;  damals  war  mir  die  Beziehung  zwischen 
Laufzeitkurve  und  Emergenzwinkel  unbekannt. 

Die  neu  berechnete  T- Kurve  zeigt  nun  in  der  Tat  diese 
Einsenkung,  und  zwar  ist  sie  hervorgerufen  durch  das  sekun- 
däre Maximum  im  Emergenzwinkelgraph.  Ich  glaube  daher, 
ohne  zu  weit  zu  gehen,  sagen  zu  können,  wie  immer  es  sich 
auch  mit  dem  Absolutbetrage  der  Emergenzwinkel  verhalten 
mag,  jedenfalls  ist  im  Intervalle  zwischen  A  =  3  und  A  =  7 
d  cos  € 

 -— -  relativ  klein  und  infolgedessen 

JA 

d2T  dcosen 
JA2        0  JA 

auch  klein,  woraus  folgt,  daß  die  T-Kurve  in  diesem  Intervalle 
nahe  geradlinig  verläuft. 

Aus  dieser  Tatsache  werden  sich  dann  weiterhin  wichtige 
Schlüsse  über  den  Verlauf  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
im  Erdinneren  ergeben. 

Über  den  Verlauf  der  7- Kurve  im  Intervalle  A  =  0  bis 
A  —  2  bestimmte  Annahmen  zu  machen,  halte  ich  noch  für 
verfrüht.  Bei  diesen  Distanzen  spielt  die  bei  verschiedenen 
Beben  variable  Herdtiefe  schon  eine  beträchtliche  Rolle,  so  daß 
es  sich  als  notwendig  erweisen  wird,  das  Beobachtungsmaterial 
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nach  Größenklassen  von  Herdtiefen  zu  sondern,  wozu  jetzt 
noch  zu  wenig  Daten  vorliegen. 

Den  folgenden  Untersuchungen  habe  ich  die  neue  jT-Kurve, 
respektive  deren  Werte  in  Tabelle  II  und  die  entsprechenden 
Werte  von  cos  e0  zu  Grunde  gelegt. 

5.  Methode  zur  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit im  Erdinneren. 

Als  bekannt  setzen  wir  voraus  den  Wert  von  nn  =  — 

0  Co 

und  eine  genügend  genaue  Laufzeitkurve  der  ersten  Vorläufer; 
in  Ermangelung  besserer  Werte  wollen  wir 


und  die  Laufzeitkurve  auf  Fig.  5,  respektive  die  Werte  von  T 
der  Tabelle  II  unseren  Rechnungen  zu  Grunde  legen. 

Wir  beginnen  zunächst  mit  so  großen  Distanzen,  daß  die 
Tiefe  des  Bebenherdes  zu  vernachlässigen,  also  genügend 
genau  TM  =  T  und  A<tt">  =  A  zu  setzen  ist.  Greifen  wir  nun 
ein  beliebiges  A  =  Aaj  heraus,  suchen  dazu  das  betreffende 
7=  T^,  so  finden  wir  den  dazugehörigen  Parameter  ax  —  cose0 
aus  der  Laufzeitkurve  durch  die  Gleichung 


Wir  können  uns  also  zwei  Kurven  zeichnen,  wo  a  als 
Abszisse  und  A,  respektive  T  als  Ordinaten  aufgetragen  sind 
[die  Funktionen  <^(a)  und  t|>2(a)  des  zweiten  Abschnittes]. 

Fig.  6  gibt  ein  Bild  des  Verlaufes  dieser  beiden  Kurven 
und  Tabelle  III  enthält  die  entsprechenden  Werte. 

Betrachten  wir  nun  den  Stoßstrahl,  der  zum  Parameter  at 
gehört,  so  wird  er  bis  zu  einer  gewissen  maximalen  Tiefe  p„, 
in  die  Erde  eindringen;  kennen  wir  pm,  so  findet  sich  der  Wert 
des  Brechungsexponenten  v„,  aus  der  Gleichung  vmpm  =  av 
Kennten  wir  nun  z.  B.  p„,  für  jedes  a,  so  ließe  sich  dann  das  vw 
berechnen  und  umgekehrt;  wir  hätten  dann  für  jedes  a  das 
dazugehörige  Wertepaar  v,„  und  pm. 


55 


=  0-18  Sek./*»i 
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Tabelle  III. 

T 

Mc  Lramcter 

Sek  unden 

a  —0-00.  . 

.  20-0 

960 

0-10.. 

.  14-3 

913 

0-20.. 

.  110 

825 

0-30. . 

.  8-90 

730 

0-40. . 

7  -45 

635 

0-42. . 

.  6-90 

595 

0-44. . 

.  5-30 

4/3 

0-46. . 

.  4-20 

383 

0-48. . 

.  3-60 

330 

0  50. . 

.  3-15 

287 

0-60. . 

.  2-15 

188 

0-64.. 

.  2-00 

173 

Wir  wollen  die  Geschwindigkeit  c  als  Funktion  von  r 

kennen  lernen;  dies  ist  erreicht,  wenn  wir  v  :=  —  als  Funktion 

c 

r 

von  p  =  —  v  =  F(p)  darstellen  können. 

Denke  man  sich  p  als  Abszisse,  v  als  Ordinaten  auf- 
getragen, so  stellt  die  Bedingung  vp  =  at  eine  gleichseitige 
Hyperbel  dar,  wie  sie  in  Fig.  7  z.  B.  aufgezeichnet  ist;  jedem 
Wert  von  a1?  also  jedem  Stoßstrahle  ist  eine  Hyperbel  zu- 
geordnet. 

Das  einem  Stoßstrahle  mit  dem  Parameter  a,  zugeordnete 
Wertepaar  vm,  pm  muß  also  irgend  einem  Punkte  der  betref- 
fenden Hyperbel  zugehören. 

Dadurch  nun,  und  das  ist  das  Wesen  der  Methode,  daß 
man  pm  oder  vm  in  immer  engere  Grenzen  einschließt,  wird  das 
Stück  auf  der  Hyperbel,  innerhalb  deren  der  Punkt  liegen  kann, 
immer  kleiner.  Man  erhält  so  auf  den  einzelnen  Hyperbeln 
Punkte,  die  der  gesuchten  Kurve  v  —  F(p)  angehören. 

Bei  der  wirklichen  Ausführung  dieser  Methode  muß  man 
aber  darüber  orientiert  sein,  ob  v  im  ganzen  Intervall  O^p^S  1 
mit  steigendem  p  wächst  oder  ob  es  Bereiche  gibt,  innerhalb 
deren  v  mit  wachsendem  p  abnimmt. 
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Der  allgemeinen  Orientierung  über  diesen  Punkt  ist  der 
nächste  Abschnitt  gewidmet. 

6.  Kriterium  für  die  Zunahme  von  v. 

Allgemeine  Voraussetzung  sei  wieder,  daß  die  kritische 
Funktion  <p(p)  =  vp  im  ganzen  Intervalle  mit  zunehmendem  p 


wächst  und  daß  ferner  die  Untersuchung  sich  auf  so  große 
Distanzen  erstreckt,  daß  der  Bebenherd  genügend  genau  als  in 
der  Oberfläche  befindlich  angenommen  werden  darf;  ist  dies 
der  Fall,  so  besteht  zwischen  der  Gesamtkrümmung  #  eines 
Bebenstrahles,  dem  Epizentralwinkel  0  und  dem  Emergenz- 
winkel  e0  die  Beziehung 

<J>  =  2e0 — H.  29) 
Da  wir  S  als  Funktion  von  a  =  cos  e0  kennen,  läßt  sich 
auch  <J>  als  Funktion  von  a  aus  Gleichung  29  bestimmen;  es 
ergeben  sich  für  4>  die  Werte 


Digitized  by  Google 


- 


H.  B e n nd orf ,  Fortpflanzung  der  Erdbebenwellen.  969 
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a  =  0-0   0*0 

0-1   39-7 

0*2   57-9 

0-28   64-2 

0-30   64-8 

0-38   66-1 

0*40   65-4 

0-41   66-2 

0-42   67-8 

0-44   69-8 

046   87-2 

0-48   90-1 

0-50   91-6 

0-54   90-6 

0-60   87-1 

064   83-0, 

welche  in  Fig.  8  als  Kurve  eingetragen  sind.  Den  Verlauf  von  <fr 
wollen  wir  nun  benützen,  um  ein  Kriterium  über  die  Zunahme 
von  v  zu  gewinnen. 

Zunächst  läßt  sich  zeigen,  daß  für  jeden  Wert  von  a,  für 

den  "^-^0  ist,  (j^-Jp=p  >  0  sein  muß;  da  nun  jedem  a  ein 
bestimmtes  pm  entspricht,  ergibt  sich  daraus,  daß  in  allen  Inter- 
vallen,  in  denen  -j—  ^  0  ist,  v  mit  wachsendem  p  zunehmen 
muß. 

Um  dies  zu  beweisen,  greifen  wir  einen  bestimmten  Stoß- 
strahl mit  dem  Parameter  a,  und  einen  zweiten,  benachbarten, 
mit  dem  Parameter  o^,  wobei  Ojj  >  at  sein  soll;  die  ent- 
sprechenden Gesamtkrümmungen  seien  und  4»«,,  die  größten 
Eindringungstiefen  pm,  und  p^. 

Für  die  Gesamtkrümmung  $  fanden  wir  den  Ausdruck 
Gleichung  17;  wir  können  daher  schreiben: 

pw:     dv_  i  dv 

=  ^+$2,  30) 

Sitzb.  der  mathem.-n.turw.  Kl. ;  CX V.  Bd.,  Abt.  II  a.  64 
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und 


1 

=  2a-I 


31) 


Zunächst  sieht  man  leicht  ein,  daß  4>£  immer  kleiner  sein 
muß  als  4V*,,  da  der  Nenner  des  Integrals  im  ganzen  Integra- 


tionsintervall durchaus  größer  ist,  da  at  <  04.  Wenn  nun 


®*t  ^  sein  soll,  und  dies  ist  der  Fall,  wenn  ^°>s0 
muß 


notwendig  positiv  sein,  d.  h.  ^-  muß  positiv  sein  im  Intervall 

dp 

pm,  bis  p,Ml  oder  v  muß  mit  wachsendem  p  zunehmen,  q.  e.  d. 
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Wir  sehen  aus  Fig.  8,  daß  v  sicher  zunimmt  im  Intervall 
a  =  0-35  bis  a  =  0*4  und  ferner  a  =  0'5  bis  a  =  0'64. 
Es  fragt  sich  nun  nur  noch,  was  man  schließen  kann, 

wenn  — —  >  0  ist. 
da 

Wir  wollen  uns  folgender  Schlußweise  bedienen. 
Es  ist 


— ^  =  lim 


da. 

oder,  wenn  wir  genügend  kleine  endliche  Differenzen  wählen: 

d<t>at  _  A<Ett,  _  Q^-Vl  ^ 

da  Aa  Aa  Aa 

Nehmen  wir  nun  an,  daß  v  im  Intervalle  pm,  bis  pm,  mit 
wachsendem  p  abnimmt  oder  höchstens  gleich  groß  bleibt,  so 
wird 

woraus  dann  folgt: 


rfa    -      Aa  * 
Nun  ist  aber  genügend  genau 

Aa  1  3a  JPff|j  = 

und,  wenn  wir  unter  dem  Integrale  differenzieren: 


32) 


coost 


Aa      ~  "äa" 


1       tfv  . 
- ,  -  •  dp 


2a,  f  — ^  ^ 

^m,  V  S/V2P2-»2 

dv     ,  1 

rfp  r         "TT"  JP 


-of         ,-.,r  *r-'p 

Jp«,  v  N/v»p8-a*         V  mt  v  \/(v3P8-*5)8 


33) 


64* 
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Das  zweite  Integral  der  rechten  Seite  läßt  sich  nach  dem 
Mittelwertsatz  auch  schreiben: 


—       **  d>" 


wobei  v*p*  einen  Mittelwert  bedeutet,  der  zwischen  v^pi,  und  1 
liegt. 

Gleichung  33  läßt  sich  also  auch  schreiben: 
^^^  +  _^.^  =  W±  +  -^-,V  34) 


lä'  —    04        vjp!— «f  "^04  '  v*p*-a; 

Setzen  wir  v*p*  =  1,  so  wird  die  rechte  Seite  der  Glei- 
chung 34  jedenfalls  kleiner,  ebenso,  wenn  wir  statt  $2,:  $o,  ein- 
setzen; es  bleibt  somit  um  so  mehr  die  Ungleichung  bestehen: 

^  4>  .  !   35) 

oder 

Da  die  rechte  Seite  der  Gleichung  36  die  Subtaogente  der 
«fr-Kurve  im  Punkt  04  angibt,  können  wir  sagen:  Wenn  v  mit 
wachsendem  p  abnimmt  oder  höchstens  konstant  bleibt,  also 

V  -  ^  0  ist,  dann  muß  die  Subtangente  der  4>-Kurve  im  Punkt 

ä  p 

04  kleiner  sein  als  der  Ausdruck  04(1— a^)*  « 
Ist  also  die  Subtangente  größer  als  04(1 —«5).  s0  mU 

t/v 

—  >  0  sein.  .  ... 

dp 

Den  Inhalt  dieses  Abschnittes  zusammenfassend,  kan 
man  sagen:  ~ 

Konstruiert  man  eine  Kurve  der  Gesamtkrümmung  . 
indem  man  zum  Parameter  a  als  Abszisse  den  entsprechenden 
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Wert  von  $  als  Ordinate  einträgt,  so  lassen  sich  aus  dem  Ver- 
laufe der  $-Kurve  folgende  Schlüsse  ziehen. 

Ist  in  irgend  einem  Punkt  04        ^  0,  so  folgt  daraus,  daß 

im  Abstände  pw,  vom  Erdmittelpunkte  v  mit  wachsendem  p  zu- 

dv  ^dj> 
nimmt>  ~dp  >  0  ist'  In  punlcten  *i»  wo        >  0  »st,  hat  man 

zu  untersuchen,  ob  die  Subtangente  der  «D-Kurve  größer  ist 
als  04(1— o2);  ist  dies  der  Fall,  so  ist  auch  für  solche  Punkte 

pm,,  die  diesen  Parameterwerten  04  zugeordnet  sind,  —  >  0, 

dp 

d.  h.  v  nimmt  mit  wachsendem  p  zu.  Nur  für  solche  a,  respek- 
dv 

tive  Pm  kann       ^  0  sein,  für  die  04(1  —  a\)  größer  ist  als  die 

Subtangente  der  <&-Kurve. 

Untersucht  man  unsere  Spezialkurve  Fig.  8  daraufhin,  so 
zeigt  es  sich,  daß,  wenn  v  überhaupt  abnimmt  mit  wach- 
sendem p,  dies  nur  im  Intervall  a  =  0'44  und  a  =  0'46  der 
Fall  sein  kann. 

7.  Berechnung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  ver- 
schiedenen Tiefen  der  Erde. 

Ich  will  nun  zur  wirklichen  Anwendung  der  im  fünften 
Abschnitte  gegebenen  Methode  schreiten,  die  dadurch  wesent- 
lich erleichtert  wird,  daß,  wie  der  vorangehende  Abschnitt 
gezeigt  hat,  wenn  v  überhaupt  irgendwo  mit  wachsendem  p 
abnimmt,  dies  nur  in  dem  kleinen  Intervall  a  =  0-44  bis 
«  =  0-46  stattfinden  kann;  da  nun  im  zweiten  Abschnitte 

gezeigt  ist,  daß—      <  —  sein  muß»  kann  eine  erhebliche 

Abnahme  von  v  überhaupt  nicht  eintreten. 

In  Anbetracht  des  noch  so  unsicheren  Zahlenmaterials 
will  ich  mich  auf  eine  erste  Annäherung  beschränken  und  da 
können  wir  dann  ruhig  annehmen,  daß  v  überhaupt  nicht  ab- 
nimmt. 

Die  Bahn  des  Stoßstrahles  für  a  =  0  ist  ein  Erddurch- 
messer; infolgedessen  ist 
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T0-2n0r0£  vrfp  =  2«, 


=  2«0r0v, 

wobei  v  den  Mittelwert  von  v  im  Intervalle  0  bis  1  darstellt, 
und  zwar  ist 


=  f\.ä9  =  flF(9)d9; 
Jo  Jo 


da  nun  T0  =  960  Sek.  ist,  wird  v  =  0-415  der  Mittelwert  der 
gesuchten  Funktion  F(p). 

Für  pm  läßt  sich  leicht  eine  obere  Grenze  angeben;  es  muß 
jedenfalls  für  jeden  Stoßstrahl  pm  kleiner  sein  als  der  Abstand 
der  dem  Strahl  zugehörigen  Sehne  vom  Erdmittelpunkt,  also 

pm  <  cos  -~.  Berechnet  man  also  für  jedes  a  das  zugehörige  0 

und  trägt  die  Werte  von  cos  —  auf  den  Hyperbeln  auf,  so 

tt 

erhält  man  die  Punkte,  die  in  Fig.  7  eingezeichnet  sind  und 
weiß,  daß  die  Kurve  für  v  =  F(p)  jedenfalls  ober  ihnen  zu  liegen 
kommt. 

Andrerseits  findet  sich  eine  untere  Grenze  für  vm  auf 
folgende  Weise.  Die  Zeit  T  ist  gegeben  durch  die  Gleichung  15 


T-2nr  C     V'Mp  ■ 


nach  dem  Mittelwertsatz  kann  man  schreiben: 

vpt/p 


m 


wobei  v  einen  Mittelwert  von  v  bedeutet,  so  daß  vw  <  *  <  ^ 
ist,  wenn  v  im  ganzen  Intervalle  p«  ^  P  ^  1  wächst  mi 
wachsendem  p. 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  13 


2r  rl_*pdp_  _ 


der  Länge  der  Stoßstrahlkurve,  also  T  =  v»0L;  setzt  man  i 
der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  für  L  einen  Wert  ein,  er 
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kleiner  ist  als  Z,,  z.  B.  die  Länge  der  dem  Stoßstrahl  ent- 
sprechenden Sehne 

S=2r0sin  — , 

so  wird 

T 


5< 


n0S 

und  um  so  mehr 

T 

V«  <   "  — • 

■  & 

2«0r0  sin  — 

In  Tabelle  IV  sind  die  berechneten  Werte  zusammen- 
gestellt. 

Tabelle  IV. 


A 

e 

T 

e 

T 

Megameter 

— 

Sekunden 

cos  

o 

n0S 

a  =  0'0. .  . 

.  20-0 

90° 

960 

o-oo 

0-416 

O'l. .  . 

.  14-3 

64  4° 

913 

0-43 

0-437 

0-2... 

.  11-0 

49*5 

825 

0-65 

0-472 

0-3... 

.  8-90 

40-1 

730 

0-77 

0-490 

0-4... 

.  7-45 

33-5 

635 

0-83 

0-499 

0-42.. 

.  6-90 

31-1 

595 

0-86 

0-498 

0-44.. 

.  5-30 

23-9 

473 

0-91 

0-507 

0-46.. 

.  4-20 

18-9 

383 

0-95 

0-513 

0-48.. 

.  3-60 

16-2 

330 

0-96 

0-513 

Zu  höheren  Werten  von  a  bin  ich  nicht  gegangen,  da  sich 
dann  bereits  der  Einfluß  der  Herdtiefe  zu  zeigen  beginnt. 


Die  Werte  von  —  sind  ebenfalls  in  Fig.  7  ein- 

2tt0r0  sin 

gezeichnet  und  durch  einen  Linienzug  (v)  verbunden;  da  nun 
*m  <:  v  sein  muß,  muß  die  gesuchte  Kurve  für  v  unterhalb 
dieser  Werte  verlaufen. 

Ich  habe  nun  eine  v-Kurve  in  Fig.  7  so  eingezeichnet,  daß 
für  p  =  1  v  =  l  wird,  die  Linie  zwischen  den  beiden  Punkt- 
reihen so  hindurchgeht,  daß  das  Integral 
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X' 


v</p  =  0-42 


wird.  Dadurch  ist,  wie  man  sieht,  die  Kurve  v  =  F(p)  schon 
ziemlich  genau  bestimmt.  Angenommen,  daß  die  Zahlenwerte 
annähernd  der  Wirklichkeit  entsprechen,  gibt  uns  diese  Kurve 
ein  Bild  über  den  Verlauf  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
im  Erdinneren,  die  eventuell  zwischen  a  =  0*44  und  a  =  0'46 
eine  Korrektur  in  dem  Sinne  bedarf,  daß  v  eine  Strecke  hin- 
durch abnimmt.  Im  großen  und  ganzen  dürfte  aber  das  Bild 
richtig  sein. 

In  folgender  Tabelle  habe  ich  die  Zahlenwerte  zusammen- 
gestellt, die  sich  für  v  und  daraus  für  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Bebenwellen  ergeben;  außerdem  sind  noch 
die  Emergenzwinkel  angegeben,  die  Strahlen  entsprechen,  die 
bis  zur  betreffenden  Tiefe  in  das  Erdinnere  eindringen.  Fig.  9 
gibt  eine  graphische  Darstellung  der  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit als  Funktion  der  Entfernung  vom  Erdmittelpunkte. 

Tabelle  V. 

c  in  Kilometer 
pro  Sekunde  ^ 

p  =  0'0    0-35  15-7  90° 

O-l   0-35  17-7  88 

0-2    0-35  15-7  86 

0-3    0-35  15-7  84 

0-4   0'35  15-7  82 

0-5    0-36  15-3  80 

0-6    0-38  14-5  77 

0-7   0-44  12'7  73 

0-8   0-49  11*3  67 

0-85    0-50  11  "1  65 

0-90    0-50  ll'O  63 

0-95   054  10-3  59 

0-  975....  0-63  8-8  52 

1-  00    1-00  5-5  0 

rlauf 


Im  großen  ergibt  sich  also  folgendes  Bild  für  den  Verl 


von  c. 
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Im  Erdmittelpunkt  ist  c  ein  Maximum  (15*7  km/Sek.)  und 
nimmt  kontinuierlich  gegen  die  Oberfläche  zu  ab,  bei  etwa 
4/5  des  Erdradius  tritt  ein  Stillstand  in  der  Abnahme  (eventuell 
sogar  ein  kleiner  Anstieg)  ein,  um  bei  etwa  1B/W  des  Erdradius 


s 


- 



Jim 

<*  sec 

1 

a* — >p 

• 

92  o-'t  (t-fi  PS  Iii 

Fig.  9. 


einem  rapiden  Abfall  auf  den  Oberflächenwert  von  5*5£w/Sek. 
Platz  zu  machen.  So  unsicher  die  Absolutwerte  und  so  roh  die 
Annäherung  auch  sein  mag,  so  scheinen  doch  ungefähr  die 

beiden  Punkte  p  =  —  und  p  =  —  als  charakteristische 
o.  5  20 

stellen  der  c-Kurve. 
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Dies  steht  in  schönster  Übereinstimmung  mit  der  Wiechert- 
schen  Theorie,  die  im  wesentlichen  eine  plötzliche  Änderung 
des  Erdmaterials  bei  etwa  4/s  des  Erdradius  verlangt;  andrer- 
seits ist  die  Existenz  der  Milne-Läska'schen  Kruste  von 
V80  Erdradiusdicke  angedeutet. 

Wenn  ausgedehnteres  Beobachtungsmaterial  vorliegt,  als 
es  gegenwärtig  der  Fall  ist,  können  eventuell  weitere  Regeln 
zur  Gewinnung  von  Näherungswerten  von  c  mit  Vorteil  An- 
wendung finden;  darauf  sowie  auf  die  geophysikalischen  Folge- 
rungen, die  sich  aus  dem  Verlaufe  der  c-Kurve  ziehen  lassen, 
hoffe  ich  in  einer  späteren  Mitteilung  zurückzukommen. 

Bis  jetzt  haben  wir  nur  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
in  größeren  Tiefen  der  Erde  behandelt;  um  ihre  Veränderung 
in  der  Nähe  der  Erdoberfläche  zu  studieren,  müssen  andere 
Wege  eingeschlagen,  die  im  nächsten  Abschnitte  besprochen 
werden  sollen. 

8.  Berechnung  der  Herdtiefe  und  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit in  der  Nähe  der  Erdoberfläche. 

Als  gegeben  vorausgesetzt  sei  wieder  «0  und  die  Laufzeit- 
kurve, sei  es  die  eines  bestimmten  Bebens  oder  eine  mittlere; 
im  folgenden  ist  der  Einfachheit  halber  überall  der  Index  («) 
bei  den  einzelnen  Größen  weggelassen.  Aus  der  Beziehung 
Gleichung  26 

1  dT 


ergibt  sich  für  jedes  T  und  A  das  zugehörige  a.  An  einer  Stelle 

der  Laufzeitkurve  wird  =  °>  die  zugehörigen  Werte  seien 

Tht  A„  und  ah]  sie  zeichnet  sich  dadurch  aus,1  daß  dort  die 
scheinbare  Oberflächengeschwindigkeit  ein  Minimum  wird  un 
der  zugehörige  Stoßstrahl  NN'  (Fig.  3)  trennt  die  Schar  de 
Strahlkurven  in  zwei  Gruppen.  . 

In  die  eine  Gruppe  gehören  alle  Stoßstrahlen,  die  bpi- 
zentralentfernungen  entsprechen,  die  kleiner  als  A*  sind;  in  » 
zweite  Gruppe  die  übrigen.  Zu  einem  Werte  von  a  gehöre 

i  Siehe  z.  B.  Rudzki,  1.  c. 
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also  immer  zwei  Werte  von  A,  einer,  A,,  kleiner  als  AÄ,  der 
andere,  Aa,  größer. 

Wir  beginnen  mit  Werten  von  A,  die  kleiner  sind  als  AA. 
Es  besteht  dann  die  Beziehung 

A,  =  r0af    äp         ,  35) 

wobei  pA  die  Entfernung  des  Bebenherdes  vom  Erdmittelpunkt 
ist;  nennen  wir  die  Herdtiefe  h  —  1— pA,  führen  in  das  Integral 
s=  1  —  p  als  Variable  ein  und  entwickeln  v  nach  Potenzen 
von  s: 

v  =  l+a1e-f-a2e2+...,  36) 

so  wird 

v»p«  =  1  +(2bx—  \)z+b%z*+  . . . 

und 


(l-£)-'(l+^E+^e8...-a2)  *dB. 


Entwickelt  man  unter  dem  Integralzeichen,  multipliziert 
und  integriert,  so  ergibt  sich: 

A,=  ^3^(h-hA2hi+A3h3+  . . 37) 

wobei  die  Koeffizienten^,^...  a  und  die  Koeffizienten  a 
der  Entwicklung  von  v  enthalten. 

Da  nun  h  klein  ist,  kann  man  sich  mit  den  ersten  Gliedern 
der  Reihe  37  begnügen  und  aus  einer  Anzahl  verschiedener  A, 
die  av  und  die  Herdtiefe//  am  einfachsten  wohl  durch 

Probieren  mit  der  nötigen  Genauigkeit  berechnen. 

Gehen  wir  jetzt  über  AA  hinaus,  also  in  das  Gebiet,  wo  die 
scheinbare  Oberfiächengeschwindigkeit  wieder  zunimmt,  so 
gelten  hier  die  Gleichungen  7,  wobei  zu  beachten  ist,  daß 
A^  =  Aa  und  A'  =  A,  ist. 

Es  ergibt  sich  somit  für 


2r.r  //P 

J?m  PVyV-** 


3S) 
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auch  hier  läßt  sich  eine  Reihenentwicklung  vornehmen,  die 
gestattet,  wenn  v  für  einen  Wert  von  p  bekannt,  die  Werte  von* 
in  der  Nähe  dieses  Punktes  zu  finden;  so  fortschreitend,  kann 
man  dann  für  beliebige  Tiefen  die  Werte  für  v  finden;  auch  hier 
wird  die  Rechnung  durch  Einsetzen  von  Näherungswerten  sich 
vereinfachen. 

Die  wirkliche  Durchführung  dieser  Rechnungen  erfordert 
aber  ein  ziemlich  exaktes  Beobachtungsmaterial,  so  daß  es  sich 
vorläufig  kaum  der  Mühe  lohnen  würde,  eine  praktische  Durch- 
rechnung zu  probieren. 

9.  Zusammenfassung  der  wichtigsten  Resultate. 

Bezeichnet  c0  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  longi- 
tudinaler  Wellen  an  der  Erdoberfläche,  T  die  Zeit,  die  der  erste 
Stoß  eines  Bebens  vom  Herd  bis  zum  Beobachtungsort  braucht, 
A  die  Epizentraldistanz  des  Beobachtungsortes;  konstruiert 
man  ferner  die  Laufzeitkurve,  indem  zu  A  als  Abszisse  das  zu- 
gehörige T  als  Ordinate  aufgetragen  wird,  so  läßt  sich  be- 
weisen, daß  für  ein  beliebiges  Verteilungsgesetz  der  Ge- 
schwindigkeit im  Erdinneren  (c.=/(p)), 

dT 

cQ  —  =  cos*0, 
dl 

wo  e0  den  Emergenzwinkel  bedeutet,  unter  dem  der  betrefft^ 
Strahl  die  Erdoberfläche  trifft;  anders  ausgedrückt,  das  Verhält- 
nis  der  wirklichen  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  (f0)  zu 

scheinbaren  t»<*>  =  ~  ist  gleich  dem  Cosinus  des  Emergenz- 

d  r 

Winkels. 

Diese  Beziehung  lehrt,  daß  sich  aus  der  Laufzeitkurve  1^ 
Emergenzwinkel  berechnen  und  infolgedessen  auch  T  un 
als  Funktion  von  a  =  cos  e0  sich  darstellen  lassen. 

Eben  wegen  dieser  Beziehung  erscheint  die  eXPenmen^ 
Bestimmung  der  Emergenzwinkel  von  großer  BedeU*Ung'hens. 
mal  ermöglicht  sie  eine  unabhängige  und  noch  sehrwun 
werte  Kontrolle  der  Laufzeitkurve;  zweitens  gestattet  sie  w 
direkte  Bestimmung  von  c0,  wenn  gleichzeitig  die  schein  a 
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Oberflächengeschwindigkeit  bekannt  ist.  Man  ist  daher  nicht 
nur  in  der  Lage,  Mittelwerte  von  c0  für  die  Erdoberfläche  zu 
gewinnen,  sondern  kann  eventuell  auch  größere  geologische 
Abnormalitäten  in  der  Nähe  eines  Beobachtungsortes  er- 
schließen. 

Schließlich  aber  ist  nicht  unwichtig,  festzustellen,  daß  die 
obige  Beziehung  auch  für  transversale  Wellen  gilt. 

Die  Prüfung  dieser  Beziehung  an  den  von  Schlüter  ex- 
perimentell bestimmten  Emergenzwinkeln  ergibt  eine  über- 
raschend gute  Übereinstimmung.  Die  aus  den  Emergenzwinkeln 
berechnete  Laufzeitkurve  fällt  mit  der  früher  bestimmten  Kurve 
nahe  zusammen  und  schließt  sich  stellenweise  sogar  besser  an 
die  Zeitbeobachtungen  an.  Der  Rechnung  ist  ein  Wert  von 
5-5*w/Sek.  für  c0  zu  Grunde  gelegt  worden. 

Im  fünften  Abschnitte  wird  eine  geometrisch-synthetische 
Methode  angegeben,  um  die  wirkliche  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit c  der  ersten  Vorläufer  eines  Bebens  in  verschiedenen 
Erdtiefen  zu  bestimmen. 

Die  Größe  c  nimmt  im  allgemeinen  mit  wachsender  Ent- 
fernung vom  Erdmittelpunkt  ab;  zur  Entscheidung  der  Frage, 
ob  diese  Abnahme  eine  durchgängige  ist  oder  ob  es  Stellen 
gibt,  wo  c  mit  wachsendem  Radius  zunimmt,  wird  ebenfalls 
eine  Methode  angegeben.  Ihre  Anwendung  auf  das  vorliegende 
Zahlenmaterial  ergibt,  daß,  wenn  überhaupt,  nur  in  einer  relativ 
kleinen  Schicht  des  Erdinneren  die  Geschwindigkeit  wächst. 

Im  siebenten  Abschnitte  wird  der  Versuch  gemacht,  trotz- 
dem das  Beobachtungsmaterial  recht  dürftig  ist,  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit im  Erdinneren  zu  berechnen.  Es 
ergibt  sich  im  großen  der  folgende  Verlauf. 

Im  Erdmittelpunkte  ist  c  ein  Maximum  (15-7 **w/Sek.)  und 
nimmt  kontinuierlich  gegen  die  Oberfläche  zu  ab,  bei  etwa 
V5  des  Erdradius  tritt  ein  Stillstand  in  der  Abnahme  (eventuell 
sogar  ein  kleiner  Anstieg)  ein,  der  anhält,  bis  etwa  bei  19/20  des 
Erdradius  ein  rapides  Absinken  auf  den  Oberflächenwert 
(fo  =  5-5*w/Sek.)  beginnt. 

Dieses  typische  Verhalten  steht  einerseits  in  guter  Über- 
einstimmung mit  der  Wiechert'schen  Th  eorie  des  Erdinneren, 
was  als  ein  die  Richtigkeit  bestätigendes  Moment  von  Wert  ist, 
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andrerseits  deutet  es  die  Existenz  einer  von  Mi  Ine  und 
Läska  angenommenen  äußersten  Erdkruste  von  7t0  Erdradius- 
dicke an. 

Der  letzte  Abschnitt  schließlich  gibt  einen  Weg  zur 
Bestimmung  der  Herdtiefe  und  der  genaueren  Ermittlung  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  der  Nähe  der  Erdober- 
fläche. 
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Uber  die  Leitfähigkeit  gewisser  wässeriger 
Lösungen  von  Kochsalz  und  Natriumearbonat 

von 

A.  Waßmuth, 

k.  M.  k.  Akad. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  12.  Juli  1906.) 


Durch  eine  Reihe  von  Forschern,  insbesonders  durch  die 
Herren  Tan  gl  und  Bugarszky,1  wurde  nachgewiesen,  daß 
das  Serum  des  menschlichen  und  tierischen  Blutes  hinsichtlich 
seiner  elektrischen  Leitfähigkeit  im  wesentlichen  eine  wässerige 
Lösung  von  m  Grammäquivalenten  (im  Liter)  NaCl  und  m> 
Grammäquivalenten  Na^CO.,  darstelle,  dem  als  Nichtleiter  7  bis 
8°/0  Eiweiß  beigemengt  sind;  dabei  ist  im  Mittel  etwa*;*  =  0*092 
und  m'= 0-053  zu  setzen.  Nach  Versuchen  der  eben  Genannten 
wird  für  je  lg  Eiweiß  in  100cm3  Blutserum  die  elektrische 
Leitfähigkeit  des  letzteren  um  2-5%  vermindert.  Hat  man 
demnach  durch  die  Analyse  gefunden,  daß  in  100  cm3  des  vor- 
liegenden Serums  p  Gramm  an  Eiweiß  vorhanden  sind,  so 
wird  man  zu  der  ursprünglich  gemessenen  Leitfähigkeit  des 
Serums  noch  (2'5x/')%  derselben  dazugeben,  um  so  jene 
Leitfähigkeit  K  zu  erhalten,  die  das  Serum  hätte,  wenn  es 
gar  kein  Eiweiß  enthielte,  also  bloß  eine  wässerige  Lösung  der 
beiden  Salze  wäre. 

Es  wirft  sich  die  Frage  auf,  in  welchem  Zusammen- 
hange die  so  gemessene  Leitfähigkeit  K  mit  den  Grammäqui- 
valenten m  und  #»'  steht,  wobei  immerhin  m  und  m'  sich  nur 
innerhalb  gewisser  Grenzen  zu  bewegen  hätten. 

1  Tangl  und  Bugarszky,  Pflügcrs  Archiv,  72,  p.  531  (1898);  Harn- 
urger,  Der  osmotische  Druck  und  Ionenlehre,  I,  P.  489  (1902;. 
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Eine  Lösung  dieser  Frage  haben  die  oben  genannten 
beiden  Forscher  versucht,  indem  sie:  annahmen, 
d.  h.  voraussetzten,  daß  sich  die  Leitfähigkeit  A*  der  Mischung 
additiv  aufbaue  aus  den  Leitfähigkeiten  k  und  V  der  einzelnen 
Komponenten,  der  Chloride  und  Achloride,  wenn  das  eine  Mal 
nur  m  Grammäquivalente  NaO,  das  andere  Mal  nur  m 
Grammäquivalente  Na2COs  im  Liter  Wasser  gelöst  werden.  Da 
beide  Salze  ein  Ion  gemeinschaftlich  haben,  so  konnte  diese 
Regel  nicht  richtig  sein,  sondern  nur  angenäherte  Resultate 
liefern.  Mischen  wir  z.  ß.  eine  wässerige  Lösung  von  NaCl, 
für  die  m  =  0- 10,  also  10»  k  =  9-20  ist,  mit  einer  Lösung  von 
KCl,  bei  der  m>  =  0-05.  d.  h.  10»     =  5-  79  ist,  so  sollte  nach 
dieser  Regel  10*  AT  =  9-20+5-79  =  14*99  werden,  wahrend 
der  Versuch  hiefür  die  kleinere  Zahl  14-26  ergibt.  Und  so  in 
ähnlichen  Fällen,  wo  stets  für  K  kleinere  Werte  gefunden 
werden,  als  sie  dieser  Regel  entsprechen. 

Einen  anderen  Weg,  die  Abhängigkeit  der  Leitfähigkeit  A 
von  den  Konzentrationen  m  und  w'  festzustellen,  schlug  mein 
Sohn1  ein,  indem  er  auch  die  Leitfähigkeit  Kr  des  r-fach  ver- 
dünnten Serums  —  1  /  Serum  mehr  (r-\)l  Wasser  -  m  den 
Kreis  seiner  Betrachtungen  zog. 

Den  Anstoß  hiezu  gaben  Beobachtungen   von  Oker- 
Blom,2  der  die  sogenannte  physiologische  Leitfähigkeit  (cU 
r.K,)  bei  verschiedenen  Graden  r  der  Verdünnung  verghe 
mit  jener,  wie  sie  bei  einer  0-7prozentigen  Kochsalzlösung  au  - 


iiiujenci,  wie  v-ji«-  u>.i  vmi~i  v   »   o--  rr 

tritt  und  so  fand,  daß,  wenn  die  r  als  Abszissen  und  dte  r.  r 
als  Ordinalen  dargestellt  werden,  die  erstere  Kurve  viel  stei  e 
ansteige  als  die  letztere.  Nach  Oker-BlonVs  Anschauung,  < 


sich  später  auch  Hamburger  anschloß,  sollte  an  dieser  • 
scheinung  das  vorhandene  Natriumcarbonat  in  erster  Linie 
Schuld  tragen;  die  nachfolgende  Untersuchung  wird  zeigen,  i 
welchem  Grade  diese  Vermutung  berechtigt  war. 

Bestand  aber  dieser  Schluß  zu  Recht,  so  mußte  sich  um 
gekehrt  nach  der  Ansicht  meines  Sohnes  aus  dem  gemessen 

>  NKd.  Dr.  A.  Waümuth.  Zur  Analyse  des  Blutserums.  Diese  Sttzung*- 

berkh'.c,  BJ.  114,  III.  Abt.,  1905.  mhur{rcr, 

Ukcr-Blum,  IMlügers  Archiv,  7.",  p.  510  (1000;  und  Hämo 
Üsmot.  Druck,  4.  Aul  l  ,  I,  p.  4SÜ. 
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Leitungsvermögen  des  Serums  in  unverdünntem  und  verdünn- 
tem Zustande  insbesonders  bei  kleinen  Verdünnungen  ein  Schluß 
auf  die  Menge  der  Achloride  ziehen  lassen.  Es  schien 
angezeigt,  diese  Frage  vom  rein  physikalischen  Standpunkte 
aus  zu  untersuchen,  wobei  es  sich  also  darum  handelte,  den 
Zusammenhang  zwischen  K,  Kr,  m  und  m'  aufzuhellen.  Sorg- 
fältig und  mit  ganz  vollkommenen  Apparaten  durchgeführte 
Versuche  hätten  dies  Ziel,  wie  das  Nachstehende  zeigen  wird, 
sicher  erreichen  lassen.  Da  aber  solche  Instrumente  fehlten,  so 
wurde  auf  den  Rat  eines  Kollegen  hin  Gebrauch  gemacht  von 
der  in  vielen  Fällen  erprobten  Barmwater'schen  Beziehung, 
der  sich  auch  einige  vorläufige  Versuche  gut  anzuschließen 
schienen.  Als  sicheres  Ergebnis  dieses  ersten  Schrittes  fand 
mein  Sohn  die  Tatsache,  daß  eine  lineare  Funktion  von  m 
und  m'  in  einfachem  Zusammenhange  mit  K  und  dem 

Ve  r h ä  1 1 n  i  s s e  ^  s t  e  h  e.  War  demnach  die  Kochsalzmcnge  m 

bekannt,  so  ließ  sich  nach  dieser  Relation  aus  den  gemessenen 
Leitfähigkeiten  K  und  Ä',  die  Menge  der  Achloride  m'  be- 
rechnen. 

Die  nachfolgende  Untersuchung  wird  dartun,  daß  die 
Barnnvater'sche  Beziehung  die  Erscheinungen  ebenfalls  nur 
angenähert  wiedergibt,  daß  aber  die  eben  erwähnte  lineare 
Beziehung  nichtsdestoweniger  zu  Recht  besteht, 
wenn  auch  die  Konstanten  etwas  andere  Werte  annehmen; 
diese  Relation  ist  eben  das  Gemeinsame  einer  Reihe  von 
Theorien. 

Bei  dieser  Sachlage  schien  es  angezeigt,  vorerst  die  Leit- 

fähitrLrpJt«r.  ,.,«,  ■  7  ..  Grammäquivalenten 
Innigkeiten  wässeriger  Losungen  von      -  ■  - —        ■  ■ 

1  Liter 

Kochsalz  und  ut.,  Grammäquivalenten  Natriumcarbonat  mit  hin- 
reichender Sorgfalt  zu  messen  und  hieran  erst  theoretische 
Erwägungen  zu  knüpfen.  Es  empfahl  sich,  die  Werte  von  mt 
"nd  m2  sich  innerhalb  gewisser  enger  Grenzen  bewegen  zu 
lassen;  in  den  nachfolgenden  Versuchen  schwankte  etwa 
zwischen  0-1  bis  0*03  und  m2  gleichfalls  von  0- 1  bis  0-03. 

Es  wurden  stets  chemisch  reine,  mehrfach  getrocknete 
Salze  genommen  und  mittels  der  Wage  vier  Stammlösungen 
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und  die  Verdünnungen  hergestellt,  so  daß  für  jede  einzelne 
Lösung  xMessungen  für  r  =  1,  1-25,  1-50,  1-75  und  r  =  2 
vorlagen;  es  waren  also  gerade  schwächere  Verdünnungen 
herangezogen  worden.  Gut  gereinigte  und  sorgfältig  mit  Glas- 
stöpsel und  Wachs  geschlossene  Flaschen  schützten  die  Flüssig- 
keit vor  Verdunsten.  Kontrollversuche,  die  sich  durch  Kom- 
binieren verschiedener  Messungen  ergaben,  zeigten  eine  gute 
Übereinstimmung. 

Die  vier  Stammlösungen  waren: 


Lösung 


IV 
I 

II 
III 


Im  Liter  Wasser  waren 
aufgelöst: 


px  Gramm 
NaCl 


ö 
6 
4 
2 


p9  Gramm 

NaaCOjj 


6 
3 
3 
3 


Grammäquivalente/Litcr 


58-3 


0-102564 
0- 102564 
0-068376 
0034188 


»«9  = 


Pi 
53-05 


0-11310 
0*05655 
0-05655 
0-05655 


Hiezu  kamen,  wie  erwähnt,  16  weitere  Lösungen,  die  aus 
den  vier  Stammlösungen  durch  entsprechende  Verdünnungen 
[r  =  1  -25,  1  -50,  1  •  75  und  r  =  2]  hergestellt  wurden;  für  diese 

ist  also  statt  mx  und  mt  zu  setzen:      und        Das  Verdünnen 

geschah  ebenfalls  mittels  Abwägen.  In  ein  Becherglas  (C  = 
47-945^)  wurden  z.  B.  von  der  Lösung  IV  eine  Menge  hinein- 
gebracht, so  daß  das  Gesamtgewicht  nun  1 90*  05 £  betrug  oder 
142- 1  g  der  Lösung  IV  darin  enthalten  waren.  Dann  wurde  ein 
zweites  Becherglas  (B  =  33  •  78g)  mit  Hilfe  einer  Pipette  gerade 

mit  71  -05  =—  .  142-  lg  Wasser  angefüllt  und  beide  Flüssig- 
2 

keiten  sorgfältig  und  innig  gemischt;  der  neuen  Lösung^nt- 
sprachen  3^  NaCl  und  3g  N^COa,  denn  sie  war  IV  mit  r  - 

Die  Widerstandsmessungen  wurden  nach  der  Angabe,  wie 
sie  F.  Kohl  rausch  gegeben,  mittels  Brücke  und  Telephon 
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ausgeführt  und  hiezu  Apparate  benützt,  die  von  dem  Uni- 
versitätsmechaniker F.  Köhler  in  Leipzig  bezogen  waren.  Die 
Ablesungen  a  an  dem  Platin-Iridiummeßdraht  geschahen  in  der 
Nähe  der  Mitte,  also  nicht  sehr  weit  von  500  entfernt.  Die  Ver- 
gleichswiderstände R,  deren  stets  mindestens  vier  ausgewählt 
wurden,  lieferte  ein  g  e  p  r  ü  f  t  e  r  Stöpselrheostat.  Der  zu  messende 
Widerstand  w  ergab  sich  nach  der  Gleichung: 

w  =  ~  XR  =  (-).R, 

1000- -a  \bJ 

wobei  noch  schließlich  als  Korrektur  für  die  Zuleitungsdrähte 
der  Betrag  von  0-028  Ohm  abzuziehen  war.  Der  Quotient  ajb 
findet  sich  in  der  Tafel  52  von  F.  Kohlrausch's  »Lehrbuch 
der  prakt.  Physik«. 

Zur  Regulierung  der  Temperatur  diente  ein  gleichfalls 
von  Köhler  bezogener  Thermostat  mit  Flügelrad,  dessen 
Thermometer  noch  sicher  0*02°  erkennen  ließ. 

Für  die  Kapazität  des  verwendeten  Leitfähigkeitsgefäßes, 
dessen  Elektroden  wohl  platiniert  waren,  wurde  als  Mittel  aus 
mehreren  Messungen  (mit  verschiedenen,  stets  V10  normalen 
KCl-Lösungen)  der  Wert  C  =  0'1292  gefunden,  wobei  die 
letzte  Stelle  um  eine  Einheit  unsicher  blieb. 

Der  Temperaturkoeffizient  a  des  Leitungsvermögens  ist 
nach  Kohlrausch  für  mäßige  Temperaturänderungen 

für  wässerige  Lösungen  von  NaCl  a  =  0-0226 

und  für  wässerige  Lösungen  von  NaaCOs  a  =  0  0262. 

Direkte  Messungen,  die  ich  an  der  Lösung  IV  bei  r  =  1  -  5 
bei  den  Temperaturen  19  72°  und  14-62°  durchführte,  ergaben 
im  Mittel 

ol  =  0  0233  =  -1-  x  (2  VA 
100 

also  einen  dem  obigen  Mittel  nahestehenden  Wert.  Die  Angaben 
des  Thermostaten  wichen  wenig  von  18°  ab,  so  daß  die  Re- 
duktion auf  diese  Temperatur  nur  mit  einem  geringen  Betrage 
m  Rechnung  trat.  Die  nachfolgenden  ausführlicheren  Daten 
beziehen  sich  z.  B.  auf  Beobachtungen  vom  5.  März  1906  mit 
der  Lösung  II  und  r=  1-5. 
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Yergleichs- 
widerstand 
R 

Temperatur 

t 

Ablesung 

Mittlere 

Ablesung 

b 

Widerstand 

w 

12 

18-03° 

(519-4 
619-6 
618-9 
618-7 

61915 

1-626 

19-484 

15 

18-08 

5(54-2 
564-9 
564-1 
564  •  3 
564-9 

564-6 

1-2968 

19-424 

i  o 

492  7 
493-3 
492  •  6 
492-8 

49? • 85 

0-971 

19-410 

25 

18-02 

437  9 
4M7  •  7 
437-2 
437-6 

437-6 

0-7781 

19-425 

18-03° 

~19-44T 

Daher 
schließlich: 

wls=  19 

•454  und 
103A'z= 

mit  C  - 
6 • 6407 

:  0-1292  ergibt  sie 

mit  einem  kleinen  wahrscheinlichen  Fehler. 

Die  Resultate  aller  Beobachtungen  gibt  die  nachfolgende 
Tabelle  wieder,  wobei  also  jede  Zahl  als  Mittel  aus  mindestens 
16  Einzelbeobachtungcn  erhalten  wurde. 

Tafel  für  103ÜTf. 


Losung 

!  d.  i.  un- 
verdünnt 

r=  1  25 

r=  1-5 

r=  175 

r  =  - 

8-2S87 

IV  .  _  .  » »  , 

beobachtet 

15-5200 

12-669 

10-7604 

9-3976 

berechnet 

15-4  737 
12-4410 

12-4425 

12-(>S42 

10  7645 

9-3598 

beobachtet 
berechnet 

10- 1732 

8-6275 

7-4778 

"i^öioi 

V607Ö 

10- 1579 

8-6049!  7-4716 

II    •  •      .  «  » 

beobachtet 

9 • 6640 

7-8919 

6-6407 

5-7760 

berechnet 

9 • 7092 
0-S!?To 

7-9189 

6-6955 

5-8051 

III  

beobachtet 

5 -6012 

47452 

4- 1180 
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Die  Formel,  nach  der  bei  den  Lösungen  IV,  I  und  II  die 
Werte  von  1 03ÄV  berechnet  wurden,  wird  weiter  unten  mit- 
geteilt werden. 

Die  vorliegenden  Beobachtungen  stimmen  auch  unter  sich 
nicht  schlecht.  Denkt  man  sich  z.  B.  t  /  der  unverdünnten 
Lösung  I  (6  g  NaCl  und  3  g  Na^CC^)  gemischt  mit  1  /  der  un- 
verdünnten Lösung  III  (2^  NaCl  und  3g  Na^CO,,),  so  sind  in 
diesen  2  Litern  8  g  NaCl  und  6  g  N^CO,  oder  in  1  /  sind  4 g 
NaCl  und  3^Na2C03  oder  eine  solche  Mischung  stellt  die 
Lösung  II  vor. 

Das  arithmetische  Mittel  der  tausendfachen  Leitfähigkeiten 

von  I  und  III  ist:  —  (12  -4410+6-8310)  =  —  19-2720  =  9 '636, 

2  2 

also  nahe  gleich  9-GtU  der  Leitfähigkeit  von  der  Lösung  II. 

Mischen  wir  je  1  /  der  Lösungen  II  (4^  NaCl,  3  g  Nn2C03) 

und  III  (2g  NaCl,  3g  NaaC03)  miteinander,  so  bei  <ommen  wir 

die  zweifache  Verdünnung  der  Lösung  IV  (6^  NaCl,  6g 

Na2C03). 

Das  arithmetische  Mittel  der  tausendfachen  Leitfähigkeiten 

von  II  und  III  wäre:  —  [9 -(5640  +  0 "83 10]  —  8-2475,  während 

2 

für  die  Lösung  IV  für  r  —  2  beobachtet  wurde:  8 -2887. 

An  der  Hand  dieser  Beobachtungen  ließ  sich  vorerst  inner- 
halb der  angeführten  Grenzen  der  Einfluß  der  Verdünnung, 
d.  h.  die  Abhängigkeit  des  1Ü;J  A*,.  von  r  feststellen.  Zu  dem  Ende 
setzte  ich,  geleitet  durch  die  Analogie  für  den  Fall  eines  Salzes, 
voraus,  daß 


sei,  wobei  U  und  V  gewisse,  einstweilen  noch  unbekannte 
Funktionen  von  mx  und  m2  vorstellen  sollen.  Mit  Hilfe  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  wurden  dann  für  jede  der 
vier  Lösungen  aus  den  bei  den  verschiedenen  r  beobachteten 
Leitfähigkeiten  Kr  die  Werte  von  U  und  V  berechnet.  Die  vier 
Lösungen  folgen,  wie  die  nachstehende  Tafel  zeigt,  in  höchst 


\0*Kr.r  -  U  •  V 


(1) 


befriedigender  Weise  dem  ob 
funden : 


igen  Gesetze.  Es  wurde  ge 
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Die  Abweichung  zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  ist 
durchwegs  sehr  gering  und  verbürgt  die  Anwendbarkeit  der 
Beziehung  (1)  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen. 

Stellt  (1)  das  Verdünnungsgesetz  vor,  so  erhalten  wir 
hieraus  fürr  =  l  die  Leitfähigkeit  Kx  =  K  der  unverdünnten 
Lösung,  indem  dann 

\09K=U—V  (2) 
und  für  ein  beliebiges  r  nach  (1): 

\0*Kr.r  =  U  L  v 

r'/i 

wird.  Wenn  wirf/ und  V  aus  (1)  und  (2)  suchen,  so  finden  wir: 

U=\WK.Q  (3) 
K=1O»*.(0-1),  (4) 


und 
wobei 


Q  =  — ~ —  (5) 

r'/i — 1 

~ J  abhängt,  hingegen  nach  (3)  und  (4) 

(bei  einer  und  derselben  Lösung)  vom  Grade  r  der  Ver- 
dünnung unabhängig  sein  muß.  Dasselbe  zeigt  die  Be- 
ziehung 

q = (6) 

und  bestätigen  dies  auch  die  obigen  Versuche. 

So  z.  B.  liefert  die  Lösung  I V  f ür  r  =  1  •  25,  1  •  5,  1  •  75  und 
r=2  die  diesbezüglichen  Q  nach  (5):  0  =  1-2752,  1-3165, 
1-3508  und  13305,  d.  i.  im  Mittel  04  =1-318,  während  nach 
(6)  folgt: 

20-79519 
15-4888 
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Ebenso  lieferte  die  Lösung  I  nach  (5)  für  Q  die  Werte 
1-2096,  1-3186,  1-3104  und  1-3082,  also  im  Mittel  =  1*3092, 
während  nach  (6) 

16^5618_  =1.307 
~x  12-4397 

wird. 

Für  die  Losung  II  erlangt  Q  die  Werte  1-2803,  1  2433, 
1-2699  und  1-2901,  d.  i.  im  Mittel  1-2709,  während  nach  (ö) 

()  =  12  36M73  =  1.28ü3 
0  0534 

wird. 

Für  die  Lösung  III  folgt  aus  (6): 

9-00130      ,  01„ 
O,  = —   =  1  -31  j  . 

*J  0-8357 

Da  nach  (6) 

.Ui-ü 
o  ^ 

ist,  so  hängt  O  von  dem  Verhältnis  V:  U  ab  und  schwankt, 
wie  man  sieht,  innerhalb  enger  Grenzen.  Sobald  wir  erkannt 
haben  werden,  wie  U  und  V  von  mx  und  m2  abliängen,  können 
wir  auch  nach  ((>)  angeben,  wie  O  mit  w/t  und  w2  zusammen- 
hängt. 

Um  nun  die  Abhängigkeit  der  Größen  U  und  K  von  den 
jeweiligen  mt  und  «*2  zu  ermitteln,  wurde  zuerst  versucht,  die 
modifizierte  Barmwater'schc  Formel: 

107v,..r  =  (Amy  +  Bnh)   (/», -4- m2)^{Cm^Dm2)  = 

r 1 » 

in  der  .4,  5,  C  und  Z)  noch  zu  bestimmende  Konstanten  vor- 
steilen, den  Versuchen  in  der  Art  anzupassen,  daO  die  den 
verschiedenen  Werten  von  mx  und  m0  entsprechenden  Groöen 
Uv  i\t  Ui9  (J,  und  ebenso  die  V4,  Vv  Vt,  V,  richtig  wieder- 
gegeben wurden.  Auch  bei  Anwendung  der  Methode  ef 
kleinsten  Quadrate  gelang  dies  selbst  dann  nicht,  wenn  ic 
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Lösung  III,  wo  die  größten  Verdünnungen  vorkommen,  ganz 
ausgeschaltet  wurde.  Trotz  der  großen  Vorteile1  dieser  Barm- 
water'schen  Formel  mußte  dieselbe  deshalb  fallen  gelassen 
werden. 

Zu  einer  sich  viel  besser  den  Versuchen  anschließenden 
Formel  führte  folgende  Überlegung.  Wäre  nur  Kochsalz  in  der 
Lösung,  so  bestände  bekanntlich  innerhalb  der  obigen 
Grenzen  für  mx  für  die  Leitfähigkeit  Jtv  der  unverdünnten 
Lösung  die  Beziehung: 

lOH-j  =  A0mx—C0  (8) 

worin  A()  —  1 10*36  und  Q  =  39-70  zu  setzen  ist.2 

Ebenso  fände  sich,  wenn  nur  NagCOg  in  Lösung  wäre, 
die  analoge  Gleichung: 

\0n2-Bom^~D0m^,  (0) 

wobei  B0  =  118-57  und  D0  =104'88  ist. 

Waren  beide  Salze  in  Lösung,  so  war  jedenfalls  die 
resultierende  Leitfähigkeit  Ä'<(*1+*2),  wenn  die  obigen  in 
(8)  und  (9)  auftretenden  Konstanten  bei  kx  und  k2  genommen 
wurden.  Dies  schloß  nicht  aus,  daß  sich  andere  Werte  der 
Konstanten  rinden  ließen,  für  die  wirklich  K  —  kx+k2  ist,  d.  h. 
es  war  zu  untersuchen,  ob  die  Form 

103 A'r. r  =  (A mx  +BmJ  -    —  (Cm^+Dnfr)  = 

r 1 ' 

=  U  j-  V  (10) 

f'.'J 

sich  in  befriedigender  Weise  den  Versuchen  anpassen  ließe.  Zu 
dem  Ende  wurden  die  Konstanten  A  und  B  in  der  Gleichung 
Atnx+Bm9z=Lr  aus  den  obigen  Werten    von   U  für  die 


1  Setzt  man  z.  B.  in  dieser  Forma  m.,  =  0,  so  erhalt  man  die  richtige 
G.e.chung,  wenn  nur  Kochsalz  vorhanden  ist;  ebenso  für  i«,  =  0.  Wird  eir.e 
Kochsalzlösung  mit  einer  anderen  Kochsalzlösung  gemischt,  so  ist  .1  =  Ii, 
-  l>  und  wir  bekommen  wieder  die  richtige  Beziehung. 
3  Med.  Dr.  A.  Waflmuth,  1.  c.  p.  7. 
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Lösungen  IV,  I  und  II  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
bestimmt  und  so  erhalten: 

4  =  114-2713,    5  =  80-2628.  (H) 
Ebenso  wurde  mit  V  =  Cm^+Dm^  verfahren  und  gc- 

fUnden:  C=59-5227,    Z>  =  45-0963.  02) 

Diese  Werte  der  Konstanten  brachten  eine  gute  Überein- 
stimmung mit  der  Beobachtung,  denn  es  war: 

berechnet:  C74  =  20-79792  ^  =  16-25902  Ut=\2'®M 
beobachtet: 


20-79519  16-25618  12-36147 


und  ebenso  für  die  V: 

berechnet:    F1  =  5-32424      Fl  =  3-83652       ^  =  ^31 
beobachtet:         5-30036  3-81650  2'08!0. 

Nach  dieser  Formel  (10),  in  der  nun  die  Konstanten  die 
in  (11)  und  (12)  angegebenen  Werte  haben,  sind  dann  auch 
schließlich  die  15  Werte  von  IV Kr  in  der  auf  p.990  angegebenen 
Tafel  berechnet  worden;  die  gute  Übereinstimmung  «ws(jBe 
Rechnung  und  Beobachtung  -  die  größte  Abweichung .  bta« 
unter  0-3% -"igt,  daß  die  Gleichung  (10)  d.e  Le.tfahg- 
keiten  Kr  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen  ncnog 

W'edWeien  U  =  Aml+Bmt  und  V=  C<+H»™d  nU" 

nach  (6):  _  k, 

1  Cmsl>+Dm\\  (13) 

(j  ~~   ~1J  ~~        AntL  +  Bnti 

woraus  man  sieht,  daß  O  in  verwickelter  Weise  von  «1  und  f», 

abhängt;  es  wird  unten  gezeigt  werden,  daß  unter  normal^ 

Verhältnissen  eine  Änderung  des  w,  einen  stärkeren 

auf  O  ausübt  als  eine  gleich  große  Änderung  des™*      Q  d  j 
DiewichtigsteBeziehungliefertnach(3)tf— 10  A-*' 

die  also,  wie  oben  hervorgehoben,  zeigt,  daß  eine  lineare  Funk 

mit  K  und  flei'1 
tion  der  mt  und  mt  im  Zusammenhange  Stent  mu  ^ 
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w1  =  0- 11 

m,  =0 

ut.y  =  0-03 

v  =  v,4-  r2 

103/C  =  LT— V 

12- 570^-2-408=  14-978 
3- 137-1-0  420=  3-557 
11-421 
1-3114 

11-4274-2-408: 
2-7634-0-420 

f/i.,  =  004 

u  =  r/,4-t/8 

Ö=  J/:(t/-r) 

12  570+3  210=  15-780 
3- 1374-0-617  =  3-754 
12  026 
1-3122 

11-4274-3-210  = 
2-7034-0-6I7; 
• 

m%  =  0  •  05 

V'  =  F,-Mo 
10*A'  =  {/ —  l ' 

0=17:<C7_V) 

12  570-1-4  013=  10  583 
3- 1374-0  831  =   3  968 
12-615 
1-3145 

11-4274-4-013  = 
2-7634-0831  = 

hi2  =  0-06 

10* /c=  t/ — V 

0=  U:{U-V) 

12-5704-4-816=  17380 
3-  1374-1-059=  4-196 
13" 190 
1-3181 

11 -4274-4-816  = 
2 -7634-1 -059  - 

m.,  =  0-07 


wi2  =  008 


u  = 

l/',4-  f.. 

v  = 

r,4-r, 

10<A'  = 

t'— v 

Q  = 

u  = 

Ur\-  V., 

V---= 

1 03  A  = 

U—  V 

0  = 

U :{(/-- 

12-5704-5-618 
3-  1374-1-301 


IS- 188 

4-43S 
13750 
1-3228 


12-5704-6-421 
3-  1374-  1  -555 


18-991 
4  •  692 

1 4 ■ 299 
1-3281 


11-4274-5  018 
2-7634-1 "301 


11-4274-6-421 

2-7634-1-555 


A.  Waömuth. 
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Verhältnis 


.  Messen  wir  die  Leitfähigkeit  K  der  un- 


verdünnten Mischung  und  zugleich  (für  mehrere  Verdün- 
nungen) das  Kr,  so  können  wir  nach  (5)  das  Q  ermitteln,  so 
daß  aus  (14)  der  Wert  der  Summe  Amx+Bm2  sich  sicher  ergibt. 
Ist  demnach  z.  B.  durch  irgend  ein  Verfahren  die  Menge 
mx  des  NaCl  bekannt,  so  läßt  sich  aus  Widerstands- 
messungen allein  nach  (14)  die  Menge  der  Achloride  m2 
ermitteln.1 

Auch  die  Barmwarter'sche  Gleichung  hatte  diese  so  wich- 
tige Relation  (14)  geliefert,  nur  hätten  die  Konstanten  A  und  B 
andere  Werte  erhalten.  (Für  ein  einzelnes  Salz  gilt  eine  analoge, 
leicht  zu  prüfende  Beziehung.) 

Da  neben  der  Gleichung  (14)  die  weitere  Beziehung 
V=  iOSK.(Q-l),  d.  i. 

Ctn^+Dnfy  =  WK.{Q— 1)  (15) 

besteht,  so  muß  es  möglich  sein,  aus  den  durch  die  Versuche 
bekannten  Größen  K  und  Q  an  der  Hand  von  (14)  und  (15) 
die  beiden  Unbekannten  mx  und  m%  zu  ermitteln. 

Wird  eine  dieser  zwei  Unbekannten  eliminiert,  so  stößt 
man  auf  eine  Gleichung  zwölften  Grades,  die  praktisch  nicht 
gut  zu  verwenden  ist.  Es  wurde  daher  der  umgekehrte  Weg 
eingeschlagen  und  eine  Tafel  (vide  Beilage)  angelegt,  in  der 
für  gegebene  mx  und  m2  die  zugehörigen  Werte  von  103Ä' 
und  0  berechnet  wurden.  Eine  solche  Tafel  gestattet  in  erster 
Annäherung  mx  und  m2  aus  AT  und  Kr  zu  bestimmen.  Wir  hätten 
z- B.  für  eine  Lösung  beobachtet  unverdünnt  10^=  12*441 
und  verdünnt   10,Ä>W  =  7*4778  und  108ä;  =  0-6151,  so 

rV«— r  — 1 

berechnen  wir  uns  zuerst  0  —  für  r  —  l  •  75  und  r  —  2 

■rV'— 1 

und  finden  hiefür:  1  -3104  und  1  -3082  also  im  Mittel  Q=z  1  '3093 
und  gehen  nun  mit  den  Werten:  10:jA:  =  12 -44  und  O  =  1  -309 

1  Nehmen  wir  für  das  Serum  rund  Q=  131,  für  A  und  B  ebenfalls 
einen  Mittelwert,  so  können  wir  (14)  angenähert  schreiben:  ttix+m^=  1  -4% 
von  (103 iC);  ist  tttx  bekannt,  so  findet  man  in  roher  Annäherung  hieraus  m„, 
die  Menge  der  Achloride. 
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in  die  Tafel  ein.  Man  findet  bei  103tf  =  12-421  und  Q  =  1*3077 
die  Werte  mx  =  0- 10  und  w2  =  0'06. 

Um  für  w,  und  m2  genauere  Werte  zu  erhalten,  differen- 
zieren wir  die  obigen  Gleichungen  und  finden,  wenn  wir: 

A — —  Cm'j*  =  Mv  B—  i  Dmll*  =  M% 

3  3 

und 

A'  -  AMi — BMX  —  —  [BCiri>>-ADtn^] 

3 

setzen  * 

"  N.dmx  -  +\0sk\yf2.dO+[QM2-~B)A0'.dK 
N.dm2  =  ^\0*K.\fx.dO-[OAlx--A] .  10». 

Nehmen  wir:  f»1=0-l,  ffit  =  0-06,  so  werden  diese 
Gleichungen: 

dmx  =  2  (3387.tiÖ-0'02334.10^Ar 
dm2  =  —3-6021  .JO+0- 043704. 103</Är. 

Nun  wurde  beobachtet  0  =  1-3092,  während  die  Tafel 
hiefür  1  -3077  gab;  wir  können  somit: 

dQ  =  1-3092  — 1-3077  =  +  0-0015 

und  ebenso: 

\0\dK-  12-441  — 12-421  =  +  002 
setzen  und  finden  hiemit: 

dm,  =  +0-003908—0-0004668  =  -4-0  "003491 
<*w2  =  -0-OO.VI03  +  0-OT0973  =  -0*00443; 

die  verbesserten  Werte  von  i«:  und  m2  werden: 

mx  =0-14-0-  0035  =  0-1 035         statt  0  •  1 026 
m2  =  0  •  06  -0  •  00443  =  0 •  05557      *    0  •  05655 

da  die  als  untersucht  gedachte  Lösung  eben  l  ist. 

Hiedurch  erscheint  der  Grundgedanke  meines  So  ne. 
gerechtfertigt,,  daü  sich  aus  Messungen  der  Leitfähigkeiten  (in 
unverdünntem  und  verdünntem  Zustande)  allein  schon 
Werte  von  mx  und  m.2  ermitteln  lassen  müssen. 
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Solche  Bestimmungen  setzen  aber  sehr  sorgfältige 
Messungen  der  Leitfähigkeiten  voraus;  schon  ein  Blick  auf  die 
Tafel  zeigt  uns,  daß  Q  sehr  genau  bestimmt  sein  muß,  da  eine 
kleine  Änderung  des  Q  schon  auf  andere  Werte  von  m.  und 


m2  hinweist. 


Die  Diflferentiationsformeln  können  wir  auch  schreiben: 
\0*dK=M1.dml+MM.dm. 

und 

—  103AT.  dQ  =  [QM—Aldm^lQM^—Bldm^ 
d.  i.  mit  den  Mittelwerten  mx~0\  und  mx  —  0  06 

WdK~  80'8.  dm.+  59-2.  dm' 
und  a 

dQ=  \  048.dml  +  0-49.dm2. 

Hieraus  ersieht  man,  daß,  wenn  nur  ml  zunimmt,  Q  und 
103A'  stärker  zunehmen,  als  wenn  nur  nt2  um  den  gleichen 
Betrag  wie  mi  wächst.  Sei  z.  B.  dml  =  0-01  und  dm2  =0  01, 
so  wird 

10W  =  0'808+0-592 

und 

</O  =  0-0105+0-0049; 

es  sind  also  die  ersten  Summanden  viel  größer  als  die  zweiten. 

Ähnliches  zeigen  die  obigen  Formeln  für  dmt  und  dm2\ 
eine  Änderung  des  dQ  um  nur  0' 01  vermehrt  —  bei  konstantem 
103£—  das  mx  um  0-026  und  vermindert  nt2  um  0*036.  Eine 
kleine  Unsicherheit  in  der  Bestimmung  von  Q  kann  somit  die 
Ermittlung  des  ml  und  m2  schon  etwas  ungenau  machen. 
Wird  man  daher  das  Verfahren,  mx  und  m2  durch  sehr  sorgfaltige 
Widerstandsmessungen  zu  erhalten,  nur  in  selteneren  Fällen 
anwenden,  so  empfiehlt  es  sich  hingegen  sehr,  von  der  Glei- 
chung (14): 

Amx+Bm2  -  10*K.Q 

Gebrauch  zu  machen.  Innerhalb  der  obigen,  doch  ziemlich 
weiten  Grenzen  von  mi  und  m2  ändert  sich  eben  Q  nur 
wenig;  wenige,  aber  gute  Beobachtungen  werden  schon  ein 
fär  die  Anwendung  von  (14)  hinreichend  genaues  Q  liefern;  als 
rohen  Mittelwert  kann  man  131  nehmen. 

SU*b.  d.  mathem.-natunv.  Kl.;  CXV.  Bd..  Abt.  II  a.  66 
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Neben  der  praktischen  Verwendbarkeit  der  obigen  Be- 
ziehung (10)  bietet  auch  die  theoretische  Seite  einiges  Inter- 
esse. Zunächst  liefert  sie  zwangslos  eine  Erklärung  von  Oker- 
Blom's  oben  erwähnter  Beobachtung.  Trägt  man  r  als  Ab- 
szissen, \Q*Kr.r  als  Ordinalen  einer  Kurve  auf,  so  bildet  die 
Tangente  an  diese  Kurve  mit  der  Abszissenachse  den  Winkel  a, 
der  gegeben  ist  durch 

tg  a  =  +  -i-  [Cm^+Dnt^l 
r  I* 

also  mit  steigender  Verdünnung  immer  kleiner  wird. 

Hätten  wir  eine  zweite  Kurve  konstruiert,  wo  die  Abszissen 
gleichfalls  durch  r,  die  Ordinaten  aber  —  sich  nur  auf  NaCl 

beziehend  —  durch  103Arr.r  =  AQmx  l— C0nt%J*  ausgedrückt 

sind,  so  würde  die  Tangente  an  diese  zweite  Kurve  einen 
Winkel  ß  mit  der  Abszissenachse  einschließen,  für  den 

tg  P  =  +  4- ^ 

r  i» 

sein  müßte. 

Nun  ist  C=  59-52,  C0  =z  39-70,  so  daß  unbedingt 

tga>tgß 

ist  oder  die  erste  Kurve  —  die  der  Mischung  von  NaCl  und 
Na2C08  entspricht  —  viel  steiler  ansteigt  als  die  zweite,  die 
sich  nur  auf  die  Kochsalzlösung  bezieht  Das  ist  eben  die 
Beobachtung  von  Oker-Blom. 
Merkwürdigerweise  ist 

tga  _  C_     D_  imA%!t 
tg  ß  ~  C0+  D^mJ 

nur  abhängig  von  dem  Verhältnis  (^)  und  unabhängig 

von  der  Verdünnung  r.  Die  Vermutung,  daß  bei  diesem  steileren 
Ansteigen  die  Menge  des  Na2C08  eine  Rolle  spielt,  ist  also 
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berechtigt,  wenn  auch  nicht  der  absolute  Wert  von  m2, 

ffl 

sondern  das  Verhältnis  — eine  Rolle  spielt 1 

mx 

Weitere  Aufschlüsse  bekommen  wir  an  der  Hand  der 
obigen  Formeln  über  die  Dissoziationsverhältnisse  und  die 
Erfüllung  des  Massenwirkungsgesetzes. 

Wir  nahmen  (p.  995)  an,  daß  K=kl+k2  sei,  wobei 

10»*j  =  Am.—Cm^ 
sich  auf  das  Kochsalz  und 

\0*k2  =  Bw2— Dm*'* 
sich  auf  das  Natriumcarbonat  beziehen;  dabei  ist 
4=114-27,    B  -  80-20,      C=5952   und    Z>  =  45'10, 
während  für  die  Einzellösungen 

4,=  110-36,  #0  =  118-57,  C0  =  39-70  und  D0  =  104-88 

ist;  in  der  Mischung  haben  wir  gewissermaßen  die  Überein- 
anderlagerung  von  zwei  geänderten  Einzellösungen. 

Nennen  wir  A  das  Äquivalentleitvermögen  des  NaCl  in 

der  Mischung,  d.i.  A  = —A  =  A  —  Cnt^  und  A0  das 

Äquivalentleitvermögen,  wenn  nur  NaCl  gelöst  wäre,  d.  i. 
A0  =  A^—C^frii*,  so  wird: 

4 

A— A0  =  (A  —A0) — (C— C0) «/'/»  =  +  3  •  9 1  - 1 9  ■  82 .  m'/.. 

Diese  Differenz  ist  aber  innerhalb  der  obigen  Grenzen 
negativ,  denn  erst  für  m1  =  0*007678  wäre  A— A0  =  0. 

Das  Äquivalentleitvermögen  der  NaCl-Lösung  hat  also 
durch  die  Mischung  mit  NagCOa  abgenommen. 

1  Hat  man  aus  der  Tafel  Näherungswerte  von  m,  und  m2  erhalten,  so 
kann  man  auf  diese  Art  durch  Konstruktion  aus  den  Mittelwerten  von 
auch  einen  angenäherten  Wert  von  (^j  erhalten. 

66* 
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So  wird  bei 


IV....  mx  =  0-102564,    A-A,,  =  -5-37 
l....mt  =  0  068376,   A-A«  = -4- 19  etc. 

A— A0  =  negativ. 

Analoges  gilt  für  die  N^CO.-Lösung.  Hier  haben  wir 
ebenfalls: 

A'-AJ  =  (B—B0)  +  (D0 — D)  m%l*  = 

=  —  38  •  3 1  +59  •  78  m','«  =  negativ, 

denn  diese  Differenz  verschwindet  erst  bei  in2  -  0-2632. 

So  ist  z.  B.  Lösung  IV:       = -g^  =  0'1131  ^ 

A'— A*  =  -38-31+28-91  =  -9« 40,  also  negativ. 

Es  hat  also  auch  das  Äquivalentleitvermögen  des 
NaaC08  abgenommen.  Die  Dissoziationen  a  müssen  demnach 
-  gleiche  Beweglichkeiten  vorausgesetzt  -  ebenfalls  a  • 
genommen,  respektive  die  Assoziationen  ß  =  (l-«)  zu* 
genommen  haben.  ^ 

Wir  haben  für  die  Kochsalzlösung  a  =  —  -  —  und 
^=1-S.wv.  und  finden  hieraus  für  die  Änderung  der 
Assoziation  von  ß0  =  auf  ß  =  1-«  sehr  nahe  die  Be- 

ziehung 

_  o-5-O-  lX>«rv'  =  positiv, 
z.  B.  für  »h  =  0-102504  wird  ^  =  0-5-0-2136  =  +0  29 

rO 

etc.  Desgleichen  liefert  die  NagCXVLösung 

—  -0  -570+0-  3653  X«*fv'  =  positiv, 
z.B.  für  ,„,  =  0  05655  wird  ^  =  -0- 5700+0  9516  = 

rO 

=  -1-0- 3816  u.  s.  w.  en. 

Untersucht  man  zum  Schlüsse,  inwieweit  das  Mass 
Wirkungsgesetz  erfüllt  ist,  so  sollte  nach  diesem 
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und 


jZr^-[a1m1+vw2]=  Cx 


sein,  wo  Ct  und  C2  Konstante  vorstellen.  Nun  ist: 


Vi 


11036 


V"2  - 


11857 


Da  A0  und  2?0  nur  wenig  verschieden  sind,  so  können  wir 
für  jede  dieser  Größen  einen  Mittelwert  (etwa  114-5)  setzen 
und  bekommen: 

114-5  114-5 

Es  muß  demnach,  wenn  noch  1— aA  =  ßp  1  — o8  =  ß>j 
114-5^=^,  1 14- 5 C2  =<r2  gesetzt  wird, 

^-.10«^=^   und   £..10»K=c2   und  £-:£  =  -i 
^  P2  ß2  cr2 

sein.  Die  nachfolgende  Tafel  zeigt,  wie  weit  diese  Beziehungen 
erfüllt  sind: 


«1 

11*2 

103  K 

*l 

'2 

m2 

e2 

0-1 

008 

13-53 

0-432 

0-101 

4-28 

0-8 

0-05 

0-08 

9-484 

0-424 

0-071 

6-00 

1-6 

0-1 

003 

10-652 

0-340 

0-118 

2-88 

0-3 

005 

0-03 

6-606 

0  296 

0  073 

4-05 

0-6 

Mittel . . 

^=0-373 

ct  —  0-091 

-1  =4-30 
H 
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Man  erkennt,  daß  das  Massenwirkungsgesetz  in  der  vor- 
liegenden Form  nur  in  roher  Annäherung  erfüllt  ist;  es  treten 
Werte  von  cx  und  ct  auf,  die  um  ein  Fünftel  des  Mittelwertes 
von  diesem  entfernt  sind.  Man  sieht  ferner,  daß,  wenn  mt 
konstant  bleibt,  dies  auch  cx  tut  und  in  gleicher  Weise  mit 
der  Konstanz  von  mx  auch  die  von  ct  verbunden  ist.  Es  wachsen 

ex  mit  m2  und  c%  mit  m17  so  daß  das  Verhältnis  ^  sich,  wie 

die  letzte  Kolonne  zeigt,  ähnlich  verhält  wie  der  Quotient  m  ■ 

Die  von  Kohlrausch  1902  aufgestellte  Annahme,  daß 
jedes  Ion  mit  einer  umschließenden  Wasserhülle  verbunden  sei, 
die  nach  Biltz  und  Bousfield  (Zeitschrift  für  physik.  Chemie, 
53,  258  [1905])  mit  wachsender  Verdünnung  zunehme,  spricht 
ebenfalls  für  eine  Abänderung  des  obigen  Ausdruckes  des 
Massenwirkungsgesetzes. 
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Zur  Ableitung  des  mathematischen  Ausdruckes 
des  zweiten  Hauptsatzes 

von 

Dr.  Fritz  Hasenöhrl. 

(Mit  1  Textfigur.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  vom  12.  Juli  1906.) 

Im  folgenden  ist  ein  neuer  Weg  angegeben,  aus  der  Un- 
möglichkeit eines  Perpetuum  mobile  zweiter  Art  den  Satz 
abzuleiten,  daß  dQ/T  ein  vollständiges  Differential  ist. 

Es  sei  eine  beliebige  Menge  verschiedener  Körper  gegeben, 
die  alle  die  Temperatur  T  besitzen.  Es  ist  unmöglich,  eine 
periodisch  funktionierende  Maschine  zu  konstruieren,  die  nichts 
anderes  bewirkt  als  Arbeitsleistung  auf  Kosten  des  Wärme- 
mhaltes  obigen  Wärmereservoirs;  eine  solche  wäre  ein  Per- 
petuum mobile  zweiter  Art. 

Wir  wählen  nun  aus  den  obigen  Körpern  zwei  beliebige, 
den  Körper  I  und  den  Körper  II  aus.  Wir  bringen  beide  in 
Gefäße  von  veränderlichem  Volumen,  die  wir  so  aneinander 
stellen,  daß  zwischen  I  und  II  Wärmeaustausch  möglich  ist; 
die  beiden  Körper  werden  dann  stets  dieselbe  Temperatur 
haben.  Sonst  umschließen  wir  die  beiden  Körper  mit  einer 
adiabatischen  Hülle,  so  daß  nach  außen  kein  Wärmeaustausch 
möglich  ist.  Die  Wärme,  die  I  abgibt,  muß  also  von  II  auf- 
genommen werden  und  umgekehrt. 

Die  Zustandsvariablen  von  I  seien  p,  v,  T,  die  von  II 
tf,*,  V.  Es  ist  stets  T'—T. 

Wir  lassen  jetzt  I  einen  beliebigen  Kreisprozeß  durch- 
laufen. Die  dabei  frei  werdende  Wärme  wird  von  II  auf- 
genommen; also  wird  auch  II  eine  Reihe  von  Zuständen  durch- 
laufen, wobei  stets  die  Temperatur  von  II  gleich  der  von  I  ist. 
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Die  Figur  stellt  dies  im  v,  7-Diagramm  dar;  das  linke  Diagramm 
bezieht  sich  auf  I,  das  rechte  auf  II.  Die  Anfangszustände  sind 
durch  A  und  A'  gegeben;  beide  entsprechen  der  Temperatur  T0. 
Ist  der  Kreisprozeß  von  I  durchlaufen,  so  ist  dieser  Körper 
wieder  im  Zustande  A;  der  Körper  II  sei  dann  im  Zustande  B'y 
welcher  auch  auf  der  Isotherme  T0  liegen  muß. 

Liegt  der  Punkt  B'  links  von  A\  so  können  wir  die  Ver- 
bindung von  I  und  II  lösen,  den  Körper  II  mit  den  übrigen 
Körpern  des  Reservoirs  verbinden  und,  da  dieselben  ja  auch 
die  Temperatur  T0  haben,  den  Körper  II  sich  isotherm  aus- 
dehnen lassen,  wobei  Arbeit  geleistet  wird,  die  auf  Kostender 
Wärme  des  Reservoirs  geht.  Ist  II  wieder  im  Zustande  A,  so 


ist  alles  im  alten  Zustande;  es  wurde  aber  Arbeit  gewonnen. 
Wir  können  diesen  Vorgang  beliebig  oft  wiederholen; ,  m 
haben  also  ein  Perpetuum  mobile  zweiter  Art.  Der  Punkt 
kann  also  nicht  links  von  A'  liegen.  Ebensowenig  darf  er  rech 
liegen;  denn  dann  würde  der  Prozeß,  in  umgekehrter  Reihen- 
folge durchlaufen,  wieder  ein  Perpetuum  mobile  zweiter 
liefern. 

Ks  muß  also  B'  mit  A'  zusammenfallen;  d.  h.,  wenn  ei 
Kreisprozeß  durchläuft,  so  gelangt  auch  II  wieder  in  den  an- 
fänglichen Zustand.  .  w 

Die  mathematische  Formulierung  dieser  Tatsache  ist  lei 

gefunden:  W'rme 
Wir  schreiben  das  Differential  der  zugeführten  warm 

für  I  in  der  Form: 

JQ  =  XdT+Ydv, 
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für  II: 

dQ'rzX'dT'+Y'dv'. 
Es  muß  nun  dQ'  —  —dQ,  dV  =  dT  sein;  also 
X'dT+  Y'dt/  =  —XdT—Ydv 

oder 

dt/  =  l-  [(X+X*)dT+  Ydv). 

"Y 

Da  v'  wieder  denselben  Anfangswert  annehmen  soll,  wenn 
T  und  v  dies  tun,  muß  der  obige  Ausdruck  für  dv'  ein  voll- 
ständiges Differential  sein.  Es  muß  also  sein: 


8\  X+X' 


oder 


Nun  ist  X'  und  Y'  ursprünglich  als  Funktion  von  v'  und 
T'=  T  gegeben;  wir  finden  aber: 


■ 


und  analog  für  Y'. 

Setzen  wir  dies  ein,  so  erhalten  wir  nach  einer  einfachen 
Reduktion  (die  Indizes  können  jetzt  weggelassen  werden): 


\Zv    ar/    Yr  w"  ~*t')' 


\_l*x 

Y 


Da  die  Körper  I  und  II  ganz  beliebig  waren,  muß  also  der 
Ausdruck 


1  ^-Y_8Y\ 


für  alle  Körper  (bei  derselben  Temperatur)  den  gleichen  Wert 
haben.  (Er  kann  nur  eine  Funktion  der  Temperatur  sein.)  Bei 
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einem  idealen  Gase  hat  der  Ausdruck  den  Wert  ;  deshalb 

T 

muß  allgemein 

l  /ay    tx\  1 

Y  W     3t//  r 

sein.  Daraus  folgt 

i_  zx_  i  sy  y 

T  dv  ~~  T  dT  T* 

oder 


d.  h.  es  ist  dQ/T  ein  vollständiges  Differential. 


Unsere  Betrachtung  basiert  darauf,  daß  man  zwei  Körpern 
Wärme  zuführt,  respektive  entzieht,  wobei  die  Temperatur 
beider  konstant  bleiben  soll.  Es  wäre  natürlich  möglich,  daß 
man  dadurch  in  labile  oder  unmögliche  Zustände  kommt.  Der 
eine  der  beiden  Körper  spielt  aber  hier  nur  die  Rolle  eines 
Hilfskörpers;  wir  können  also  ein  ideales  Gas  dafür  wählen. 
Der  andere  Körper  aber  braucht  bloß  mögliche  Zustände  an- 
zunehmen; der  zweite  Hauptsatz  hat  ja  nur  für  solche  zu  gelten. 


Wir  könnten  jetzt  natürlich  auch  zeigen,  daß  für  irrever- 
sible Zustandsänderung  die  bekannte  Ungleichung  zu  gelten 
hat.  Wir  bemerken  jedoch  nur,  daß  bei  irreversiblem  Vorgange 
der  Punkt  B'  nicht  mit  A  zusammenfallen  muß;  er  darf  jedoch 
nicht  links  von  A  liegen,  sondern  nur  rechts. 
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Die  Fehlerkurven  der  photographischen 
Punktbestimmung 

von 

Prof.  A.  Klingatsch  in  Graz. 

(Mit  2  Textfiguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitsung  am  12.  Juli  1906.) 

L 

Werden  in  den  Endpunkten  einer  gemessenen  Standlinie 
photogrammetrische  Aufnahmen  gemacht,  so  kann  aus  den  Ab- 
bildungen der  Raumpunkte  die  Lage  der  letzteren  in  bekannter 
Weise  abgeleitet  werden.  Wir  untersuchen  die  Genauigkeit  in 
der  Bestimmung  ihrer  Projektion  auf  eine  horizontale  Ebene 
und  setzen  die  Bildebene  des  Apparates  als  vertikal  voraus. 

In  Fig.  1  bezeichnet: 

=  c  die  Standlinie,   

PvPt  die  Abbildung  von  P  auf  eine  in  der  Bilddistanz  0^  = 
08i42  =  /  gelegte  Parallelebene  Ev  respektive  £2  zur  Bild- 
ebene, 

ftfa  die  Orientierungswinkel  der  optischen  Achse, 

=  ut  Ä^P2  =  w2  die  auf  der  Platte  zu  messende  Abszisse, 
bezogen  auf  das  Achsenkreuz  der  Platte. 
0404  die  Richtungswinkel. 

Da  sich  P  im  Schnitt  der  beiden  Geraden  OxPv02P%  ergibt, 
so  ist  die  Genauigkeit  dieser  Punktbestimmung,  also  auch  der 
erstere  bestimmende  mittlere  Fehler  M  dieses  Schnittpunktes 
eine  Funktion  des  Schnittwinkels  OiPOi  =  7  sowie  der  mitt- 
leren als  bekannt  anzusehenden  Paratlelverschiebungen  m\m'\ 
welche  die  Geraden  OiPv  02P2  infolge  der  Justierungs-  und 
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Messungsfehler  erfahren.  Hiebei  ist  nach  dem  zuerst  von 
Helmert1  veröffentlichten  Ausdrucke 


m 


vi 


sin2  y 


...1) 


nach  welchem  für  jede  gegebene  Lage  von  P,  M  gefunden 
werden  kann. 

Von  allgemeineren  Gesichtspunkten  können  Genauigkeits- 
untersuchungen durchgeführt  werden,  wenn  man  diejenigen 


)* 


S 


X 


/  N 

* 

/  ? 

v 

V 

N 

\ 

/Sh  In 

0 

Fig.  1. 


Kurven  bestimmt,  in  welchen  M  konstant  bleibt.  Man  erhalt 
dann  Kurvenscharen  gleicher  Genauigkeit,  welche  in  der  Folge 
als  Fehler-  oder  Genauigkeitskurven  bezeichnet  werden  sollen. 
In  diesen  ist  bei  gegebenen  c,  ?A  '-pÄ  der  Punktfehler  der  Para- 
meter. 

Für  andere  Orientierungswinkel  <p(?pj  erhält  man  eine  an- 
dere Kurvenschar;  man  kann  dann  aus  den  früher  definierten 
Fehlerkurven  weitere  dadurch  ableiten,  daß  stets  eine  Kurve  C 
der  Schar  <pt<pa  mit  derjenigen  C  der  Schar  cpj^pj  zum  Schnitt 
gebracht  werden  soll,  für  welche  das  Verhältnis  der  diesen 
beiden  Kurven  entsprechenden  mittleren  Punktfehler  konstant 


Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  1868,  p.  84. 
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ist.  Man  erhält  dadurch  Kurven  für  konstantes  Fehlerverhältnis, 
welche  also  einen  Einblick  in  die  relative  Genauigkeit  der  den 
Aufnahmen  und  tp'^J  entsprechenden  beiden  Punktbestim- 
murigen  geben. 

Endlich  kann  noch  die  Abhängigkeit  des  Punktfehlers  für 
einen  gegebenen  Punkt  von  den  Orientierungswinkeln  <px<p8 
untersucht  werden. 

Die  hier  angedeuteten  Probleme  sind  Gegenstand  dieser 
Abhandlung,  wodurch  auch  die  Grundlagen  für  die  analogen 
Untersuchungen  im  Raum  gegeben  sind. 

II. 

Der  Halbierungspunkt  O  von  Ot02  wird  zum  Ursprung 

eines  rechtwinkeligen  Koordinatensystems  angenommen;  00t 
sei  die  positive  Richtung  der  x. 

Sind  m'a,  m"  die  mittleren  Fehler  von  040^  und  werden  die 
Orientierungswinkel  fehlerfrei  vorausgesetzt,  so  sind  die 
mittleren  Parallelverschiebungen  tn'm"  von  0^,  OtP  gegeben 

durch   

m'  —  Oj\  w'a,        m"  =z  Oj>.  m'i 

Wegen 

0XP.  ÖaP.sin  7  =  c. y, 

wird  aus  1) 


(*.y*.M*  =  OJn.O%Phn'? +  0^.0^**1'?.     .  .  .2) 

Da 

u,      .      .         cos2  a. . du— sin  a.  cos  <xxdf 
tg  04  —  -1- ,  a  so  </a.  =  x-  1  1  

/  / 

ist,  so  erhält  man,  wenn  für  d*v  du,  d  f  die  mittleren  unregel- 
mäßigen Fehler  ±w«,  zhmH)  db»t/  gesetzt  werden, 

/2_  (cos2  at  m2H-sin2  «,  wf -)  cos2  ix 

iri,t  —  — —  :  ■•  .  •  •  *->/ 

P 

In  3)  bedeutet  demnach  mu  den  mittleren  Fehler  in  der 
Plattenausmessung,  mf  jenen  in  der  Bestimmung  der  Bild- 
distanz. In  jenen  Fällen,  wo  für  die  erstere  eigene  Apparate 
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Verwendung  finden,  ist  tnu  wesentlich  kleiner  als  mf.  Bei  der 
Anwendung  der  Photogrammetrie  zu  geodätischen  Aufnahmen 
erfolgt  jedoch  die  Ausmessung  auf  den  Positiven  mit  Benützung 
von  Transversalmaßstäben,  so  daß  in  diesem  Falle  die  Genauig- 
keit in  der  Entnahme  von  u  annähernd  ebenso  groß  ist,  wie 
der  Fehler  in  der  Bestimmung  der  Bilddistanz,  so  daß  für  die 
weitere  Untersuchung  mH  •=  mj  gesetzt  werden  kann. 
Man  erhält  dann  aus  3) 

=  und  ebenso       =  2*±!±.  . .  .4) 

P  P 


Da  endlich 


cos  at  : 


cos  ot,  = 


y.  sin  9,+      +  *j  cos  <p, 


°'p= \f{i-*f+*    °>p  =  \/{y+x1 


ist,  so  ergibt  sich  aus  4)  und  2)  die  Gleichung  der  Fehlerkurven 


c 
2 


~  +  xj+  sin  ?1  +      -*)  cos . 


r 


oder 
wobei 


+  \ysm  <p2  +  *)  cos  <pt 


yy-O  ...5) 


/.ii/ 


...6) 


gesetzt  wurde. 

Da  in  G)  c,  /,  gegebene  konstante  Größen  sind,  so  ent- 
spricht jedem  Werte  von  M  ein  ebensolcher  p,  so  daß  für  die 
durch  ö)  bestimmte  Kurvenschar  CÄ,  p  den  Parameter  bildet. 


^^^^ 
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III. 

Zum  Zwecke  einer  geometrischen  Erzeugung  dieser 
Fehlerkurven  bringen  wir  das  Kreisbüschel  mit  den  Grund- 
punkten 0j08   

*,  +  (y-Y/r,~T)"='*  ...7) 

in  Beziehung  zu  der  Schar  konzentrischer,  ähnlicher  und  ähn- 
lich gelegener  Ellipsen 

[y      <p x  +      —x)  cos  Tl J  + 

+     sin  Ts  +  ^~  "** *J  cos ¥a)  =  ^ 


8) 


wo  in  6)  und  7)  r  —  der  Kreishalbmesser  —  und  rx  die  Para- 
meter sind. 

Für  die  Abszisse  p  und  die  Ordinate  q  des  Mittelpunktes 
Ü  der  konzentrischen  Ellipsenschar  erhält  man  in  dem  früheren 
Achsensystem 

p  =  -c.    sin<ft-*>   ,    q  =  -c.  CQS     CQS     ,  ...9) 
2.sinfol+<pt)  sinfo+ft) 

während  die  Achsenrichtungen  durch 

<}>  -  ?a~?1  und  rf,  =  l^ziiL ± 90  ...10) 
2  2 

» 

bestimmt  sind,  hiebei  <j>  von  der  positiven  Richtung  der  x  im 
rechtsläufigen  Sinne  gezählt. 
Die  Halbachsen  a,  b  sind 

a*=  ^  ,    b>  =  --T- 1 

2.cos»?l±^  2.sin«&±** 
2  2 

somit  ist  das  konstante  Achsenverhältnis 

±  =  t^±Jh  ...12) 
&  2 
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Mit  rx  —  0  genügen  p,  q  der  Gleichung  8);  die  entspre- 
chende Ellipse  reduziert  sich  auf  den  Punkt  Q. 
Die  Parameter  r,  rx  sollen  nun  der  Bedingung 

r.r1=-^  ...13) 
2 

entsprechen. 

Dann  ist  also  jedem  Kreis  des  Büscheis  eine  Ellipse  der 
Schar  zugeordnet.  Der  Ort  für  die  Schnitte  der  entsprechenden 
C2  ergibt  sich  durch  Elimination  von  r,  rx  aus  7),  8)  und  13)  als 
die  frühere  durch  5)  ausgedrückte  dem  Parameter  n  entspre- 
chende C6. 

Die  Fehlerkurven  werden  daher  als  Schnitte  eines  Kreis- 
büschels mit  den  GrUndpunkten  Ox02  und  einer  Schar  kon- 
zentrischer, ähnlicher  und  ähnlich  gelegener  Ellipsen  erzeugt, 
wobei  die  Parameter  r,  rx  der  entsprechenden  Kurven  der 
Bedingung  13)  zu  genügen  haben. 

Nachstehend  die  speziellen  Fälle : 

■  * 

a)      •+-  <p2  =  90. 

Der  Schnitt  S  (Fig.  1)  der  den  Aufnahmen  in  0t  und  0, 
entsprechenden  optischen  Achsen  des  Apparates  liegt  dann  im 
Halbkreis  über  OtOr 

Aus  9)  wird 

p=--cos2yv    q  —  — -ysin2ft,  ...9d) 

während  11)  wegen  13) 
* 

<,*  =    =  ...i^) 

gibt. 

Die  Schar  konzentrischer  Ellipsen  geht  daher  in  diesem 
Falle  in  eine  Schar  konzentrischer  Kreise  über,  deren  Mittel- 
punkt Q  wegen  9  a)  mit  S  einen  Durchmesser  des  Kreises 

r  =  |g«bt 

Jedem  r  des  Kreisbüschels  entspricht  somit  bei  gegebenem 
(L  der  aus  1 1  a)  folgende  Kreishalbmesser  a  der  konzentrischen 
Schar. 
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b)  ?i  = 


Es  wird  aus  9) 


p  =  0,    q=z  —  —  cotg  tpt 

2 


..9b) 


und  aus  11)  wegen  13) 


8H.cos»Tl'  -8r».sk^' 
Ist  überdies 

9!  =     =  45°, 

so  erhält  man  aus  9a),  9b)  und  IIa),  11*)  übereinstimmend 

p  —       q  -  ~~  ...  &by 

a2  =  h2=£  -II'*) 

und  demnach  zwischen  zwei  entsprechenden  Kreisen  des 
Büschels  und  der  Schar  bei  gegebenem  p.  die  Beziehung 

^  Ti  +  ft  =180. 
Aus  9)  und  10)  folgt 

p  =  oo,    ?  —  oo,    tj,     90— <p„ 

während  8)  die  beiden  parallelen  und  zu  den  Richtungen  <pp  <p8 
normalen  Geraden 


y  =  co,g  7l . ,  ±  _i_  ^         cos,  fi  . . . , ,  e) 

gibt. 

Die  konzentrischen  Ellipsen  gehen  in  diesem  Falle  in  ein 
Paranelstrahlenbüschel  über.  Jedem  r  des  Kreisbüschels  ent- 
sprechen somit  zwei  Strahlen  in  letzterem,  welche  auf  der  Y 
gleiche  Abschnitte  bestimmen. 

S«tzb.  d.  mathem.-naturw.  Kl.;  CXV.  Bd.,  Abt.  II  a.  67 
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IV. 

Wir  untersuchen  die  C6  in  den  folgenden  beiden  speziellen 
Fällen. 

a)  ^x—^i  —  90. 

Die  Achsen  des  photographischen  Apparates  sind  bei 
beiden  Aufnahmen  zueinander  parallel,  und  zwar  senkrecht 
zur  Standlinie  OxOt. 

Aus  5)  folgt  die  Gleichung  der  Fehlerkurven 

[(i-^][(|-H-T=a  -5a) 

I  ■ 

Die  Kurven  konstanten  Punktfehlers  sind  in  diesem  Falle 
konfokale  Cassinische  Kurven  mit  Ot02  als  Brennpunkten. 
Aus  1 1  c)  wird 

sie  ergeben  sich  demnach  als  Schnitte  eines  Kreisbüschels  mit 
einem  zur  Achse  des  letzteren  parallelen  Strahlenbüschel, 
woraus  auch  eine  einfache  Konstruktion  dieser  Kurven  folgt. 

Je  nachdem  u  =  —  •  s/2,  hat  man  die  bekannten  Speziali- 

4 

täten,  nämlich  zwei  gesonderte  Blätter,  die  Lemniscate  oder 
eine  Ovalfigur. 

*>)  Ti  =  ?•  =  45" 
Aus  8)  wird  wegen  13)  und  11'*) 

und  folglich  die  Gleichung  der  C6 

Auch  in  diesem  Falle  ist  eine   einfache  Konstruktion 

nach  9'*)  und  14)  möglich.  Da  ,  liegt  die  jedem  p 

2 
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entsprechende  Kurve  innerhalb  des  Kreises  a  n  ^-  der  kon« 

c 

zentrischen  Schar. 
Da  wegen  7) 

ist,  wird  wegen  8b) 

äy_  4(a:yf^L  +  f.y), 


dx 


Mit  den  zusammengehörigen  Werten 

_y  =  0,    x-—    a  -  —  V2 , 
2  2 


...15) 


wird  aus  15)  wegen  14) 


c  c2 


__-  ...16) 
dx       S/Ar2—  c* 

Dem  Kreis  der  konzentrischen  Schar  durch  die  beiden 
Grundpunkte  Oj02  des  Kreisbüschels  entsprechen  zwei  zu  X 
symmetrisch  liegende  Kreise  in  letzterem;  die  Tangenten  in  Ot 
und  0a  an  diese  beiden  Kreise  sind  wegen  16)  auch  Tangenten 

c2  r- 

an  die  Cfl.  Solange  also  f*>—  V2  ist,  sind  die  Tangenten 

2 

in  den  Doppelpunkten  Ox  und  02  reell.  Für  jj.  =  c%  durch- 
schneiden sich  die  durch  Ol  und  02  gehenden  Kurventeile 

c%  i — 

rechtwinkelig,  während  mit  [i  = —  V2  die  beiden  Tangenten 

2 

zusammenfallen;  die  Kurve  besitzt  in  diesem  Falle  in  0t  und 
02  einen  Rückkehrpunkt. 

Für  r~  -1.  wird  mit  7)  und  15) 

■      .      ,.  . 
G7* 
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Der  dem  kleinsten  reellen  Kreise  des  Büschels  entspre- 
chende größte  Kreis  a  =      der  konzentrischen  Schar  berührt 

somit  die  Kurve  in  den  Schnittpunkten  dieser  beiden  Kreise. 
Mit  *  =  0  zerfällt  5  b)  in  die  beiden  kubischen  Gleichungen 

y+yy+(j=bii)^  + y  =  0,  *"17) 

welche  für  den  Wert 

il  =  m  =  =f  (3  y + cy  +  j)  •  -  • 1 8) 

zwei  gleiche  reelle  positive  sowie  zwei  reelle  negative  Wurzeln 
geben.  Mit  den  ersteren  gibt  18)  ^  =  0-9026^  als  den  zu- 
gehörigen Wert  des  Parameters. 

Ist  |A>|v  so  besteht  die  Kurve  aus  zwei  getrennten 
Teilen,  welche  sich  in  den  Doppelpunkten  durchschneiden. 
Für  ttzrc2  zerfällt  hiebei  die  C6  in  den  Kreis 

(>+f)!+**=ir 

durch  Ofi%  mit  dem  Mittelpunkt  Q  und  in  die  C4 

+  (y*- -1  cy-  ^)  c*  =  0, 

wie  auch  unmittelbar  klar  ist,  da  für  diesen  Wert  von  |*  wegen 

1 4)  der  Kreis  a  =  —  •  V2  mit  einem  der  beiden  entsprechenden 

2 

Kreise  r  zusammenfällt,  somit  einen  Bestandteil  der  C6  bildet. 

Für  \x-\Lq  wird  mit  #=r0,  wie  immer  —  =  0  und  wegen 
18)  aUch  —  =  0;  die  Kurve  besitzt  auf  der  positiven  Ordinaten- 

achse  einen  Doppelpunkt,  dessen  Ordinate  den  beiden  positiven 
gleichen  Wurzeln  von  17)  entspricht. 

Ist  fr  >  |jl  >  —  N/2,  so  besteht  der  den  positiven  Ordinalen 

2 

entsprechende  Teil  aus  zwei  Blättern. 
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Wird  p,  <  —  V2,   so  werden  nach  dem  Früheren  die 

Doppelpunktstangenten  imaginär;  die  Kurve  besitzt  nur  nega- 
tive Ordinaten. 

Dem  Werte  |t=0  endlich  genügt  in  beiden  Gleichungen  17) 

c 

y~—  —  \  die  Kurve  reduziert  sich  auf  einen  Punkt,  den 

Mittelpunkt  Q  der  konzentrischen  Kreise. 
In  Fig.  2  sind  folgende  Fälle  dargestellt: 

I  für  den  Parameter  \l  =  c2, 

11   *     *         *        H.  =  K» 

III  »         {jl  =  0-85c*, 

IV  ,     .         »         p.  =  —  >/2 , 

2 

V     »      >  »  |x  —  

Von  den  Fehlerkurven  kommen  selbstverständlich  nur  die 
den  positiven  Ordinaten  entsprechenden  Teile  und  von  letzteren 
nur  diejenigen  Stücke  in  Betracht,  welche  innerhalb  des  von 
dem  Apparat  bestrichenen  Aufnahmsfeldes  gelegen  sind,  für 
welche  daher  eine  Realisierung  der  Abbildung  erfolgt. 

Nimmt  man  in  6)  die  Bilddistanz  f=  0-184  mm,  den 
mittleren  Fehler  ihrer  Bestimmung  m/=  O  l  mm  und  setzt 
H  =  k.c2,  so  ist  der  mittlere  Punktfehler  M  =  0-00054 
so  daß  sich  für  c  =  \00m  und  k  =  1,  k  =  2,. .  M -  0'05  m, 
M  ~  0-  10t«  ergibt. 

V. 

Für  dieselbe  Standlinie  OtOt  =  c  gehört  zu  den  Orien- 
tierungswinkeln <p^8  eine  Kurvenschar  C6,  zu  den  Winkeln  fa'v 
einer  zweiten  Punktbestimmung  entsprechend,  eine  Schar  C£ 
welche  beziehungsweise  den  Gleichungen 

F(*>y>iiW)  =  o,  ^(*,*?;tfpV)  =  o  ...19) 

genügen. 

Jedem  Werte  von  ji  entspricht  eine  bestimmte  C6,  jedem 
Werte  von  p/  eine  ebensolche  C6'.  Es  sollen  nun  solche  Kurven 
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Fig.  2. 

in  den  beiden  Scharen  als  entsprechende  bezeichnet  und  zum 
Schnitt  gebracht  werden,  für  welche  das  Verhältnis  ihrer 
respektiven  Parameter  konstant  ist,  welche  also  der  Bedingung 

...20) 


-n 


genügen. 
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Man  erhält  dadurch,  wie  schon  im  ersten  Abschnitt 
bemerkt  wurde,  Kurven  konstanten  Fehlerverhältnisses.  Da 
nämlich  zwei  Aufnahmen  mit  den  Orientierungswinkeln  frfr 
die  horizontale  Projektion  eines  Punktsystems  bestimmen  und 
dasselbe  von  zwei  anderen  Aufnahmen  mit  den  Winkeln 
gilt,  so  entspricht  der  erwähnten  Kurve  die  Gesamtheit  aller 
Punkte,  für  welche  sich  aus  beiden  Bestimmungen  dasselbe 
Verhältnis  der  mittleren  Fehler  ergibt.  Der  Parameter  in  den 
sich  ergebenden  Kurvenscharen  ist  somit  «;  die  dem  Werte 
ff  =  1'  entsprechende  Kurve  gibt  daher  diejenigen  Punkte,  welche 
aus  den  beiden  Paaren  von  Aufnahmen  gleich  genau  erhalten 
werden. 

Die  Gleichung  für  die  Schnittkurve  entsprechender  C6  und 
C'%  ergibt  sich  durch  Elimination  von  ft  und  \if  aus  19)  und  20) 
und  liefert  die  C2 

*n*>+aifxy+anj*+a19x+aMy+an  =  0, 


wo 


...21) 


an  =  (cos2  <?;  +  cos2  <p2)  «—(cos2  fr +  cos2  fr) 
aJ2  =  (sin  2^— sin  2<pJ)  «—(sin  2fr— sin  2fr) 
ß22  =  (sin2  ?;  +  sin292)  »  —  (sin2  fr  +sin2  fr) 
a,s  =  (cos2  tp2—  cos*  <p't)  HC — (cos2  fr— COS2  fr)  c 


1 

fl23  =  —  (sin  2^+sin  2<p2)  nc- 

6 


1 


(sin  2fr  ■+■  sin  2  fr)  c 


22) 


a33  =  -J  [(COS2  fJ  +  COS*  <pj)  «^(COS2  fr  -f  COS2  fr)] 

ist.  Hieraus  folgt  zunächst 

*ii  +  "«2  =  2  (»—!)•  —  23) 

Ordnet  man  daher  jeder  Cö  diejenige  Q  zu,  welche  zu 

demselben  Werte  des  Parameters  gehört,  setzt  also  in  20)  p.  =  jä.' 

und  demgemäß  in  23)  n=\,  so  ergibt  sich  als  Schnittkurve 

eine  gleichseitige  Hyperbel. 

Für  die  Mittelpunktskoordinaten,  die  Abszisse  p  und  die 

Ordinate  q  erhält  man  in  dem  ursprünglichen  Achsensystem 


a2«3-f-fc2«-f-c2  ' 


«yt'+fraw+g,  24) 

M     a2«2+£2«-r-c2  ' 
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wo 


ai  =  Tsin  tä+VÖ  sin  tä— *D 


b%  zz         [sin*  (<?;—<&)— sin  (ft+TÖ  sin 

+sin  (tf-t-ft)  sin  (tf— <p2)— sin2^— <pt)] 
=  y  sin  (?1  +?2)  sin  (ft— <p.) 

a2  =  — sinf(9j+^)  /•••25) 

b9  =  sin8  (ft— ?;)+sin8  fai— *D  + 

+  sin»  (fc+tfRsin«  (fc+f.) 

<r2  =—  sin»(?i+?i) 
ö8  —  c.cos  tpj  co6  <pj  sin  OpJ+'fi) 

fc8  =  —  c  [sin  OpJ+ft)  cos  ?i  cos  ?«  + 

+sin  (ft+fj)  cos  cos 

c8  =  c.  cos  <pt  cos  <p2 .  sin  (<pt  +<p2) 
ist 

Da  Ott 

wegen  23)  und  25)  zwei  reelle  positive  Wurzeln  wo 
o<nl<\)  tt2>l  ist,  besitzt,  welche  daher  den  Gleichungen 

genügen,  so  sind  die  Kegelschnitte  21)  Ellipsen  für 

o<n<znt    und  «>wa, 

Hyperbeln  für 

«1<«<«a, 

während  den  Nullstellen  von  26)  Parabeln  entsprechen. 
Die  Achsenrichtungen  ergeben  sich  aus  22)  mit 

_  (sin  2?2-sin  2rf)  k — (sin  2<pa-sin  2fr)_.  >27) 
ig  l  T  _      _  (cqs  2  ?/  +  cos  2  cpj)  w + cos  2  ft + cos  2  <p2 

Sind  so  wie  früher p,q  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes 
Q  der  konzentrischen  Ellipsenschar,  welche  mit  dem  Kreis- 
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buschel  durch  OxO%  die  C6  erzeugen  und  haben  //^  analoge 
Bedeutung  bezüglich  Ö'  für  die  CJ,  so  erhält  man  wegen  9)  und 
25)  aus  24)  mit  n  =  0 


und  mit  n  =  oo 


...28) 


...29) 


Für  diese  beiden  Werte  reduzieren  sich  die  Kegelschnitte 
auf  die  Punkte  Q,  Q'  wie  aus  22)  und  8)  mit  r1  =  0,  respektive 
r[  zz  0  hervorgeht. 

Die  Elimination  von  «  aus  24)  gibt  die  Kurve,  auf  welcher 
die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  liegen,  also  den  Träger  der 
Kegelschnittschar.  Diese  ist  zufolge  24)  ein  Kegelschnitt  und 
nach  dem  früheren  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  die  Achsen- 
richtungen der  Parabeln  bestimmen,  welche  den  Werten  n  =  nlf 
n  =  n%  entsprechen.  Diese  Richtungen  ergeben  sich  demnach 
aus  24)  mit 

dq 

dP      dp      (<*lbt—a%bl)n*+2(alCt  —  atc1)n  +  b1Ci  —  b%cl'"'  ' 
dn 

wenn  in  30)  für  «,  nx  beziehungsweise  nt  gesetzt  wird. 

Diese  Hyperbel  geht  wegen  28)  und  29  auch  durch  die 
Punkte  Q  und  W;  die  Tangenten  in  denselben  folgen  aus  30) 
mit  u  zz  0,  beziehungsweise  n  —  oo  mit 

t  =  TF¥r'  «*Pe"«v.  ^  =  M=^A,  ...300 

welche  sich  demnach  in  dem  Punkte  x  =  y  —  ^- 
schneiden. 
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Liegen  die  Schnittpunkte  S,  S*  der  optischen  Achsen, 
welche  den  Aufnahmen  yxy9  und  <pj<pj  entsprechen,  in  einem 
Kreise  des  Büscheis  durch  Ox02,  so  wird  aus  25)  c%  =  flj  und 

wegen  26')  «x  =  —  > 

Wird  überdies  für  beliebige  <pi<p8 

?;  =  90+^,    <p2  =  <pa-90, 
so  genügen  wegen 

a%  =  c2  =  -  sin2  (fc  +  f,),    *2  =  2(1  +cos*  (ft+fc)) 
der  Gleichung  26)  die  beiden  Werte 

„,  =  tg*ll±*,     „a  =  cotg.i'±* 

Die  diesen  beiden  Werten  entsprechenden  Parabeln  sind 
dann  wegen  20)  und  12)  Genauigkeitskurven  für  Fehlerverhält- 
nisse, welche  mit  dem  Achsenverhältnis  der  konzentrischen 
ähnlichen  Ellipsenscharen  Q  und  Q'  übereinstimmen.  Die  Achsen 
der  letzteren  stehen  wegen  10)  und 

■ 

ftr-.?_t  _  ?tzil  +  90 

2  2 

in  diesem  Falle  aufeinander  senkrecht.  Da  ferner  27)  für  die 
obige  Annahme  unabhängig  von  n 

liefert,  so  sind  auch  die  Achsen  aller  Kegelschnitte,  welche 
durch  die  Schnitte  entsprechender  C6  und  Q  erzeugt  werden, 
in  diesem  Falle  parallel  zu  zwei  festen  Richtungen,  nämhc 
zu  jenen,  welche  durch  die  Achsen  der  konzentrischen  Ellipsen- 
scharen  Q  und  Ü'  gegeben  sind. 
Da  für  die  frühere  Annahme 

ax  =  —cx  =  ~  sin      +      sin  (?2— <pt),    bx  =  0 
£• 

tf3  =  —c  sin  tpt  sin  'p2  sin  Ofr+ft), 

fr3  =  c.cös  ('fi  +  'fa)  sin  (ft+ft),    ^  =  b*— a* 
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wird,  so  folgt  aus  30) 

dq\  __ 


Die  Hyperbel  ist  dann  eine  gleichseitige  und  es  stehen 
somit  die  Achsen  der  Parabeln,  welche  den  Werten  nxn^  ent- 
sprechen, aufeinander  senkrecht.  Die  Tangenten  in  Q  und  iV 
an  die  Hyperbel  schneiden  sich  wegen  bt  —  0  in  einem  Punkte 
der  Ördinatenachse. 

VI.  '  ' 

'  .• 

Von  Interesse  ist  der  spezielle  Fall,  wo  5  und  S'  im  Halb* 
kreis  über  OxO%  liegen,  somit 

=  90    und    ^J+<pJ  =:  90 

ist  und  folglich  nach  lila  die  konzentrischen  Ellipsen  Ü  und  Q' 
in  Kreise  übergehen. 
Wegen 


ö13  =  — C.COS  2tpj.M-r-C.COS  2fv 


...22a) 


a28  =  c.s'm  2v[.n— c.sin  2<p„   a3S  —  —  («— 1) 

4 


und 


ai  =  — -^-cos  2(p;,  ^  =  c.  cos  (?',—?,)  cos  (ffi+?'i)* 

c.  —  cos  2rp 

1  2 


ß2  =  — 1, 


*,  =  2, 


...  25  a) 


ös  =  — sin2^,      £3  =—  r.  cos  sin  (ft+tf), 

^      •  o 
cs  =  V'Sin  9l 

genügt  26)  der  eine  Wert  m  =  1,  welchem  wegen  22  t/)  nach  21) 
die  Gerade 

__cos_2?_;T-cos2^>jp  _31) 


"13 


X  — 


entspricht 


»28 


sin  2npt — sin 
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Für  die  übrigen  Werte  von  n  sind  die  Kegelschnitte  Kreise, 
deren  Mittelpunktskoordinaten  durch 

._  _.cos2yj.il— cos  2T|  _  sin 2^.n-sm2h 

P-c  '  2(»»-1) 

und  deren  Halbmesser  p  durch 
gegeben  ist. 

Die  Mittelpunkte  der  Kreise  liegen  wegen  24a)  auf  der 
durch  Q  und  W  gehenden  Geraden 

sin  2?1-sin  2y'  sin  2(^-yt)  -33) 

q  ~  cos  2<p'— cos  2<pt  V        2(cos  2^— cos  2f ,) 

Die  dem  Werte  «=1  entsprechende  Gerade  31)  steht 
somit  auf  der  durch  33)  bestimmten  senkrecht  und  geht  wegen 
lila  durch  den  Halbierungspunkt  M  der  Strecke  QQ'. 

Da  ferner  wegen  24a),  25a),  28),  29)  und  32)  zwischen 
M  und  den  Schnittpunkten  TJ%  eines  Kreises  mit  der  Geraden 
ÖQ'  die  Beziehung 

M\.MT%  =  MW  =  — sin*  (tf— <p,) 

4 

besteht,  so  bilden  die  Kreise,  in  welchen  sich  entsprechende  Q 
und  CJ  schneiden,  die  Orthogonalschar  zu  einem  Kreisbüsche 
mit  den  Grundpunkten  Q  und  ö'.  Dem  Werte  n  =  l  entspncnt 
sonach  die  Fotenzlinie  der  ©rsteren. 


VII. 

Von  den  beiden  Kurvenscharen  Cfl  und  Q  werde  nun  die 
eine,  etwa  Q,  dahin  spezialisiert,  daß  in  19) 

tf  =  9t  =  90 

gesetzt  wird,  wodurch  letztere  in  die  Schar  konfokaler  Cassini- 
scher Kurven  übergeht. 


Digitized  by  Googl 


Fehlerkurven  der  photographischen  Punktbestimmung.  1027 


Es  wird  dann 

an  =  —(cos8  ^-hcos«  <pa),    al%  =  —(sin  2?t-sin  2?1), 

=  2« — (sin8  tpt  -+-  sin8  «pj ; 


*  is  =  —  c  (cos8  <p„  -  cos8  fj),  * 88  = 


(sin  2  ^4- sin  2cp8), 


und 


«33  =  "(COS8  ft  +  COS8  fc) 

4 


► . . .25fc) 


at  =0,    fcx  =  —  c(cos8  <pa  —  cos8  <pj, 

^  =  0,       =  2  (cos8  cpA  -+-  cos8  ?2), 

ct=-  sin« 

«,  =  0,  bB=0y 

cs  =:  r.cos  <p,  cos  <pt  sin  fo-f-ft). 

Die  Achsenrichtungen  der  Kegelschnitte  sind  dann  wegen 
27)  aus 

tg2*~  sin2?-sin2? 

2h-i-cos  2<pt-r-cos2<p8  ' 

und  die  Gleichung  der  transformierten  Kurve  durch 

4 .  c8 .  cos2  cpj  cos2  <pa .  n 


gegeben,  wo 

%  —  

2  (cos8  <pA  -f-  cos*  (p,) .  * — sin8  (fx ■+• <f>2) 

ist  und  \\  wegen  23)  der  Gleichung 


...35) 
...36) 


X8_2(*-1)X— -(a\2~4ana22)  =  0        . .  .37) 
genügen.  4 

Wegen  25£)  hegen  die  durch  24)  bestimmten  Mittelpunkte 
auf  einer  durch  Q  gehenden  Geraden  g,  deren  Richtungswinkel  u> 
wegen  22  b)  und  25  b)  aus 

tgirt  — _       V»      _      2  (cos8  fr -f- cos8  ya)  _  2atl 
bxc% — b%cx  sin  2cp8 — sin  2<px  al2 

bestimmt  ist 
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Die  Achse  Oj08  des  Kreisbüschels  und  die  die  Mittel- 
punkte der  C2  enthaltende  Gerade  g  sind  demnach  konjugierte 
Richtungen  sowohl  bezüglich  der  letzteren  als  auch  in  Bezug 
auf  die  konzentrischen,  die  C6  erzeugenden  ähnlichen  Ellipsen. 
Der  Richtungswinkel  co  bestimmt  zugleich  die  Achsenrichtung 

der  dem  Werte  «  =  —       entsprechenden  Parabel,  welch 

erstere  mit  diesem  Werte  ebenso  aus  34)  erhalten  wird 
Da  für  n  =  1  aus  34) 

o) 

tg  2  <|>  =  —  cotg  co    oder    <^  =  45  +  — 

folgt,  so  schließen  die  Asymptoten  der  dem  Werte  «  =  1  ent- 
sprechenden gleichseitigen  Hyperbel  mit  g  und  der  Achse  C^O, 
des  Kreisbüschels  gleiche  Winkel  ein. 

Nachstehend  die  speziellen  Annahmen: 


Aus  35)  ergeben  sich  die  Halbachsen 


c*.sin*  2tfr» 


x  ^.sin^.M  x  _£^smj^r 

a  =~Yl= — 2(2ft— i)  '  K~  2^])i 

und  aus  24)  die  Mittelpunktskoordinaten 

c         n             c.sin  cpt  cosyt 
*>  =  ycos2?1,    q  =  ^1 

Je  nachdem  also  »f-  ist,  erhält  man  die  Ellipse,  die 

2  • 

Parabel  oder  die  Hyperbel. 

b)  ?i  =  ?«• 

Es  wird 

2  _  _       c2.»*  ^  _  _g'-cos>?L:tf_. 

~~     4(„__sjn3Tl)'  4(«  — sin2?,)8 

Mit  «<sina^,  erhält  man  daher  Ellipsen  und  für 
h  —  _cos  2'flf  hiebei  cos  2<p1<0  vorausgesetzt,  einen  rei 

vom  Halbmesser  p  =  -— —  V—  cos  2<pr 

'  2.COS?! 
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Fürw  =  sin2<pj  die  Parabel 

deren  Leitlinie  für  9  =  45  somit  mit  der  Achse  Ot02  des  Kreis- 
büschels und  deren  Brennpunkt  in  diesem  Falle  mit  dem  Mittel- 
punkt Ö  der  konzentrischen  Kreise  zusammenfällt. 

Für  «>sin3rp1  Hyperbeln,  welche  für  n  —  \  in  die  gleich- 
seitige 

Y2—X*  =  

4 .  cos2  <pt 

übergehen. 

c)  <pt  =  ?2  =  90. 

In  diesem  Falle  wird  aus  C6  die  C4>  welche  mit  C'A  eine 
und  dieselbe  Kurvenschar  bildet.  Mit  dem  hier  aliein  in  Betracht 
kommenden  Werte  n  —  \,  wo  dann  jede  C4  mit  der  ihr  ent- 
sprechenden C[  zusammenfällt,  verschwinden  in  22)  sämtliche 
Koeffizienten,  da  die  in  dem  früheren  Sinne  definierten  Kurven 
nicht  mehr  bestehen. 

♦ 

VIII. 

Während  bei  der  geodätischen  Punktbestimmung  bei  ge- 
gebenen Messungsfehlern  jedem  Punkte  ein  bestimmter  Fehler 
entspricht,  tritt  bei  der  photographischen  Methode  noch  die 
Abhängigkeit  desselben  von  den  Orientierungswinkeln  <pj<p2 
hinzu.  Bisher  wurden  letztere  als  gegebene,  unveränderliche 
Größen  angesehen.  Es  soll  nun  noch  die  Abhängigkeit  des 
Fehlers  in  einem  bestimmten  Punkte  P(xty)  von  diesen  Winkeln 
untersucht  werden. 

In  5)  sind  nunmehr  x,y  als  konstant,  hingegen  yx%%  als 
voneinander  unabhängige  veränderliche  Größen  anzusehen. 

Mit 


...38) 


=     sin  <pt  +   x^j  cos  <pt  j ,  ...  39) 

v|  =:  i^y  sin  <p2  -+-       -f-  x^j  cos  ?2 j  ,  ...  40) 
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wird  aus  5) 

v2  =  vf+v|.  -..41) 

Setzt  man 

^— =  0,         =  0, 

so  werden  für  die  Aufnahmen  in  Ot  und  0,  je  zwei  zueinander 
senkrechte  durch  die  Gleichungen 

bestimmte  Richtungen  erhalten,  in  welchen  vt  und  v,  den 
größten  Wert  —  der  Richtung  0XP,  respektive  0tP  ent- 
sprechend —  und  den  kleinsten  Wert     =  <  =  0  erreichen. 

Für  je  eine  durch  0,  und  02  gehende  Richtung,  welche  mit 
jener  der  <,  vf  die  Winkel  Bv  respektive  0,  einschließt,  wird 
für  diese  Richtung 

Vl  =  v;  sin  e,,  1 

beziehungsweise  i  "' 

v2  =    sin  9r  ) 

Hienach  lassen  sich  bei  gegebener  Punktlage  und 
gegebenem  Gesichtsfeldwinkel  des  Apparates  die  Orientierungb- 
winkel  so  bestimmen,  daß  der  durch  41)  gegebene  Punktfehler 
möglichst  klein  wird. 
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Ober  die  Absorption  und  das  Strahlungs- 
vermögen der  Metalle  für  Hertz'sche  Wellen 

von 

Josef  R.  v.  Geitler. 

Aus  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  deutschen  Universität  in  Prag. 

(Mit  3  Textfiguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  5.  Juli  1906.) 

V.  Bjerknes1  hat  gezeigt,  daß  die  nichtmagnetischen 
Metalle  hinsichtlich  ihrer  Fähigkeit,  elektrische  Wellen  zu 
dämpfen,  sich  in  derselben  Reihenfolge  ordnen  wie  ihre  spezi- 
fischen elektrischen  Widerstände.  Seine  Versuche  beziehen 
sich  jedoch  nur  auf  Wellen  einer  Periode.  Es  schien  mir 
daher  nicht  ohne  Interesse,  zu  untersuchen,  ob  und  in  welcher 
Weise  das  Verhältnis  der  Dämpfungskonstanten  verschiedener 
Metalle  von  der  Wellenlänge  abhänge;  denn  eine  etwa  vor- 
handene anomale  Absorption  müßte  durch  solche  Messungen 
nachgewiesen  werden  können.  Es  möge  gleich  hier  bemerkt 
werden,  daß  in  dem  untersuchten  Bereiche  von  Wellenlängen 
für  Kupfer,  Neusilber  und  Zink  anomale  Absorption  nicht 
gefunden  wurde;  von  vornherein  war  aber  ein  normales  Ver- 
halten der  verschiedenen  Metalle  nicht  mit  Sicherheit  zu  er- 
warten, hatte  doch  Drude2  bei  Flüssigkeiten  anomale  Absorp- 
tion im  Gebiete  der  Hertzschen  Wellen  erhalten.  Bei  Metallen 
wäre  eine  solche  Erscheinung  vielleicht  sogar  weniger  über- 
raschend, wenn  man  bedenkt,  daß  infolge  des  enormen 
Brechungsexponenten  der  Metalle  für  diese  Perioden  die  Länge 

1  V.  Bjerknes,  Wied.  Ann.,  47,  p.  69  (1892). 

2  P.  Drude,  Wied.  Ann.,  58,  p.  1  (1896). 

S'tzb.  d.  mathern. -naturw.  Kl. :  CX V.  Bd.,  Abt.  II  a.  68 
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der  ins  Metall  eindringenden  Wellen  nur  Bruchteile  eines  Milli- 
meters beträgt  und  die  Wellen  in  den  kleinen  Strukturelementen 
des  Materials  Hindernisse  von  der  Größenordnung  der  Wellen- 
länge selbst  vorfinden  dürften.  Für  das  Verständnis  des  ano- 
malen Verhaltens  der  Flüssigkeiten  liegt  die  Schwierigkeit 
aber  gerade  darin,  sich  in  den  gegenüber  den  langen  Wellen 
als  homogen  zu  betrachtenden  Flüssigkeiten  das  Vorhanden- 
sein von  solchen  Gebilden  vorzustellen,  die  man,  z.  B.  in  opti- 
schen Fällen,  beim  Auftreten  anomaler  Absorptionen  u.  dgl. 
als  deren  Ursache  anzunehmen  gewohnt  ist. 

I.  Theoretischer  Teil. 

Das  Prinzip  der  Messungen  war  dasselbe,  das  Bjerknes 
in  der  oben  erwähnten  Arbeit  verwendet  hatte.  Die  Abwei- 
chungen in  den  Einzelheiten  der  Versuchsanordnung  ergeben 
sich  aus  der  weiter  unten  mitgeteilten  Beschreibung  meiner 
Experimente.  Vorher  möge  es  jedoch  gestattet  sein,  jene  theo- 
retischen Betrachtungen  anzustellen,  die  zur  Deutung  der  Ver- 
suchsergebnisse erforderlich  sind.  Zu  diesem  Zwecke  sei  das 
Bjerknes'sche  Messungsverfahren  kurz  in  Erinnerung  gebracht: 
Bjerknes  bediente  sich  möglichst  gleichdimensionierter, kreis- 
förmiger Resonatoren  aus  verschiedenen,  durch  dasselbe  Loch 
gezogenen  Metalldrähten,  deren  Enden  mit  einem  Henz- 
Bjerknes'schen  Elektrometer  verbunden  werden  konnten.  Die 
verschiedenen  Drähte  wurden  gegeneinander  ausgetauscht  und 
nacheinander  der  Beobachtung  unterworfen,  indem  für  jedes 
Material  der  Elektrometerausschlag  gemessen  wurde,  den  ein 
und  derselbe  auf  die  Periode  des  Resonators  abgestimmte  und 
mit  ihm  lose  gekoppelte  Primärkreis  erzeugte. 

Daß  die  Größe  des  Elektrometerausschlages  als  Maß  für 
die  Dämpfung  im  Resonator  verwendet  werden  kann,  hat 
Bjerknes1  nachgewiesen.  Schon  nach  wenig  Oszillationen 
des  rasch  gedämpften  primären  Kreises  kann  man  nämlich 
den  Resonator  selbst  als  Erreger  betrachten  und  seine  Schwin- 
gungen durch  die  Gleichung  darstellen: 

<p  =  B.c-Vcosbt,  ■■Sj 

>  V.  Bjerknes,  Wied.  Ann.,  44,  p.  83  (1891). 
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wo  y  die  Potentialdifferenz  der  Elektrometerplatten  bedeuten 
möge.  Der   Elektrometerausschlag  ist  dann   dem  Impulse 

|     f  -ilt  proportional,  der  sich  für  nicht  zu  große  Werte 

0 

der  Dämpfungskonstanten  ß  zu 

J  =  —  ...  2) 

43 

berechnet.  r 

Hieraus  ergeben  sich  für  den  vorliegenden  Zweck  nach- 
stehende Folgerungen: 

Für  verschiedene  Resonatoren,  deren  Anfangspotential- 
difterenz  B  dieselbe  ist,  wird  das  Verhältnis  n  der  Elektro- 
meterausschläge rf 

«  =  ^-  =  £  ...3') 
J'  r$ 

also  gleich  dem  reziproken  Werte  des  Verhältnisses  der 
Dämpfungskonstanten  ß  und  4V  der  betreffenden  Resonatoren. 
Da  bei  der  Bjerknes'schen  (und  bei  meiner)  Versuchsanord- 
nung  die  üf-Werte  für  alle  Resonatoren  dieselben  sind,  wie  sich 
aus  den  Beobachtungen  von  H.  Hertz1  über  die  Unabhängig- 
keit der  maximalen  Funkenlänge  eines  Resonators  von  dessen 
materieller  Beschaffenheit  ergibt,  so  bietet  die  Methode  die 
Möglichkeit,  das  Verhältnis  ;/  der  Dämpfungskon- 
stanten für  verschiedene  Wellenlängen  in  einfacher  Weise 
zu  ermitteln. 

Es  soll  nun  zunächst  kurz  erörtert  werden,  in  welcher 
Weise  sich  das  Verhältnis  n  mit  der  Wellenlänge  ändern  muß, 
wenn  einesteils  normale,  andernteils  anomale  Absorption  der 
Drähte  für  bestimmte  Periodenbezirke  vorausgesetzt  wird. 

Die  Dämpfung  der  Schwingungen  in  einem  Hertz'schen 
Erreger  —  und  als  solchen  können  wir  nach  dem  oben  Gesagten 
den  Resonator  betrachten  — ist,  wie  schon  Hertz2  gezeigt  und 
besonders  Bjerknes3  ausgeführt  hat,  das  Resultat  zweier  ver- 

1  H.  Hertz,  Ges.  Werke,  Bd.  2,  p.  50. 
•  H.  Hertz,  Ges.  Werke,  ßd.  2,  p.  147. 

3  V.  Bjerknes,  ßihang  tili  k.  Svcnska  Vet.-Akad.  Handlingar,  Bd.  20, 
Afd.  I,  No.  5  (1895):  Über  elektrische  Resonanz  II.  Mit  dieser  Arbeit  wurde  ich 
erst  in  einem  späten  Zeitpunkte  meiner  Versuche  bekannt. 

CS* 
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schiedenen  Wirkungen,  und  demgemäß  setzen  sich  die  Kon- 
stanten ß  aus  zwei  Summanden  zusammen;  der  eine,  im  folgen- 
den ol  genannte,  bezieht  sich  auf  jenen  Teil  der  aufgefangenen 
Energie,  der  sich  beim  Eindringen  der  Wellen  in  den  Draht  in 
(Joule'sche)  Wärme  verwandelt;  der  andere  stellt  die  Dämpfung 
dar,  die  durch  Ausstrahlung  elektromagnetischer  Wellen  vom 
Erreger  (Resonator)  in  den  umgebenden  Raum  erzeugt  wird; 
er  soll  mit  dem  Buchstaben  8  bezeichnet  und  nach  Bjerknes 
das  Hertz'sche  Dekrement  genannt  werden.  Wir  müssen  daher 
das  Verhältnis  «  in  der  Form  schreiben: 

II  —  .  .  .  .  w; 

a+5 

Die  Joule'schen  Dekremente  sind  wesentlich  von  dem 
Material  und  der  Gestalt  des  Resonators,  sowie  von  der 
Schwingungsdauer  abhängig.  Sie  haben  bekanntlich  den  Wert 

fv.x  4) 
2L 

wo  t  die  ganze  Schwingungsdauer,  L  den  Selbstinduktions- 
koeffizienten, w  den  Widerstand  des  Resonators  für  das  be- 
treffende t  bedeuten.  Nach  Lord  Rayleigh  und  J.  Stefan1 
ist  für  unmagnetisches  Material  und  sehr  schnelle  Schwin- 
gungen der  Periode  t  der  Widerstand 


...5) 


R    V  t 

wenn  /  die  Gesamtlänge,  R  den  Halbmesser  und  <J  den  spezi- 
fischen Widerstand  des  Drahtes  für  Gleichstrom  darstellen. 

Bei  Verwendung  vollkommen  kongruenter  Erreger  (Reso- 
natoren) verschiedenen  Materials  ist  demnach  das  Verhältnis 
der  Joule'schen  Dekremente 


/V  ...6) 


T  =  V 


1 


i  J.  Stefan,  Wied.  Ann,  41,  p.  411  (1890). 
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von  der  Periode  unabhängig  und  gleich  der  Quadrat- 
wurzel aus  dem  Verhältnis  ihrer  spezifischen  Widerstände. 
Wären  demnach  die  Hertz'schen  Dekremente  sehr  klein  gegen 
die  Joule'schen  (Gleichung  3),  so  müßte  auch  n  =  v  von 
der  Schwingungsdauer  unabhängig  sein.  In  diesem 
Falle  müßte  sich  das  Vorhandensein  anomaler  Absorption 
eines  der  Metalle  für  die  betreffende  Schwingungsdauer  durch 
eine  Abweichung  des  Wertes  von  n  von  der  Konstanten  v 
kundgeben. 

Nun  wäre  es  aber  ein  verhängnisvoller  Irrtum,  die  Hertz- 
schen  Dekremente  gegenüber  den  Joule'schen  ohneweiters  ver- 
nachlässigen zu  wollen.  Hertz  selbst  hat  für  einen  schwin- 
genden elektrischen  Doppelpunkt  die  Größe  der  durch  Strahlung 
(Abschnüren  von  Kraftlinien)  hervorgerufenen  Dämpfung  zu 
berechnen  gelehrt.1  Die  näherungsweise  Anwendung  dieser 
Rechnung  auf  einen  1  m  langen  geradlinigen  Oszillator,  an 
dessen  Enden  Kugeln  von  \ocm  Halbmesser  angebracht  waren 
(entsprechend  einer  Wellenlänge  von  etwa  480  cm),  führte  ihn 
zu  dem  Resultate,  daß  die  dem  Erreger  ursprünglich  mitgeteilte 
Energie  schon  nach  1 1  Halbschwingungen  durch  die  Strahlung 
allein  auf  die  Hälfte  ihres  Anfangswertes  gesunken  sein  mußte, 
selbst  wenn  der  Widerstand  des  Leiters  zu  vernachlässigen 
gewesen  wäre. 

Das  Hertz'sche  Dekrement  eines  elektromagnetischen 
Oszillators  hängt  offenbar  sehr  von  dessen  geometrischer 
Gestalt  ab  und  ist  wohl  gerade  in  dem  von  Hertz  betrachteten 
Falle  des  geradlinigen  Erregers  besonders  groß.  Daß  aber  auch 
für  andersgestaltete  Systeme  die  Hertz'schen  Dekremente  von 
der  Größenordnung  der  Joule'schen  sein,  ja  diese  beträchtlich 
übertreffen  können,  zeigen  die  Versuche  von  Bjerknes  mit 
kreisförmigen  Resonatoren  von  106-5  cm  Umfang;  er  fand* 
für  0-2  mm  Kupferdrähte  a  =  0-021,  8  =  0-018,  für  O'bmm 
Kupferdrähte  a  =  0'0078,  8  =  0-0266  (die  Werte  a  sind  nach 
Gleichung  4)  berechnet  und  die  o  aus  den  berechneten  Werten 
von  a  und  den  beobachteten  Werten  von  ß  gewonnen). 


1  H.  Hertz,  Ges.  Werke,  Bd.  2,  p.  160. 

2  Bjerknes,  I.  c,  p.  36. 
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Bei  meinen  Versuchen  kamen  durchwegs  Paralleldraht- 
resonatoren zur  Verwendung.  Die  folgenden  Überlegungen 
über  die  zu  erwartende  Abhängigkeit  des  Verhältnisses  « 
(Gleichung  3)  von  der  Periode  t,  wenn  die  Dekremente  8  gegen 
die  a  nicht  vernachlässigt  werden  dürfen,  beziehen  sich  daher 
in  erster  Linie  auf  Erreger  (Resonatoren)  dieser  Gestalt. 

Zunächst  sei  bemerkt,  daß  für  eine  und  dieselbe  Schwin- 
gungsdauer x  die  Werte  8  und  8'  in  dem  Ausdrucke  für  » 
einander  gleich  (8)  gesetzt  werden  können.  Dies  folgt  aus  der 
Erwägung,  daß  für  den  Wert  von  8  neben  der  materiellen 
Beschaffenheit,  des  Mediums  in  der  Umgebung1  des  Reso- 
nators (in  unserem  Falle  also  Luft)  nur  die  geometrische  Kon- 
figuration des  Resonators  selbst,  nicht  aber  dessen  eigene 
materielle  Beschaffenheit  maßgebend  sein  dürfte.2  Da  aber  nur 
diese  letztere  geändert  wurde,  so  kann,  bis  zum  Beweise  des 
Gegenteils,  S  für  beide  Resonatoren  gleich  gesetzt  werden.  Es 
sei  jedoch  betont,  daß  trotzdem  das  Strahlungsvermogen 
eines  Resonators,  wie  weiter  unten  noch  gezeigt  werden  soll, 
von  seinen  stofflichen  Eigenschaften  abhängig  ist. 
Wir  können  demnach  schreiben: 

_  o/+5  _  v+t  ...7) 
H  ~~  "a  +  Z  ~  1-4- Y' 

wenn  7  =  ~  gesetzt  wird  und  v  die  frühere  Bedeutung  (Glei- 
chung 6)  besitzt,  also  einen  von  t  unabhängigen  Wert  darstellt, 
hiebei  soll  festgesetzt  werden,  daß  stets  v<l  sei,  was  durc 
passende  Wahl  der  verglichenen  Metalle  natürlich  immer  er- 
füllt werden  kann.  Um  die  Abhängigkeit  des  Verna  - 
nisses  u  von  der  Periode  z  zu  finden,  soll  folgendere 
verfahren  werden:  Aus  Gleichung  7)  folgt  unmittelbar: 

dn  _    1— v  ...8) 
d-i  ~  (1+7)2' 
Da  nach  der  Voraussetzung  über  v  die  rechte  Seite  \on 
Gleichung  8)  stets  >0  ist,  so  hat  dn  stets  dasselbe  Vorzeic  e 

1  R.  Clausius,  Median.  Wärmetheorie,  III.  Aull.,  Bd.  I,  P-  33a  ffl 

-  Vcrgl.  auch  Bjerkncs,  I.  c,  p.  36. 
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wie       um  daher  den  Sinn  der  Abhängigkeit  des  n  von  t  zu 

d-r 

ermitteln,  genügt  es,  -y-  zu  berechnen.  Nach  der  Definition 

uz 

von  y  ergibt  sich  aber 

dz  -  a  Ur      7  dz)'  "*9) 


und  es  ist  daher 


wenn 


d'i  ^ 
«r 


Setzt  man  in  Gleichung  4)  den  Wert  von  w  aus  Gleichung  5) 
und  für  L  den  Wert  ein,  der  für  den  Fall  paralleler  Drähte  vom 
Abstände  d  und  der  Gesamtlänge  /  gilt,  nämlich 


so  folgt 


L  —  21  lg  nat  — 


«  =  —  —  r=  c .  VT,  ...  4a) 

4A>  lg  nat 

wo  der  Faktor  c  stets  >0  ist.  Demnach  ist  auch 

dy.  c  ... 

2  Vt 

stets  >0  und  es  hat  c/a  dasselbe  Zeichen  wie  t/r.  Wie  sich 
schon  unmittelbar  aus  Gleichung  4  a)  ergibt,  nimmt  also  das 
Joule  sehe  Dekrement  mit  abnehmender  Schwingungs- 
dauer (Wellenlänge)  ebenfalls  ab. 

dt 

Es  ist  sonach  in  Gleichung  9)  und  10)  stets  7.  —  >0. 

Über  das  Vorzeichen  des  Wertes  ^j-  in  Gleichung  9)  ent- 

dz 

scheidet  daher  das  Vorzeichen  und  eventuell  die  Größe  von 
dl 

'fc  •  ^un  gelingt  es  allerdings  im  allgemeinen  und  auch  für 
den  vorliegenden  Fall  nicht,  das  Dekrement  3  als  Funktion  der 
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geometrischen  Konstanten  und  somit  der  Periode  des  Reso- 
nators analytisch  zu  berechnen;  aber  es  ist  möglich,  den  Sinn 

dl 

dieser  Abhängigkeit  und  demnach  das  Vorzeichen  von  —  für 

die  hier  in  Betracht  kommenden  Verhältnisse  und  andere  ein- 
fache Fälle  mit  einiger  Wahrscheinlichkeit  vorauszusehen. 
Wenn  nämlich  die  von  den  einzelnen  Punkten  des  Erregers 
(Resonators)  ausgehenden  Elementarwellen  einander  in  allen 
Punkten  des  umgebenden  Raumes  vernichten,  so  wird  über- 
haupt keine  Strahlung  stattfinden  und  8  =  0  und  unabhängig 
von  der  Periode  sein.1  Dies  wäre  der  Fall,  wenn  der  Resonator 
aus  zwei  unmittelbar  nebeneinander  gelegten  parallelen  Drähten 
bestünde,  deren  Abstand  also  gegen  die  Wellenlänge  voll- 
ständig zu  vernachlässigen  wäre;  da  entsprechende  Punkte  der 
Drähte  nämlich  stets  in  entgegengesetzten  Phasen  schwingen, 
so  müssen  sich  die  von  ihnen  ausgehenden  Elementarwellen 
überall  im  Räume  aufheben  —  oder  man  kann,  vom  Stand- 
punkte der  Kraftlinientheorie  aufgefaßt,  sagen,  daß  die  Kraft- 
linien nur  in  unmittelbarster  Nähe  der  Drähte  verlaufen,  so  daß 
es  zu  einem  Abschnüren  derselben  überhaupt  nicht  kommt 
Ein  solcher  Resonator  würde  übrigens  auch  keine  zugestrahlte 
Energie  aufzunehmen  vermögen.  Zieht  man  nun  die  wirklich 
vorkommenden  Fälle  in  Betracht,  also  z.  B.  Resonatoren  aus 
parallelen,  in  endlichem  Abstände  befindlichen  Drähten  wie  in 
den  folgenden  Experimenten,  so  ergibt  sich  leicht,  daß  die 
Strahlung  für  eine  gegebene  Schwingungsdauer  um  so  größer 
sein  muß,  je  größer  der  Abstand  der  Drähte,  und  für  einen 
gegebenen  Abstand  d  der  Drähte  um  so  größer,  je  kürzer  die 
Wellenlänge  und  daher  die  Periode  z  ist.  Für  unseren  Fall 
eines  Paralleldrahtresonators  von  konstantem  d  und  durch  eine 
Brücke  veränderlicher  Länge  folgt  demnach,  daß 

d±«s  •••!') 

dz 

sein  muß,  da  ja  nach  den  eben  angestellten  Überlegungen  da 
und  dz  hier  stets  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben  müssen. 
Für  unseren  Fall  ist  also  stets 

>  Vergl.  H.  Poincare,  Les  oscillations  ölectriques,  Paris  1894,  p.  100,  §51. 
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dl  d*  n 

und  nach  Gleichung  10)  daher  auch  stets 

d-t 

^-<0.  ...10a) 

dn 

Da  wir  aber  (Gleichung  8)  fanden,  daß  stets  —  >  0,  so 

ergibt  sich  das  Resultat,  daß  im  Falle  unserer  Versuche 
das  Verhältnis  tt  der  Dämpfungskonstanten  mit  ab- 
nehmender Schwingungsdauer  wachsen  muß. 

Es  sei  nun  noch  der  Fall  eines  kreisförmigen  Reso- 
nators in  Betracht  gezogen,  obwohl  solche  bei  den  Versuchen 
nicht  in  Verwendung  kamen.  Da  Drude1  findet,  daß  die  halbe 

/  x  ^ 

Eigenwellenlänge  (  — )  eines  nahezu  zum  Kreise  gebogenen 

dünnen  Drahtes  um  6* 5%  größer  als  die  Drahtlänge  /  ist,  so 
folgt  daraus  —  innerhalb  der  Grenzen  der  Gültigkeit  von 

Drude's  Regel  —  die  Unabhängigkeit  des  Verhältnisses  y 

von  der  Periode.  Es  sind  demnach  die  geometrischen  Verhält- 
nisse, die  die  Strahlung  bedingen,  von  der  Schwingungsdauer 
unabhängig  und  man  darf  daher  vermuten,  daß  für  kreis- 

r»     •      ~  dl 
formige  Oszillatoren  -  -  =  0  ist. 

dz 

Eine  Anwendung  der  voranstehenden  Betrachtungen  auf 
den  Leuchtprozeß  ist  naheliegend.  Betrachtet  man  die  strah- 
lenden Elementarkomplexe  leuchtender  Dämpfe  unter  dem 
Bilde  äußerst  kleiner  Hertz'scher  Erreger  oder  Gruppen  von 
solchen2  und  wünscht  hiebei  der  überraschend  kleinen  Däm- 
pfung des  ausgesendeten  Lichtes  Rechnung  zu  tragen,  wie  sie 
sich  aus  den  Versuchen  über  Interferenzen  mit  sehr  hohen 
Gangunterschieden  ergibt,3  so  wird  man  genötigt  sein,  die 

1  P.  Drude,  Ann.  d.  Phys.,  9,  p.  331,  601)  (1002). 

2  Vergl.  z.  B.  H.  Ebert,  Wied.  Ann.,  49,  p.  651  (1893)  u.  a. 

3  H.  Fizeau,  Ann.  de  chim.  et  phys.  (3),  66,  p.  429  (1862);  F.  Lippich, 
diese  Sitzungsber.,  72,  p.  335  (1875);  H.  Kbert,  Wied.  Ann.,  34,  p.  39  (1888); 
0.  Ummer  und  E.  Gehrke,  Verh.  d.  deutsch,  physik.  Ges.,  4,  p.  337  (1902). 
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Dimensionen  dieser  Erreger  wenigstens  nach  einer  Richtung 
hin  als  sehr  klein  gegen  die  ausgestrahlte  Wellenlänge  anzu- 
nehmen. 

Es  ist  nun  noch  zu  erörtern,  welche  Erscheinungen  bei 
anomalem  Verhalten  eines  der  beiden  Metalle  innerhalb  eines 
bestimmten  Wellenlängenbezirkes  zu  erwarten  wären.  Hiebei 
sollen  Anomalien  der  Dekremente  o  nach  den  früheren  Aus- 
einandersetzungen für  ausgeschlossen  gelten.  Eine  sprunghafte 
Vergrößerung  (Verkleinerung)  von  a'  hätte  nach  Gleichung  7) 
eine  ähnliche  Wirkung  wie  eine  anomale  Verkleinerung  (Ver- 
größerung) des  Wertes  oc;  beide  müßten  sich  durch  eine  vom 
glatten  Verlauf  abweichende  Gestalt  der  für  n  als  Funktion  der 
Wellenlänge  ermittelten  Kurve  bemerkbar  machen.  Die  Ent- 
scheidung darüber,  welche  der  angenommenen  Möglichkeiten 
vorliegt,  könnte  dann  noch  durch  den  Vergleich  mit  einem 
dritten  Metall  erzielt  werden. 

Es  wurde  schon  oben  erwähnt,  daß  das  Strahlungs- 
vermögen eines  Hertz'schen  Schwingungskreises 
nicht  nur  durch  den  Wert  seines  Dekrementes  8,  sondern 
auch  durch  seine  stoffliche  Beschaffenheit  bestimmt  sei.  Diese 
Behauptung  soll  nun  noch  näher  begründet  werden. 

Ein  aus  Kondensator  und  Schließungsdraht  bestehender 
Schwingungskreis  sei  zu  Beginn  zur  Potentialdifferenz  B  ge- 
laden. Der  Einfachheit  halber  seien  seine  Kapazität  und  sein 
Selbstinduktionskoeflizient  gleich  Eins  gesetzt;  sein  verfüg- 
barer Energievorrat  ist  demnach  B\  Ist  seine  Dämpfung. 
konstante  ß  =  0,  so  ist  der  Verlauf  der  Potentialschwingung 

y  —  7?. cos  bt\ 
seine  elektrische  Energie  (?-)  folgt  demnach  der  Gleichung 

?a  =  7i8  cos»*/. 

Der  ganze  Schwingungsvorgang  besteht  in  einer  loit 
gesetzten  verlustlosen  Verwandlung  der  elektrischen  Ener^ 
des  Kreises  in  magnetische  Eorm  und  umgekehrt.  Demnach  ü> 
der  Verlauf  der  magnetischen  Schwingung  gegeben  durch 

$  =  #.sin  bt 
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und  jener  der  magnetischen  Energieschwingung  durch 

<J»2  =  B*. sin- bt. 

Es  ist  daher  zu  jeder  Zeit  die  elektromagnetische  Gesamt- 
energie  des  Erregers  konstant,  nämlich 

<p3-f-'!>2  =  B2. 

Ist  hingegen  die  Schwingung  gedämpft  und  bedeutet 
wieder  ß  die  Dämpfungskonstantc,  so  lauten  die  entsprechenden 
Gleichungen: 

für  die  elektrische  Schwingung: 

?  =  B.c~^.  cos  bt, 
für  die  elektrische  Energie: 

f  =  B*.c-W  cos*  bt,  ...12) 
für  die  magnetische  Schwi  ngung: 

'fr  =  B.e-V  sin  bt, 
für  die  magnetische  Energie: 

=  B*.e-W  sin*  bt.  ...12a) 

Hieraus  ergibt  sich  der  zeitliche  Verlauf  der  elektromagne- 
tischen Gesamtenergie  U  des  Oszillators 

U  =  ?^+r(,s  -  B*.e--V.  ...13) 

Nach  genügend  langer  Zeit  (/=roo)  ist  der  ganze  Energie- 
vorrat U0  =  /?-  einesteils  in  den  Schwingungskreis  ein- 
gedrungen und  dort  in  Wärme  verwandelt  (»qo),  andemteils 
ins  umgebende  Medium  ausgestrahlt  worden  (t^),  so  daß  nach 
dem  Energieprinzip  die  Beziehung  bestehen  muß: 

«oo  +  Voo  =  UQ  —  B\  ...  14) 

Um  nun  und  zu  berechnen,  soll  die  naheliegende 
und  wohl  sicher  zutreffende  Annahme  gemacht  werden,  daß 
sowohl  die  im  Zeitelement  dt  vom  Kreise  aufgenommene  als 
auch  die  ins  umgebende  Medium  ausgestrahlte  Energie  dem 


Digitized  by  Google 


1042  J.  v.  Geitler, 

in  dem  betreffenden  Augenblicke  noch  vorhandenen  Vorrat  an 
elektromagnetischer  Energie  U  proportional  sei,  d.  h. 

*L.dt  =  x.U.dt\     --dt  =  p.U.dt.  ...15) 

Die  Integration  dieser  Gleichungen  ergibt 

u  -  %.$Udt  =  %.BK$e-2V.dt  = 

=  _^_.#».g-2|»+C  ...16a) 
2ß 

v  =  p-SUdt  =  ?.BK$e-2V.dt  = 

-  —l-.^.^-zP'+Z).  ...17a) 

Aus  der  Anfangsbedingung,  daß  für  /  =  0  auch  u  =  v  =  0 
sein  müssen,  ergeben  sich  die  Werte  der  Integrationskonstanten 

C=  —-B';   D  =  p— ßa 
2ß  2? 

und  demnach 

2ß 

v=  ...17« 
2ß 

Für  /  =  oo  folgt  daraus 

Die  Werte  aus  Gleichung  16)  und  17)  in  Gleichung  14) 
eingesetzt,  ergeben 

2ß 

Es  muß  demnach  sein: 

_2ß  2(a+5) 
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Die  einfachste  Annahme,  durch  die  diese  Bedingung  erfüllt 
wird,  ist 

x  =  2a;  p  =  28; 


also 


Hieraus  folgt  unmittelbar 

«PO    __  « 

Voo  8  ' 

Nennt  man  nun  Strahlungsvermögen  5  des  Erregers 
das  Verhältnis  der  gesamten  Ausstrahlung  zum  anfänglichen 
Energievorrat,  sein  Absorptionsvermögen  A  das  Verhält- 
nis der  ganzen  eingedrungenen  Energie  zum  Anfangs  Vorrat, 
so  folgt: 

S  =  r     =  r7  =   ...19) 

U0       ß  a+8 

A  ~  -T,    —  T  ~  — •  •  -20) 

Aus  Gleichung  19)  ergibt  sich  somit  die  Richtigkeit 
der  aufgestellten  Behauptung,  daß  das  Strahlungsver- 
mögen des  Hertz'schen  Erregers  (Resonators)  nicht  nur 
vom  Dekremente  8,  sondern  auch  vom  Material  abhängt, 
dessen  Einfluß  durch  das  im  Nenner  auftretende  Joule'sche 
Dekrement  a  zum  Ausdrucke  kommt.  Analoges  gilt  vom  Ab- 
sorptionsvermögen, das  nach  Gleichung  20)  nicht  nur  von  a, 
sondern  auch  vom  Hertz'schen  Dekrement  8  abhängt. 

Es  muß  sich  demnach  in  der  Stärke  der  Strahlung 
die  materielle  Natur  des  Hertz'schen  Schwingungs- 
kreises  und  ein  eventuell  anomales  Verhalten  der 
Materialkonstanten  a  verraten. 

Das  Verhältnis  der  Strahlungsvermögen  zweier 
gleichgebauter  Erreger  aus  verschiedenem  Material  ist  nach 
Gleichung  19)  und  Gleichung  7) 

±  =  ^=».  ...2.) 
S'  a+8 
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Das  Verhältnis  der  Elektrometerausschläge  bei 
der  von  Bjerknes  (1.  c.)  und  mir  verwendeten  Ver- 
suchsanordnung ergibt  somit  auch  das  Verhältnis  der 
hier  als  Strahlungsvermögen  bezeichneten  Größen 
für  die  betreffenden  Leiterformen. 

Kann  man  8  gegen  <x  und  a'  vernachlässigen,  so  wird 
Gleichung  21)  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  6) 


5        a'  / 


-  =  -?-=  v/-  =  v,  .-22) 
S'        «        V  a 

also  unabhängig  von  der  Schwingungsdauer.  Sind  hingegen 
die  Hertz'schen  Dekremente  der  beiden  Erreger  nicht  die- 
selben, so  wird 

S7  ~  V    aH-5  ' 
sind  wieder  o  und  8'  klein  gegen  a  und  a',  so  folgt 

J?_  -  8  v  /?.  . . .  22.) 

S'  ~  «'  V  a 

Je  mehr  also  das  Verhältnis  -  -  sich  der  Einheit  nähert, 

S' 

desto  mehr  nähert  sich  das  Gesetz  für  das  Verhältnis  der 
Strahlungsvermögen  auch  in  diesem  Falle  dem  oben  ange- 
gebenen. 

Das  durch  Gleichung  22)  ausgedrückte  Resultat,  wonach 
die  Strahlungsvermögen  zweier  Erreger  (unter  den  dort  ge- 
machten Annahmen  über  6)  im  reziproken  Verhältnisse  der 
Quadratwurzeln  aus  den  spezifischen  Widerständen  s^ehen, 
scheint  auf  den  ersten  Blick  dem  aus  Maxwell's  Theorie 
folgenden1  und  von  E.  Hagen  und  H.  Rubens- experimentell 
bestätigten  Resultate  zu  widersprechen,  daß  die  Emissions- 
vermögen zweier  Metalle  für  dieselbe  Temperatur  und  Wellen- 
länge im  direkten  Verhältnisse  dieser  Quadratwurzeln  stehen. 


'  P.  Drude,  Physik  des  Äthers,  1894,  p.  574;  E.  Cohn,  Das  elektro- 
magnetische Feld,  P.  114  (1900);  M.  Planck,  Berl.  Akad.,  p.  278  (1903). 
-  Hugcn  und  Rubens,  Ann.  d.  Phys.,  11,  p.  873  (1903). 
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Der  Widerspruch  ist  aber  nur  ein  scheinbarer  und  möge  zur 
Vermeidung  von  Mißverständnissen  kurz  aufgeklärt  werden. 
Das  hier  betrachtete  Strahlungsvermögen  eines  Erregers  und 
das  Emissionsvermögen  bei  Hagen  und  Rubens  sind  Größen, 
die  ganz  verschiedenen  physikalischen  Vorgängen  entsprechen! 
Hagen  und  Rubens  bestimmen  das  Emissionsvermögen  be- 
kanntlich nach  zwei  verschiedenen  Methoden:  erstens  indem 
die  Intensität  der  Strahlung  von  bestimmter  Wellenlänge,  die 
von  verschiedenen  gleichtemperierten  Metallflächen  ausgeht, 
direkt  gemessen  wird,  zweitens  indem  der  Intensitätsverlust 
bestimmt  wird,  den  die  von  einer  Lichtquelle  von  bekannter 
Intensität  ausgehende  Strahlung  von  bestimmter  Periode  bei 
der  nahezu  senkrechten  Reflexion  an  verschiedenen  Metall- 
spiegeln  erleidet.  Ist  U  die  auf  den  Spiegel  einfallende,  r  die 
reflektierte  Energie,  so  ist  U—r  der  bei  der  Reflexion  ins 
Metall  eingedrungene  Teil  oder,  wenn  £7=100  gesetzt  und 
der  reflektierte  Teil  SR  in  Prozenten  der  einfallenden  Strahlung 
gemessen  wird,  so  ist  der  eingedrungene  Teil  in  Prozenten  der 
einfallenden  Intensität  100— Üi;  ebensogroß  muß  nach  dem 
KirchhofTschen  Gesetze  das  Emissionsvermögen  des  Spiegels 
für  die  betreffende  Temperatur  und  Wellenlänge  sein.  Voraus- 
setzung der  ersteren  Methode  ist  eine  hinreichende  Dicke 
der  strahlenden  Schicht;  sie  könnte  mit  elektromagnetischen 
Erregern  in  der  Weise  nachgeahmt  werden,  daß  man  eine 
sehr  große  Zahl  gleicher  Schwingungskreise  aus  demselben 
Material  (I)  raumgitterartig  verteilt,  genau  ebenso  mit  Erregern 
aus  anderem  Metall  (II)  verfährt,  alle  gleich  stark  erregt  und  die 
Intensitäten  der  von  diesen  beiden  Aggregaten  ausgesandten 
Strahlungen  miteinander  vergleicht. 

Die  zweite  Methode  läßt  sich  schon  mit  einem  einzigen 
Erreger  verwirklichen  und  entspricht  folgendem  Vorgange: 
Die  Fortieitung  elektromagnetischer  Wellen  an  Drähten  und 
»hr  tindringen  in  dieselben  kann  man  als  die  fortgesetzte 
Brechung  eines  streifend  auf  die  Drahtoberfläche  einfallenden 
Wellenzuges  betrachten.1  Der  Vorgang  im  Erreger  selbst  ist 

1  Vcrgl.  -wegen  der  einschlägigen  Literatur  etwa:  v.  ücitlcr,  Elektro- 
magnetische Schwingungen  und  Wellen.  Braunsclnvcig  1005,  p.  142. 
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von  ganz  derselben  Natur,  nur  daß  die  Wellen,  statt  an  einer 
unendlich  langen  Leitung  fortzueilen,  zwischen  den  Enden  des 
Erregers  beständig  hin-  und  hergeworfen  werden.  Von  der  in 
einem  bestimmten  Augenblicke  noch  vorhandenen  elektro- 
magnetischen Energie  U  dringt  im  nächsten  Zeitteilchen  dt 
ein  bestimmter  Betrag  du  in  den  Draht  ein  (wo  er  in  Wärme 
verwandelt  wird).  Der  um  diesen  Betrag  verminderte  Wert 

von  Uf  also  U—  —  dt  =  r  kann  als  die  Intensität  der  bei 

streifender  Inzidenz  reflektierten  Strahlung  betrachtet  werden, 
die  nun  im  weiteren  Gange  der  Ereignisse  teils  in  den  Draht 
eindringt,  teils  durch  Abschnüren  von  Kraftlinien  in  den  Raum 
gestrahlt  wird.  Es  ist  demnach  U-r  oder,  in  Prozenten  der 

einfallenden  Menge  U  ausgedrückt,  100^  —  ^  =  10°-* 

der  eingedrungene  Teil  der  Strahlung;  ebensogroß  ist  nach 
dem  KirchhofT'schen  Satze,  der  ja  allgemeine  Gültigkeit  hat, 
das  Emissionsvermögen  des  Metalles  für  die  betreffende 
Wellenlänge. 

Nach  den  Gleichungen  13)  und  den  folgenden  oben  ab- 
geleiteten Beziehungen  ist  nun 

V—r  =  — -.<«  =  2*.&.e-Wdt 

und  demnach  Oo\ 

100—91  —  200. öl. dt. 

Für  einen  Erreger  aus  anderem  Metalle  folgt 

100—  W  =  200.  a'.  dt  ...23a) 

und  daher  für  das  Verhältnis  der  Emissionsvermögen  2j 
und  E'  der  Metalle  für  die  betreffende  Wellenlänge  unü 
Temperatur  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  6) 

E  _  100—91  =  jc_         hf  ...24) 

also  in  Übereinstimmung  mit  den  Forderungen  der  MaXW^j 
sehen  Theorie  die  von  Hagen  und  Rubens  expenmen 
gefundene  Beziehung. 
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Während  sich  also  der  Ablauf  der  Schwingungen 
innerhalb  des  Erregers  selbst  in  jedem  Augenblicke 
nach  dem  Hagen-Rubens'schen  Gesetze  regelt,  gilt 
für  das  Strahlungsvermögen  des  ganzen  Erregers  in 
den  umgebenden  Raum  die  von  mir  aufgestellte  Be- 
ziehung. 

II.  Experimenteller  Teil. 

Bei  allen  Versuchen  bestand  der  Primärkreis  aus  einem 
Drahtrechtecke;  in  die  eine  kurze  Rechteckseite  war  ein  Platten- 
Luftkondensator  von  veränderlicher  Kapazität,  in  die  andere 
eine  Funkenstrecke  eingeschaltet,  von  der  Drähte  zu  einem 
Ruhmkorff'schen  Induktionsapparat  führten.  Dieser  wurde  bei 
den  früheren  Versuchen  mit  dem  Neef'schen  Hammer,  später- 
hin mit  einem  Quecksilber-Turbinenunterbrecher  von  Siemens 
&  Halske  betrieben.  Die  Funkenstrecke  bestand  entweder  aus 
zwei  Messing-  oder  Zinkkugeln  von  4  cm  Durchmesser  und 
wurde  mit  und  ohne  Durchblasen  eines  Luftstromes  benützt, 
oder  aus  Messingkugeln  von  7  mm  Durchmesser  unter  Petro- 
leum. Eine  befriedigende  Konstanz  der  Funkenwirksamkeit  war 
auf  keine  Weise  zu  erzielen.  Die  Verwendung  des  Petroleum- 
bades macht  zwar  die  Funken  sehr  wirksam1  und  der  Zufall 
fügt  es  auch  manchmal,  daß  sie  während  einiger  Zeit  ziemlich 
konstant  bleiben;  die  sehr  starke  Korrosion  des  Elektroden- 
materials verändert  aber  meist  in  kurzer  Zeit  die  Länge  der 
Funkenstrecke  und  somit  auch  die  Intensität  der  primären 
Schwingung. 

Als  Material  für  die  Resonatordrähte  verwendete  ich 
Kupfer,  Zink  und  Neusilber.  Der  Durchmesser  der  Drähte 
wird  an  entsprechender  Stelle  vermerkt  werden.  Die  Resona- 
toren waren  von  dem  schon  in  früheren  Arbeiten  zuerst  von  mir 
verwendeten  Typus,  der  sich  ja  auch  bei  späteren  Untersuchun- 
gen2  als  sehr  geeignet  zu  Wellenlängenmessungen  erwiesen  hat. 
Die  Abstimmung  der  Resonatoren  auf  den  Primärkreis  erfolgte 

1  Sarasin  und  de  la  Rivc,  Aich,  des  scienc.  phys.  et  nat.,  28,  p.  306 
(1892);  vergl.  auch  H.  Baucrnberger,  diese  Sitzungsbcr.,  102,  p.  782  (1893). 

2  Vergl.  z.  B.  F.  Kiebitz,  Ann.  d.  Phys.,  5,  p.  872  (1901);  P.  Drude, 
Ann.  d.  Phys.,  9,  p.  611  (1902). 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  Kl. ;  CXV.  Bd.,  Abt.  II  a.  69 
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durch  Verschieben  einer  Brücke;  als  solche  empfiehlt  es  sich, 
statt  eines  Drahtes  einen  Blechstreifen  des  betreffenden  Metalles 
zu  verwenden,  der  in  eine  entsprechende  Form  gebogen  wird, 
um  beim  Verschieben  guten  Kontakt  mit  den  Resonatordrähten 
zu  sichern.  Der  Vorteil  des  Blechstreifens  gegenüber  dem  ein- 
fachen Draht  besteht  in  der  viel  vollständigeren  Reflexion,  die 
die  Wellen  an  ihm  erleiden.  Man  überzeugt  sich  nämlich  leicht, 
daß  die  Intensität  der  Resonatorschwingungen  wächst,  wenn 
man  in  einiger  Entfernung  hinter  der  in  Resonanzstellung 
befindlichen  Drahtbrücke  einen  zweiten  Draht  über  die  Reso- 
natordrähte legt;  dieser  Erfolg  tritt  hingegen  nicht  ein,  wenn 
als  erste  Brücke  ein  hinreichend  breiter  Blechstreifen  ver- 
wendet wird.  Dieses  Verhalten  ist  nach  den  Untersuchungen 
von  Drude1  über  die  Reflexion  elektrischer  Drahtwellen  an 
Brückendrähten  ohneweiters  verständlich. 

Aus  diesem  Grunde  wurde  auch  die  von  mir  durch  einige 
Zeit  benützte  Methode  der  Intensitätsmessung  der  Resonator- 
schwingung mit  Hilfe  von  Thermoelementen  (nach  Klemen- 
cic)»  die  gleichzeitig  als  Brückendrähte  dienten,  wieder  ver- 
lassen, denn  die  sehr  feinen,  wenn  auch  kurzen  Drähtchen 
des  Thermoelementes  mußten  eine  nur  mangelhafte  Reflexion 
zur  Folge  haben;  außerdem  trug  ich  gegen  die  Anwendung 
dieser  Methode  Bedenken,  da  die  starke  Absorption  der  dünnen 
Eisen-Konstantandrähte  der  Elemente  jedenfalls  eine  Fehler- 
quelle darstellt,  wenn  man  den  Zweck  verfolgt,  die  Absorption 
des  Resonatordrahtes  selbst  zu  bestimmen  und  dies  um  so 
mehr,  mit  je  kürzeren  Wellen  man  es  zu  tun  hat. 

Die  Messung  der  Resonatorschwingungen  erfolgte  da^er 
fast  durchwegs  nach  dem  Vorgange  von  Bjerknes  mit  i 
eines  Hertz'schen  Elektrometers,  dessen  Platten  mit  den  offenen 
Drahtenden  des  Resonators  durch  kleine  Quecksilbernäp 
derart  verbunden  waren,  daß  einesteils  Handhabungen  a 
Resonator  (wie  z.  B.  Verschieben  der  Brücke),  andernteils  & 
Auswechseln  der  verschiedenen  Resonatoren  gegeneinan 
sowie  die   Eichung   des   Elektrometers   ohne  mechanisc 


>  P.  Drude.  Abh.  der  kgl.  sachs.  Ges.  d.  W.,  XXIII,  P.  167  (I89Ö). 
2  Veryl.  P.  Drude,  Ann.  d.  Phys.,  15,  p.  714  (1904). 
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Erschütterungen  des  auf  einem  isolierten  Pfeiler  des  Institutes 
aufgestellten  Instrumentes  erfolgen  konnten.  Die  weiterhin  mit- 
geteilten Experimente  sind  alle  mit  dem  Elektrometer  aus- 
geführt. 

Die  Aufstellung  war  meist  wie  in  Fig.  1  derart  getroffen, 
daß  sich  das  Elektrometer  E  oberhalb  der  primären  Funken- 
strecke /  befand.  Die  Entfernung  der  horizontalen  Ebenen  des 
primären  und  sekundären  Kreises  voneinander  betrug  zirka 
30  cm  und  mehr.  Die  Koppelung  war  daher  gering,  wie  sich 
auch  aus  der  Schärfe  der  Resonanzmaxima  erkennen  ließ. 
Allerdings  dürfte  die  verschiedene  Stärke  der  Koppelung,  die 
sich  bei  gegebenem  Abstände  der  beiden  Schwingungskreise, 
aber  verschiedener  Wellenlänge  und  verschiedenem  Resonator- 
material ergibt,  eine  Fehlerquelle  bedeuten.  Aber  die  Dirnen- 


N. 

TS 
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Fig.  1. 


sionen  des  Experimentierraumes  verursachen  wohl  in  jedem 
Falle  durch  Reflexionen  an  den  Wänden  Fehler  derselben 
Größe,  die  sich  nicht  vermeiden  lassen. 

Um  von  der  Unregelmäßigkeit  der  primären  Funken  un- 
abhängig zu  sein,  versuchte  ich,  die  beiden  Resonatoren  sym- 
metrisch zum  Erreger  anzuordnen  und  mit  Hilfe  zweier 
Elektrometer  (respektive  Thermobrücken)  gleichzeitig  zu  beob- 
achten. Doch  mußte  ich  diesen  Plan  aufgeben,  da  es  sich 
zeigte,  daß  eine  gegenseitige  Beeinflussung  der  beiden  Reso- 
nanzkreise vorhanden  war,  wodurch  die  Messungen  in  unkon- 
trollierbarer Weise  beeinflußt  worden  wären.  So  mußte  ich 
nach  längeren  vergeblichen  Versuchen  wieder  zu  der  ursprüng- 
lichen, im  vorangehenden  beschriebenen  Anordnung  zurück- 
kehren. Der  Vergleich  der  einzelnen  Resonatoren  wurde  in  der 
Weise  vorgenommen,  daß  sie  möglichst  rasch  gegeneinander 
ausgewechselt  und  die  Elektrometerausschläge  abgelesen 
wurden.  Der  Inkonstanz  der  Funken  wurde  durch  wiederholte 

69* 
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abwechselnde  Beobachtungen  und  Mittelnehmen  aus  den  Ab- 
lesungen Rechnung  getragen. 

Bei  den  ersten  Versuchen,  die  bis  zu  (ganzen)  Wellenlängen 
von  etwa  36  mt  also  Resonatorlängen  von  etwa  9  m  reichten, 
wurden  die  Resonatoren  aus  mehreren  Abteilungen  gebildet, 
die  bei  jedem  Wechsel  frisch  aneinandergelötet  werden  mußten. 
Die  einzelnen  Abteilungen  bestanden  aus  Glasröhren,  an  deren 
Enden  sich  Holzklötze  mit  kleinen  Stützen  befanden,  die  die 
Drähte  in  Spannung  und  konstantem  Abstände  hielten.  Später- 
hin wurden  mehrere  möglichst  gleiche,  350  cm  lange  und 
18cw  breite  Holzrahmen  hergesteilt,  die  aus  je  zwei  durch 
einige  Querhölzer  verbundenen  Holzleisten  bestanden,  und  die 
Drähte  durch  einige  an  den  Leisten  angebrachte  Holzstützen 
etwa  3  cm  über  den  Leisten  ausgespannt.  Diese  Rahmen 
konnten  nun  sehr  bequem  und  rasch  miteinander  vertauscht 
werden.  Die  Entfernung  der  5  cm  breiten  Blechbrücken  vom 
Elektrometer  wurde  an  einer  auf  die  Holzleisten  jedes  Rahmens 
übertragenen  Skala,  die  von  10  zu  10  cm  fortschritt,  abgelesen. 
Durch  die  Nähe  der  Holzleisten  wurde  jedenfalls  die  Lage  des 
Resonanzmaximums  gegenüber  freigespannten  Drähten  nach 
Drude's  Untersuchungen  ein  wenig  verändert.  Da  es  aber 
nicht  auf  absolute  Messungen  der  Wellenlängen,  sondern  nur 
auf  den  Vergleich  verschiedener  Metalle  bei  derselben  Wellen- 
länge ankam,  so  ist  dieser  Umstand  ohne  Einfluß  auf  das 
Resultat,  da,  wie  erwähnt,  für  möglichste  geometrische  Gleich- 
heit der  einzelnen  Resonatoren  gesorgt  war. 

Die  nachstehende  Fig.  2  gibt  das  Resultat  von  Messungen 
wieder,  die  an  Kupfer-  (0-99  mm)  und  Neusilberdrähten 
(1-015  mm)  angestellt  sind.  Die  Distanz  der  Resonatordrahte 
war  VI  cm.  Als  Abszissen  sind  die  Entfernungen  der  Brücke 
vom  Elektrometer  (etwa  =  — )  in  Zentimetern  aufgetragen. 
Die  Ordinalen  stellen  das  Verhältnis  n  der  Elektrometer- 

ausschlä^e  für  Nfe,usiJ.ber-  für  die  betreffende  Weilenlänge  dar. 

Kupfer 

Die  beobachteten  Punkte  sind  bezeichnet,  die  beigefugten 
Zahlen  bedeuten  die  Anzahl  von  Einzelbeobachtungen,  aus 
denen  der  betreffende  Punkt  berechnet  wurde.  Bei  Resonator- 
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längen  unter  120  cm  waren  die  primären  Funken  (in  Luft)  so 
unregelmäßig  und  die  Elektrometerausschläge  so  klein,  daß 
verläßliche  Resultate  nicht  zu  erzielen  waren. 

Die  Figur  läßt  deutlich  erkennen,  daß  das  Verhältnis  n 
a     k       Li-      Neusilber  r„  n 

der  Ausschlage  — Kupfer  fur  Resonator  (Viertelwellen)  längen 
zwischen  900  und  600  cm  schon  nahezu  konstant  ist.  Der 


t 


I  1 

n 

«-  ,JL- 

—2-*- 

Rrjvnalor  länge  -  ^ 

Fig.  2. 

Wert  dieses  Verhältnisses  0  26  steht  in  befriedigender  Überein- 
stimmung mit  dem  Werte  von  v  =  >J^  —  °'29  (vergl.  Glei- 
chung 6).  Bei  Resonatorlängen,  die  größer  als  600  an  sind, 
befinden  wir  uns  unter  den  geschilderten  Versuchsbedingungen 
schon  in  jenem  Gebiete,  wo  die  Hertz'schen  Dekremente  o 
gegenüber  den  Joule'schen  Dekrementen  a  vernachlässigt 
werden  können.  Hier  nimmt  also  «  den  theoretischen  kon- 
stanten Grenzwert  v  an  und  nach  Gleichung  22)  ist  demnach 
für  Paralleldrahtresonatoren  verschiedenen  Materials  von  der 
verwendeten  Gestalt  das  Verhältnis  der  Strahltingsvermögen 
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für  gleiche  Wellenlängen  konstant,  sobald  die  Resonatorlänge 
600  cm  übersteigt. 

Unterhalb  600  cm  wächst  der  Wert  von  n  mit  abnehmender 
Periode  in  Übereinstimmung  mit  den  theoretischen  Über- 
legungen, die  an  Gleichung  8)  geknüpft  wurden.  Unterhalb 

120  cm  Resonatorlänge 
konnte  der  Verlauf  der 
»-Kurve  aus  den  obigen 
Gründen    nicht  verfolgt 
werden;  doch  muß  man 
annehmen,  daß  sich  n  dem 
Grenzwerte  1  nähert,  je 
mehr  die  Joule'schen  De- 
kremente gegenüber  den 
Hertz'schen  vernachläs- 
sigt werden  können.  Die 
Kurve  dürfte  daher  unter- 
halb A  =  \20 cm  einen 
4 

Wendepunkt  aufweisen, 
ihr  glatter  Verlauf  macht 
es  wahrscheinlich,  daß 
innerhalb  der  beobachte- 
ten Grenzen  weder  Kupfer 
noch  Neusilber  Anomalien 
der  Absorption  aufweisen. 

In  der  nebenstehen- 
den Fig.  3  sei  noch  der 
Verlauf  der  »  Kurven  für 
Zink         .  Neusilber, 
KupTeT    Und  "Kupfer 

(beide  beobachtet)  sowie  für  (aus  den  beiden 

ersteren  Kurven  berechnet)  für  Viertelwellenlängen  von  etwa 
100  bis  330  cm  zur  Anschauung  gebracht  Die  betreffenden 
Versuche  wurden  mit  genau  gleichen  Drähten  von  0w8««< 
Durchmesser  und  5  cm  Abstand  angestellt.  Die  erregenden 
Funken  sprangen  unter  Petroleum  über.  Die  Resonatorebene 


1 

1 

u 

f.) 


naltniiuigt  ■ 


Fig.  3. 
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lag  30  cm  über  der  Ebene  des  Erregers.  Der  mir  bei  diesen 
Versuchen  zur  Verfügung  stehende  Raum  gestattete  leider 
nicht,  mit  größeren  als  den  angegebenen  Wellenlängen  zu 
experimentieren. 

Eine  nähere  Erläuterung  dieser  Figur  erscheint  über- 
flüssig. Nur  auf  die  sehr  befriedigende  Übereinstimmung  des 
Verlaufes  der  beiden  Neusilber-Kupferlinien  in  Fig.  2  und  3 
sei  hingewiesen.  Entsprechend  dem  kleineren  Werte  für  v 
sowie  der  kleineren  Drahtdistanz  und  Drahtstärke  für  das  in 
Fig.  3  verwendete  Material  liegt  hier  die  «-Linie  durchaus 
tiefer  als  in  Fig.  2,  zeigt  im  übrigen  jedoch  den  gleichen  Ver- 
lauf, trotzdem  die  beiden  Kurven  zu  ganz  verschiedenen  Zeiten, 
mit  verschiedenem  Material  und  bei  veränderter  Versuchs- 
anordnung aufgenommen  wurden. 

Zusammenfassung  der  Resultate. 

Es  wurde  eine  Methode  angegeben,  die  es  gestattet  hätte, 
eine  etwa  vorhandene  anomale  Absorption  der  Metalle  für 
elektrische  Wellen  experimentell  nachzuweisen;  es  wurde  mit 
ihrer  Hiife  gezeigt,  daß  für  Kupfer  und  Neusilber  im  Bereiche 
der  ganzen  Wellenlängen  von  etwa  400  bis  3600  cm,  für  Zink 
von  etwa  400  bis  1320  cm  anomale  Absorption  nicht  vor- 
handen ist. 

Es  wurde  auf  theoretischem  Wege  geschlossen,  daß  für 
kongruente  Paralleldrahtresonatoren  aus  verschiedenem  Metall 
das  Verhältnis  n  der  Elektrometerausschläge  (gleich  dem  rezi- 
proken Verhältnisse  der  Dämpfungskonstanten)  mit  abnehmen- 
der Schwingungsdauer  wachsen  muß  (wenn  als  Zähler  des 
Verhältnisses  stets  der  Ausschlag  für  das  Metall  mit  dem 
größeren  spezifischen  Leitungswiderstand  gewählt  wird);  dieser 
Schluß  wurde  auf  experimentellem  Wege  bestätigt. 

Es  wurde  nachgewiesen,  daß  dieses  Verhältnis  gleich 
dem  Verhältnisse  der  Strahlungsvermögen  der  beiden  Resona- 
toren (Erreger)  ist. 

Es  wurde  theoretisch  abgeleitet,  daß  sich  der  Ablauf  der 
Schwingungen  innerhalb  eines  schwingenden  Systems  in  jedem 
Augenblicke  nach  dem  Hagen-Rubcns'schen  Gesetze  regelt, 
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wonach  das  Verhältnis  der  Emissionsvermögen  zweier  Metalle 
für  eine  bestimmte  Wellenlänge  und  Temperatur  gleich  dem 
direkten  Verhältnisse  der  Quadratwurzeln  ihrer  spezifischen 
elektrischen  Widerstände  ist;  daß  hingegen  die  Strahlungs- 
vermögen zweier  kongruenten  Erreger  aus  verschiedenem 
Metall,  wenn  die  Hertz'schen  Dekremente  klein  gegen  die 
Joule'schen  Dekremente  sind,  im  reziproken  Verhältnisse 
dieser  Quadratwurzeln  stehen. 
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Beiträge  zur  Kenntnis  der  atmosphärischen 

Elektrizität.  XXIV. 

Messungen  des  Ionengehaltes  der  Luft  auf  dem  Säntis  im 

Sommer  1905 

von 

Dr.  Viktor  Conrad. 

(Mit  1  Textfigur.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  12.  Juli  1906.) 

Dank  einer  Subvention,  welche  mir  von  der  kaiserlichen 
Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  aus  dem  Ponti- 
Fonde  verliehen  wurde,  war  es  mir  möglich,  meine  luftelek- 
trischen Messungen  auf  Berggipfeln  im  Sommer  1905  wieder 
aufzunehmen. 

Als  Beobachtungsort  wurde  das  Observatorium  auf  dem 
Säntis  (2500w)  gewählt,  das  der  schweizerischen  Meteo- 
rologischen Zentralanstalt  untersteht.  Für  die  Wahl  dieses 
Ortes  sprachen  außer  persönlichen  Gründen  noch  der  Umstand, 
daß  der  Säntis  von  Ost  über  Nord  nach  Westen  nahezu  unver- 
mittelt steil  gegen  die  Ebene  zu  abfällt.  Da  den  Verfasser 
namentlich  das  Studium  der  Wirkung  der  auf-  und  absteigenden 
Luftströme  auf  den  Ionengehalt  der  Luft  interessierte,  erschien 
ihm  die  eben  beschriebene  Lage  und  Formation  des  Säntis 
für  seine  Zwecke  sehr  günstig.  Wie  später  gezeigt  werden 
soll,  haben  sich  die  gehegten  Erwartungen  keineswegs  ganz 
erfüllt,  indem  sich  die  luftelektrischen  Verhältnisse  des  Säntis- 
gipfels  als  ungemein  komplizierte  ergaben. 

Zur  Messung  des  Ionengehaltes  wurde  ein  Ebert'scher 
Aspirationsapparat  von  Günther  &  Tegetmayer  in  Braun- 
schweig neuer  Konstruktion  mit  vertikalem  Kondensator  ver- 
wendet. Die  Beweglichkeitsmessungen  wurden  mit  dem  Hilfs- 
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kondensator  nach  Mache  angestellt.  Diese  Apparate  wurden 
mir  von  Herrn  Prof.  Franz  Exner  leihweise  überlassen,  wofür 
ich  an  dieser  Stelle  meinen  aufrichtigsten  Dank  ausspreche. 

Was  die  Isolation  des  Elektroskops  betrifft,  so  kann  gesagt 
werden,  daß  dieselbe  eine  so  vollkommene  war,  daß  alle  durch 
dieselbe  entstehenden  Fehler  tief  unter  der  Fehlergrenze  der 
Beobachtungen  lagen.  Zur  Sicherung  der  Isolation  wurde  in 
das  Trockenrohr  stets  Natrium  eingeführt  und  morgens  und 
abends  von  der  Oxydschichte  befreit,  beziehungsweise  erneuert 
Das  von  allen  Beobachtern  erwähnte  Flattern  der  Blättchen  bei 
funktionierendem  Aspirator  stellte  sich  auch  bei  den  vorberei- 
tenden Messungen  in  Wien  als  ungemein  lästig  heraus.  Bei 
dem  verwendeten  Apparat  wurde  es  jedoch  nur  durch  schlechte 
Dichtung  der  Köhren  an  das  Elektroskopgehäuse  und  nament- 
lich durch  die  schlechte  Dichtung  der  Glasplatten  des  Elektro- 
skops erzeugt.  Die  Lederdic  htungen  wurden  durch  Auftragen 
von  Hahnfett,  die  Dichtungen  der  Gläser  durch  Bestreichen  mit 
einer  dickflüssigen  Lösung  von  Mastix  in  Alkohol  bewirkt 
Nachdem  dies  geschehen  war,  hörte  das  Flattern  der  Blättchen 
vollkommen  auf.  Auch  eine  verschiedene  Einstellung  der  Blätt- 
chen bei  arretiertem  und  laufendem  Aspirator  konnte  nicht  fest- 
gestellt werden. 

Anfänglich  war  es  geplant,  immer  parallel  mit  den  Ionen- 
gehaltsmessungen  auch  Beweglichkeitsmessungen  zu  machen. 
Um  die  Messungen  nicht  allzu  sehr  auszudehnen,  wurde  der  Vor- 
schaltkondensator  auch  bei  sämtlichen  Ionengehaltsmessungen 
vorgesteckt  gelassen.  Der  relative  Wert  der  Messungen,  aul 
den  es  bei  der  Gipfellage  des  Beobachtungsortes  und  bei  der 
spitzen  Formation  des  Gipfels  namentlich  ankam  —  da  ja  bei 
dem  enorm  starken  Gipfelfelde  die  absoluten  Werte  ohnehin 
nicht  von  großer  Bedeutung  sind  —  wurde  durch  den  geerdeten 
Vorschaltkondensator  sicherlich  nicht  beeinträchtigt;  um  nun 
doch  auch  absolute  Werte  zu  erhalten,  wurde  eine  Reihe  von 
Vergleichsmessungen  mit  und  ohne  Vorschaltkondensator  an 
gestellt.  Das  Resultat  dieser  Messungen  war,  daß  man  mi 
dem  Vorschaltkondensator  zirka  10  bis  15%  tiefere  * 
erhält  als  ohne  denselben.  Auch  bei  den  Einzelmessungen 
wurden  nie  so  hohe  Verluste  durch  den  Vorschaltkondensator 


Digitized  by  Google 


Ionengehalt  auf  dem  Säntis. 


1057 


festgestellt,  wie  sie  die  Herren  Mache  und  v.  Schweidler1 
gefunden  haben,  nämlich  im  Mittel  zu  28*6%,  beziehungsweise 
28-7%,  im  Maximum  aber  zu  53%.  Die  im  folgenden  mitgeteilten 
Werte  sind  nicht  korrigiert  und  müssen  zirka  mit  115  multi- 
pliziert werden  um  die  absoluten  Werte  zu  erhalten.  Natürlich 
wurde  bei  der  Berechnung  des  Ionengehaltes  bei  vorgestecktem 
und  nicht  vorgestecktem  Vorschaltkondensator  die  verschiedene 
Fördermenge  des  Aspirators  berücksichtigt,  wie  dieselbe  in 
der  Konstantentafel  von  der  Firma  Günther  &  Tegetmayer 
angegeben  war. 

Die  Ladung  des  Hilfskondensators  wurde  durch  eine 
Trockenbatterie  von  16  kleinen  Elementen  besorgt,  in  der  Art, 
daß  ein  Pol  an  die  Klemme  des  Vorschaltkondensators  gelegt 
wurde,  während  der  andere  Pol  geerdet  wurde.  Die  Spannung 
der  Batterie  wurde  mit  einem  Milli-Volt-Amperemeter  von 
Siemens  &Halske,  das  auf  Volt  so  gestöpselt  war,  daß  ein 
Teilstrich  O  l  Volt  betrug,  oftmals  kontrolliert.  Es  genügten 
immer  12  bis  14  Elemente,  die  eine  sehr  konstante  Spannung 
von  17  bis  20  Volt  abgaben.  Die  Verwendung  solcher  kleiner 
Trockenbatterien  kann  daher  für  diesen  Zweck  empfohlen 
werden.  Sie  sind  überall  im  Handel  erhältlich  und  leicht  trans- 
portabel. Alle  16  Elemente  waren  in  einem  Kästchen  von  den 
Dimensionen  18xl8Xl2cw  untergebracht  und  litten  auch 
beim  Transport  nicht  im  geringsten. 

Als  Aufstellungsort  des  Apparates  diente  im  allgemeinen 
eine  kleine  Konsole  vor  dem  Ostfenster  des  Instrumenten- 
Zimmers,  zirka  8  m  über  dem  Boden.  Die  Erdleitung  wurde  an 
die  Erdleitung  der  Blitzableiteranlage  angeschlossen.  Während 
des  Funktionierens  des  Aspirators  war  das  Fenster  immer 
geschlossen  und  wurde  nur  behufs  Ablesung  des  Elektroskops 
geöffnet  Die  Ablesungen  bei  Nacht  wurden  mittels  einer 
Petroleum laterne  gemacht,  die  ziemlich  weit  vom  Apparat  weg- 
gehalten werden  konnte  und  keinen  nachweisbaren  Einfluß  auf 
die  erhaltenen  Werte  hatte. 

Ein  kleiner  Teil  der  Messungen  wurde  auf  der  Plattform 
des  Observatoriums  angestellt.  Die  daselbst  gewonnenen  Werte 


1  Physik.  Zeitschrift,  VI.  Jahrg.,  Nr.  3,  p.  71. 
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unterschieden  sich  prinzipiell  nicht  von  den  Übrigen.  Parallel- 
messungen konnten  mangels  eines  zweiten  Apparates  nicht 
ausgeführt  werden. 

Um  immer  mit  gleichen  Quantitäten  durchgesaugter  Luft 
arbeiten  zu  können,  wurde  nicht  nach  gleichen  Zeiten,  sondern 
nach  gleichviel  Umdrehungen  des  Federgehäuses  abgelesen. 
Nach  jeder  Umdrehung  wurde  der  Aspirator  neuerlich  aufge- 
zogen und  nur  zur  Kontrolle  des  Zählens  der  Glockenzeichen, 
die  nach  jeder  Umdrehung  des  Federhauses  erfolgten,  wurde  eine 
Stopuhr  zu  Hilfe  genommen.  Die  erste  Ablesung  des  Elektroskops 
wurde  erst  bei  jenem  Glockenzeichen  angestellt,  bei  dem  der 
Aspirator  (dem  Gehör  nach)  seine  volle  Tourenzahl  erreicht  hatte. 

Die  zweite  Ablesung  geschah  nach  sechs  Umdrehungen 
des  Federgehäuses.  Da  der  Spannungsabfall  nach  sechs  Um- 
drehungen, einige  wenige  Fälle  ausgenommen,  immerhin  ein 
genügender  war,  schien  es  geraten,  nur  so  wenige  Umdrehungen 
zu  nehmen,  um  die  für  eine  Doppelbeobachtung  notwendige 
Zeit  möglichst  abzukürzen  und  so  zahlreichere  Beobachtungen 
machen  zu  können,  was  ja  zur  Feststellung  des  täglichen 
Ganges  eine  Notwendigkeit  war. 

Die  Konstanten  des  Apparates  konnte  der  Verfasser  mangels 
der  hiezu  nötigen  Apparate  nicht  selbst  feststellen,,  sondern 
mußte  die  von  der  Firma  Günther  &  Tegetmayer  bei- 
gegebenen Konstanten  der  Berechnung  des  Ionengehaltes  der 
Luft  zu  Grunde  legen.  Nach  diesen  Angaben  transportierte  der 
Aspirator,  wenn  er  nach  jedem  Glockenzeichen  von  neuem 
aufgezogen  wurde,  von  einem  Zeichen  bis  zum  anderen 
1 75  ■  49  /  Luft,  daher  bei  sechs  Umdrehungen  des  Federgehäuses 
1-053  m\  und  zwar  bei  vorgestecktem  Vorschaltkondensator. 
Ohne  Hilfskondensator  wurden  bei  sechs  Umdrehungen  des 
Federgehäuses  1  ■  158  m3  gefördert.  Eine  Umdrehung  des  Feder- 
gehäuses dauerte  zirka  95  Sekunden,  daher  sechs  Umdrehungen 
zirka  9  Minuten  30  Sekunden. 

Nach  der  von  Ebert1  angegebenen  Formel 

r 

f  = 
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i  Illustrierte  acronaut.  Mitt.»  Heft  4,  Oktober  1902. 
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ergab  sich  als  Umrechnungsfaktor  für  den  Spannungsabfall  in 
Volt  in  freie  Elektrizitätsmenge  per  Kubikmeter  die  Konstante 

Die  im  folgenden  mitgeteilten  Beobachtungen  wurden  in 
der  Zeit  vom  l.bis  14.  August  1905  angestellt  Es  wurde  möglichst 
jede  gerade  Stunde  eine  Bestimmung  des  positiven  und  des 
negativen  Ionengehaltes  vorgenommen,  und  zwar  zirka  eine 
Viertelstunde  vor  der  vollen  Stunde  begonnen,  eine  Viertel- 
stunde nachher  beendet,  da  die  gesamte  Doppelmessung 
einschließlich  der  Umpolarisation  zirka  eine  halbe  Stunde 
beanspruchte.  Die  Messungen  unterblieben  im  allgemeinen  nur, 
wenn  Niederschlag  oder  Sturm  den  Apparat  gefährdeten. 

Das  Wetter  war  den  Beobachtungen  leider  nicht  günstig; 
auch  an  den  zur  Ableitung  des  täglichen  Ganges  verwendeten, 
sonst  wolkenlosen  Tagen  gab  es  am  Nachmittag  aufsteigende 
Cumuluswolken  und  Nebelschwaden,  die  sich  freilich  bald 
wieder  auflösten.  Detailliertere  Bemerkungen  über  das  Wetter 
sind  den  Beobachtungsdaten  von  Fall  zu  Kall  angefügt. 

Der  tägliche  Gang  des  Ionengehaltes. 

Zur  Ableitung  des  täglichen  Ganges  wurden  62  Doppel- 
beobachtungen verwendet,  die  am  3.,  4.,  9.  und  10.  August 
angestellt  wurden. 

Es  muß  hier  nochmals  nachdrücklich  hervorgehoben 
werden,  daß  diese  Tage  keineswegs  wolkenlos  waren.  Sie 
wurden  zu  obgenanntem  Zwecke  nur  deshalb  verwendet,  weil 
sie  erstens  immerhin  noch  die  besten  waren,  zweitens,  weil  die 
Wolkenbildung  an  diesen  Tagen  eigentlich  nur  der  verstärkte 
Ausdruck  des  Phänomens  der  auf-  und  absteigenden  Luft- 
ströme war.  Nacht  und  Morgen  waren  sehr  schön  und  wolkenlos, 
vormittags  Cumulusbildung  am  Horizont,  nachmittags  allseitig 
und  aus  dem  Tale  aufsteigende  Wolken  und  Nebel,  die 
sich  gegen  4h  p.  wieder  auflösen,  um  wieder  eine  sternenhelle 
schöne  Nacht  folgen  zu  lassen.  Der  Morgen  des  4.  August 
zeichnete  sich  durch  einen  geschlossenen  Wolkenboden  tief 
unter  dem  Gipfel  aus,  während  der  Nachmittag  des  10.  August 
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eine  besonders  starke  Bewölkung  aufwies.  Nach  dem 
10.  August  trat  dann  ein  jäher  Witterungssturz  mit  Gewitter 
und  Niederschlag  ein,  so  daß  an  eine  Arbeitsmöglichkeit  nicht 
mehr  zu  denken  war.  Ein  einzelner  schöner  Tag,  der  15.  August, 
wurde  noch  zu  Vergleichsmessungen  am  Fuße  des  Säntis 
(Wasserau)  benutzt.  Dieselben  sollen  am  Schlüsse  mitgeteilt 
werden.  Das  Wetter  in  der  Schweiz  blieb  dann  den  ganzen 
Sommer  so  unstet,  daß  es  dem  Verfasser  unmöglich  wurde, 
seinen  ursprünglichen  Plan  zur  Ausführung  zu  bringen,  die 
Ionisationsmessungen  auf  dem  Gornergrat  um  die  Zeit  der 
partiellen  Sonnenfinsternis  fortzusetzen. 

Die  folgende  Tabelle  I  gibt  die  Mittelwerte  aus  den  ge- 
nannten 4  Tagen  (3.,  4.,  9.  und  10.  August),  und  zwar  enthält 
die  erste  Kolonne  die  Stunde,  die  zweite  die  Menge  freier 
positiver  Elektrizität  im  Kubikmeter  in  elektrostatischen  Ein- 
heiten (p+),  die  dritte  dieselbe  Größe  für  das  negative  Vor- 
zeichen (p_).   Die  vierte  Kolonne  enthält  die  angenäherten 

Mittelwerte  für  die  Größe  q  =  Die  fünfte,  sechste  und 

P"  a  +  2b+c 

siebente  Kolonne  enthält  die  nach  der  Formel    — au> 

4 

geglichenen  Werte  von  p+.  p_  und  q,  die  achte,  neunte  und 
zehnte  die  Abweichungen  dieser  Größen  vom  Mittelwert.  Die 
interpolierten  Werte  sind  durch  Klammern  kenntlich  gemacht. 

Zur  besseren  Anschaulichkeit  sind  die  ausgeglichenen 
Werte  von  v.  s  .  und  q  in  der  Figur  durch  die  ausgezogenen 
Kurven  dargestellt. 

Wenn  man  die  unten  in  der  Tabelle  angegebenen  Mittel- 
werte betrachtet,  so  fällt  vor  allem  auf,  daß  das  p+  gegenüber 
den  in  der  Ebene  gefundenen  Werte  nicht  besonders  hoc 
ist,  dagegen  der  Wert  von  p_  sehr  stark  herabgedruckt 
erscheint.  Man  hat  es  hier*  offenbar  mit  dem  Effekt  des  außer- 
ordentlich starken  Gipfelfeldes  zu  tun.  Die  Wirkung  desselben 
tritt  in  dem  hohen  Mittelwert  des  4  =  3*76  noch  deutlicher 
zu  Tage.  Gegen  den  im  Tale  (Wasserau)  gefundenen  Mittelwert 
weist  der  auf  dem  Säntis  gewonnene  immerhin  eine  Erhöhung 
auf.  In  Wasserau  wurde  ein  Wert  von  pf  =  0'303  E.E.  (eben- 
falls unkorrigiert)  gefunden.  Auch  diese  relative  Erhöhung  mag 
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jedoch  auch  nur  der  Wirkung  des  Gipfelfeldes  zugeschrieben 
werden.  Der  mittlere  Ionengehalt  beträgt  auf  dem 

Säntis  0-283  E.  E.,  im  Tale  0*286  E.  E.,  ist  also  auf  dem 

Säntis  und  in  Wasserau  gleich. 
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Beim  Anblick  der  Kurven,  die  den  täglichen  Gang  von 
und  p_  darstellen,  fällt  vor  allem  die  Ungleichartigst  der 
beiden  Kurven  auf;  pr  hat  sein  Hauptmaximum  um  lllla., 
?.  jedoch  um  3h  a.  Die  Minima  stimmen  in  vier  Zeit  ihres 
Eintreffens  gut  überein;  p+  hat  sein  Minimum  um  3h  p.,  p_  um 
2hp.  Ein  sekundäres  Maximum  von  p+  um  4h  a.  fällt 
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so  ziemlich  mit  dem  Hauptmaximum  von  p_  zusammen, 
während  ein  sekundäres  Maximum  von  p_  um  llha.  mit  dem 
Hauptmaximum  von  p+  der  Zeit  nach  sich  in  guter  Über- 
einstimmung befindet. 

Wenn  auch  die  Kurven  in  ihrer  Unregelmäßigkeit  deutlich 
zeigen,  daß  den  schlechten  Witterungsverhältnissen  gegenüber 
keineswegs  genügend  viele  Beobachtungen  vorliegen,  so 
wurde  doch  der  Vollständigkeit  halber  die  Darstellung  des 
täglichen  Ganges  mittels  der  harmonischen  Analyse  unter- 
nommen. Es  ist: 

P+  =  0-434+0-026  sin  (332°+*)+0014  sin  (l38°+2z)+ 

+0-014  sin  (307°+3i) 

p_  =  0- 133  +  0-056  sin  (52°+*)+0-012  sin  (79°+2*)  + 

+0-024  sin(322°+3*) 

q  -  3 •  79+ 1  •  74  sin  (237°  +*)+0 -62  sin  (348° +2*)+ 

+0  76  sin  (147° +34 

Wie  man  aus  den  Formeln  ersieht,  hat  man  es  hier  durch- 
wegs mit  dreifachen  Perioden  zu  tun.  Die  Amplitude  der  drittel- 
tägigen Welle  ist  in  allen  drei  Fällen  noch  ausschlaggebend 
und  erst  die  Amplitude  der  vierteltägigen  Welle  sinkt  stark  ab, 
ohne  jedoch  vollkommen  vernachlässigbar  zu  sein.  Auchhienn 
kommt  wohl  die  Tatsache  zum  Vorschein,  daß  durch  die  geringe 
Zahl  der  Beobachtungen  die  Zufälligkeiten  nicht  genügend  aus- 
geschieden sind. 

Was  nun  die  bedeutende  Verschiedenheit  der  p+-  "nd 
p_-Kurve  betrifft,  so  mag  es  vielleicht  doch  möglich  sein,  auf  die 
Gründe  hinzuweisen,  die  eventuell  ein  solches  verschiedenes 
Verhalten  bedingen  könnten.  Es  mag  einerseits  in  der  größeren 
Empfindlichkeit  der  negativen  Ionen  gegen  Feuchtigkeit,  K 
densation  und  anderweitige  Trübung  liegen,  andrerseits  in  der 
individuellen  Beschaffenheit  des  Säntisgipfels.  Während  au 
dem  Sonnblick  relativ  einfache  luftelektrische  Verhältnisse  ge- 
funden wurden,  zeigt  eben  der  Säntis  recht  komplizierte.  Der 
Sonnblick  hat  einen  durch  und  durch  gefrorenen  Gipfel  un 
ist  von  einem  nahezu  kontinuierlichen  Gürtel  von  Gletschern 
umgeben.  Unter  diesen  Umständen  kann  man  also  annehmen, 
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daß  auf  dem  Sonnblick  gar  keine  ionisierende  Emanation 
aus  dem  umgebenden  Boden  dringt  und  der  Ionengehalt  der 
Luft,  respektive  wahrscheinlicher  die  Ionenbeweglichkeit  einzig 
und  allein  durch  die  vertikalen  Luftströmungen  bestimmt  wird. 
Die  Möglichkeit  dieser  Hypothese  wurde  seinerzeit  vom  Ver- 
fasser sowohl  dem  Verhalten  des  täglichen  Ganges  nach  als 
auch  bei  der  Diskussion  der  Abhängigkeit  der  luftelektrischen 
von  den  meteorologischen  Elementen  gezeigt1  und  wurde  auch 
von  anderer  Seite  bei  Messungen  im  Winter  auf  einem  Berge, 
der  mit  einer  dicken  Schneedecke  bedeckt  war,  in  ähnlicher 
Weise  nachgewiesen.2 

Beim  Säntisgipfel  liegen  nun  die  Verhältnisse  gänzlich 
anders.  Der  Gipfel  ist  schneefrei  und  stark  zerklüftet.  Hier  kann 
man  sich  sehr  gut  denken,  daß  bei  steigender  Temperatur  und 
vielleicht  örtlich  sinkendem  Luftdruck  Emanation  aus  dem 
Boden  dringt  und  den  Ionengehalt  der  Luft  vergrößert.  Über 
dieses  Phänomen  wird  sich  nun  der  Einfluß  der  auf-  und 
absteigenden  Luftströme  lagern.  Gehen  wir  nun  von  dem 
Gesichtspunkt  aus,  daß  durch  steigende  relative  Feuchtigkeit 
und  heraufgeführte  Staubteilchen  vor  allem  die  negativen  Ionen 
in  ihrer  Beweglichkeit  gehemmt  und  dann  teilweise  durch  den 
Eberfschen  Aspirationsapparat  nicht  mehr  gezählt  werden!  Es 
wird  dann  bei  aufsteigendem  Luftstrom  der  Gehalt  an  negativen 
Ionen  —  wenigstens  scheinbar —  stark  herabgedrückt  werden; 
sicherlich  bei  weitem  stärker  als  der  Gehalt  an  positiven  Ionen. 
Andrerseits  werden  die  negativen  Ionen  bei  absteigendem  Luft- 
strom relativ  größere  Beweglichkeit  erlangen.  Auf  diese  Art 
könnte  man  sich  also  die  verschiedentliche  Form  des  täglichen 
Ganges  erklären. 

Bei  den  positiven  Ionen  spielt  die  Wirkung  der  Emanation 
der  Bodenluft  die  entscheidende  Rolle,  während  die  Messungen 
der  Zahl  der  negativen  Ionen  bedeutend  mehr  durch  die  verti- 
kalen Luftströmungen  beeinflußt  werden,  indem  hier  die  Be- 
weglichkeitsänderungen bedeutendere  sind.  Erst  wenn  es  zu 


»  Diese  Sitzungsberichte,  Bd.  CX1V,  Abt.  Hu,  Jänner  1905. 
*  Ficker  und  Defant,  diese  Sitzungsberichte,   Bd.  CXIV,  Abt.  IIa, 
Februar  1905. 
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wirklichen  Kondensationserscheinungen  kommt,  wie  dies  an  den 
Beobachtungstagen  leider  der  Fall  war,  werden  beide  Ionen- 
arten als  Kondensationskerne  ausgeschieden  werden  und  der 
Ionengehalt  beider  Vorzeichen  muß  sinken,  ein  Minimum 
erreichen.  Freilich  werden  auch  hier  die  negativen  Ionen 
bedeutend  mehr  in  Mitleidenschaft  gezogen  werden,  das  q  muß 
hier  also  anwachsen.  Wie  man  aus  der  Darstellung  in  der  Figur 
ersieht,  erreicht  auch  das  q  zur  Zeit  des  Minimums  beider 
Vorzeichen  sein  Maximum. 

Weiters  mag  noch  die  verschiedene  tägliche  Amplitude  des 
positiven  und  negativen  lonengehaltes  hervorgehoben  werden. 
Die  Zahl  der  negativen  Ionen  schwankt  um  21%  um  ^en  M;tte'* 
wert,  die  Zahl  der  negativen  aber  um  119%!  Auch  hierin  liegt 
vielleicht  schon  ein  Hinweis  auf  den  Umstand,  daß  dte 
negativen  Ionen  namentlich  Beweglichkeitsänderungen,  weniger 
effektiven  Zahländerungen  unterworfen  sind. 

Schließlich  möge  noch  auf  die  Übereinstimmung  zwischen 
der  Kurve  für  p_  mir  der  seinerzeit  gefundenen  Kurve  für  die 
positive  Zerstreuung  auf  dem  Sonnblick1  hingewiesen  werden. 

Die  positive  Zerstreuung  auf  dem  Sonnblick  wies  ein 
Maximum  um  zirka  4h  a ,  ein  Minimum  um  2h  p.,  ein  sekundäres 
Maximum  um  llha.  auf.  Die  entsprechenden  Extreme  von  ?_ 
fallen  bei  den  Säntisbeobachtungen,  wie  aus  der  Figur  hervor- 
geht, auf  3h  a.,  2h  p.  und  10h  a.  bis  llu  a. 

Die  auf  dem  Sonnblick  gefundene  Kurve  für  die  negative 
Zerstreuung  weist  jedoch  ein  gänzlich  anderes  Verhalten  auf 
als  die  auf  dem  Säntis  für     gefundene  Kurve. 

Was  das  verschiedene  Verhalten  der  beiden  Ionengattungen 
betrifft,  findet  auch  Ebert2  anläßlich  seiner  luftelektrischen 
Untersuchungen  bei  der  Sonnenfinsternis  im  August  190o, 
daß  bei  Eintritt  der  Totalität  der  Oberschuß  an  positiver 
Ladung  von  —0-04  auf  -4-0  10  wächst,  während  q  von 
0  90  auf  130  steigt.  Auch  Ebert  schreibt  dieses  Phä- 
nomen dem  verschiedenen  Verhalten  der  beiden  Ionen- 
gattungen bei  wachsender  Feuchtigkeit  zu,  wie  sie  ja  durch 


i  Diese  Sitzungsberichte,  BJ.  CXIII,  Abt.  IIa,  Oktober  1904,  p.  1150. 
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den  Temperaturfal!  während  der  Sonnenfinsternis  bedingt 
wird. 

Was  nun  die  Wirkung  der  steigenden  Temperatur  auf  den 
Ionengehalt  betrifft,  so  müßte  dieselbe  im  Tale  ausgeprägt  zu 
finden  sein.  Tatsächlich  erhielt  Gockel1  einen  täglichen  Gang, 
der  mit  dieser  Anschauung  in  guter  Übereinstimmung  steht! 
Ich  erlaube  mir,  hier  eine  Stelle  der  zitierten  Abhandlung  wört- 
lich anzuführen:  »Der  Zusammenhang  zwischen  Ionisierung 
und  Temperatur  ist  aus  dem  täglichen  Gange  deutlich  zu 
ersehen.  Die  Verspätung  des  Maximums  der  Ionisation  gegen- 
über dem  Maximum  der  Lufttemperatur  deutet  darauf  hin,  daß 
die  Erwärmung  des  Bodens  die  Ionisation  befördert.*  Daß  ein 
nicht  sehr  massenreicher  Felsgipfel,  wie  in  unserem  Falle,  dieser 
Wirkung  besonders  ausgesetzt  sein  wird,  ist  augenscheinlich. 
Das  weitere  Ansteigen  des  Gehaltes  an  negativen  Ionen  wird 
dann  durch  die  Wirkungen  des  aufsteigenden  Luftstromes 
verdeckt. 

Der  oben  ausgesprochenen  Anschauung  stehen  zwei  Beob- 
achtungstatsachen entgegen  .-Gockel  findet  bei  aufsteigendem 
Nebel  eine  Vermehrung  des  negativen  Ionengehaltes  und  ein 
Absinken  der  Größe  q;  Schweidler-  findet  in  der  Ebene  in 
Mattsee  »morgens  und  nach  Sonnenuntergang  hohe  Werte, 
in  der  zwischenliegenden  Zeit  tiefe  Werte  des  lonengehaltes«. 
Freilich  heißt  es  dann  weiter:   >Ob  das  kleine  sekundäre 
Maximum  um  3h  p.  reell  ist  oder  bei  größerer  Anzahl  der 
Messungen  verschwinden  würde,  läßt  sich  vorläufig  nicht  ent- 
scheiden«. Ob  wir  es  hier  mit  wirklich  kleinerem  lonengehalt 
um  die  Zeit  des  Temperaturmaximums  zu  tun  haben  oder  nur 
mit  einer  lonenadsorption  durch  Bildung  von  Dunstschichten 
um  die  heiße  Tageszeit,  mag  dahingestellt  bleiben.  Es  mag 
nur  noch  darauf  hingewiesen  werden,  daß  der  Verfasser  in 
Wasserau  denselben  täglichen  Gang  gefunden  und  dabei 
deutlich  die  Dunstbildung  beobachtet  hat.  Jedenfalls  kann  hier 
nur  eine  Vermehrung  des  Beobachtungsmaterials  weiteren  Auf- 
schluß bringen. 


1  Mctcorolog.  Zeitschrift,  190«,  p.  53. 

2  Diese  Sitzungsberichte,  Bd.  CXIV,  Abt.  IIa,  Dezember  1903. 
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Beziehungen  des  Ionengehaltes  zu  den  meteorologi- 
schen Elementen. 

Bei  der  geringen  Zahl  der  Beobachtungen  wurde  es  unter- 
lassen, die  Beziehungen  des  Ionengehaltes  zu  Luftdruck,  Luft- 
druckänderung und  Fernsicht  zu  untersuchen.  Der  Einfluß  der 
Windgeschwindigkeit,  der  gewiß  von  Interesse  wäre,  konnte 
nicht  untersucht  werden,  da  das  Anemometer  während  meiner 
Anwesenheit  auf  dem  Säntis  gerade  Schaden  gelitten  hatte 
und  nicht  funktionierte. 

Es  mögen  daher  nur  jene  Beziehungen  hier  Platz  finden, 
die  im  Zusammenhange  mit  dem  Erklärungsversuch  des  tag- 
lichen Ganges  stehen. 


Tabelle  II. 
1.  Temperatur  auf  dem  Säntis  und  Ionengehalt 


Temperatur 

P+ 

P- 

4 

«• 

0419 

0135 

3-10 

19 

8°,  9°  

0-428 

0:130 

329 

20 

0437 

0133 

3-29 

20 

12°,  13°,  14°  

0-398 

0-107 

3-72 

12 

Bis  1 1°  steigt  also  der  Gehalt  an  positiven  Ionen,  die  La 
der  negativen  bleibt  ziemlich  konstant,  das  q  wächst  da  er. 
Weiter  steigende  Temperatur  erniedrigt  sowohl  die  Zah 
positiven  wie  der  negativen  Ionen;  q  steigt  dabei  NVe,ter  *e 
Bei  diesen  hohen  Temperaturen  war  meist  schon  starke  e 
wölkung,  was  sowohl  das  Sinken  der  Ionenzahlen  als  auc 
das  Steigen  der  Größe  q  erklärt. 


i  »  =  Zahl  der  Beobachtungen. 
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Tabelle  III. 


2.  Temperatur  in  Zürich  und  Ionengehalt. 


Temperatur 

rV 

P- 

n 

10  bis  20°....  

0-453 

0-149 

3-04 

30 

20  »  25°  

0-433 

0135 

3-20 

18 

25   »  30°  

0-402 

0- 104 

3-86 

17 

über  30°  

0370 

0  061 

607 

5 

Je  höher  die  Temperatur  in  der  Ebene  steigt,  desto  mehr 
Grund  wird  für  einen  aufsteigenden  Luftstrom  vorhanden  sein. 
Nach  dem  früher  gegebenen  Erklärungsversuch  sollen  beide 
Ionenarten  an  Zahl  abnehmen  und  die  Unipolarität  verschärft 
werden,  da  die  negativen  Ionen  bei  Kondensationsbildung 
zuerst  ausfallen,  respektive  in  ihrer  Wanderungsgeschwindigkeit 
gehemmt  werden.  Wie  man  aus  Tabelle  III  ersieht,  ergeben 
sich  wirklich  die  geforderten  Beziehungen.  Noch  stärker  tritt 
dieser  Einfluß  hervor,  wenn  man  ein  besseres  Kriterium  für 
den  aufsteigenden  Luftstrom  annimmt  als  die  Temperatur  in 
der  Ebene,  nämlich  den  Temperaturgradienten  (Temperaturabfall 
pro  100m)  zwischen  Zürich  und  Säntisgipfel.  Diese  Bezie- 
hung wird  in  Tabelle  IV  zur  Darstellung  gebracht. 


Tabelle  IV. 


Temperaturgradient 
Zürich-Santis 
0°  C. 

P+ 

P- 

<1 

n 

0*2,  0-3,  0-4  

0-439 

0-152 

2-89 

26 

0-5,  0-6  

0-442 

0- 128 

346 

16 

°'7,  0-8  ...  . 

0-401 

0- 108 

3-71 

22 

0-9 

0  350 

0-069 

508 

4 

Die  positiven  Ionen  werden  durch  steigenden  Gradienten 
relativ  wenig,  die  negativen  stark  beeinflußt,  daher  das  rasche 
Anwachsen  der  Größe  q. 
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Beweglichkeitsmessungen. 

Die  Zahl  der  angestellten  Beweglichkeitsmessungen  ist 
eine  sehr  kleine,  da  die  Ionengehaltsmessungen  nicht  viel  Zeit 
übrig  ließen.  Dieselben  mögen  hier  dennoch  Platz  finden,  da  ja 
nur  relativ  wenige  Beweglichkeitsmessungen  in  den  vorhan- 
denen Publikationen  vorliegen. 

Die  mittlere  spezifische  Ionengeschwindigkeit  wurde,  wie 
eingangs  bemerkt,  mit  dem  Vorschaltkondensator  nach  Mache 
gemessen  und  mittels  der  von  Mache1  angegebenen  Nähe- 
rungsformel berechnet.  Es  ist  die  mittlere  spezifische  Ionen- 
geschwindigkeit R 

M .  In  - 
r 

it  —  » 

wobei  M  die  Zahl  der  in  der  Sekunde  durchgesaugten  Kubik- 
zentimeter Luft,  R  und  r  den  äußeren,  beziehungsweise  inneren 
Radius  des  Vorschaltkondensators  und  L  die  Länge  des  Innen- 
zylinders in  Zentimetern  bedeutet. 

AF  bedeutet  die  Höhe  des  Hilfspotentials  am  Vorschalt- 
kondensator, die  notwendig  wäre,  um  die  eintretende  Luft  im 
Vorschaltkondensator  vollkommen  zu  entionisieren.  W  wurde 
durch  Proportion,  nicht  durch  graphische  Darstellung  auf- 
gesucht. 

Bei  dem  verwendeten  Apparat  ergaben  sich  folgende 
Konstanten: 

R  o 

2/?  =  3  0cw,    2r  =  0*orw,    y  =  °> 

L  =  1 2  cm,      M  =  1 847  *m  J/sec. 
Es  ist  daher 

M.lu  R 
.__ ^-  =  44-568 

und 

n  —  44  -508  — • 
A  V 


i  Physik.  Zeitschrift,  IV.  Jahrg.,  Nr.  26,  p.  717. 
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Tabelle  V  enthält  das  Verzeichnis  der  angestellten  Be- 
weglichkeitsmessungen. «+  und  w_  bedeutet  die  Wanderungs- 
geschwindigkeit in  Zentimeter  in  einem  Felde  von  1  Volt/1  cm. 


Tabelle  V. 


Datum 

Zeit 

"+ 

1  _ 
- 

j  Wetter 

8./VIÜ. 

10»»  a. 

1-241 

1  -432 

1-15 

Wolkenbildung. 

9./VUI. 

4»>  p. 

0  445 

  i 

Gewitterwolke  in  der  Nähe 
des  Gipfels. 

9./VIII. 

7»p. 

1-328 

1-27 

Wolkenlos,  Sonnenunter- 
gang. 

9  /VIII. 

8*  p. 



1  -685 

Wolkenlos. 

io./viii. 

Ilh30m  a 

1*474 

0-67? 

Täler  dunstig,  Cu  am  Ho- 
rizont. 

10./VIII. 

12h  a. 

0-989 

Starke  Wolkenbildung. 

10./VUI. 

6h  p. 

II  72 

1-52 

Zenith  wolkenlos. 

To./vuiT 

7h  p. 

1-787 

Zenith  wolkenlos. 

Mittel . . . 

1132 

1-498 

1-32 

Messungen  in  Wasserau. 

Um  über  die  luftelektrischen  Verhältnisse  im  Tale  ein 
wenig  orientiert  zu  sein,  wurden  am  Fuße  des  Säntis  in 
Wasserau  (870 m  nach  Meyer-Schweiz)  einige  Messungen 
des  Ionengehaltes  und  der  Ionenbeweglichkeit  angestellt. 
Wasserau  liegt  am  Ausgange  des  engen  Tales,  das  sich  vom 
Säntis  gegen  Appenzell  herabzieht.  Als  spezieller  Beobach- 
tungsort wurde  eine  Wiese  vor  dem  Gasthause  gewählt.  Die 
Apparate  wurden  auf  einem  Tische  untergebracht,  der  immer 
so  verschoben  wurde,  daß  die  Apparate  beinahe  immer  im 
Schatten  des  ziemlich  hohen  Hauses  standen.  Die  Entfernung 
vom  Hause  betrug  zirka  15  m.  Die  Erdleitung  wurde  an  das 
eiserne  Auslaufrohr  einer  gefaßten  Quelle  angeschlossen.  Die 
Messungen  fallen  alle  auf  den  15.  August,  der  durchaus  sehr 
schön  war,  nur  der  Nachmittag  wies  wieder  einige  hoch- 
ziehende Cumuluswolken  auf,  doch  muß  ausdrücklich  bemerkt 
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werden,  daß  sich  um  die  heiße  Tageszeit  eine  Dunstschichtc 
über  den  Talboden  gelagert  hatte,  die  erst  in  den  Abendstunden 
wieder  verschwand. 

Tabelle   VI   enthält   die    in   Wasserau  anj 
Messungen. 

Tabelle  VI. 


Ortszeit 

P+ 

P- 

1 

7h  a. 

0  349 

9*a. 

0315 

0  322 

0-98 

11»»  a. 

0-220 

0-192 

1-15 

Ihp. 

0-287 

0-249 

1-15 

3«»  p. 

0  252 

0-252 

1-00 

4h30m  p. 

0  297 

0-297 

1-00 

5»>30m  p. 

0-301 

6h  p. 

0-311 

7»»  p. 

0-402 

7h30m  p. 

0-389 

0-303 

0-270 

112 

0  540 
1-211 


0-  877 

1-  283 


Erhöht  man  die  Mittelwerte  von  p+  und  p_  mit  Rücksicht 
auf  den  geerdeten  Vorschaltkondensator,  wie  früher  bemerkt, 
um  15%»  s0  erhält  man: 

r/+  =  0-348    und    p'_  =  0*310, 
Werte,  die  mit  dem  von  E.  v.  Schweidler  gefundenen  Mittel- 
wert p+  =  0-365  ziemlich  gut  übereinstimmen. 

Der  Wert  von  q  ist  etwas  kleiner  ausgefallen  als  die  von 
Eberl  (124)  und  Schweidler  (120)  gefundenen  Werte. 


Zusammenfassung. 

1.  Die  tägliche  Änderung  des  Gehaltes  an  positiven  Ionen 
zeigt  einen  bedeutend  anderen  Typus  als  die  tägliche  An  e 
des  Gehaltes  an  negativen  Ionen. 
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2.  Der  tägliche  Gang  von  p+  wird  in  erster  Linie  durch  die 
aus  dem  Boden  austretende  Emanation  und  erst  in  zweiter 
Linie  durch  die  Vertikalbewegungen  der  Luft  beeinflußt.  Der 
tägliche  Gang  von  p_  steht  nahezu  ganz  unter  dem  Einfluß  der 
auf-  und  absteigenden  Luftströme  und  erst  in  zweiter  Linie  tritt 
in  ihm  die  Einwirkung  der  Bodenluft  zu  Tage. 

3.  Die  luftelektrischen  Verhältnisse  eines  nicht  vereisten 
Berggipfels  sind,  nach  den  Erfahrungen  des  Verfassers  auf  dem 
Sonnblick  und  auf  dem  Säntis  zu  urteilen,  bedeutend  kom- 
plizierter und  schwieriger  zu  analysieren  wie  auf  einem  ver- 
eisten und  durchgefrorenen  Gipfel,  wo  man  von  den  Wirkungen 
der  Bodenluft  frei  ist. 

4.  Sämtliche  auf  dem  Säntis  gefundene  Beobachtungs- 
tatsachen lassen  sich  durch  die  Annahme  der  Ionisierung  der 
Luft  durch  die  Emanation  der  Bodenluft  und  durch  die  Wir- 
kungen der  vertikalen  Luftströmungen  erklären. 


Zum  Schlüsse  drängt  es  mich,  allen  jenen  meinen  Dank 
auszusprechen,  durch  deren  Unterstützung  und  Entgegen- 
kommen es  mir  möglich  wurde,  die  luftelektrischen  Unter- 
suchungen auf  dem  Säntis  anzustellen: 

Meinen  ergebensten  Dank  spreche  ich  der  hohen  kaiser- 
lichen Akademie  für  die  Bewilligung  einer  Subvention  aus 
dem  Ponti-Fonde  aus. 

Der  schweizerischen  Gesandtschaft  in  Wien  danke 
ich  auf  das  verbindlichste  für  ihr  außerordentliches  Entgegen- 
kommen, durch  das  mir  sämtliche  Zollschwierigkeiten  beim 
Transport  der  Apparate  erspart  blieben. 

Meinen  besonderen  Dank  schulde  ich  dem  Direktor  der 
schweizerischen  MeteorologischenAnstalt,  Herrn 
Dr.  J.  Maurer,  der  mir  ein  Zimmer  auf  dem  Süntisobservatorium 
»n  liebenswürdigster  Weise  zur  Verfügung  stellte  und  mir 
auf  meine  Bitte  die  meteorologischen  Daten  vom  Säntis  und 
von  Zürich  in  Abschrift  zukommen  ließ. 

Schließlich  danke  ich  den  Beobachtern  auf  dem  Säntis, 
Herrn  und  Frau  J.  Bommer,  für  alle  Freundlichkeit  und 
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Liebenswürdigkeit,  die  sie  mir  stets  entgegengebracht 
haben. 

Wien,  im  Juli  1906. 

K.  k.  Zentralanstalt  für  Meteorologie  und  Geodynamik. 


Anhang*. 

Die  folgende  Tabelle  enthält  die  am  Säntis  gewonnenen 
Beobachtungen  in  chronologischer  Reihenfolge. 

p+  und  p_  sind  in  elektrostatischen  Einheiten  im  Kubik- 
meter gegeben,  q  ist  das  Verhältnis  von      .  Die  letzte  Kolonne 

enthält  Notizen  über  das  zur  Beobachtungszeit  herrschende 
Wetter. 
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Das  elektrische  Verhalten  der  allotropen 
Selenmodiflkationen  unter  dem  Einflüsse 
von  Wärme  und  Lieht 

von 

Paul  v.  Schrott. 

(Mit  23  Tcxtfißiiren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  12.  Juli  1906.) 

I.  Historischer  Überblick. 

Das  Selen  zeigt  in  seinen  verschiedenen  Modifikationen 
ein  verschiedenes  Verhalten  gegenüber  dem  elektrischen  Strome. 
Im  amorphen  Zustande  leitet  es  den  elektrischen  Strom  nicht. 
In  den  bisher  untersuchten,  durch  Erhitzen  des  amorphen 
Selens  hergestellten  kristallinischen  Modifikationen  ist  es  da- 
gegen ein  Leiter  der  Elektrizität,  dessen  Widerstand  von  fol- 
genden drei  Faktoren  in  hohem  Grad  abhängig  ist: 

1.  Von  der  Größe  des  hindurchgesendeten  Stromes, 

2.  von  der  Temperatur, 

3.  von  der  Intensität  des  darauffallenden  Lichtes. 
Außerdem  kann  das  kristallinische  Selen  unter  Einfluß  des 

Lichtes  eine  elektromotorische  Kraft  erzeugen. 

Abgesehen  von  den  orientierenden  Experimenten  von 
Knox'(1839)  und  Rieß»  (1843),  welche  feststellten,  daß  das 
amorphe  Selen  Nichtleiter  der  Elektrizität  ist,  stammen  die 
ersten  Versuche  über  den  Einfluß  der  Wärme  auf  die  Leit- 
«hjgkeit^des  Selens  von  Hittorf3  (1851),  welcher  fand,  daß 

*  Knox  (1839),  Trans.  Roy.  Irish  Acad ,  Bd.  19,  p.  149  (1843);  auch 
Mag.  (3),  Bd  16,  p.  185. 

*  Rieß  (1845),  Hogg.  Ann.  d.  Phys.,  Bd.  04,  p.  50. 

Hittorf  (1851),  Pugg.  Ann.  d.  Phys,  Bd.  S4,  p.  214  bis  220. 
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der  Widerstand  des  Selens  mit  steigender  Temperatur  abnehme. 
Zum  gleichen  Resultate  kamen  Draper  und  Moss1  (1876). 
während  Adams2  (1875)  ein  entgegengesetztes  Verhaltendes 
Selens  konstatierte.  Dieser  scheinbare  Widerspruch  wurde 
durch  Werner  Siemens3  (1875)  aufgeklärt.  Derselbe  unter- 
scheidet drei  Formen  des  graukristallinischen  Selens: 

1.  Amorphes  Selen  durch  Erhitzung  auf  100°  C.  in  kri- 
stallinisches umgewandelt.  Modifikation  I. 

2.  Umgewandelt  durch  direktes,  andauerndes  Erhitzen  des 
amorphen  Selens  auf  200°  C.  Modifikation  II. 

3.  Aus  dem  geschmolzenen  Zustande  durch  langes  Er- 
hitzen auf  195°  C.  kristallisiert.  Modifikation  III. 

Modifikation  I  und  III  haben  nach  Siemens  einen  nega- 
tiven Temperaturkoeffizienten  des  Widerstandes,  Modifikation  II 
einen  positiven  (metallisches  Selen).  Ferner  fand  Siemens,  daß 
Modifikation  I  und  III  sich  nicht  mehr  durch  Erhitzen  in  Modi- 
fikation II  umwandeln  'lassen,  letztere  vielmehr  nur  durch 
direktes  Erhitzen  des  amorphen  Selens  über  200°  C.  hergestellt 

werden  könne.  . 

Das  metallische  Selen  scheint  bei  Temperaturen  unter  »w 
nicht  stabil  zu  sein,  sondern  sich  bei  gewöhnlicher  Temperatur 
im  Laufe  der  Zeit  in  Modifikation  I  umzuwandeln  bis  auf  einen 
Rest,  der  in  letzterem  gelöst  bleibt  (feste  Lösung).  Je  nach  der 
Grüße  dieses  Restes  zeigt  das  Selen  zwischen  weiteren  oder 
engeren  Grenzen  einen  positiven  Temperaturkoeffizienten. 

Abkühlung  des  Selens  unter  -15°  soll  Modifikation^ 
vollständig  in  Modifikation  I  umwandeln,  d.  h.  einen  posiiv«. 
Temperaturkoeffizienten  aufheben.  . 

Zu  ähnlichen  Resultaten,  jedoch  in  mancher  Beziehu 
schärfer  präzisiert,  kam  Rieß'  (1902).   Er  findet,  daß 

1  Drnpcr  und  Moss  (1870),  Chemical  News,  Bd.  33,  p.  »:  Jahresber. 
d.  Chcm.,  1876,  p.  129  und  1S>.  p  ^ 

2  W.  G.  Adams  (1875),  Proc.  Roy.  Soc,  Bd.  23,  p.  535  bis  53», 

Ann.  d.  l'hys.,  Bd.  159,  p.  622.  Ann. 

3  W.  Siemens  (1876),  Berl.  Sitzungsber.  Akad.,  1876,  p.öö. 

d.  l'hys..  Bd.  159,  p.  117.  Erlangen 
i  Ch.  Rieß  (1902),  Beibl.  Ann.  d.  Phys.,  1903,  p.  1101;  Diss. 

1902. 
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längerem  Erhitzen  des  amorphen  Selens  über  200°  der  Wider- 
t  stand  bis  zu  einem  Maximum  zunehme.  War  das  letztere  er- 
reicht, so  zeigt  das  Selen  beim  Abkühlen  sogleich  metallischen 
Charakter;  war  jedoch  das  Maximum  nicht  erreicht,  so  steigt 
zunächst  beim  Abkühlen  der  Widerstand  bis  zu  einem  Maximum 
und  sinkt  erst  von  da  ab.  Diesen  Umkehrpunkt  fand  er  nicht 
stabil,  sondern  abhängig  von  der  Höhe  und  Dauer  der  voran- 
gegangenen Erhitzung.  Im  Gegensatze  zu  Siemens  kon- 
statierte er,  daß  ein  Umkehrpunkt  auch  bei  Erhitzung  unter 
200°  auftreten  könne,  doch  liegt  derselbe  dann  sehr  tief,  selbst 
unter  0°.  Auch  war  Abkühlung  bis  —27°  nicht  im  stände,  einen 
positiven  Temperaturkoeffizienten  zu  zerstören. 

Nach  den  eben  erörterten  Untersuchungen  ist  es  auch  er- 
klärlich, daß  die  Angaben  Mercadier's1  (1881),  Bidwell's 
(1881),*  (1895),8  A.  Pocchettino's4  (1902),  über  das  Verhalten 
des  Selens  bei  Erwärmung  und  Abkühlung  voneinander  ab- 
weichen, da  die  Selenpräparate  auf  verschiedene  Weise  her- 
gestellt waren. 

Robert  Marc  (1903),5  (1906) 6  gelangte  in  seiner  jüngsten 
Arbeit,  durch  welche  die  Resultate  der  früheren  berichtigt  er- 
scheinen, zu  dem  Schlüsse,  daß  die  einzige  bei  allen  Tempera- 
turen stabile  Form  des  graukristallinischen  Selens,  die  Form 
des  erreichten  Gleichgewichtes  zwischen  zwei  voneinander 
verschiedenen  Modifikationen  des  graukristatlinischen  Selens 
sei.  Die  Existenz  dieser  letzteren  wies  Marc  durch  Wärme- 
tönungsuntersuchungen nach. 

Im  Jahre  1873  fand  Willoughby  Smith,7  daß  der 
Widerstand  des  Selens  bei  Belichtung  sich  vermindere.  Es  liegt 

1  Mercadier  (1881),  Compt.  rend.,  ßd.  92,  p.  1407. 
*  Bidwell  (1881),  Phil.  Mag.,  Bd.  11,  p.  302;  Beibl.  Ann.  d.  Phys.,  Bd.  5, 
p.  526. 

3  Bidwell  (1895),  Phil.  Mag.,  Bd.  20,  p.  178;  Beibl.  Ann.  d.  Phys.,  Bd.  9, 
p.  674. 

4  A.  Pocchcttino  (1902),  Atti  R.  Accad.  dei  Lincei  Roma  (5),  Bd.  11, 
I-,  286  bis  289,  24.  April;  Chem.  Zcntralbl.,  1902,  Bd.  I,  p.  1187. 

5  R.  Marc  (1903),  Zeitschr.  für  anorg.  Chemie,  Bd.  37,  p.  450  bis  474. 

6  R.  Marc  (1906),  Zeitschr.  für  anorg.  Chemie,  Bd.  48,  p.  393  bis  426. 

7  Smith  (1873),  Amer.  Journ.  Sei.  (3),  Bd.  5,  p.  301.  —  Nature,  Bd.  VII, 
p.  302.  —  ßer.  d.  deutschen  chem.  Ges.,  Bd.  6,  p.  204. 
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jedoch  keine  Nachricht  vor,  welcher  Art  dieses  Selenpräparat 
war. 

Sale1  bestätigte  im  selben  Jahre  die  Angaben  Smith's, 
gleichfalls  ohne  über  die  Herstellung  des  lichtempfindlichen 
Selens  nähere  Angaben  zu  machen. 

Erst  Werner  Siemens2  (1877)  konstatierte,  daß  je  nach 
der  Modifikation  des  Selens  die  Art  der  Widerstandsänderung 
bei  Belichtung  verschieden  sei.  Während  Modifikation  I  bei 
fortdauernder  Belichtung  auch  durch  Stunden  ihren  Widerstand 
beständig  vermindert,  erreicht  nach  Siemens  Modifikation  II 
nach  einigen  Sekunden  der  Belichtungsdauer  ein  Minimum  des 
Widerstandes  mit  darauffolgender  langsamer  Zunahme  des- 
selben (Ermüdung  des  Selens).  Dabei  ist  die  absolute  Licht- 
empfindlichkeit der  Modifikation  II   nach  Siemens  eine 
bedeutend  größere  als  die  der  Modifikation  I.  Auch  Ruhmer» 
(1902)  unterscheidet  zwei  Selenmodifikationen,  eine  harte  und 
eine  weiche,  deren  Verhalten  bei  Belichtung  ein  verschiedenes 
ist.  Während  die  harte  Modifikation,  welche  man  durch  rasches, 
unter  Erschütterung  erfolgendes  Abkühlen  des  geschmolzenen 
Selens  erhält,  nur  für  kräftige  Lichteindrücke  empfindlich  ist, 
reagiert  nach  Ruhm  er  die  weiche  Modifikation,  welche  man 
durch  längeres  Erhitzen  des  amorphen  Selens  über  200°  erhält, 
stärker  auf  schwache  Lichteindrücke.  Ruhm  er  findet  außer- 
dem die  absolute  Lichtempfindlichkeit  der  weichen  Modifikation 
bedeutend  größer  als  die  Empfindlichkeit  der  harten  Modifi- 
kation. 

Dieses  so  merkwürdige  Verhalten  dieser  beiden  Modifika- 
tionen ist  in  der  vorliegenden  Arbeit  zum  Gegenstand  eines 
eingehenden  Studiums  gemacht  worden  und  glaube  ich  durch 
meine  Versuche  diese  Erscheinung  vollkommen  aufgeklärt  zu 
haben. 


i  Salc  (1873),  Proc.  Roy.  Soc,  Bd.  21,  p.  283;  Pogg.  Ann.  d.  Phys., 

Bd.  150,  P.  333. 

*  \V.  Siemens  (1S77),  Beil.  Sitzungsber.  Akad.  Wiss..  1877,  p.  299.  - 
Wied.  Ann.  d.  Phys.,  Bd.  2,  p.  521. 

ß  E.  Ruhmer  (1902),  Phys.  Zeitschr.,  Bd.  III,  p.  408. 
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A.  Pocchettino1  (1902)  und  A.  Carpini8  (1906)  unter- 
suchten die  Lichtempflndlichkeit  von  Selenzellen  bei  Tem- 
peratur der  flüssigen  Luft  (—185°)  und  bis  +100°  C.  Sie 
fanden  in  beiden  Fällen  Verminderung  der  Empfindlichkeit. 

Über  die  Frage,  in  welchem  Teile  des  Spektrums  ein 
Maximum  der  Wirkung  auf  das  Selen  sei,  gehen  die  Angaben 
der  einzelnen  Forscher  stark  auseinander.  Sale8  (1873)  fand 
das  Maximum  im  Infrarot,  Siemens4  (1877)  ebenfalls  die 
Lichtwirkung  von  Violett  bis  Rot  steigend,  im  Infrarot  noch 
vorhanden.  Daß  die  größte  Wirkung  im  Rot  liegt,  wird  uns 
außerdem  noch  von  Forssmann5  (1877)  und  Mercadier6 
(1881)  bestätigt.  Der  erstere  findet  ein  Maximum  im  Rot  und 
Gelb,  ein  Minimum  im  Grün,  der  letztere  die  größte  Wirkung 
im  Gelb,  Rot  und  Infrarot  wirken  schwächer,  Violett  und  Ultra- 
violett gar  nicht. 

Nur  Adams7  (1876)  konstatierte  ein  Maximum  der  Wir- 
kung im  gelbgrünen  Teile. 

Berndt8  (1904)  findet,  daß  die  Empfindlichkeit  mit  der 
Wellenlänge  abnehme,  erwähnt  aber  selbst,  daß  die  Genauig- 
keit seiner  diesbezüglichen  Versuche  nicht  entsprechend  sei. 

Pfund9  (1904)  fand  sowohl  bei  reinem  Selen  als  auch  bei 
Seleniden  das  Maximum  der  Wirkung  immer  an  der  Stelle  des 
Spektrums,  wo  die  Wellenlänge  700  jjl  betrug,  das  ist  im 
Hellrot. 

Die  Ursachen  dieser  Differenzen  dürften  einerseits  in  der 
Verschiedenheit  der  zur  Untersuchung  verwendeten  Selenprä- 
parate, andrerseits  darin  liegen,  daß  die  relative  Farbenempfind- 
lichkeit des  Selens  von  der  Temperatur  abhängig  ist,  welch 


>  A.  a.  0. 

*  A.  Carpini  (1006),  Atti  R.  Accad.  dei  Lincei  Roma,  Bd.  14,  p.  667.  — 
Chem.  Zentralbl.,  1906,  Bd.  I,  p.  635. 

3  A.  a.  O. 

*  A.  a.  0. 

4  Forssmann  (1877),  Wied.  Ann.  d.  Phys.,  Bd.  2,  p.  513. 
«  A.  a.  O. 

'  A.  a.  O. 

8  G.  Berndt  (1904),  Phys.  Zeitschr.,  Bd.  V,  p.  122. 

*  A.  H.  Pfund  (1904),  Phil.  Mag.,  Bd.  VII,  p.  26. 
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letztere  Tatsache  Marc1  (1903)  fand.  Aus  letzterer  Arbeit  geht 
auch  hervor,  daß  die  Verhältnisse,  die  Farbenempfindlichkeit 
des  Selens  betreffend,  sehr  komplizierter  Natur  zu  sein  scheinen. 

Während  nun  die  Angaben  aller  Forscher  darin  überein- 
stimmen, daß  der  Widerstand  des  Selens  bei  Belichtung  sich 
vermindere,  geben  die  Versuche  Kalischer's2  (1887)  ein  ent- 
gegengesetztes Resultat,  indem  er  bei  einigen  Selenpräparaten 
bei  greller  Belichtung  zwar  eine  momentane  kleine  Abnahme, 
unmittelbar  darauf  aber  eine  Zunahme  des  Widerstandes  über 
den  Dunkelwiderstand  hinaus  beobachtete.  Nach  Verdunkelung 
erreichte  die  Zelle  nur  langsam  ihren  ursprünglichen  Dunkel- 
widerstand. 

Es  müßte  demnach  eine  Selenmodifikation  geben,  bei 
welcher  das  Maximum  des  Widerstandes  nicht  im  Dunkeln 
liegt. 

Diese  Angabe  Kalischer's,  daß  das  Licht  den  Leitwider- 
stand des  Selens  erhöhen  kann,  steht  vereinzelt  da  und  fand  in 
der  Fachliteratur  wenig  Beachtung.  Da  dieselbe  jedoch  so  voll- 
ständig von  den  übrigen  Angaben  über  die  Wirkung  des  Lichtes 
auf  das  Selen  abweicht  und  sich  den  allgemein  akzeptierten 
Regeln  über  das  Selen  nicht  anpaßt,  erschien  mir  die  Unter- 
suchung dieser  Frage  von  Bedeutung  und  wurde  dieselbe  in 
vorliegender  Arbeit  näher  erörtert. 

Sowohl  in  den  eben  erörterten  Abhandlungen  wie  auch 
bei  den  Versuchen  zahlreicher  anderer  Forscher3  war  die 


»  A.  a.  O. 

2  S.  Knlischer  (1887),  Wied.  Ann.  d.  Phys.,  Bd.  32,  p.  108  bis  113.^ 
»  Von  den  wichtigsten  Arbeiten  wären  zu  erwähnen:  Rosse  (1874), 
Phil.  Mag  ,  Bd.  47,  p.  101.  —  Adams  und  Day  (1870),  Proc.  Roy- See, 
Bd.  24,  p.  163.  —  Gordon,  Jahresber.  d.  Chem.,  1876,  p.  121.  —  Braun 
(1877),  Wied.  Ann.  d  Phys.,  Bd.  1,  p.  95.  —  Sabine  (1878),  Nature,  Bd.  17, 
p.  512;  Phil.  Mag.,  Bd.  5,  p.  401.  —  Breguet  (1880),  Ann.  d.  Chim.  et  d. 
Phys.,  Bd.  21,  p.  560.  —  Obach  (1880),  Nature,  Bd.  22,  p.  496.  -  '*el 
(1880),  Ann.  d.  Chim.  et  d  Phys.,  Bd.  31,  p.  399.  —  Blondlot  (1880), 
Compt.  rend.,  Bd.  91,  p.  882.  —  Weinhold  (1880),  Elcktrotechn.  Zeitschr, 
p.  423.  -  Moser  (1881),  Phil.  Mag.,  Bd.  12,  p.  212.  -  Sirks  (1881), 
Beibl.  Ann.  d.  Phys.,  Bd.  5,  p.  526.  —  Bellati  &  Romanese  (1882),  Atü 
Ist.  Ven.,  Bd.  7,  p.  8.  —  Fritts  (1883),  Silliman.  Journ.,  Bd.  26,  p.  " 
Hesehus  (1884;,  Kop.  d.  Phys.,  Bd.  20 a,  p.  490;  b,  p.  565;  c,  p-  " 
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Bedingung  für  das  Entstehen  des  kristallinischen,  lichtempfind- 
lichen Selens  immer  ein  mit  dem  amorphen  Selen  vorgenom- 
mener Erwärmungsprozeß,  indem  die  verschiedenen  Modifika- 
tionen durch  längeres  Erhitzen  des  amorphen,  starren  oder 
geschmolzenen  Selens  erhalten  wurden.  Obwohl  diese  Modifi- 
kationen in  ihrem  Verhalten  gegen  Licht  und  Wärme  große 
Verschiedenheiten  zeigen,  was  sowohl  aus  den  Versuchen  von 
Siemens  und  Ries  wie  auch  von  Marc  hervorgeht,  welche 
zwei  und  auch  mehr  Formen  des  graukristallinischen  Selens 
annehmen,  so  wurden  dieselben  doch  bisher  als  chemisch 
identisch  angenommen.  Auch  Saunders1  (1900)  faßt  diese 
Formen  und  auch  das  aus  Kaliumselenid  kristallisierte  graue 
Selen  unter  dem  Namen  »graukristallinisches  (metallisches) 
Selen«  zusammen.  Da  über  das  elektrische  Verhalten  dieses 
letzteren  auf  chemischem  Weg  erzeugten  graukristallinischen 
Selens  noch  nichts  bekannt  war,  so  wurde  dieses  Präparat 
einer  eingehenden  Untersuchung  unterzogen.  Da  ferner  Saun- 
ders in  der  erwähnten,  sehr  eingehenden  Untersuchung  über 
das  chemische  Verhalten  des  Selens  fand,  daß  das  rote  amorphe 
Selen  durch  Stehenlassen  in  bestimmten  Flüssigkeiten  durch- 
greifenden Veränderungen  unterliegt,  so  wurden  auch  derartige 
Präparate,  ferner  das  aus  Schwefelkohlenstoff  rotkristallisierte 
Selen  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  bei  verschiedenen  Tem- 
peraturen untersucht. 


Clark  (1885),  Chem.  News,  Bd.  51,  p.  261.  —  Righi  (1887),  Beibl.  Ann. 
d.  Phys.,  1888,  Bd.  12,  p.  (583.  —  Uljanin  (1888),  Wied.  Ann.  d.  Phys, 
Bd.  34,  p.  241.  —  Minchin  (1891),  Beibl.  Ann.  d.  Phys.,  Bd.  15,  p.  449. 
—  Minchin  (1893),  Beibl.  Ann.  d.  Phys.,  Bd.  17,  p.  770  und  845.  — 
Majorana  (1894),  ßcibl.  Ann.  d.  Phys.,  Bd.  18,  p.  930.  —  Agostini  (1S9«J>, 
Beibl.  Ann.  d.  Phys,  Bd.  23,  p.  663.  —  Perreau  (1899),  Compt.  rend, 
Bd.  129,  p.  956.  —  Massini  (1901),  Eclair,  elcctr,  Bd.  29,  p.  68.  -  Han- 
stedt (1901),  Drude"s  Ann.  d.  Phys.,  Bd.  4,  p.  531.  —  E.  Bloch  (1901), 
Chem.  Zentralbl,  Bd.  I,  p.  1078.  —  A.  B.  Griffiths  (1903),  Chem.  Zentralbl, 
Bd.  II,  p.  1266.  —  E.  Hopius  (1903),  Journ.  d.  russ.  phys.  ehem.  Gcs, 
Bd.  35,  p.  581.  —  W.  A.  Davis  (1904),  Nature,  Bd.  70,  p.  506.  —  M.  Coste 
(1905),  Compt  rend.,  Bd.  141,  p.  715.  —  Heschus  (1900),  Phys.  Zeitschr, 
Bd.  7,  p.  163. 

1  Saunders  (1900),  Journ.  of  Physie.  Chem,  Bd.  IV,  p.  424. 
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Ein  zweiter  Teil  der  vorliegenden  Arbeit  befaßt  sich  mit 
der  Untersuchung  der  Lichtempftndlichkeit  als  Funktion  der 
Temperatur  bei  allen  erwähnten  Selenmodifikationen,  da  speziell 
dieses  Verhalten  geeignet  erscheint,  Aufklärungen  über  die 
intramolekularen  Veränderungen  der  Modifikationen  bei  ver- 
schiedenen Temperaturen,  wie  auch  über  die  Natur  der  Licht- 
empfindlichkeit überhaupt  zu  geben. 


IL  Anordnuno;  und  Durchführung  der  eigenen  Versuche. 

Da  die   zur  Untersuchung   gelangenden  Präparate  als 
Kristallisationsprodukte  nur  in  pulver-  oder  körnerförmigem 
Zustand  erhalten  werden  können,  so  mußte  von  dem  gebräuch- 
lichen Verfahren,  das  Selen  in  Form  von  »Zellen«  zu  unter- 
suchen,   abgegangen    werden    und  wurde  nach  der  von 
Dr.  Streintz1  in  Graz  bei  Untersuchung  des  elektrischen  Ver- 
haltens von  Metalloxyden  und  -Sulfiden  bereits  angewendeten 
Methode,  das  aufs  feinste  pulverisierte  Selen  unter  hohem  Druck 
in  die  Form  kleiner  Zylinder  gepreßt  und  mit  Zuhilfenahme 
einer  geeigneten  Kontaktvorrichtung  untersucht.  Dieses  Ver- 
fahren bot  auch  den  Vorteil,  daß  sich  der  spezifische  Wider- 
stand des  Präparates  leicht  bestimmen  ließ,  da  die  Abmessungen 
des  Versuchskörpers  mit  einer  Mikrometerlehre  auf  Hunderte- 
millimeter  genau  gemessen  werden  konnten.  Dadurch  war  es 
auch  möglich,  die  Modifikationen  untereinander  zu  vergleichen. 

Als  Preßmatrize  diente  ein  Stahlzylinder  von  80  mm  Ho  e 
und  50  mm  Durchmesser,  durch  welchen  der  Länge  nach  ein 
Loch  von  8  mm  Durchmesser  gebohrt  und  dann  ausgeschli  en 
wurde.  In  die  Bohrung  wurde  der  Preßstempel  und  der  Gegen- 
stempel, der  mit  der  Unterlagsplatte  aus  einem  Stücke  bestan  , 
genau  eingepaßt.  Die  Preßstempel  bestanden  aus  gehärtetem 
Stahl  und  waren  die  Preßflächen  plan  geschliffen.  Das  tu 
Untersuchung  gelangende  Material  wurde,  wenn  es  nicht  sc  o 
in  Pulverform  gefällt  war,  in  einer  Achatreibschale  zu  unlu  • 
barem  Pulver  zerrieben,  sodann  im  Exsikkator  über  Phospno 


i   F.  Streintz.  Wied.  Ann.  d.  Phys.,   1900,  Bd.  3,  p.  U 
Bd.  9,  p.  854. 
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pentoxyd  2  bis  3  Tage  getrocknet  und  erst  unmittelbar  vor 
dem  Pressen  herausgenommen.  In  die  Matrize  wurde  es  mit 
einem  auf  das  sorgfältigste  gereinigten  Glastrichter  eingefüllt, 
und  wurde  überhaupt  bei  der  ganzen  Untersuchung  die  größte' 
Sorgfalt  darauf  verwendet,  ein  Verunreinigen  der  Präparate,  sei 
es  durch  fremde  Materialien,  sei  es  durch  Vermischen  ver- 
schiedener Modifikationen,  möglichst  hintanzuhalten. 

Das  Pressen  wurde  im  mechanisch-technischen  Labora- 
torium der  k.  k.  Technischen  Hochschule  in  Wien  auf  einer 
hydraulischen  Presse  für  Handbetrieb  vorgenommen.  Dieselbe 
gestaltete  einen  Maximaldruck  von  30.000  während  der  zur 
Anwendung  gelangende  Druck  4000  bis  6000      war,  was  bei 


Fig.  I. 

einer  Druckfläche  von  0-bcm3  einer  Pressung  des  Materials 
mit  8000  bis  1 2000  kg  pro  Quadratzentimeter  entspricht.  Nach 
erfolgtem  Pressen  wurden  die  Kontaktflächen  der  Selenzylinder 
auf  einer  mattierten  Glasscheibe  vollkommen  plan  geschliffen. 

Zur  Bestimmung  des  Widerstandes  der  auf  diese  Weise 
gewonnenen  Selenzylinder  wurde  beistehend  abgebildete  Kon- 
taktvorrichtung Fig.  1  hergestellt.  Auf  einem  Porzellansockel  A 
sind  zwei  Messingständer  B  und  C  festgeschraubt,  in  welchen 
mit  Klemmschrauben  D,  D  die  Zuleitungsdrähte  befestigt 
wurden.  In  dem  einen  Ständer  ist  ein  Muttergewinde  einge- 
schnitten, in  welchem  die  an  einem  randrierten  Knopf  drehbare 
Schraubenspindel  S  bewegt,  mittels  welcher  ein  plangeschlif- 
fenes Stahlpiättchen  s,  gegen  ein  zweites  im  anderen  Ständer 
an  einem  Stiel  verschiebbares,  ebenfalls  plangeschliffenes  Stahl- 
plattchen  58  gepreßt  werden  kann.  Mit  Hilfe  einer  zwischen 
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letzteres  Plättchen  und  den  Ständer  C  über  den  Stiel  des  Plätt- 
chens 5,  geschobenen  Spiralfeder  /  läßt  sich  der  Druck  auf 
den  zwischen  die  beiden  Kontaktplättchen  gespannten  Selen- 
zylinder beliebig  ändern.  Durch  Drehen  der  Schraube  S  wurde 
der  Federdruck  so  lange  gesteigert,  bis  der  Galvanometeraus- 
schlag konstant  war,  d.  h.  durch  weiteres  Anpressen  der  Elek- 
troden der  Widerstand  nicht  mehr  kleiner  wurde.  Sodann  wurde 
die  Schraube  noch  einige  Male  angezogen,  so  daß  auch  beim 
Erwärmen  der  Vorrichtung  der  Kontakt  sich  nicht  änderte.  Die 
Elektroden  hatten  10  mm  im  Durchmesser.  Um  auch  für  den 
Fall,  daß  die  Begrenzungsflächen  der  Selenzylinder  nicht  voll- 
kommen  parallel  bearbeitet  worden  waren,  dennoch  voll- 
ständige Berührung  mit  der  Kontaktfläche  zu  erhalten,  war  das 
Plättchen  5,  nicht  mit  der  Schraubenspindel  fest  verbunden, 
sondern  wurde  durch  die  Schraube  nur  im  Mittelpunkt  ange- 
preßt, konnte  demnach  mit  der  anderen  Kontaktfläche  e.nen 
Winkel  einschließen. 

Um  den  Selenzylinder  belichten  zu  können,  wurde  die 
Kontaktvorrichtung  auf  einem  Eisengestelle  zwischen  zwei 
35  HK.  Glühlampen  in  einer  Entfernung  von  10  cm  fest  mon- 
tiert, so  daß  die  Lichtintensität  ungefähr  7000  MK.  betrug. 

Die  ganze  Vorrichtung  wurde  in  einem  doppelwandigcn 
Heißluftthermostaten  erhitzt.  Derselbe  war  für  Gasheizung  ein- 
gerichtet und  mit  einem  Regulator  versehen,  welcher  es  ge- 
stattete, die  Temperatur  mit  einer  Schwankung  von  in  - 
konstant zu  halten.  Die  Temperaturmessung  erfolgte  im  e 
eines  Thermometers,  dessen  Kugel  unmittelbar  neben 
Selenzylinder  sich  befand.  . 

Wegen  der  großen  in  Betracht  kommenden  Widerstan 
wurde  zur  Messung  derselben  die  Methode  des  direkten  .  Um- 
schlages verwendet.  Das  Galvanometer  war  ein  ^^P1^ 
instrument  von  Siemens  &Halske  und  hatte  samt  Vorst  *  t 
widerstand  10.000  0hm.  Es  wurde  objektive  Ablesung  ge^a  ^ 
Die  Empfindlichkeit  betrug  bei  dem  gewählten  Skalenabs 
1- 42x10-°  Ampere  für  1  Skalenteil  Ausschlag.  Durch  w 
Nebenschluß  nach  Ayrton  ließ  sich  die  Empfindlich kei 
1/1  bis  1/10*  verringern.  Als  Meßbatterie  diente  eine  K  ^ 
aus   40  Elementen   bestehende  Akkumulatorenbatterie 
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ungefähr  80  Volt  Spannung.  Um  Isolationsstörungen  hintan- 
zuhalten, wurde  für  die  Zuleitungen  gummiisolierter  Draht 
genommen,  der  überdies  über  Porzellanisolatoren  geführt  wurde, 
auch  die  Batterie  stand  auf  Porzellanunterlagen.  Es  ergab  sich 
auch  tatsächlich,  daß  störende  Nebenschlüsse  nicht  vorhanden 
waren.  Zu  Beginn  und  zu  Ende  einer  jeden  Versuchsreihe 
wurde  der  Galvanometerausschlag  bei  einem  Widerstande  von 
100.000  Ohm  und  der  bei  der  Messung  angewendeten  Batterie- 
spannung gemessen  und  aus  dem  Verhältnisse  der  Ausschläge 


D  Batterie. 

N   Nebenschluß  nach  Ayrton. 

G  Galvanometer. 

W  Widerstand  von  100.000  Ohm. 

A  Ausschalter. 

5  Selenkörper. 


die  gemessenen  Widerstände  bestimmt.  Die  Versuchsanordnung 
ist  aus  nebenstehendem  Schaltungsschema  Fig.  2  ersichtlich. 

Als  Ausgangspunkt  der  Untersuchung  diente  chemisch 
reines  Selen,  welches  mir  aus  dem  photochemischen  Labora- 
torium der  k.  k.  Graphischen  Lehr-  und  Versuchsanstalt  in 
Wien  zur  Verfügung  gestellt  wurde,  woselbst  es  von  Prof. 
Dr.  Franz  Novak  für  Zwecke  spektralanalytischer  Versuche 
möglichst  rein  hergestellt  war.  Aus  einem  an  und  für  sich 
reinen  Selen,  welches  von  Ür.  Willi.  Szigeti  in  der  Schwefel- 


T 


Fig.  2. 
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säurefabrik  in  Brassö  (Kronstadt,  Ungarn)  hergestellt  wurde, 
war  nach  den  mir  gemachten  Mitteilungen  das  Selen  weiter 
gereinigt  worden,  indem  es  in  sublimierte  selenige  Säure  über- 
geführt, in  Wasser  gelöst,  mit  sehr  viel  Salzsäure  versetzt  und 
bei  zirka  15°  C.  mit  wässeriger  schwefeliger  Säure  vermischt 
wurde,  wonach  sich  das  rote  amorphe  Selen  (Selen  praeci- 
pitatum  rubrum)  ausschied.  Der  Selen niederschlag  wurde  ge- 
waschen, neuerdings  mit  konzentrierter  Salpetersäure  im 
Wasserbad  oxydiert,  eingedampft,  nach  Zusatz  von  Salzsäure 
nochmals  mit  schwefeliger  Säure  gefällt,  gewaschen  und  schließ- 
lich im  Vakuum  getrocknet;  bis  zu  seiner  Verwendung  wurde 
es  im  Exsikkator  über  Phosphorpentoxyd  aufbewahrt,  um 
hygroskopische  Feuchtigkeit  hintanzuhalten. 

Bevor  an  die  eigentliche  Untersuchung  geschritten  wurde, 
mußte  festgestellt  werden,  ob  nicht  durch  die  Stahlelektmden 
eine  Bildung  von  Eisenselenid  und  dadurch  Veränderung  der 
Leitfähigkeit  des  Selens  herbeigeführt  werde. 

Es  war  dies  allerdings  nicht  wahrscheinlich,  da  einerseits 
Siemens1  feststellt,  daß  Eisen  unter  den  gegebenen  Versuchs- 
bedingungen von  Selen  nicht  angegriffen  wird,  andrerseits  bei 
dieser  Methode  die  Berührungsfläche  im  Verhältnisse  zur  Ge- 
samtmasse des  Selens  sehr  klein  ist  (bei  den  »Zellen«  sind  die 
Umstände  für  Selenidbildung  viel  günstiger).  Es  wurde  ein  aus 
kristallinischem  Selen  gepreßter  Zylinder  6  Stunden  lang  auf 
eine  Temperatur  von  210°  C.  (±3°  C.)  in  der  Kontaktvorrich- 
tung  erhitzt.  Nach  erfolgtem  Abkühlen  zeigten  sich  die  Elek- 
troden in  keiner  Weise  angegriffen.  Die  Kontaktflächen  des 
Selenzylinders  wurden  nun  auf  einer  mattierten  Glasscheibe 
abgeschliffen  und  der  auf  der  Glasplatte  haften  gebliebene  Teil 
auf  einen  Gehalt  an  Eisen  untersucht,8  wobei  sich  herausstellte, 
daß  keine  nachweisbaren  Spuren  von  Eisen  vorhanden  waren. 

Es  sind  demnach  die  vorliegenden  Untersuchungen  mit 
vollkommen  chemisch  reinem  Selen  ausgeführt 


»  A.  a.  o. 

2  Das  Selen  wurde  in  Salpetersäure  gelöst,  die  Lösung  im  Wasscibad 
eingedampft  und  auf  Kisengehalt  mittels  Blutlaugcnsalz  sowie  mittels  Schwtfel- 
eyankulium  geprüft. 
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III.  Untersuchung  der  elektrischen  Leitfähigkeit  der 
aliotropen  Selenmodiflkationen  bei  verschiedenen  Tem- 
peraturen. 

A.  Die  kristallinischen  Modifikationen  durch  verschiedene 
Erhitzungsprozesse  aus  dem  amorphen  Selen  erzeugt. 

I.  Rotes  amorphes  präzipitiertes  Selen  wurde  2  Tage  im 
Vakuum  unter  der  Luftpumpe  über  Chlorcalcium  getrocknet 
und  sodann  unter  einem  Drucke  von  1 0.000  J#  pro  Quadrat- 
zentimeter gepreßt.  Das  Volumen  verminderte  sich  dabei  sehr 
stark.  Nach  der  Pressung  hatte  das  Material  die  rote  Farbe 
vollständig  verloren,  die  Selenzylinder  erschienen  schwarz, 
graphitisch  glänzend,  von  beträchtlicher  Festigkeit,  der  Bruch 
war  ganz  homogen,  muschelig,  mit  Glasglanz  und  vollkommen 
schwarz,  das  Material  war  vom  schwarzen,  glasigen  Selen  in 
nichts  zu  unterscheiden.1  Es  wird  durch  meinen  Befund  die 
Vermutung  Saunders'  bestätigt,  daß  das  schwarze  glasige 
und  rote  amorphe  Selen  sich  nur  durch  den  Aggregatzustand 
unterscheiden,  da  man  durch  genügend  feine  Pulverung  aus 
dem  schwarzen  Selen  ein  rotes  Pulver  erhält,  welches  sich  in 
nichts  vom  roten  präzipitierten  Selen  unterscheidet.  Ein  Zylinder 
wurde  in  die  Kontaktvorrichtung  gespannt,  bei  Zimmertem- 
peratur zeigte  das  Galvanometer  bei  Empfindlichkeit  1/1  keinen 
Ausschlag.  Es  kann  also  das  amorphe  Selen  als  Nichtleiter  an- 
gesehen werden.  Das  Selen  wurde  nun  im  Thermostaten  lang- 
sam erwärmt  (Tabelle  1,  Fig.  3,  Kurve  I,  und       Bei  113°  C. 
konnte  man  einen  Ausschlag  wahrnehmen.  Die  Leitfähigkeit 
stieg  so  schnell,  daß  sogleich  auf  die  Empfindlichkeitsstufe 
1/100  übergegangen  werden  mußte.  Der  Widerstand  fiel  be- 
ständig bis  178°  C,  um  von  dort  angefangen  langsam  zu 
steigen.  Bei  215°  C.  stieg  der  Widerstand  noch  immer.  Es 
wurde  nicht  gewartet,  bis  der  Widerstand  sein  Maximum 

1  Die  Dichte  bei  15°  C.  betrug  J  =  4*163,  wogegen  Saunders  für 
das  rote  präzipitierte  Selen  d  =  4 -26,  Tür  das  glasige  4-28  findet.  Die  Differenz 
durfte  auf  Hohlräume  im  gepreßten  Körper  zurückzuführen  sein,  jedenfalls 
hatte  sich  durch  das  Pressen  die  Dichte  nicht  vergrößert. 
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erreichte,  sondern  langsam  abgekühlt  (Kurve  I8).  Bei  Abkühlung 
zeigte  der  Widerstand  starke  Zunahme.  Bei  120°  C.  nun  wurde 
der  Versuch  abgebrochen.  Der  Zylinder  hatte,  wie  sich  beim 
Herausnehmen  der  Kontaktvorrichtung  zeigte,  ein  mattgraues 
Aussehen  angenommen,  ließ  sich  mit  der  Feile  bearbeiten  und 
zeigte  hiebei  metallisch  glänzende  Flächen.  Das  Selen  war 
demnach  zufolge  der  Erhitzung  kristallinisch  geworden.  Auch 
zeigte  der  Zylinder  eine  schwache  Deformation,  was  dem  Weich- 
werden des  amorphen  Selens  beim  Übergang  in  die  kristal- 
linische Modiiikation  zuzuschreiben  ist.  Es  wurde  nun  die 
Kontaktschraube  neuerdings  angezogen  und  der  Körper  wieder 
erwärmt  (Tabelle  2,  Fig.  3,  Kurve  II).  Es  zeigte  sich,  daß  der- 
selbe bis  120°  C.  einen  positiven  Temperaturkoeffizienten  be- 
kommen hatte,  also  bis  zu  diesem  Punkte  sich  wie  ein  Metall 
verhielt,  von  diesem  Punkt  an  nahm  bei  fortgesetzter  Erwärmung 
der  Widerstand  ab. 

Tabelle  1.  Tabelle  2. 

Fig.  3,  Kurve  I,  und  I2.  Fig.  3,  Kurve  II. 


Widerstand 

Widerstand 

Temperatur 

107  Ohm 

Temperatur 

107  Ohm 

113°  C. 

2800-00 

78°  C. 

27-5 

114 

550  00 

89 

42 

117 

042 

92 

46 

124 

0-48 

109 

55 

130 

0-42 

109 

69 

190 

0-20 

117 

80 

204 

041 

129 

82 

208 

0-69 

134 

80 

209 

0-8 

145 

61 

211 

0-88 

155 

42 

201 

1-1 

160 

42 

190 

22 

170 

18 

177 

32 

183 

73 

164 

3-7 

191 

4*4 

153 

6- 1 

199 

2-5 
1-22 

142 

11-0 

210 

131 

18 

215 

ro 

122 

275 

Digi 
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TEMPERATUR  IN  GRADEN  CELSiUS 

Fig.  3. 

2.  An  den  folgenden  Tagen  wurde  das  Verhalten  desselben 
Körpers  sowohl  bei  Erwärmung  als  auch  bei  Abkühlung  unter- 
sucht (Tabelle  3  und  4,  Fig.  4,  Kurve  Ip  I2,  Uv  II,).  Beide  Male 
zeigte  sich  bei  Erwärmung  ein  positiver  Temperaturkoeffizient 
bis  130"  C,  während  bei  Abkühlung  dieser  Umkehrpunkt  erst 
bei  90°  C.  eintrat.  Auch  die  absoluten  Werte  des  Widerstandes 
differierten  beträchtlich  voneinander. 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  Kl. ;  CXV.  Bd.,  Abt.  II  a.  "2 
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Tabelle  3. 

Fig.  4,  Kurve  I,  und  IÄ. 


Widerstand 
Temperatur  108  Ohm 


12°  C. 

1-7 

25 

T26 

35 

1-4 

52 

4-4 

59 

7 

70 

12 

81 

21 

190 

30 

100 

425 

113 

62 

119 

71 

130 

80 

135 

76 

139 

70 

145 

62 

149 

56 

155 

44 

158 

38 

167 

24 

173 

17 

185 

8 

192 

4-8 

203 

21 

207 

1-5 

209 

1-4 

209 

1-1 

193 

1-4 

188 

1-6 

183 

1-9 

157 

5-6 

145 

88 

121 

26 

110 

40 

96 

50 

82 

50 

69 

35 

63 

25 

50 

1T3 

Als  dasselbe  Präparat 
wurde  (in  der  Zwischenzeit 


Tabelle  4. 

Fig.  4,  Kurve  II,  und  II,. 

Widerstand 


Temperatur 

1  AS  Ahm 

iu«  unm 

12°  C. 

1-8 

25 

1-73 

35 

1  -83 

65 

1-2 

90 

26 

99 

35 

106 

43 

115 

55 

123 

62 

130 

67-5 

137 

60 

144 

54 

155 

37 

167 

21 

177 

12 

205 

1-7 

209 

1-4 

191 

21 

183 

25 

178 

27 

173 

32 

170 

36 

165 

4-3 

160 

52 

151 

8*1 

140 

15 

130 

242 

122 

36 

115 

46 

100 

72 

89 

80 

82 

70 

74 

57 

65 

40 

61 

30 

56 

21 

i  7  Wochen  abermals  untersuc 
es  bei  Zimmertemperatur  [15*  < 
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im  Dunkeln  aufbewahrt  worden),  zeigte  es  ein  vollständig 
geändertes  Verhalten  (Tabelle  5,  Fig.  4,  Kurve  UIlf  Iiy. 


Tabelle  5. 

Fig.  4,  Kurve  III,  und  III,. 


Widerstand 

Widerstand 

Temncratur 

108  Ohm 

j  emperaiur 

iu*  unm 

91  °  C 

/  *Oo 

1 7U  L. 

1 1  65 

ou 

y  CD 

180 

9  *  15 

OD 

11  u 

190 

5  1 

Ad 

lö  ö 

4  06 

A*\ 

ic.7 
10  / 

205 

3  06 

D\J 

lo  o 

210 

lo'4 

flA 
ÜU 

Ol  .7 

O  1 

210 

o  .  on 

oo 

Ol' 

21o 

5*3 

70 

21 

210 

5'41 

76 

19-7 

135 

123 

80 

189 

130 

15 

90 

18*3 

125 

18-3 

100 

17-8 

120 

21-2 

110 

184 

115 

24-7 

120 

19 

88 

15 

130 

18-7 

75 

735 

140 

18-7 

70 

5*5 

150 

15-7 

65 

416 

155 

13-9 

48 

12 

165 

12-6 

Die  starken  Widerstandsmaxima  beim  Erwärmen  waren 
verschwunden,  metallisches  Verhalten  zeigte  es  nur  bis  65°  C, 
allerdings  zeigte  sich  ein  kleines  Maximum  auch  bei  130°  C. 
Der  ganze  Verlauf  der  Kurve  war  viel  flacher.  Bei  Abkühlung 
zeigte  sich  der  Umkehrpunkt  auf  110°  C.  vorgerückt,  auch 
hatte  der  Widerstand  bei  diesem  Punkt  einen  höheren  Wert 
als  beim  Erwärmen. 

Es  war  also  durch  neuerliches  Erhitzen  wieder  eine  mole- 
kulare Umlagerung  in  diesem  Selenkörper  erfolgt.  Dafür  spricht 
auch  die  Änderung  der  Größe  des  Zylinders;  vor  dem  Erhitzen 

72* 
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betrug  die  Länge  /  =  3*96ww,  Durchmesser  d  =  8'\§mm> 
nachher  waren  die  Größen  /  =  3  68,  d  =  8*29. 


!0     20  4C     !>0     C.C     70     SO     90    ICO    HO    «0    130    MC    M»    -00  170 

TEMPERATUR  IN  GRADEN  CELSIUS 

Fig.  4. 

Wir  sehen  demnach,  daß  vorliegendes  Präparat  kein 
fertiges,  stabiles  Produkt  war,  sondern  daß  es  beständigen 
molekularen  Umwandlungsprozessen  unterliegt,  deren  Vcr  au 
sowohl  durch  die  Zeit  als  auch  durch  die  Temperatur  beding 
wird. 
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3.  Ein  zweiter  Zylinder  aus  demselben  Materiale  (Selen 
praeeipitatum  rubrum)  wurde  im  Thermostaten  erhitzt.  Bei 
100°  C.  begann  er  zu  leiten,  wurde  aber  ganz  weich  und  voll- 
ständig deformiert.  Es  wurde  daher  die  Kontaktvorrichtung  aus 
dem  Thermostaten  herausgenommen  und  auf  80°  C.  abgekühlt. 
Die  Masse  wurde  wieder  hart,  hatte  aber  bereits  das  Aussehen 
des  kristallinischen  Selens,  trotzdem  ging  der  Ausschlag  des 
Galvanometers  auf  0  zurück.  Als  der  Körper  weiter  erhitzt 
wurde  (Tabelle  6,  Fig.  5,  Kurve  I,,  I2),  zeigte  er  durchwegs 
einen  negativen  Temperaturkoeffizienten.  Er  wurde  4  Stunden 
auf  210  bis  215°  C.  erhalten,  wobei  der  Widerstand  beständig 
sank,  und  sodann  abgekühlt  (Kurve  y.  Bei  Abkühlung  stieg 
der  Widerstand  sogleich,  blieb  aber  um  einen  beträchtlichen 
Betrag  unter  den  früher  beobachteten  Werten. 


Tabelle  6. 


Fig.  5,  Kurve  It  und  I2. 


Widerstund 
10*  Ohm 


Temperatur 
190°  C. 


Widerstand 
10*  Ohm 


120 

130 

140 

150 

160 

170 

180 

190 

200 

205 

210 

215 

2151 

200 


4400 
3400 
2050 
1230 
730 
435 
262 
159 


97-5 
573 
44 

273 


180 
170 
160 
150 
139 
130 
120 
110 
90 
80 
70 
60 
30 
17 


2-36 
2-9 
35 
4-1 

4-  67 

5-  18 

5-  65 

6-  78 
8'9 

20-5 
30-6 
48 


6 

1-88 
2  02 


79 
256 
456 


1  Nach  vierstündiger  Erhitzung  auf  215°  C. 
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Das  Präparat  wurde  nun  auf  — 33°  C.  abgekühlt.  Als 
Kältemischung  wurde  ein  Gemisch  von  Äther  und  Kohlensäure- 
schnee verwendet  und  die  Kontaktvorrichtung  direkt  in  das 
Gemisch  hineingestellt,  da  dasselbe  vollkommen  isolierte.  Die 
Kontaktvorrichtung  blieb  bis  zur  Temperatur  +10°  C.  im  Bade, 
wurde  sodann  herausgenommen  und  in  den  Thermostaten 
zur  weiteren  Erhitzung  gestellt 

Auch  hier  zeigte  sich  (Tabelle  7,  Fig.  5,  Kurve  Hlt  II,)  von 
—33°  bis  +215"  C.  durchwegs  nichtmetallisches  Verhalten; 
auch  bei  darauffolgender  Abkühlung  konnte,  trotzdem  aber- 
mals eine  Stunde  auf  210°  C.  erhitzt  worden  war,  ein  positiver 
Temperaturkoeffizient  nicht  bemerkt  werden. 


Tabelle  7. 


Fig.  5,  Kurve  IIt  und  II,. 


Widerstand 
105  Ohm 


Temperalur 
120°  C. 


Widerstand 
10*  Ohm 


+  5 


10 

20 
30 
40 
50 
55 
60 
65 
70 
80 
90 
100 
110 


30 
25 
20 
15 
5 
0 


1185 

925 
540 
454 
403 
328 
300 
283 
260 
213 
185 
158 
112 


75-5 
25  6 
17-2 


71 

5-  9 
G-35 

6-  45 
6  •15 


130 
140 
150 
160 
170 
180 
190 
200 
210 
215 
165 
160 
150 
140 
130 
120 
110 
75 
64 


645 

6-  85 
6*85 

7-  1 
695 
6-7 
5-9 
5'53 
5-2 
5-1 
5'4 
875 
9-5 

10*85 

irs 

128 
14*9 
17-2 
41*5 
603 
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Es  hatte  also  in  diesem  Fall  eine  kurze  Unterbrechung  bei 
Erhitzung  hingereicht,  die  Bildung  metallisch  leitenden  Selens 
auch  bei  Temperaturen  über  200°  C.  hintanzuhalten. 


Jl  I  1  1   T        T       ^  — ^^rv-^W  

*o  io   o    *u  40  eo  eo  ioo  t*o  uj  ioo  ;öo  200  jto 


TEMPERATUR  IN  GRADEN  CELSIUS 

Fig.  5. 

4.  Chemisch  reines  Selen  wurde  geschmolzen,  auf  180°  C. 
abgekühlt  und  4  Stunden  im  Luftbad  auf  dieser  Temperatur 
mit  Schwankungen  ±  3°  C.  erhalten.  Es  resultierte  eine  graue, 
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glänzende  Masse  von  sehr  schön  ausgeprägter,  strahlig  kri- 
stallinischer Struktur,  ähnlich  dem  Wismut,  die  sich  mit  der 
Feile  gut  bearbeiten  ließ.  Es  wurde  darum  zunächst  ein  par- 
allelopipedischer  Körper  herausgeschnitten,  der  übrigbleibende 
Teil  feinst  gepulvert  und  unter  einem  Drucke  von  8000  kg  pro 
Quadratzentimeter  gepreßt.  Der  gepreßte  Zylinder  zeigte  sehr 
feinkörnigen,  stahlartigen  Bruch  und  nahm  bei  Bearbeitung  mit 
Feile  oder  Schmirgelpapier  schönen  Metallglanz  an.  Tabelle  8, 
Fig.  6,  Kurve  Ij,  zeigt  das  Verhalten  eines  solchen  Zylinders 
beim  Erwärmen.  Wie  auch  Siemens  schon  konstatierte,  ist 
dieses  aus  dem  geschmolzenen  Zustande  kristallinisch  gewor- 
dene Selen  nicht  metallisch.  Da  die  Größen  des  Zylinders  in 
der  Länge  /=  7*21  mm  und  im  Durchmesser  dzzS  Wmm 
war,  entspricht  dies  bei  einem  Widerstande  von  109X 105  Ohm 
bei  20°  C.  einem  spezifischen  Widerstande  von  o  =  8  25X10* 
Ohmzentimeter. 


Tabelle  8. 
Fig.  6,  Kurve  ll  und  I2. 


Widerstand 

Widerstand 

Temperatur 

10*  Ohm 

Temperatur 

10»  Ohm 

20°  C. 

109 

150°  C. 

7-1 

30 

89 

160 

6-7 

40 

71 

170 

6*6 

50 

57 

180 

5-8 

60 

46 

190 

4-5 

70 

34 

200 

2-7 

80 

26 

210 

1-4 

90 

20 

215 

1-0 

100 

15 

200 

ri 

110 

12 

170 

1-5 

120 

10 

134 

2-6 

130 

8 

111 

3-0 

140 

7-3 

60 

3*4 

Als  der  Zylinder  wieder  erwärmt  wurde,  zeigte  er  bis  50  u 
deutlich  einen  positiven  Temperaturkoeffizienten  des  Wider- 
standes (Tabelle  9,  Fig.  6,  Kurve  II).  Es  war  also  bei  diesem 
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Präparat  eine  teilweise  Umwandlung  der  Modifikation  I  in  II 
durch  Erhitzung  eingetreten.  Das  aus  der  Masse  herausge- 
schnittene Plättchen  zeigte  dasselbe  Verhalten  wie  der  Zylinder. 


Tabelle  9. 

Fig.  6.   Kurve  II. 


Temperatur 

Widerstand 
105  Ohm 

Temperatur 

Widerstand 
105  Ohm 

14°  C. 

8-7 

120°  C. 

4-4 

20 

8-85 

130 

3'  75 

30 

91 

140 

3-14 

40 

935 

150 

263 

50 

9-5 

160 

2-21 

60 

93 

170 

1  -9 

70 

8-55 

180 

1-63 

80 

7-7 

190 

1-42 

95 

6-4 

200 

1-31 

100 

6-0 

210 

124 

110 

5-1 

215 

1-20 

5.  Ähnlich  verhielt  sich  folgendes  Selenpräparat.  Chemisch 
reines  Selen  wurde  in  einem  Porzellantiegel  geschmolzen  und 
durch  Aufstellen  auf  eine  kalte  Metallplatte  und  später  in  kaltes 
Wasser  rasch  erkalten  gelassen,  wodurch  es  zu  schwarzem, 
glasigen  Selen  erstarrte.  Dieses  wurde  nun  langsam  auf  195°  C. 
erhitzt,  wobei  es  durch  Abgabe  der  eigenen  latenten  Wärme 
teilweise  schmolz.  Es  wurde  nun  auf  195°  C.  dauernd  gehalten, 
wobei  die  Masse  langsam  vom  Rande  gegen  die  Mitte  kristalli- 
sierte. Nach  5  Stunden  war  die  ganze  Masse  kristallinisch. 
Aus  dieser  Masse  wurde  ein  parallelopipedisches  Plättchen 
<:7:2-8  mm  Seitenlänge  geschnitten  und  im  Thermostaten 
erwärmt  (Tabelle  10,  Fig.  7,  Kurve  I,.  I2).  Auch  hier  war  der 
Temperaturkoeffizient  durchaus  negativ.  Es  wurde  2  Stunden 
!ang  auf  210°  bis  215°  C.  erwärmt,  wobei  der  Widerstand 
standig  sich  verminderte.   Der  spezifische  Widerstand  des 
Materials  bei   20°  C.   betrug  a  =  2*52X10«  Ohmzenti- 
meter. 
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Ein  aus  demselben  Material  gepreßter  Zylinder  gab  bei 
Erwärmung  dasselbe  Resultat. 

r 


~K>     ^     „l     -K:    &C    CO     r0    BO    i'C    IOO   1-0    .SO  '3C    1*0  160  '60  .70 

TEMPERATUR  tN  GRADEN  CELSIUS 
Fig.  6. 

Derselbe  wurde  5  Stunden  lang  auf  210°  bis  21o°  C.  er- 
hitzt und  gleichzeitig  dasselbe  Material  in  Pulverform. 
Abkühlung  (vergl.  Tabelle  12,  Fig.  8,  Kurve  II)  zeigte  si 
zwischen  120°  und  185°  C.  ein  positiver  Temperaturkoeffizi  , 
im  übrigen  Verlaufe  der  Kurve  war  derselbe  negativ. 
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Tabelle  10. 
Fig.  7,  Kurve  I,  und  I2. 


Temperatur 

Widerstand 

Widerstand 

10*  Ohm 

Temperatur 

10*  Ohm 

20°  C. 

144 

200°  C. 

72 

30 

133 

210 

6 

40 

1  IG 

215 

54 

50 

99 

215 

252 

65 

73-5 

198 

2-7 

85 

44-5 

189 

285 

1/0 

3*65 

110 

26  •  5 

160 

4  35 

120 

22  7 

150 

53 

140 

17-2 

139 

6-6 

150 

15-1 

127 

8-95 

160 

13-1 

113 

13-3 

170 

115 

90 

17-1 

180 

99 

70 

23 

191 

8-3 

Tabelle 

11. 

r"ig.  8,  Kurve  I, 

und  Ig. 

Widerstand 


Temperatur 

10«  Ohm 

Temperatur 

106  Ohm 

15°  C. 

200-0 

187°  C. 

0-572 

40 

97*0 

180 

0-615 

56 

61  -5 

168 

0-76 

70 

365 

160 

0-9 

88 

16*9 

150 

1-16 

101 

11-9 

140 

1  -48 

112 

8-2 

130 

21 

122 

5-5 

120 

2-9 

132 

436 

110 

4-0 

142 

4-  15 

99 

5-69 

154 

3-35 

90 

7-4 

168 

2-47 

80 

9-5 

180 

1-62 

70 

10-8 

192 

1-12 

55 

11-2 

200 

0-795 

33 

9-15 

200 

0-55 
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Als  der  Zyl.nder  herausgenommen  wurde,  zeigte  es  sich, 
daß  er  etwas  deformiert  war,  die  Länge  war  von  3*96  mm  auf 
3 -8mm  gesunken,  der  Durchmesser  von  8' 25 mm  auf  8" 54 mm 


ZOO 


-> 

r 

C 

■ 


t:..     cO    4o  Cj"  V     K;    JJ    :l  5    SV    W  MO  't<0   I6C  170 

T:  «P^ATUR  iN  GRADLN  CELSIUS 

Fig.  7. 

gestiegen,  in  der  Mitte  war  eine  tonnenförmige  Ausbauchung. 
Diese  Deformation  sowie  das  Auftreten  eines  positiven  Tem- 
peraturkoeffizienten weisen  deutlich  darauf  hin,  daß  das  e 
eine   molekulare  Änderung   erfahren   hat.   Das  gleichzei  ig 
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erhitzte  Pulver  war  derart  zusammengesintert,  daß  es  neuer- 
dings in  der  Reibschale  zerrieben  werden  mußte.  Das  Pulver 
wurde  gepreßt  und  im  Thermostaten  untersucht;  zwischen  den 


•0    10    80    40    &0    60    70    80    UO    100    '10  '20  'SO   140   lj>0   160  170  1BO  190  100  210  215 

TEMPERATUR  IN  GRADEN  CELSIUS  - 

Fig.  8. 

beiden  Versuchen  lag  ein  Zeitraum  von  5  Wochen.  Wie 
Tabelle  11,  Fig.  8,  Kurve  Ilf  I2,  zeigt  (der  Maßstab  bezieht  sich 
auf  Kurve  I„  I2,  während  Kurve  II  in  lOOmai  kleinerem  Maß- 
stabe gezeichnet  ist,  also  statt  X  106  zu  denken,  ist  x  10*  Ohm). 
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hat  in  dieser  Zeit  eine  durchgreifende  Umbildung  des  Präparats 
stattgefunden.  Der  spezifische  Widerstand  bei  20°  C.  betrag 
jetzt  1-34  X  108  Ohmzentimeter,  weitaus  größer  als  vor 
dieser  Zeit.  Der  Temperaturkoeffizient  war  wieder  durchwegs 
negativ,  jedoch  zeigte  sich  bei  Abkühlung  trotzdem  nur  kurze 
Zeit  über  200°  C.  erhitzt  worden  war,  von  80s  angefangen 
metallisches  Verhalten. 


Tabelle  12. 


Fig.  8, 

Kurve  II. 

Widerstand 

Temperatur 

10*  Ohm 

Temperatur 

215°  C. 

13*4 

130°  C. 

210 

14 

119 

190 

17-1 

108 

185 

17-4 

100 

180 

16-8 

90 

170 

14-9 

79 

160 

125 

64 

150 

10-7 

50 

140 

9  •  85 

40 

Widerstand 
104  0hm 

9-  25 
9'05 
925 
9-65 

10-  7 
12 

14-5 
19-7 
25'6 


Wir  haben  es  also  auch  hier  mit  keinem  stabilen  Matenal 
zu  tun,  vielmehr  scheint  hier  längere  Erwärmung  über  2W  • 
imstande  zu  sein,  das  Material  teilweise  in  die  mctai  is 
Modifikation  überzuführen,  und  es  scheint  demnach  das  ir 
erwähnte  Gesetz  von  Siemens  nicht  allgemeine  Gültigkeit 

na^en*  'urde 
6.   Chemisch  reines,   rotes,   präzipitiertes  Selen  u  ^ 

9  Stunden  in  destilliertem  Wasser  gekocht,  wodurch  es  s 

wurde  und  wahrscheinlich  in  die  kristallinische  Form 

Da  dieses  Präparat  sicher  nicht  über  100°  C.  erhitzt  w  ^ 

war  und  wegen  der  langen  Dauer  dieser  Erhitzung  sie  ier^ 

Material  vollständig  umgewandelt  war,  so  würde  es  die 

metallische  Form  (im  Sinne  der  Siemens'schen  Nomen 

in  ihrer  größten  Reinheit  vorstellen.  Aus  diesem  Matena^  ^ 

nach  dem  Pulvern  ein  Zylinder  von  der  Größe    -  ^ 

ä  =  8  •  33  gepreßt.  Beim  Erwärmen  des  Zylinders  zeigte 
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vollständig  nichtmetallisches  Verhalten  (Tabelle  13,  Fig.  9, 
Kurve  I„  I,,).  Die  Temperatur  wurde  30  Minuten  lang  auf 
210°  C.  erhalten,  sodann  wurde  langsam  abgekühlt.  Der  Wider- 
stand stieg  hiebei,  blieb  aber  weit  unter  dem  ursprünglichen 
Wert,  ohne  daß  sich  jedoch  ein  positiver  Temperaturkoeffizient 
gezeigt  hätte.  Es  war  also  auch  hier  eine  molekulare  Verände- 
rung eingetreten,  was  durch  das  Weichwerden  des  Zylinders 
bestätigt  wird,  dadurch  wurde  die  Länge  auf  6'535wm  ver- 
mindert. 

Tabelle  13. 


Fig.  9,  Kurve  I,  und  I2. 


Temperatur 

Widerstand 

Widerstand 

10*  Ohm 

Temperatur 

105  Ohm 

20°  C. 

3555 

210°  C. 

0-425 

30 

2340 

200 

0-514 

40 

1500 

190 

0-543 

50 

1040 

180 

0-64 

G0 

715 

170 

0-85 

70 

495 

160 

1  Ol 

80 

345 

150 

1-2 

90 

210 

140 

1-51 

100 

136 

130 

1  -87 

110 

110 

120 

2-42 

120 

92  5 

107 

3-07 

130 

72-3 

100 

3-42 

140 

55 

90 

425 

150 

40-7 

80 

5  ■  25 

160 

304 

70 

68 

170 

22-3 

00 

95 

180 

15-3 

49 

13-5 

100 

8-8 

41 

21 

200 

3  •  95 

33-2 

36 

210 

1  -84 

15 

100 

Der  Durchmesser  an  der  stärksten  Stelle  betrug  nach  dem 
Erwärmen  8-75 mm.  Vor  dem  Erwärmen  betrug  der  spezifische 
Widerstand  3  x  10»  Ohmzentimeter,  nachher  7-02x10« 
Ohmzentimeter,  halte  sich  also  durch  die  Erwärmung  sehr 
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beträchtlich  geändert.  Die  vorliegende  Form  ist  demnach  auch 
in  keinem  stabilen  Zustande,  denn  ihr  Verhalten  wird  durch 
Erhitzung  dauernd  geändert. 


.:     to  •  :    r,_:     ■       v  "0  «O  I»«   1*0  160 


TEMPERATUR  IN  GRADEN  CELSIUS 

Fig.  9. 

dc^ 

Man  kann  die  Resultate  vorstehender  Untersuchungen 
amorphen  Selens  in  folgende  Regeln  zusammenfassen:  ^ 

1.  Das  rote,  präzipitierte  und  das  schwarze,  glasige  ^ 
sind  nur  durch  den  Aggregatzustand  unterschiedene  o 
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des  Selens  und  lassen  sich  durch  Pressen  des  ersteren  unter 
sehr  hohem  Druck  oder  sehr  feine  Zerteilung  des  letzteren  in- 
einander überführen.  Beide  sind  Nichtleiter  der  Elektrizität. 

2.  Erhitzt  man  amorphes  Selen  rasch  über  200°  C,  ohne 
es  jedoch  zum  Schmelzen  zu  bringen,  so  zeigt  sich  beim  Ab- 
kühlen innerhalb  weiter  Grenzen  ein  positiver  Temperatur- 
koeffizient des  Widerstandes.  Das  Auftreten  des  letzteren  wird 
jedoch  schon  durch  eine  kleine  Diskontinuität  des  Erwärmungs- 
prozesses verhindert. 

3.  Es  ist  immer  durch  langdauernde  Erhitzung  möglich, 
Modifikation  I  und  III  in  Modifikation  II  zum  Teil  überzuführen. 

4.  Die  durch  Erhitzen  des  amorphen  Selens  gewonnenen 
kristallinischen  Modifikationen  sind  nicht  stabil,  da  sich  im 
Laufe  der  Zeit  Modifikation  II  in  Modifikation  I  rückbildet. 
Doch  läßt  sich  ein  derartig  rückgebildetes  Selen  durch  kurze 
Erhitzung  vyieder  in  Selen  der  Modifikation  II  verwandeln. 

B.  Kristallinisches  »hartes«  Selen. 

Das  eingehende  Studium  der  von  Ruhmer1  »hartes« 
Selen  genannten  Modifikation  des  kristallinischen  Selens  ist 
von  großem  Interesse,  da  dieselbe  einerseits  häufig  erwähnt 
und  für  Zwecke  der  Photophonie  o.  dg!,  technische  Zwecke 
verwendet  wird,  andrerseits  die  Unkenntnis  ihres  elektrischen 
Verhaltens  bereits  zu  mancherlei  Irrtümern  geführt  hat,  welche 
zu  berichtigen  wünschenswert  erschien.  Die  erste  Angabe  über 
diese  Modifikation  stammt  von  Ries,  während  Ruhmer  die- 
selbe zuerst  technisch  verwertete. 

Um  dieses  Präparat  in  größeren  Mengen  zu  erhalten,  ver- 
fuhr ich  folgendermaßen.  In  einem  Porzellantiegel  wurden  etwa 
30 £  chemisch  reines  Selen  geschmolzen.  Sodann  wurde  der 
Tiegel  langsam  abgekühlt,  wobei  das  Selen  mit  einem  Glas- 
stabe beständig  umgerührt  wurde. 

Das  Selen  wurde  immer  dickflüssiger  und  verlor  plötzlich 
sein  glänzend  schwarzes  Aussehen,  wurde  blaugrau,  feinkörnig, 
war  vollkommen  starr  und  hart,  das  Selen  war  kristallinisch 
geworden.  Wurde  jedoch  in  dem  Augenblick,  in  welchem  das 


1  A.  a.  0. 

Sitzb.  d.  mathcm.-naturw.  Kl.;  CXV.  üd.,  Abt.  IIa.  73 
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Selen  so  dickflüssig  war,  daß  man  sein  sofortiges  Erstarren 
voraussetzen  konnte,  das  Umrühren  unterbrochen,  so  erstarrte 
es  im  nächsten  Momente  zu  schwarzem,  glasigen  Selen.  Es  ist 
vollkommen  irrelevant,  ob  das  geschmolzene  Selen  hoch  über 
den  Schmelzpunkt  erhitzt  war  oder  nicht  und  ob  es  langsam 
oder  schnell  erkaltet.  Man  muß  nur  im  Augenblicke  des  Er- 
starrens das  Selen  in  heftige  Bewegung  bringen,  es  wird 
dadurch  der  Kristallisationsprozeß  ausgelöst  Bloße  Erschütte- 
rung des  Selens  hat  gar  keinen  Einfluß.  Will  man  Zellen  dieser 
Modifikation  erzeugen,  so  braucht  man  nur  das  auf  die  Zelle 
gebrachte  geschmolzene  Selen  im  Augenblicke  des  Erstarrens 
glatt  zu  streichen.  Ein  anderes  Verfahren  besteht  darin,  daß 
man  das  auf  die  Zelle  gestrichene,  erkaltete,  glasige  Selen  lang- 
sam erwärmt,  bis  es  weich  wird,  sodann  abkühlt  und  rasch  mit 
einem  Stäbchen  überstreicht.  Das  Selen  wird  dann  graukristal- 
linisch. 

Tabelle  14. 
Fig.  10,  Kurve  Ij  und  I2. 

Widersund 
10«  Ohm 

0-5061 
0-6 
0-705 
0-815 
0-925 
0-93 
0-94 
0-925 
0-955 
PO 

PI 

P34 
P57 
P92 

2-  46 

3-  05 
365 

4-  46 
5 


Widerstand 

Temperatur 

106  Ohm 

Temperatur 

21°  C. 

60 

210°  C. 

30 

45 

200 

40 

32-75 

190 

50 

22  75 

180 

60 

15-2 

170 

70 

1065 

160 

80 

7-25 

150 

90 

5-7 

140 

100 

5  •  45 

130 

110 

5-02 

120 

120 

44 

110 

130 

382 

100 

140 

305 

90 

150 

2  22 

80 

1(30 

1  -44 

68 

170 

1  -08 

58 

1 80 

0-778 

50 

190 

0  •  532 

40 

200 

0-33 

34 

210 

0  •  242 

1  Nach  einer  Stunde. 
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Die  aus  diesem  Material  gepreßten  Zylinder  zeigten,  wie 
alle  anderen  aus  kristallinischem  Selen  gepreßten,  beim  Be- 
arbeiten mit  der  Feile  metallischen  Glanz,  der  Bruch  hatte  ein 
sehr  feinkörniges,  graues,  stahlartiges  Aussehen. 


TEM?:;PATJP  IN  GRADEN  CFlSlIJS 


Fig.  10. 

Das  Verhalten  bei  Erwärmung  ist  aus  Tabelle  14,  Fig.  10, 
Kurve  lv  I2  ersichtlich.  Es  zeigte  sich,  daß  dasselbe  durchaus 
nichtmetallisch  war.  Die  Temperatur  wurde  eine  Stunde  auf 
210°  C.  gehalten,  wobei  der  Widerstand  um  mehr  als  das 

73* 
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doppelte  stieg.  Bei  Abkühlung  (Kurve  I2)  verlief  die  Kurve 
kurze  Zeit  oberhalb  der  Erwärmungskurve,  um  dann  bei  weitem 
kleinere  Werte  zu  zeigen  als  bei  Erwärmung.  Nirgends  zeigte 
sich  ein  positiver  Temperaturkoeffizient  des  Widerstandes. 
Der  spezifische  Widerstand  bei  20°  C.  betrug  4  53X107  Ohm- 
zentimeter. 

Ein  zweiter  Zylinder  aus  demselben  Material  wurde  gleich- 
falls untersucht  (Tabelle  15,  Fig.  11,  Kurve  l{,  \).  Das  relative 
Verhalten  war  dasselbe  wie  beim  vorigen  Versuche. 

Tabelle  15. 

Fig.  11,  Kurve  It  und  I2. 


Temperatur 

14°  C. 

30 

44 

51 

56 

61 

69 

77 

84-5 
93 '  5 

102 

115 

125 

133 

143 

160 

170 

180 


Widerstand 
10«  Ohm 

109-5 
630 
38  25 
27-6 
21-5 
17-15 
12-95 
10-2 
8-45 
7  •  55 
7-15 
6-1 


25 
13 
15 
65 
18 


4 

3 
1 
1 

0-86 


Temperatur 

195°  C. 

201-5 

209  5 

186 

175 

160 

146 

132 

118 

106 

96 

86 

72 

63 

54 

47 

425 
15 


Widerstand 
10«  Ohm 

0'487 

0-387 

0-34 

0*73 

0-  90 

1-  2 
1-63 

1-  98 

2-  18 
2-48 
2-89 
3'40 
4-64 

6-  15 

7-  95 
9  75 

11-75 
32 


[Der  feinpunktierte  Teil  der  Kurve  I2  in  Fig.  11  ist  kel*n' 
gezeichnet,  da  der  Punkt  bei  15°  C.  erst  am  folgenden  ag 
aufgenommen  wurde  und  Zwischenpunkte  fehlen.] 

Bei    neuerlicher  Erwärmung   desselben  Zylinders 
belle  16,  Fig.  11,  Kurve  II,,  II2)  zeigte  der  Hauptverlauf 
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Kurve  bei  Erwärmung  ein  ähnliches  Verhalten  wie  bei  der 
ersten  Erwärmung,  doch  zeigen  die  Abweichungen  der  beiden 
Kurven  voneinander  deutlich,  daß  molekulare  Umlagerungen 


TEMPERATUR  IN  GRADEN  CELSIUS 
Fig.  II. 


stattgefunden  haben.  Dies  wird  durch  das  Verhalten  bei  der 
darauffolgenden  Abkühlung  bestätigt,  da  sich  bei  39°  C.  ein 
Umkehrpunkt  ausgebildet  hat,  von  welchem  ab  das  Leitver- 
mögen metallischer  Natur  war. 
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Tabelle  16. 
Fig.  11,  Kurve  Hj  und  II2. 


Widerstand 

Wi  4^r^tr  rd 

Vi  lUvi  jUU.u 

Temperatur 

10«  Ohm 

Temperatur 

10«  Ohm 

15°  C. 

31  8 

215°  C. 

0  675 

?0 

28-5 

205 

0-75 

30 

27 

190 

0-775 

40 

27  2 

180 

1-06 

50 

26  6 

170 

1-19 

60 

23'3 

160 

1  -41 

70 

16*2 

150 

1-53 

80 

10-3 

140 

1-59 

90 

6-7 

130 

1-67 

100 

4*72 

120 

181 

110 

3-04 

110 

1-09 

120 

2-94 

100 

22 

130 

2-48 

90 

2'5 

140 

217 

80 

2*8 

150 

2-02 

70 

3-17 

170 

1  -98 

60 

3'6 

180 

1-67 

47 

3-84 

190 

1-28 

39 

402 

200 

1-03 

29 

4-0 

Es  ergeben  sich  somit  für  das  Verhalten  der  »harten« 
Selenmodifikationen  folgende  Regeln: 

1.  Das  »harte-  Selen  ist  eine  vollständig  nichtmetallische 
Modifikation,  es  verhält  sich  ähnlich  dem  bei  100°  C.  kristal- 
linisch gemachten  oder  dem  aus  dem  geschmolzenen  Zustande 
kristallisierten  Selen.  . 

2.  Durch  öfteres,  längeres  Erhitzen  über  200°  C.  gelingt 
es  in  manchen  Fällen,  diese  Modifikation  zum  Teil  in  ie 
metallische  umzuwandeln,  d.  h.  ihr  zwischen  größeren  o  er 
kleineren  Temperaturgrenzen  einen  positiven  Temperatur 
koeffizienten  zu  erteilen. 

3.  Das  harte  Selen  ist  ebenso  wie  die  sub  A  angeführten 

Modifikationen  in  hohem  Grade  labil. 
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C. 

a)  Aus  Schwefelkohlenstoff  kristallisiertes  rotes 

Selen. 

Diese  Modifikation  entsteht  aus  einer  Lösung  von  amorphem 
Selen  in  Schwefelkohlenstoff.  Die  Kristalle,  welche  nach 
Mitscherlich1  meistens  Mischkristalle  zweier  Kristallformen 
enthalten,  wurden  in  einer  Reibschale  aufs  feinste  zerrieben.  In 
pulverförmigem  Zustande  war  es  dem  amorphen  roten  präzipi- 
tierten Selen  sehr  ähnlich,  jedoch  schon  beim  Pressen  zeigte 
es  ein  von  letzterem  vollständig  verschiedenes  Verhalten.  Die 
gepreßten  Zylinder  hatten  die  rote  Farbe  beibehalten,  der  Bruch 
war  blätterig,  der  Zusammenhang  wenig  fest. 

Es  gelangten  im  ganzen  drei  Zylinder  aus  diesem  Material 
zur  Untersuchung,  deren  Verhalten  bei  Erwärmung  ein  voll- 
kommen identisches  war,  weshalb  hier  nur  die  mit  einem  Ver- 
suchskörper ausgeführten  Versuche  aufgenommen  wurden. 
Bei  Zimmertemperatur  (16°  bis  20°  C.)  war  gar  keine  Leitfähig- 
keit vorhanden.  Der  Zylinder  wurde  nun  im  Thermostaten 
erwärmt.  Bei  110°  C.  begann  der  Zylinder  den  elektrischen 
Strom  zu  leiten.  Das  dieser  Modifikation  eigentümliche  Ver- 
halten bei  weiterer  Erwärmung  ist  aus  Tabelle  17,  Fig.  12, 
Kurve  1„  I2  ersichtlich.  Die  Leitfähigkeit  nahm  bis  157°  C.  zu, 
von  da  ab  zeigte  sich  bis  200°  C.  eine  Zunahme  des  Wider- 
standes (positiver  Temperaturkoeffizient),  von  200°  C.  an  sank 
bei  weiterer  Erhitzung  der  Widerstand.  Bei  Abkühlung  stieg 
der  Widerstand  stark  an.  Der  Versuch  wurde  bei  150°  C.  ab- 
gebrochen. Bei  den  beiden  anderen  Zylindern  zeigte  sich  beim 
Abkühlen  von  170°  C.  an  ein  positiver  Temperaturkoeffizient. 

Durch  das  Erwärmen  hatte  der  Zylinder  seine  rote  Farbe 
verloren  und  war  in  graukristallinisches  Selen  übergegangen. 
Der  Bruch  war  sehr  feinkörnig,  grau,  hatte  stahlartiges  Aus- 
sehen und  nahm  beim  Bearbeiten  mit  der  Feile  lebhaften 
Metallglanz  an. 


1  Mitscherlich  (1855),  Ber.  d.  Berl.  Aknd.  Wiss.,  p.  413;  Ann.  d.  Phys. 
(3),  Bd.  6,  p.  301. 
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Tabelle  17. 


Fig.  12, 

Kurve  l} 

und  I2. 

Widerstand 

Widerstand 

Temperatur 

10»  Ohm 

Temperatur 

10*  Ohm 

111°  c. 

118X109 

180°  C. 

57-0 

120 

59X10» 

190 

82-3 

130 

35X107 

200 

107 

140 

208 

203 

10b 

145 

57-8 

205 

m*  V 

99-0 

150 

37-6 

210 

71 

155 

34-0 

210 

60-2 

160 

33*7 

209 

58-5 

165 

357 

205 

59-5 

170 

42-2 

156 

16-6 

Tabelle 

18. 

Fig.  12, 

Kurve  II,  und  II^. 

Widerstand 

Widerstand 

Temperatur 

10*  Ohm 

Temperatur 

10*  Ohm 

12°  C. 

4-06 

180°  C. 

84-5 

21 

4-24 

190 

68-5 

30 

4-3 

200 

53 

35 

4 '  55 

210 

43 

50 

5-85 

215 

35*7 

60 

77 

215 

265 

65 

8  •  35 

210 

25 

70 

9-1 

200 

27 

75 

9 '  85 

190 

32'7 

80 

10-3 

180 

41-7 

90 

12 

170 

53 

100 

14-5 

160 

61-5 

110 

19-5 

150 

61-3 

120 

29 

140 

51-5 

130 

45 

130 

40'4 

HO 

60-5 

120 

28-2 

150 

72-5 

110 

18-5 

160 

82  5 

100 

12-2 

170 

87 

25 

2 
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Der  Zylinder  wurde  am  nächsten  Tage  neuerdings  erwärmt 
(Tabelle  18,  Fig.  12,  Kurve  H„  Obwohl  die  Temperatur 
beim  ersten  Erhitzen  nur  kurze  Zeit  über  200°  C.  erhalten 


10    20    SO    40    60    CO    /ü    80    i>0    too  t:o   \2C    liO  -40  150  160  170  I8C  1ÖJ  200  210216 
TEMPERATUR  IN  GRADEN  CELSIUS 

Fig.  12. 

worden  war,  zeigte  sich  doch  ein  positiver  Temperaturkoeffi- 
zient bis  zur  Temperatur  von  170°  C,  im  Gegensatze  zu  allen 
bisher  bekannten  Modifikationen,  bei  welchen  ein  positiver 
Temperaturkoeffizient  nur  bei  lange  dauernder  Erhitzung  über 
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200°  C.  eintrat  und  auch  da  nicht  in  so  weiten  Temperatur- 
grenzen. Von  170°  C.  bis  215°  C.  nahm  der  Widerstand  ab. 
Bei  Abkühlung  trat  der  positive  Temperaturkoeffizient  erst  bei 
155°  C.  auf.  Wie  aus  den  Kurven  zu  sehen  ist,  differieren  die 
Widerstände  bei  derselben  Temperatur  bei  Erhitzung  und  Ab- 
kühlung in  ihren  absoluten  Werten  beträchtlich.  Es  scheint 
demnach  das  Präparat  in  keinem  stabilen  Zustande  sich  zu 
befinden,  sondern  durch  die  Erhitzung  molekularen  Umlage- 
rungen  unterworfen  zu  sein.  Derselbe  Versuchszylinder  wurde 
nochmals  erwärmt,  aber  nur  bis  zu  jener  Temperatur,  bis  zu 
welcher  ein  positiver  Temperaturkoeffizent  auftrat  (175  U) 
und  wurde  nach  Erreichung  dieser  Temperatur  abgekühlt 
(Tabelle  19,  Fig.  12,  Kurve  IIIX,  IH2). 

Tabelle  19. 

Fig.  12,  Kurve      und  DL». 

n"  ,4  Widerstand 
Widerstand  ia4  r»hm 

Temperatur         10*  Ohm  Temperatur         10»  omn 

13°  C.  6-67  170°  C.  52-5 

32  7-05  175  d4 

7-6  180  54 

9-1  185  52-5 

H-l  180  60-5 

170  72-5 

160  87 

138  93-5 

126  78 

110  52 
37  3 

24-7 
7-15 


40  7-6 
50 
61 

70  12 

80  11-8 

90  12-3 

101  12 

110  13-6 


120  18-1  100 

130  24  6  89 

140  30-5  59 

150  39-7  12 


4 


100  47-3 

Da  bei  weiterer  Erhitzung  der  Widerstand  des  Zvl,nd** 
gesunken  wäre,  stand  zu  erwarten,  daß  bei  Abkühl"nßpoch 
Widerstand  steigen  würde,  was  auch  tatsächlich  emtra 
zeigte  sich  ein  negativer  Temperaturkoeffizient  (Vermin  e 
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der  Leitfähigkeit  bei  Abkühlung)  nur  bis  145°  C.  Dann  leitete 
der  Zylinder  bis  zur  Zimmertemperatur  wie  ein  Metall.  Der 
spezifische  Widerstand  dieser  Modifikation  betrug  bei  20°  C. 
1-18  X  10B  Ohmzentimeter,  war  also  bedeutend  geringer 
als  bei  allen  bis  jetzt  in  dieser  Arbeit  behandelten  Modifika- 
tionen. 

Wir  haben  nach  dem  Gesagten  bei  dem  aus  Schwefel- 
kohlenstoff roten  kristallisierten  Selen  eine  Modifikation  kennen 
gelernt,  welche  beim  Erhitzen  über  110°  C.  zur  Bildung 
metallisch-kristallinischen  Selens  hinneigt.  Um  nun  einerseits 
die  Angabe  von  Siemens,  daß  starke  Temperaturerniedrigung 
(—15°  C.)  ein  positives  Leitvermögen  des  kristallinischen 
Selens  überhaupt  zu  zerstören  vermag,  auf  ihre  Richtigkeit  zu 
prüfen,  andrerseits  um  die  Stabilität  des  hier  vorliegenden  kri- 
stallinischen Selens  festzustellen,  indem  nach  Ries  starke 
Abkühlung  nur  dann  wesentliche  Änderung  im  Verhalten  des 
Selens  herbeiführen  kann,  wenn  dasselbe  nicht  durch  lange 
dauernde  Erhitzung  über  200°  C.  in  die  metallische  Modifika- 
tion überführt  worden  ist,  wurde  der  Versuchskörper  auf  sehr 
tiefe  Temperatur  gebracht.  Er  wurde  zu  diesem  Zweck  in  ein 
Gemisch  von  Äther  und  Kohlensäureschnee  gestellt.  Die  tiefste 
Temperatur  betrug  —63°  C.  Die  Erwärmung  auf  höhere  Tem- 
peraturen erfolgte  wie  immer  im  Thermostaten. 

Das  Verhalten  des  Selens  bei  diesen  Temperaturen  ist  aus 
Tabelle  20,  Fig.  13  ersichtlich. 

Es  zeigte  sich  zunächst  zwischen  —(33°  und  +20°  C.  ein 
negativer  Temperaturkoelrizient,  von  20°  C.  aber  bis  205°  C. 
leitete  das  Präparat  den  elektrischen  Strom  wie  ein  Metall,  der 
Temperaturkoeffizient  war  positiv.  Bei  der  Temperatur  von 
20o°  C.  trat  neuerdings  eine  Widerstandsabnahme  ein.  Es  lag 
demnach  hier  zum  ersten  Mal  im  Verlaufe  meiner  Unter- 
suchungen ein  Präparat  vor,  welches  innerhalb  so  weiter  Tem- 
peraturgrenzen (20°  bis  205°  C.)  einen  positiven  Temperatur- 
koeffizienten des  Widerstandes  zeigte. 

Als  die  Temperatur  von  205°  C,  bei  welcher  der  Wider- 
stand eine  Abnahme  zu  zeigen  begann,  erreicht  war,  wurde 
nicht  weiter  erhitzt,  sondern  langsam  abgekühlt.  Dabei  stieg 
der  Widerstand  an,  und  zwar  bis  zur  Temperatur  von  155°  C. 
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Tabelle  20. 
Fig.  13. 


Widerstand 

Temperatur 

1  AI  AU«» 

lü*  Unm 

Temperatur 

—62°  C. 

65*o 

— o9-o 

58 -o 

— o7*o 

4o  o 

200 

— o2 

Ol  ,7 

ol  / 

100 

— 46 

26 

1Ä0 

—42 

22'6 

1 70 

—35 

19  8 

luv 

— 27 

14  9 

1  ^ 

1  ÜJ 

—  16 

10*3 

—  5 

8  0 

160 

0 

7  35 

-f-  5 

6*5 

33 

^  -  o  ^ 

/  ÖO 

1  RO 

1  Ov 

40 

8  6o 

i  fu 

50 

8-2o 

60 

8*  lo 

910 

70 

8'9 

9  1  ^ 

80 

9*6/ 

91  ^ 

90 

10'b 

908 

100 

1  1  -8 

900 

110 

139 

189 

120 

16-9 

180 

130 

20 

171 

140 

22 

160 

150 

24 

148 

160 

26-7 

120 

170 

313 

100 

180 

38  •  5 

90 

Widerstand 
10*  Ohm 

45*7 
56 

61-5 
66'2 
79 
96 
111 
115 
122 
127 
132-5 
132-5 
126 
101 

78 

59-5 

49*5 

42 

435 
50-9 
61 

71*5 
87 

925 
82-5 
32 
11-5 
7-6 


Es  trat  also  beim  Umkehrpunkte,  der  bei  einer  Temp^ffi 
von  205°  C.  sich  gezeigt  hatte,  ein  negativer  Temperatur  oe^ 
zient  sowohl  bei  Erwärmung  als  auch  bei  Abkühlung  ein.  ^ 
der  Temperatur  von  155°  C.  angefangen  nahm  der  W,derSosuU 
bei  weiterer  Abkühlung  nochmals  ab.  Es  wurde  der  Thermo 
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wieder  erhitzt  und  vergrößerte  sich  bei  der  Erhitzung  der 
Widerstand,  so  daß  bei  dem  Umkehrpunkte  von  der  Temperatur 
von  155°  C.  sowohl  bei  Abkühlung  als  auch  bei  Erwärmung 


-eo  eo  -40  -20    o    20   *o  eo   eo  ioo  'ro  uo  ieo  leo  200  220 
TEMPERATUR  IN  GRADEN  CELSIUS 

Fig.  13. 

ein  positiver  Temperaturkoeffizient  zu  konstatieren  ist.  Bei 
weiterer  Erhitzung  begann  bei  170°  C.  der  Widerstand  sich  zu 
verkleinern  und  fiel  immerwährend  bis  215°  C.  Bei  Abkühlung 
trat  zunächst  eine  Vergrößerung  des  Widerstandes  ein,  bei 
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160°  C.  nahm  die  Leitfähigkeit  zu,  der  Temperaturkoeffizient 
war  positiv. 

Wie  aus  dem  vorliegenden  Versuche  hervorgeht,  war  die 
Abkühlung  auf  —63°  C.  nicht  im  stände,  das  Verhalten  dieses 
Präparates  wesentlich  zu  ändern.  Es  folgt  daraus  einerseits, 
daß  das  Gesetz  von  Siemens  über  die  Aufhebung  eines 
metallischen  Verhaltens  durch  tiefe  Temperaturen  nicht  allge- 
meine Gültigkeit  hat,  andrerseits  diese  neu  gefundene  Form, 
das  aus  Schwefelkohlenstoff  rotkristallisierte,  durch  Erhitzen 
graukristallinisch  gemachte  Selen,  jene  Modifikation  ist,  welche 
typisch  die  Neigung  hat,  sich  beim  Erwärmen  in  metallisches 
Selen  umzuwandeln. 

Die  zusammengefaßten  Ergebnisse  dieser  Versuchsreihen 

sind  demnach: 

1.  Das  aus  Schwefelkohlenstoff  rotkristallisierte  Selen  ist 
bei  gewöhnlicher  Temperatur  Nichtleiter  der  Elektrizität. 

2.  Dasselbe  beginnt  bei  1 10  bis  120°  C.  in  die  graukristal- 
linische Form  überzugehen. 

3.  Das  aus  S  chwefelkohlenstoff  kristallisierte  Selen  zeigi 
die  Neigung,  beim  Erhitzen  graukristallinisches  Selen  der 
metallisch  leitenden  Form  zu  bilden. 

b)  Rotes  präzipitiertes  Selen  durch  langes  Stehen- 
lassen in  Schwefelkohlenstofflösung  in  rotes  kri- 
stallinisches umgewandelt. 
Rotes  amorphes  präzipitiertes  Selen  wurde  nach  Mitscher- 
lich1  mit  Schwefelkohlenstoff  Übergossen  und  bei  Zimmer- 
temperatur unter  öfterem  Umschütteln  14  Tage  stehen  gelassen. 
Das  anfänglich  in  der  Flüssigkeit  suspendierte  Pulver  hatte  im 
Laufe  dieser  Zeit  eine  viel  kompaktere  Form  angenommen  und 
war  zu  Boden  gesunken.  Im  Pulver  zeigten  sich  glänzend  rote 
Kristallblättchen,  während  die  Farbe  nicht  wesentlich  geändert 
war.  Es  scheint  demnach  die  von  Mitscherl  ich  angegebene 
Umwandlung  in  rotkristallisiertes  Selen  bereits  erfolgt  gewesen 
zu  sein.  Das  Pulver  wurde  nochmals  in  der  Reibschale  zer 
rieben,  gewaschen,  im  Vakuum  über  Chlorcalcium  getrocknet 

»  A.  a.  O. 
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und  gepreßt.  Beim  Pressen  zeigte  es  dasselbe  Verhalten  wie 
das  aus  Schwefelkohlenstoff  kristallisierte  Selen.  Die  Zylinder 
behielten  die  rote  Farbe  bei,  hatten  im  Bruche  blätteriges 
Gefüge,  bröckelten  leicht  ab,  und  ich  erhielt  gewöhnlich  nur 
einzelne  Bruchstücke  aus  der  Matrize. 

Der  gepreßte  Zylinder  zeigte  bei  15°  bis  20°  C.  gar  keine 
Leitfähigkeit.  Die  Veränderung  der  elektrischen  Leitfähigkeit 
beim  Erwärmen  und  Abkühlen  ist  aus  Tabelle  21,  Fig.  14, 
Kurve  lit  I2  zu  ersehen. 

Tabelle  21. 
Fig.  14,  Kurve  I,  und  I2. 


Temperatur 

Widerstand 

Widerstand 

10»  Ohm 

Temperatur 

10*  Ohm 

107°  C. 

63500 

202°  C. 

12-5 

111 

7950 

195 

18-7 

120 

310 

170 

35-5 

127 

26-5 

151 

47-7 

137 

230 

130 

46-7 

153 

16-8 

110 

41-2 

161 

14-6 

89 

36 

167 

14-5 

76 

41-5 

183 

173 

67 

49-2 

192 

18-3 

59 

60 

203 

20 

53 

72 

213 

8  05 

49 

86 

Das  Verhalten  ist  dem  aus  Schwefelkohlenstoff  rotkristal- 
lisierten Selen  ähnlich,  doch  zeigt  sich  hier  beim  Abkühlen  ein 
positiver  Temperaturkoeffizient  des  Widerstandes  nur  inner- 
halb kleinerer  Temperaturgrenzen.  Es  zeigt  sich  aus  dem 
ganzen  Verhalten  bei  Erwärmung,  besonders  dadurch,  daß  der 
Selenkörper  graukristallinisch  wurde,  ohne  dabei  vollständig 
weich  zu  werden  wie  das  amorphe  Selen,  deutlich,  daß  das 
Selen  durch  das  Stehenlassen  in  Schwefelkohlenstoff  eine 
molekulare  Änderung  erfahren  hatte.  Auch  das  Verhalten  beim 
Pressen  hatte  gezeigt,  daß  hoher  Druck  nicht  im  stände  war, 
dieses  Selen  in  die  schwarze  amorphe  überzuführen,  wie  es 
beim  roten  amorphen  möglich  gewesen  war. 
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Da  das  Verhalten  dieser  Form  beim  Pressen  und  Erwärmen 
am  meisten  Ähnlichkeit  mit  dem  aus  Schwefelkohlenstoff  rot- 
kristallisierten Selen  zeigt,  so  wird  die  Angabe  Mitscherlich's, 
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Fig.  14. 


daß  das  rote  amorphe  Selen  beim  bloßen  Stehen  mit 


Schwefel- 


kohlenstoff bei  Zimmertemperatur  allmählich  eben 


so  kristalli- 


sierte wie  beim  siedenden  Schwefelkohlenstoff,  durch  diese 
Versuche  neuerdings  bestätigt.  Jedoch  scheint  diese  Umwan  • 
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lung  nicht  leicht  komplet  zu  werden.  Die  Abweichungen,  die 
sich  im  Verhalten  des  rotkristallisierten  und  der  vorliegenden 
Form  zeigen,  sind  wohl  darauf  zurückzuführen,  daß  innerhalb 
14  Tagen  eine  vollständige  Umwandlung  des  amorphen  in  kri- 
stallisiertes Selen  nicht  stattgefunden  hatte,  sondern  eine 
Mischung  von  amorphem  und  rotkristallisiertem  Selen  vorlag. 

Je  nach  dem  Grade  der  Vollständigkeit  dieses  Umwand- 
lungsprozesses zeigt  das  Verhalten  größere  oder  geringere 
Ähnlichkeit  mit  dem  aus  Schwefelkohlenstoff  rotkristallisierten 
Selen,  insbesondere  hängt  der  Temperaturbereich,  innerhalb 
welchem  ein  positiver  Temperaturkoefrizent  eintrat,  von  der 
Menge  des  in  der  Mischung  vorhanden  gewesenen  rotkristalli- 
sierten  Selens  ab. 


D.  Aus  Kaliumselenid  kristallisiertes  Selen. 

Läßt  man  eine  wässerige  Lösung  von  Kaliumselenid  an 
der  Luft  stehen,  so  scheidet  sich  kristallinisches  Selen  in  Form 
schwarzer,  graphitisch  glänzender  Körner  oder  Blättchen  aus. 
Diese  wurden  gewaschen,  fein  zerrieben,  mit  Schwefelkohlen- 
stoff gekocht,  um  Spuren  amorphen  Selens  zu  entfernen  und 
im  Vakuum  über  Chlorcalcium  getrocknet.  Zerrieben  gaben  die 
Blättchen  ein  Pulver,  welches  sich  fettig,  ähnlich  wie  Graphit, 
anfühlte  und  an  allen  Gegenständen,  mit  denen  es  in  Berührung 
kam,  haften  blieb.  Das  Pulver  läßt  sich  gut  pressen  und  waren 
die  gepreßten  Zylinder  im  Bruche  muschelig,  feinkörnig,  von 
stahlgrauer  Farbe,  nahmen  bei  Bearbeitung  mit  der  Feile  Metall- 
glanz an,  hatten  also  dasselbe  Aussehen  wie  die  durch  Erhitzen 
des  amorphen  Selens  kristallinisch  gemachten  Modifikationen, 
mit  denen  es  auch  bisher  (Mitscherlich,  Petersen  u.  a.)  für 
identisch  gehalten  wurde.1  Doch  zeigen  die  nachfolgenden  Ver- 
suche, daß  man  es  in  Bezug  auf  sein  elektrisches  Verhalten 
dem  durch  Erwärmung  gewonnenen  graukristallinischen  Selen 
nicht  gleichstellen  kann. 

1  Die  Dichte  des  gepreßten  Zylinders  betrug  4  •  747  gegen  d  =  4-  79  nach 
Saunders.  Die  Differenz  dürfte  durch  eingeschlossene  Hohlräume  bedingt  sein, 
durch  das  Pressen  hatte  also  keine  Vergrößerung  der  Dichte  stattgefunden. 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  Kl.;  CXV.  Bd.,  Abt.  IIa.  74 
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Zunächst  wurde  ein  Zylinder  in  die  Kontaktvorrichtung 
gespannt.  Es  zeigte  sich,  daß  derselbe  bei  Zimmertemperatur 
kein  Leitvermögen  besaß,  jedenfalls  war  der  spezifische  Wider- 
stand größer  als  10u  Ohmzentimeter,  worin  sich  ein  grund- 
legender Unterschied  von  den  anderen  graukristallinischen 
Modifikationen  ausspricht.  Als  der  Zylinder  im  Thermostaten 
erwärmt  wurde  (Tabelle  22,  Fig.  15,  Kurve  I^),  begann  er  bei 
70°  C.  den  elektrischen  Strom  zu  leiten;  während  sich  jedoch 
beim  amorphen  Selen  die  Leitfähigkeit  mit  zunehmender  Er- 
wärmung sehr  rasch  vergrößerte,  um  dann  wieder  abzunehmen, 
nahm  hier  die  Leitfähigkeit  sehr  langsam  und  stetig  bis  215°  C. 
zu,  wobei  jedoch  der  spezifische  Widerstand  noch  immer  einen 
sehr  beträchtlichen  Wert  besaß. 


Tabelle  22. 


Fig.  15, 

Kurve  Ij  und  I2. 

Widerstand 

Temperatur 

10'  Ohm 

Temperatur 

70°  C. 

12000 

180°  C. 

80 

6000 

190 

90 

3000 

200 

100 

1700 

210 

110 

1000 

210 

120 

330 

195 

130 

330 

180 

140 

128 

110 

145 

125 

100 

150 

90 

89 

155 

60 

75 

160 

41 

65 

165 

29 

58 

172 

17 

Widerstand 
10?  Ohm 

9 

3-6 
14 
0-57 
0-48 

0-  7 

1-  2 
38 
63 

100 
160 
200 
250 


Als  nun  abgekühlt  wurde,  stieg  der  Widerstand  so  o^ 
blieb  jedoch  immer  unter  den   derselben  Temperatur  ^ 
sprechenden  Werten  bei  Erwärmung.  Es  hatte  demnaCghein*n 
aus  Kaliumselenid  kristallisierte  Selen  durch  Erwärmung 
spezifischen  Widerstand  verkleinert. 
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Als  das  Präparat  am  nächstfolgenden  Tage  neuerdings  in 
derselben  Weise  untersucht  wurde  (Tabelle  23,  Fig.  15,  Kurve 
Up  II2),  zeigte  sich  bei  Zimmertemperatur  (20°  C.)  ein  zwar 
äußerst  hoher,  jedoch  meßbarer  Wert  des  Widerstandes.  Bei 
Erwärmung  fiel  derselbe  ständig  bis  215°  C,  um  bei  darauf- 
folgender Abkühlung  wieder  zu  steigen,  ohne  jedoch  nur  an- 
nähernd so  hohe  Werte  zu  erreichen  wie  bei  Erwärmung.  Es 
hatte  also  durch  das  abermalige  Erhitzen  eine  neuerliche  Ver- 
besserung der  Leitfähigkeit  stattgefunden. 


Tabelle  23. 
Fig.  15,  Kurve  II,  und  II8. 


Temperatur 

Widerstand 

Widerstand 

107  Ohm 

Temperatur 

107  Ohm 

20°  C. 

9000 

145°  C. 

20 

30 

1000 

150 

15 

40 

1000 

155 

11 

50 

900 

160 

9 

60 

900 

165 

6-8 

70 

650 

170 

5 

81 

440 

175 

37 

90 

330 

180 

3 

100 

220 

185 

2-2 

105 

170 

190 

1-6 

110 

130 

195 

1-2 

115 

105 

200 

0-9 

120 

80 

210 

0-5 

125 

60 

215 

0-3 

130 

46 

200 

0-64 

135 

35 

62 

16 

140 

20 

Da  dieses  Verhalten  nicht  unähnlich  dem  aus  dem  ge- 
schmolzenen Zustande  kristallisierten  Selen  ist,  wollte  ich  ver- 
suchen, ob,  wie  bei  diesem,  auch  bei  dem  aus  Kaliumselenid 
kristallisierten  Selen  durch  langdauerndes  Erhitzen  über  200°  C. 
ein  metallisches  Leitvermögen  eintreten  könne.   Es  wurde 

74* 
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darum  ein  Zylinder  in  die  Kontaktvorrichtung  gespannt,  im 
Thermostaten  langsam  auf  210°  C.  erhitzt  und  5  Stunden  lang 
mit  einer  Schwankung  von  ±3°  C.  auf  dieser  Temperatur 


4ü  ibO  »6ü  170  ieo 


2-j    -VJ    4u  o  -.«j   '00  tu    i/o  >■ 

TEMPERATUR  IN  GRADEN  CELSIUS 


IBO  zoo 


Fig.  15. 

erhalten  (Tabelle  24,  Fig.  16,  Kurve  I,,  J2).  Der  Widerstand  sank 
bis  215°  C.  und  hatte  dort  den  Wert  2'9Xl06Ohm,  begann 
nach  etwa  5  Minuten  langsam  zu  steigen  und  hatte  n 
5  Stunden  den  Wert  5-4X106  Ohm  erreicht,  war  also  nahez 
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um  das  doppelte  gestiegen.  Bei  darauffolgender  Abkühlung 
vergrößerte  sich  der  Widerstand  bis  zur  Temperatur  160°  C. 
(negativer  Temperaturkoefflzient)  und  nahm  von  diesem  Punkt 
an  ab  (positiver  Temperaturkoeffizient). 

Nach  3  Tagen  wurde  der  Zylinder  neuerdings  untersucht 
(Tabelle  25,  Fig.  16,  Kurve  IIlf  II,). 

Tabelle  24.  Tabelle  25. 

Fig.  16,  Kurve  I,  und  I2.  Fig.  16,  Kurve  II,  und 


Temperatur 


Widerstand 
10«  Ohm 


Temperatur 


Widerstand 
10«  Ohm 


115°C. 


15300 
12200 
6100 
3200 
1790 


20°  C. 


33-5 
33 

32-7 
30-9 
244 
22-2 
17-8 
156 
145 
13-9 
13-4 

13-  5 

14-  2 

15-  3 
17-3 

21-  5 

22-  5 

23-  1 
27-7 
26 


120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
185 
190 
195 
200 
210 
215 
215 
210 
205 
200 
190 
180 
170 
160 
150 
140 
130 
120 
100 
90 
80 
70 
42 


970 
508 
255 
169 
113 
78 

50-8 
6-5 
2-9 
54 
56 
6-1 
6-7 
80 
9-3 
10-4 
10-9 


9-85 

7-9 

5-96 

4-3 

2-47 

2-03 

1-75 

1-65 

0  ■  95 


37 
40 
50 
65 
70 
80 
91 
100 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
175 
180 
190 
200 
210 
215 
208 
205 
178 
165 
160 


21  -5 
233 
25-1 
47-2 

59-  8 

60-  2 
563 
44-5 
35*2 
19-8 
14-2 
10-3 
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Bei  Zimmertemperatur  war  der  Widerstand  bedeutend 
höher  als  am  Ende  des  letzten  Versuches,  es  hatte  also  das 
Selen  in  der  Zwischenzeit  eine  Umbildung  erfahren.  Ein  posi- 
tiver Temperaturkoeffizient  zeigte  sich  erst  von  120°  C  an  und 
blieb  von  da  bis  zur  Temperatur  210°  C,  dann  nahm  der  Wider- 
stand ab.  Es  hatte  sich  also  die  Grenze  des  positiven  Leit- 
vermögens nach  höherer  Temperatur  hin  verschoben. 

Bei  Abkühlung  stieg  der  Widerstand  an,  und  zwar  über 
die  denselben  Temperaturen  entsprechenden  Werte  bei  Er- 
wärmung bis  160°  C,  dort  trat  ein  positiver  Temperaturkoeffi- 
zient ein,  und  sank  der  Widerstand  bei  weiterer  Abkühlung 
unter  die  der  gleichen  Temperatur  bei  Erwärmung  entsprechen- 
den Werte. 


Tabelle  2G. 

Fig.  16,  Kurve  IIIA  und  I1I2. 


Widerstand 

Widerstand 

Temperatur 

106  Ohm 

Temperatur 

10*5  Ohm 

20°  C. 

415 

200°  C. 

324 

34 

38 

213 

30-0 

40 

365 

210 

31 

50 

34-6 

200 

38-1 

60 

32 

195 

43-7 

70 

28-6 

179 

6(3 

80 

25-5 

170 

80 

90 

22-y 

159 

93-7 

100 

21  -4 

150 

96-9 

110 

20-8 

140 

91 

120 

21  -0 

127 

76 

130 

22-0 

120 

68 

140 

22-9 

110 

56-5 

150 

24-1 

100 

46'5 

160 

26  •  2 

89 

39'1 

170 

29 

73 

31*4 

180 

32 

60 

27-3 

190 

33 

50 

26-7 

Die  früher  glänzend  schwarze  Oberfläche  zeigte  ein  i 
graues  Aussehen,  der  Bruch  war  unverändert.  Es  hatten 
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sehr  wahrscheinlich  molekulare  Umwandlungen  stattgefunden. 
Um  festzustellen,  ob  die  Resultate  nicht  etwa  nur  an  einem 
Versuchskörper  zutreffen  oder  ob  dieses  Verhalten  regelmäßig 


20    30    40    CO    40    70    ÖO    30    100    HO    \£Ö    liO    140  160  ICO  170  !80  130  JtüO  2:0  iiü 

TEMPERATUR  in  GRADEN  CELSIUS 

Fig.  10. 

sei,  wurde  ein  anderer  Zylinder  (>  Stunden  auf  210°  C.  erhitzt 
und  gleichzeitig  eine  Quantität  desselben  Materials  in  pulver- 
förmigem  Zustande.  Nach  erfolgter  langsamer  Abkühlung  zeigte 
sich,  daß  der  Zylinder  dieselben  Veränderungen  erlitten  hatte 
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wie  der  früher  erwähnte.  Das  Pulver,  welches  vorher  schwarz 
gewesen  war,  hatte  eine  hellgraue  Farbe  angenommen  und  war 
etwas  zusammengesintert,  ohne  jedoch  Spuren  eingetretenen 
Schmelzens  zu  zeigen  und  ließ  sich  leicht  wieder  zerreiben. 
Der  Zylinder  wurde  nach  2  Tagen  untersucht  (Tabelle  26, 
Fig.  16,  Kurve  IIIj,  III^).  Er  zeigte  ein  vollkommen  analoges 
Verhalten  wie  der  zuerst  untersuchte  Zylinder,  nur  waren  die 
Umkehrpunkte  bei  Erwärmung  sowohl  als  auch  bei  Abkühlung 
etwas  gegen  die  früheren  verschoben.  Das  in  Pulverform  auf 
210°  C.  erhitzte  kristallinische  Selen  wurde  nach  einem  Monat 
in  Zylinderform  gepreßt  und  untersucht  (Tabelle  27,  Fig.  17, 
Kurve  I„  I«);  das  Produkt  hatte  offenbar  starke  Rückbildung 
erlitten.   Ein   positiver  Temperaturkoeffizient  trat  hier  nur 
zwischen  100°  und  140°  C.  ein.  Bei  Abkühlung  war  der  Um- 
kehrpunkt  bei  95°  C. 


Tabelle  27. 
Fig.  1 7,  Kurve  lt  und  I2- 


Widerstand 


Widerstand 


30 
40 
50 
60 
70 
80 
92 
100 
110 
120 
130 
140 
150 
163 
170 
180 
190 
200 


IOC  Ohm 

67-5 
63-5 
48-4 
368 
283 
212 
KV2 
12-6 

11-  6 

12-  6 
14-8 
18 


200 
190 
180 
170 
160 
150 
140 
130 
120 
110 
100 
90 
80 
70 
60 
50 
32 


10fi  Ohm 

2-38 

2-83 

3*7 

4-6 

6 


18-6 
16-5 
13-2 
11-6 
9-1 
6  ■  35 
3 '  98 


7-95 
10-8 
14'0 
18-8 
24 
28-5 
30-6 
30-3 
29'4 
26'9 
22-7 
17-7 

9*35 
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Das  aus  Kaliumselenid  kristallisierte  Selen  repräsentiert 
nach  den  angeführten  Untersuchungen  eine  graukristallinische 
Modifikation  des  Selens,  welche  den  elektrischen  Strom  nicht 
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Fig.  17. 


leitet,  jedoch  bei  langdauernder  Erhitzung  auf  hohe  Tempera- 
turen (205°  bis  215°  C.)  ein  Verhalten  zeigt,  welches  diese 
Modifikation  identisch  mit  anderen  durch  Erhitzen  des  amorphen 
Selens  hergestellten  kristallinischen  Modifikationen  erscheinen 
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läßt.  Doch  vollzieht  sich  die  Umwandlung  in  den  leitenden 
Zustand  viel  langsamer  als  beim  amorphen  und  rotkristallisierten 
Selen.  Es  ist  eine  sehr  lange  dauernde  Erhitzung  auf  Tempera- 
turen von  210°  C.  notwendig,  um  das  Auftreten  eines  positiven 
Temperaturkoeffizienten  des  Widerstandes  zu  bewirken. 

Man  ist  nach  diesen  Ergebnissen  gezwungen,  diese  auf 
chemischem  Wege  hergestellte  graukristallinische  Modifikation 
[  des  Selens  als  eigene,  von  den  übrigen  graukristallinischen 

\  Modifikationen,  die  durch  Erwärmungsprozesse  erzeugt  werden, 

l  verschieden  allotrope  Form  des  Selens  zu  bezeichnen. 

|  E.  Selen,  durch  längeres  Stehenlassen  in  Chinolin  kristal- 

f  linisch  gemacht. 

Chemisch  reines,  rotes,  präzipitiertes  Selen  wurde  (nach 
Saunders'  Angaben)  mit  einer  entsprechenden  Menge  Chinolm 
Übergossen  und  bei  zirka  20°  bis  25°  C.»  14  Tage  lang  unter 
häufigem  Umschütteln,  öfterem  Reiben  in  einer  Reibschale  und 
Zurückgießen  in  einen  verschließbaren  Glaskolben  stehen  ge- 
lassen. Es  nahm  während  dieser  Zeit  eine  dunkle,  braunrote 
f  Farbe  an.  Das  Pulver  wurde  auf  das  sorgfältigste  gewaschen, 

?  im  Vakuum  über  Chlorcalcium  getrocknet  und  gepreßt.  Beim 

Pressen  verhielt  es  sich  in  mancher  Beziehung  ähnlich  dem 
\  roten  amorphen  präzipitierten  Selen,  es  verringerte  sein  Volumen 

beträchtlich,  die  Zylinder  hatten  große  Festigkeit,  waren  vo  - 
kommen  homogen,  die  braunrote  Farbe  war  verschwunden, 
doch  war  der  Bruch  nicht  schwarz,  glasig,  wie  beim  amorp  en 
Selen,  sondern  hatte  eine  hellgraue  Farbe,  war  sehr  ieinkorn.g, 
von  stahlartigem  Aussehen,  nahm  bei  Bearbeitung  mit  derrei 
Metallglanz  an,  unterschied  sich  überhaupt  äußerlich  in  nicn 
von  den  graukristallinischen  Modifikationen.  Man  kann  de 
nach  annehmen,  daß  das  Chinolin  das  rote  amorphe  Selenin 
graukristallinisches  wenigstens  zum  Teil  umwandelt.  Die  ro^ 
Farbe  des  Materials  in  Pulverform  ist  kein  Grund  zur  gcg^ 
teiligen  Ansicht,  da  schon  Saunders  fand,  daß  alle  grau  ns 
linischen  Selenmodifikationen,  selbst  das  aus  Kaliumsee 


l 


«  Bei  Temperaturen  unter  10°  C.  geht  der  Umwandlungsprozeß  des  rote 
amorphen  Selens  in  das  schwarze  Produkt  äußerst  langsam  vor  sich. 
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hergestellte  graukristallinische  Selen,  bei  genügend  feiner  Zer- 
teilung  eine  ins  Rote  spielende  Farbe  zeigen.  Ich  fand  diese 
Tatsache  bestätigt,  da  ich  immer,  um  plane  Kontaktflächen  zu 
erhalten,  die  Begrenzungsflächen  der  Versuchszylinder  auf 
einer  mattierten  Glastafel  planschleifen  mußte,  wobei  der  Strich 
aller  graukristallinischen  Modifikationen  dieselbe  rote  Farbe 
hatte.  Es  kamen  drei  Zylinder  aus  diesem  Material  zur  Unter- 
suchung. Dieselben  zeigten  ein  von  allen  anderen  bisher  unter- 
suchten Formen  des  Selens  abweichendes  Verhalten.  Zunächst 
war  der  spezifische  Widerstand  geringer  als  bei  den  anderen 
auf  chemischem  Wege  hergestellten  kristallinischen  Modi- 
fikationen. Der  spezifische  Widerstand  bei  20°  C.  betrug 
6-8 X  108  Ohmzentimeter,  während  das  aus  Kaliumselenid 
grau  kristallisierte  Selen  oder  das  aus  Schwefelkohlenstoff  rot 
kristallisierte  Selen  den  elektrischen  Strom  nicht  geleitet  hatten. 
Auch  zeigte  das  Präparat  im  Gegensatze  zu  den  eben  erwähnten 
deutliche  Lichtempfindlichkeit.  Bei  Erwärmung  war  der  relative 
Verlauf  der  Widerstandsveränderung  (Tabelle  28, 29,  30,  Fig.  18, 
Kurve  I,  II,  III)  nahezu  gleich,  der  Widerstand  nahm  zunächst 
mit  zunehmender  Erwärmung  ab,  und  zwar  langsam  stetig  wie 
bei  allen  bereits  in  den  kristallinischen  Zustand  überführten 
Modifikationen,  während  beim  amorphen  Seleji  der  Widerstand 
sehr  rasch  auf  einen  tiefen  Wert  sinkt,  sodann  zeigte  sich  in 
engen  Grenzen  ein  Anwachsen  des  Widerstandes,  dann  wieder 
Abnahme  bis  215°  C. 


Tabelle  28. 


Fig.  18,  Kurve  I. 


Widerstand 
10*  Ohm 

35 


Widerstand 


Temperutur 
35°  C. 


Temperatur 
140°  C. 


10*  Ohm 

4-  13 
2-13 
0-97 
047 
0-19 
0- 13 
0  •  09 
0-0(3 


40 
57 
87 
100 
110 
120 
130 


28-0 
13  7 
5 '  5 

4-  87 

5-  85 

6-  85 
5  •  05 


150 
100 
170 
180 
190 
200 
210 
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Tabelle  29. 

Fig.  18,  Kurve  II. 

Widerstand 
Temperatur         10*  Ohm 


16°  C. 

70 

20 

63 

25 

50-5 

30 

396 

35 

315 

40 

274 

50 

21 

55 

18 

60 

154 

65 

126 

70 

10-2 

75 

8*3 

80 

6*7 

85 

5-4 

90 

47 

95 

4-15 

100 

3-85 

110 

3-8 

120 

4-09 

125 

4*3 

130 

425 

135 

4-0 

140 

3-59 

145 

302 

150 

245 

155 

1-94 

160 

1-54 

170 

0-9 

180 

0-45 

190 

0-19 

200 

o-io 

210 

0-07 

Tabelle  30. 

Fig.  18,  Kurve  III. 


Widerstand 
Temperatur        10«  Ohm 


13°  C. 

1200 

22 

66-5 

30 

48 

40 

27-3 

50 

17-1 

60 

11-1 

70 

7-7 

80 

5-85 

90 

5-9 

101 

5'9 

110 

5-65 

120 

511 

130 

3*9 

140 

2'7 

150 

1-69 

160 

1-05 

174 

0-5 

180 

0-35 

190 

0*184 

200 

o-i 

210 

0-07 
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Die  Grenzen  dieses  positiven  Leitvermögens  lagen  bei  den 
drei  Versuchszylindern  zwischen  100°  bis  120°  C,  105°  bis 
125°  C.  und  80°  bis  95°  C,  also  in  allen  Fällen  bei  jener  Tem- 


TEMPERATUR  IN  GRADEN  CELSIUS 
Fig.  18. 

peratur,  bei  der  die  Umwandlung  des  amorphen  oder  des  rot- 
kristallisierten Selens  in  graukristallinisches  beginnt.  Es  wurde 
nur  kurze  Zeit  auf  210°  C.  erhitzt  und  sodann  langsam  abge- 
kühlt (Tabelle  31,  32,  33,  Fig.  19,  Kurve  12,  II2,  III2). 
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Tabelle  31. 

Fig.  19,  Kurve  I2. 


Widerstand 
Temperatur         10?  Ohm 


160°  C. 

97 

170 

47 

180 

19 

100 

13 

200 

9 

210 

6 

210 

o 

200 

5-2 

189 

7 

180 

9-15 

170 

12-85 

160 

173 

150 

21-7 

140 

21*4 

130 

16-4 

120 

10-5 

110 

6-15 

100 

35 

90 

2  03 

80 

116 

70 

0-71 

36 

0-34 

18 

0-13 

Tabelle  32. 
Fig.  19,  Kurve  II... 


Widerstand 
Temperatur        107  Ohm 


170°  C. 

90 

175 

65 

180 

45 

185 

30 

190 

19-4 

195 

13-7 

200 

10-5 

210 

7-15 

210 

5 

200 

o-lo 

190 

6-35 

180 

8-5 

170 

1  1  ■  o 
119 

160 

17-5 

150 

22 

140 

241 

130 

20-9 

120 

13-4 

110 

8"2 

100 

4-8 

90 

267 

80 

1-66 

60 

0-62 

37-5 

0-13 

Tabelle  33. 

Fig.  19,  Kurve  III2. 

.....     .     .  Widerstand 

Widerstand  1flT  0hra 


Temperatur  10-  Ohm  Temperatur 

160°  C.  105  140°  C. 

174  50  130 

180  35  120 

190               18-4  HO 

200  10  100 

210                 7-85  90 

200                9  •  6  76 

190  11-7  60 

1 70  24  40 

160  32-4  18 

1 50  43 • 4 


56 
65 
59 
447 

26 

15 
5-7 
1-46 
0-37 
0-17 


Digitized  by  Googl 


Verhalten  der  allotropen  Selenmodifikationen.  1141 


Der  relative  Verlauf  der  Kurven  bei  Abkühlung  war  eben- 
falls bei  allen  drei  untersuchten  Zylindern  einander  ähnlich,  nur 
zeigten  die  absoluten  Werte  der  Widerstände  bei  Kurve  III 


X)    20     30    40     tO    ttO     70     HO    HO    ICO    HO     «O    130   :4C  1 BC  IbO   170   \H0   l'JÜ  SO-.»  Jüü 

TEMPERATUR  IN  GRADEN  CELSIUS 
Fig.  19. 

starke  Abweichungen  von  den  beiden  anderen;  trotz  der  kurz 
dauernden  Erhitzung  über  200°  C.  zeigt  sich  ein  positiver 
Temperaturkoeffizient  von  140°  C,  beziehungsweise  130°  C. 
angefangen. 
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Der  spezifische  Widerstand  war  nach  dem  Erhitzen  auf  j 
T84X  10&  Ohmzentimeter  gesunken.  Eine  starke  Deforma- 
tion der  Zylinder  war  nicht  eingetreten.  Vergleicht  man  das 
Verhalten  bei  Erwärmung  und  Abkühlung  mit  dem  Verhalten 
anderer  Modifikationen,  so  zeigt  es  im  Hauptverlaufe  der  Kurven 
die  größte  Ähnlichkeit  mit  dem  aus  Schwefelkohlenstoff  rot- 
kristallisiertem Selen,  indem  es  wie  letzteres  schon  bei  kurzer 
Erhitzung  über  200°  C.  innerhalb  weiter  Grenzen  einen  positiven 
Temperaturkoeffizienten  des  Widerstandes  zeigt.  Es  unter- 
scheidet sich  jedoch  diese  Modifikation  von  allen  anderen  da- 
durch, daß  sie  die  einzige  ist,  welche,  ohne  erhitzt  worden  zu 
sein,  sowohl  den  elektrischen  Strom  leitet,  als  auch  Licht- 
empfindlichkeit zeigt. 

Man  kann  demnach  das  Ergebnis  in  folgende  Punkte  zu- 
sammenfassen: 

1.  Das  längere  Stehen  des  roten  präzipitativen  Selens  in 
Chinolin  wirkt  auf  das  Selen  wie  ein  Erhitzungsprozeß,  indem 
es  dadurch  zum  Leiter  des  elektrischen  Stromes  und  licht- 
empfindlich wird. 

2.  Die  auf  diese  Weise  erzeugte  Modifikation  zeigt  ebenso 
wie  das  aus  Schwefelkohlenstoff  kristallisierte,  ohne  sehr  lange 
erwärmt  worden  zu  sein,  einen  positiven  Temperaturkoe 
zienten  des  Widerstandes. 


IV.  Die  Liehtempfindliehkeit  der  allotropen  Selenrnodifl- 
kationen  in  Abhängigkeit  von  der  Temperatur.1 

A.  Graukristallinisches  Selen  durch  Erhitzen  des  amorphen, 

glasigen  Selens  erzeugt. 

1.  Chemisch  reines  Selen  wurde  geschmolzen,  auf  19o  c- 
abgekühlt  und  5  Stunden  lang  auf  dieser  Temperatur  im  ut- 
bad  erhalten  und  sehr  langsam  erkalten  gelassen.  Nach  Vera 
dieser  Zeit  war  das  Selen  vollkommen  kristallinisch  geworden. 

i  Die  Art  der  Versuchsanordnung  ist  bereits  früher  beschneben  worden, 
die  Belichtung  erfolgte  in  allen  Fällen,  wo  nicht  ausdrücklich  etwas  an  e 
angegeben  ist,  durch  zwei  Glühlampen  von  35  HK.  in  10  cm  Entfernung. 
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Es  wurde  in  der  Reibschale  zu  unfühlbarem  Pulver  zerrieben 
und  im  Thermostaten  6  Stunden  auf  210°  C.  erhitzt.  Das  Pulver 
zeigte  sich  nach  diesem  Prozesse  zu  einer  festen  Masse 
zusammengesintert,  so  daß  es  neuerlich  zerrieben  werden 
mußte.  Es  wurde  zu  einem  Zylinder  gepreßt,  dieser  in  die 
Kontaktvorrichtung  gespannt,  wobei  er  mittels  zweier  Glüh- 
lampen in  der  bereits  beschriebenen  Weise  belichtet  werden 
konnte.  Die  Vorrichtung  wurde  in  den  Thermostaten  gestellt 
und  erwärmt.  Die  Änderung  des  Widerstandes  bei  Erwärmung 
ist  auf  Fig.  8,  Kurve  lv  Ia  ersichtlich  gemacht  worden.  Wie  man 
sieht,  war  der  Temperaturkoeffizient  während  der  Erwärmung 
durchwegs  negativ.  Bei  Belichtung  zeigle  sich  zunächst,  daß 
der  Widerstand  langsam  stetig  abnahm,  so  lange  belichtet 
wurde.  Es  war  also  dieser  Modifikation  das  nach  Siemens 
dem  »nichtmetallischen«  Selen  typische  Verhalten  eigen  und 
entspricht  dies  auch  dem  bei  Erwärmung  beobachteten  Ver- 
halten des  Widerstandes,  indem  der  Temperaturkoeffizient 
negativ  war.  Dieses  Verhalten  lichtempfindlichen  Selens  nenne 
ich  im  weiteren  Verlaufe  dieser  Arbeit  »Lichtempfindlichkeit 
I.  Art«.  Da  die  Größe  des  Ausschlages,  d.  h.  die  Widerstands- 
verminderung von  der  Länge  der  Belichtungszeit  abhängt, 
wurde  der  Ausschlag  immer  nach  derselben  Zeit  innerhalb 
einer  Versuchsreihe,  in  diesem  Fall  einer  Minute,  abgelesen 
und  nahm  ich  als  Maß  der  Lichtempfindlichkeit  die  Verkleine- 
rung des  Dunkelwiderstandes  in  Prozenten  desselben: 

Dunkelwiderstand  —  Belichtungswiderstand   ^  ^ 
Dunkelwiderstand 

Bei  Erwärmung  (Tabelle  34.  Fig.  20,  Kurve  I„  I2,  I3)  nahm 
die  Lichtempfindlichkeit  stetig  ab  bis  200°  C.  und  verschwand 
bei  dieser  Temperatur. 

Es  wurde  nun  langsam  abgekühlt,  die  Lichtempfindlich- 
keit  begann  sofort  zu  steigen,  nahm  jedoch  von  190°  C.  an  ab 
und  erreichte  bei  150°  C.  den  Wert  0.  Als  jetzt  weiter  abge- 
kühlt wurde,  zeigte  sich  bei  Belichtung  eine  Widerstands- 
vergrößerung. Bei  100°  C.  änderte  sich  diese  Erscheinung 
dahin,  daß  zunächst  ein  schwacher,  eine  Widerstandsabnahme 

Sitzb.  d.  mathem.-noturw.  KL;  CXV.  Bd.,  Abt.  II a.  '5 
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anzeigender  Galvanometerausschlag  eintrat,  unmittelbar  darauf 
aber  der  Widerstand  zunahm  und  über  den  Dunkelwiderstand 
bei  weiterer  Datier  der  Belichtung  anstieg.  Es  wurde  darum  der 
erste  Ausschlag  und  der  Ausschlag  nach  einer  Minute  notiert. 
Kurve  I„  stellt  den  dem  ersten  Ausschlag  entsprechenden 
Widerstand  vor,  I8  den  Widerstand  nach  einer  Minute.  Bei 
80°  C.  war  der  Widerstand  nach  einer  Minute  Belichtungs- 
dauer gleich  dem  Dunkelwiderstande,  bei  weiterer  Abkühlung 
zeigte  sich  nach  einer  Minute  Belichtungsdauer  der  Widerstand 
kleiner  als  der  Dunkelwiderstand.  Es  war  demnach  die  bisher 
nur  von  Kalischer  beobachtete  Erscheinung  der  Vergrößerung 
des  Widerstandes  bei  Belichtung  allmählich  in  jene  Erscheinung 
übergegangen,  welche  nach  Siemens  beim  metallisch  leitenden 
Selen   Regel  ist,  nämlich  momentane  starke  Widerstands- 
abnähme  bei  Belichtung  mit  darauffolgender  langsamer  Zu- 
nahme desselben,  welche  Erscheinung  auch  von  Hesehus 
und  anderen  Forschern  regelmäßig  beobachtet  wurde.  Ich  will 
dieses  Verhalten  kurz  mit  »Lichtempfindlichkeit  II.  Art«  be- 
zeichnen. 

Es  zeigt  sich  demnach,  daß  das  von  Kalischer  nur  in 
wenigen  Fällen  beobachtete,  bisher  als  außerordentliche  Er- 
scheinung zu  bezeichnende  Verhalten  mit  der  nach  Siemens 
jedem    metallisch    leitenden    Selenpräparate   typischen  Er- 
scheinung bei  Belichtung  identisch  und  nur  durch  die  Große 
der  Widerstandszunahme  bei  längerer  Belichtung  unterschieden 
ist.  Da  nun  die  vorliegende  Modifikation  wohl  bei  Abkühlung 
Lichtempfmdlichkeit  der  II.  Art  aufwies,  jedoch,  wie  aus  Fig.  , 
Kurve  I„  I2  ersichtlich,  keinen  positiven  Temperaturkoefti- 
zienten  besaß,  was  auch  in  der  Mehrzahl  der  in  folgendem 
angeführten  Versuche  der  Fall  war,  so  geht  daraus  hervor,  da^ 
die  Lichtempfindlichkeit  der  II.  Art  nicht,  wie  Siemens  un 
Hesehus1  annahmen,  in  dem   metallischen  Verhalten  <M^ 
Selens  ihren  Grund  haben  kann,  sondern  daß  die  Ursache  u 
dieses  Verhalten  eine  andere  sein  müsse. 


«   Hesehus,  Exner's  Repcrt.  d.  Phys.,  Bd.  20.  1884,  p-  505  un 
lerner:  Physik.  Zcitschr.,  Bd.  7,  1900,  p.  163. 
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Tabelle  34. 
Fig.  20,  Kurve  I„  I2  und  I3. 

Lichtempfindlichkeit 
in  Prozenten  des  Dunkelwiderstandes 

- 

Abkühlung 

  ■-■   i 

Erhitzung  Widerstand  Widerstand 

nach  dem  nach 
Temperatur  ersten  Ausschlag     60  Sekunden 


30°  C. 

298 

40 

237 

55-5 

32-5 

50 

21-4 

39-6 

15-9 

60 

20-8 

23-8 

7-8 

70 

17-5 

14-8 

2-6 

80 

16*5 

8 

0 

90 

21  '0 

54 

0 

100 

17-6 

225 

—3 

110 

10-1 

-55 

120 

8-65 

-  5-56 

130 

1T5 

-  59 

140 

15-2 

-  2-78 

150 

III 

0 

160 

9-45 

4-55 

170 

94 

4-45 

180 

75 

9-4 

190 

345 

925 

200 

0 

0 

210 

0 

0 

2.  Rotes  amorphes  präzipitiertes  Selen,  welches  9  Stunden 
in  Wasser  bei  100°  C.  gekocht  worden  war  (es  wird  hiebei 
schwarz,  siehe  oben),  wurde  gleichzeitig  bei  Untersuchung 
über  das  Verhalten  des  Widerstandes  bei  Erhitzung  und  Ab- 
kühlung (Fig.  9),  auf  seine  Lichtempfindlichkeit  untersucht 
(Tabelle  35,  Fig.  20,  Kurve  II,,  II2,  II3). 

Auch  hier  zeigte  sich  die  Lichtempfindlichkeit  I.  Art.  Die 
Belichtungsdauer  betrug  10  Sekunden.  Bei  steigender  Tem- 
peratur nahm  die  Lichtempfindlichkeit  ab  und  sank  bei  200°  C. 
auf  0.  Zwischen  70°  und  130°  C.  blieb  die  Lichtempfindlichkeit 

75* 
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nahezu  konstant,  ja  es  scheint  bei  70°  C.  ein  Minimum  und 
eine  darauffolgende  Vergrößerung  der  Leitfähigkeit  einzutreten, 
so  daß  es  den  Anschein  hat,  es  hätte  bei  70°  C.  eine  molekulare 
Umlagerung  stattgefunden,  welche  die  Lichtempfindlichkeit 
vergrößert.  Bei  Abkühlung  konnte  zunächst  gar  keine  Licht- 
empfindlichkeit beobachtet  we  rden.  Erst  bei  100°  C.  wurde  die- 
selbe wahrnehmbar,  und  war  dieselbe  II.  Art,  doch  trat  der 
Rückgang  des  Widerstandes  sehr  schwach  ein,  so  daß  der 
Unterschied  zwischen  erstem  Ausschlag  und  dem  Ausschlag 
nach  10  Sekunden  in  der  graphischen  Darstellung  nicht  zum 
Ausdrucke  kam.  Nichtdestoweniger  haben  wir  hier  wieder  den 
Fall  einer  Lichtempfindlichkeit  der  zweiten  Art  bei  durchaus 
negativem  Temperaturkoeffizienten. 


Tabelle  35. 
Fig.  20,  Kurve  IIlf  II,  und  II3. 

Lichtempfindlichkeit 

in  Prozenten  des 
Dunkelwiderstandes 

_ 


Temperatur 

Erhitzung 

Abkühlung 

20°  C. 

337 

30 

248 

40 

167 

249 

50 

14-6 

131 

60 

9*85 

845 

70 

9'2 

7-35 

80 

10-2 

90 

121 

7-11 

100 

III 

5-9 

110 

10 

120 

9-8 

130 

11 

140 

7-29 

150 

5 

160 

6-6 

170 

49 

180 

33 

190 

3  45 

200 

0 

210 

0 
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3.  Ein  etwas  abweichendes  Verhalten  zeigte  ein  Selen- 
präparat, welches  durch  einstündiges  Kochen  von  rotem 
präzipitierten  Selen  in  destilliertem  Wasser  bei  100°  C.  erhalten 
wurde,  wobei  es  schwarz  geworden  war  (Tabelle  36,  Fig.  20, 
Kurve  III,,  IIIa,  IIIS). 

Tabelle  36. 
Fig.  20,  Kurve  HIlt  lll2  und  III3. 

Lichtempfindlichkeit 
in  Prozenten  des  Dunkclwiderstandes 

 ■>  s 

Abkühlung 


Erhitzung 

VVi  i  i\  t» pc in  n 
vv  1  Viclo  uin  Q 

\\  lucr.stanu 

Temperatur 

nach  dem 

nach 

ersten  Ausschlag 

10  Sekunden 

20°  C. 

32-3 

423 

+23- 1 

30 

234 

31-6 

—  5*25 

40 

19-6 

—  13-7 

50 

15-3 

26 

—11-7 

60 

16*7 

14-4 

— 20-5 

70 

19-1 

6-75 

-39 

80 

8 '  55 

90 

10 

-5-5 

-30 

100 

10-5 

—  2 

•26 

110 

133 

—  15 

•2 

120 

15-7 

—  8 

•8 

130 

19 

—  3 

•52 

140 

286 

+  2 

•86 

150 

276 

7 

35 

160 

21  *8 

95 

170 

21-7 

11' 

4 

180 

19-7 

7- 

85 

190 

172 

12' 

4 

200 

8-3 

14- 

8 

210 

0 

4- 

75 

Bei  Erwärmung  hatte  sich  zwischen  115°  und  175°  C.  ein 
positiver  Temperaturkoeffizient  gezeigt,  bei  Abkühlung  zeigte 
sich  das  metallische  Leitvermögen  von  125°  C  angefangen. 
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Trotzdem  nun  diese  Modifikation  bei  Erwärmung  in  gewissen 
Grenzen  einen  metallischen  Charakter  zeigte,  war  die  Licht- 
empfindung doch  von  der  ersten  Art,  somit  die  Annahme  von 


10    sZ'    k>  to    liO    -o    60    UÖ    'CO    "O    1*0  »..«0    MO  *o  <t0  170 

TEMPERATUR  IN  GRADEN  CELSIUS 

Fig.  20. 

Siemens,  daß  metallisches  Leitvermögen  und  Lichte^f"^ 
lichkeit  II.  Art  aneinander  gebunden  seien,  eine  weitere  Wi  er- 
legung  erfährt.  Die  Dauer  der  Belichtung  betrug  10  Sekun  en. 
Der  Verlauf  der  Lichtempfindlichkeit  bei  Erwärmung  zeigt 
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interessante  Tatsache,  daß  bis  90°  C  die  Lichtempfindlichkeit 
sinkt,  dann  wieder  ansteigt  und  von  140°  bis  210°  C.  stetig 
sinkt.  Bei  210°  C.  ist  die  Lichtempfindlichkeit  verschwunden. 
Es  ist  also  offenbar  bei  90°  C.  eine  molekulare  Umwandlung 
eingetreten,  welche  die  Lichtempfindlichkeit  vergrößert,  wie 
dies  auch  bei  dem  vorigen  Präparate  der  Kall  war,  wo  jedoch 
das  neuerliche  Ansteigen  der  Lichtempfindlichkeit  nicht  so 
scharf  ausgeprägt  war. 

Dies  dürfte  darin  seine  Erklärung  haben,  daß  durch  neun- 
stündiges Kochen  jedenfalls  eine  weitergehende  Umwandlung 
des  amorphen  in  kristallinisches  Selen  stattgefunden  hatte  als 
im  zweiten  Fall,  in  welchem  das  amorphe  Selen  nur  eine  Stunde 
gekocht  worden  war  und  noch  größere  Mengen  amorphen 
Selens  enthalten  haben  mußte.  Bei  Abkühlung  zeigte  sich  hier 
wieder  ein  Ansteigen  der  Lichtempfindlichkeit  bis  200°  C.  und 
von  da  an  Abnahme  bis  135°  C,  wo  dieselbe  gänzlich  ver- 
schwindet und  von  der  ersten  Art  in  die  zweite  Art  übergeht. 
Bei  dieser  Modifikation  trat  die  stärkste  bisher  beobachtete 
Widerstandsvergrößerung  bei  Belichtung  ein,  indem  diese 
negative  Lichtempfindlichkeit  bei  70°  C.  den  Wert  von  — 40% 
erreichte,  von  da  ab  verkleinerte  sich  dieselbe  und  wurde  bei 
25°  C.  wieder  positiv  (Fig.  20,  Kurve  III2).  Die  nach  dem  ersten 
Galvanometerausschlage  bestimmte  Widerstandsverminderung 
(Kurve  III3)  nahm  rasch  zu,  bei  130°  C.  ging  bereits  die  Licht- 
empfindlichkeit über  die  vor  Erhitzung  bestandene  hinaus. 

Eine  Zelle,  welche  nach  dem  Verfahren  Berndt's  aus 
Kohlenfäden  hergestellt  war,  wurde  mit  chemisch  reinem, 
geschmolzenen  Selen  bestrichen,  rasch  erkalten  gelassen  und 
4  Stunden  im  Thermostaten  auf  210°  C.  (±  2°  C.)  erhitzt.  Die- 
selbe wurde  nach  2  Monaten  untersucht.  Die  Belichtung  erfolgte 
durch  eine  Glühlampe  von  35  HK.  in  der  Entfernung  von  20  cm, 
so  daß  die  Lichtintensität  800  bis  900  MK.  betrug.  Dieselbe 
zeigte  Lichtempfindlichkeit  II.  Art,  und  es  wurde  nur  der  erste 
Ausschlag  abgelesen.  Bei  Erwärmung  (Tabelle  37,  Fig.  22, 
Kurve  \lt  lg)  sank  die  Lichtempfindlichkeit  beständig  und 
näherte  sich  bei  200°  C.  dem  Werte  0.  Bei  Abkühlung  ver- 
schwand die  Empfindlichkeit  zunächst  bei  200°  C.  vollständig 
und  stieg  von  diesem  Punkt  an,  wobei  der  Unterschied  von  dem 
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Werte  bei  Erwärmung  nicht  beträchtlich  war,  von  80°  C.  an 
war  die  Lichtempfindlichkeit  größer  als  vor  der  Erwärmung. 
Auch  bei  dieser  Zelle  war  durchwegs  bei  Erwärmung  sowohl 
wie  auch  bei  Abkühlung  ein  negativer  Temperaturkoeffizient 
des  Widerstandes  vorhanden,  es  trifft  also  auch  hier  die  Voraus- 
setzung von  Siemens  für  eine  Lichtempfindlichkeit  II.  Art 
nicht  ein. 


Temperatur 


Tabelle  37. 
Fig.  22,  Kurve  Ij  und  I2. 


Lichtempfindlichkeit 

in  Frozenten  des 
Dunkelwiderstandes 


Temperatur 


Lichtempfindlichkeit 
in  Prozenten  des 
Dunkelwiderstandcs 


15°  C. 

94 

210°  C. 

1-21 

20 

761 

200 

0 

60 

64 

180 

1-8 

70 

59 

170 

44 

80 

54-9 

150 

8'75 

90 

48 

140 

131 

100 

42-2 

130 

17  2 

110 

35 

120 

24 

120 

28 

110 

302 

130 

21-7 

100 

38-6 

140 

16-6 

90 

47  *  5 

150 

12-5 

80 

57-2 

1 60 

9-12 

70 

66-4 

170 

6-8 

60 

72 

180 

4-55 

46 

85 

190 

365 

36 

88 

200 

24 

22-6 

91 

Kurz  zusammengefaßt  ist  der  Einfluß  der  Erwärmung  auf 
die  Lichtempfindlichkeit  der  durch  Erhitzen  des  amorphen 
Selens  kristallinisch  gemachten  Selenmodifikationen  folgender: 

1.  Die  Lichtempfindlichkeit  des  Selens  nimmt  bei  Erwär- 
mung ab  und  verschwindet  in  der  Nähe  des  Schmelzpunktes 
(zirka  200°  C.)  gänzlich. 
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2.  Die  Lichtempfindlichkeit  zeigt  bei  Erwärmung  eine 
stetige  Abnahme,  wenn  die  Modifikation  nicht  eingreifenden, 
molekularen  Umwandlungen  durch  Erhitzung  unterliegt,  diese 
äußern  sich  durch  Unregelmäßigkeiten  im  Verlaufe  der  Kurve. 

3.  Erhitzung  über  200°  C.  bewirkt  in  allen  Fällen  bei 
darauffolgender  Abkühlung  Lichtempfindlichkeit  II.  Art,  gleich- 
gültig, ob  das  Präparat  einen  positiven  oder  negativen  Tem- 
peraturkoeffizienten besitzt. 

4.  Erhitzung  über  200°  C  bewirkt  in  vielen  Fällen  bei 
darauffolgender  Abkühlung  eine  Vergrößerung  des  Wider- 
standes bei  Belichtung  innerhalb  weiter  oder  enger  Temperatur- 
grenzen. 

5.  In  allen  Fällen  wird  durch  Erhitzung  und  darauf- 
folgende Abkühlung  die  Lichtempfindlichkeit  erhöht. 

B.  Kristallinisches  »hartes«  Selen. 

Die  Untersuchung  der  Lichtempfindlichkeit  dieser  Modifi- 
kation bietet  aus  dem  Grunde  besonderes  Interesse,  da  die  An- 
gabe Ruhmer's,  daß  diese  Modifikation  nur  für  starke  Licht- 
wirkung empfindlich  sei,  während  die  »weiche«  bei  schwachen 
Lichteindrücken  größere  Empfindlichkeit  zeige,  den  Versuchen 
von  Siemens  über  Lichtempfindlichkeit  I.  und  II.  Art  gegen- 
überstand und  es  nach  genauem  Studium  der  Eigenschaften 
der  genannten  Modifikation  möglich  war,  diese  Angabe  in  Ein- 
klang zu  bringen. 

Wie  ich  nun  bereits  durch  die  früheren  Versuche  nach- 
gewiesen habe,  stellt  die  »harte*  Modifikation  Ruhmer's  nichts 
anderes  als  das  »nichtmetallische  Selen,  Modifikation  I«  nach 
Siemens  dar,  da  es  einen  negativen  Temperaturkoeffizienten 
besitzt,  während  das  »weiche«  Selen  Ruhmer's,  welches  durch 
dauerndes  Erhitzen  des  amorphen  auf  200°  C.  entsteht,  mit  der 
»metallischen  Modifikation  II«  nach  Siemens  identisch  ist, 
d.  h.  einen  positiven  Temperaturkoeffizienten  besitzt.  Es  war 
demnach  zu  erwarten,  daß  das  »harte«  Selen  Lichtempfindlich- 
keit I.  Art  besitzen  werde.  Das  war  auch  bei  meinen  Versuchen 
tatsächlich  der  Fall. 

Es  wurde  gleichzeitig  der  Widerstand  bei  Erwärmung 
(Fig.  10)  und  die  Lichtempfindlichkeit  untersucht  (Tabelle  38, 
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Fig.  21,  Kurve  lv  Die  Dauer  der  Belichtung  betrug  20  Se- 
kunden. Bei  Erwärmung  nahm  die  Lichtempfindlichkeit  gegen 
200°  C.  ab,  um  dort  ganz  zu  verschwinden;  bei  80°  C  zeigte 
sich  in  der  Kurve  eine  Unregelmäßigkeit,  welche  auf  statt- 
gefundene molekulare  Umlagerungen  schließen  läßt. 

Bei  Abkühlung  trat  bereits  bei  185°  C.  negative  Licht- 
empfindlichkeit ein  (Lichtempfindlichkeit  II.  Art),  obwohl  wäh- 
rend des  ganzen  Verlaufes  der  Abkühlung  ein  positiver  Tem- 
peraturkoeffizient nicht  vorhanden  war. 


Tabelle  38. 


Fig.  21,  Kurve  I,  und  I2. 


I.ichtcmpfindlichkeit 

in  Prozenten  des 
Dunkelwiderstandes 


Erhitzung 


Abkühlung 


21 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
00 
100 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
190 
200 
210 


435 
375 
27 


(34°)  17 
128 
415 


20 


20-8 
17-8 
12-7 
4-15 
9  •  65 
10-1 
7-36 
6-81 
7  05 
49 
1-78 
4 


+  198 

—  3'25 

—  835 
—12-75 


—  9-45 

—  88 

—  63 

—  4-65 

—  32 

—  3 


2-8 
1-3 

2 


—  2-6 


0 

o 


0 

0-56 
5 
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Ein  zweiter,  aus  demselben  kristallinisch  »harten«  Selen 
hergestellter  Zylinder  zeigte  ein  analoges  Verhalten  (Tabelle  39, 
Fig.  21,  Kurve  II,,  Die  Dauer  der  Belichtung  betrug  eine 
Minute.  Die  Lichtempfindlichkeit  war  I.  Art.  Die  dazugehörige 
Widerstandskurve  ist  auf  Fig.  1 1,  Kurve  I1?  I2  ersichtlich.  Auch 
hier  tritt  in  der  Kurve  der  Lichtempfindlichkeit  eine  Unregel- 
mäßigkeit ein,  und  zwar  bei  70°  C,  von  da  ab  nimmt  die 
Empfindlichkeit  stetig  ab  und  verschwindet  bei  180°  C.  gänz- 
lich. 


Tabelle  39. 


Fig.  21,  Kurve  II,  und  II2. 


Lichtempfindlichkeit 

in  Prozenten  des 
Dunkdwiderstandcs 


Erhitzung 


Abkühlung 


20 
30 
40 
50 
GO 
70 
80 
90 
100 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
100 
200 
210 


48-9 
432 
37 


306 
24-1 

19-  5 
18-7 

20-  75 
20  •  5 
20 


-+-  38 

—  2-46 

—  0-55 

—  77 

—  8-1 

—  9 


17-4 
15 


138 
8'8 

16-2 
Cr  7 


—  10-7 

—  10-2 

—  8-2 


+  1-67 


7-5 


o 


5 '45 

6 

7-3 
0 


Digitized  by  Google 


1154 


P.  v.  Schrott, 


Bei  Abkühlung  tritt  bei  155°  C.  Lichtempfindlichkeit  II.  Art 
ein  und  ist  nach  einer  Minute  Belichtungsdauer  der  Widerstand 
größer  als  der  Dunkelwiderstand.  Von  55°  C.  an  wird  die  Licht- 
empfindlichkeit positiv,  bleibt  aber  unter  der  vor  Erwärmung 
vorhanden  gewesenen  zurück. 

Derselbe  Zylinder  wurde  am  nächsten  Tage  neuerdings 
auf  das  Verhalten  des  Widerstandes  im  Dunkeln  sowohl  als 
auch  bei  Belichtung  untersucht. 


Tabelle  40. 


Fig.  21,  Kurve  III,,  III2  und  IIIB. 


Lichtempfindlichkeit 
in  Prozenten  des  Dunkelwiderstandcs 


Abkühlung 


Erhitzung 


Widerstand  Widerstand 
nach  dem  nach 
ersten  Ausschlag     10  Sekunden 


30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 
100 
110 
120 
130 
140 
150 
100 
170 
180 
190 


333 
27-5 
23-8 
19-8 
15-6 
52 
5-2 
1*55 

0-  55 

1-  69 
36 


48 


31-7  0 

22  —2  •  44 
12-8  - 

8-15  —55 

7-7  — 6-15 


— 631 


322  —535 
2-8  -3'4 


—318 


1-77 
1-93 
3 


2*2 
0 


210 


5-  95 

6-  6 
9-85 

12-5 

7-  75 
0 


0*71 

3-1 

376 

4*4 

3-85 

0 
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Die  Dauer  der  Belichtung  betrug  20  Sekunden.  Der  Tem- 
peraturkoeffizient war  negativ  (Fig.  11,  Kurve  II2).  Das 
Verhalten  bei  Belichtung  war  ein  etwas  von  den  übrigen 


20  30   *°    60  eo   70  öo  öo  ico  iio  i?o  i30  wo  rto  ieo  i?o  ieo  wo  aoo  210 
TEMPERATUR  IN  GRADEN  CELSIUS 

Fig.  21. 

abweichendes  (Tabelle 40,  Fig.  21,  Kurve  III,,  III2,  III9).  Zunächst 
war  die  am  Ende  des  letzten  Versuches  vorhandene  Licht- 
empfindlichkeit II.  Art  verschwunden  und  eine  I.  Art  an  ihre 
Stelle  getreten.  Dieselbe  nahm  bis  1 10°  C.  stetig  ab,  stieg  jedoch 
von  da  an  bis  zur  Temperatur  von  190°  C,  wo  sie  ein  iMaximum 
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wurde,  fiel  dann  rasch  und  war  bei  210°  C.  gänzlich  ver- 
schwunden. 

Bei  Abkühlung  fiel  die  Empfindlichkeit  bis  160°  C,  wo  sie 
den  Wert  0  erreichte  und  in  die  Lichtempfindlichkeit  II.  Art 
überging,  wobei  gleichzeitig  der  Widerstand  bei  Belichtung  sich 
vergrößerte.  Von  130°  C.  an  konnte  im  ersten  Momente  der 
Belichtung  eine  momentane  Widerstandsverminderung  beob- 
achtet werden,  welche  gleichfalls  eingezeichnet  wurde  (Fig.  21, 
Kurve  IIIS),  während  1II2  den  Widerstand  nach  20  Sekunden 
Belichtungsdauer  angibt.  Aus  den  jeweiligen  Differenzen  der 
Kurven  III2  und  III,  sieht  man,  um  wie  viel  der  Widerstand 
innerhalb  der  20  Sekunden  zunahm.  Die  Unregelmäßigkeit  der 
Kurve  der  Lichtempfindlichkeit  bei  Erwärmung  läßt  uns  darauf 
schließen,  daß  bei  110°  C.  eine  eingreifende  molekulare  Um- 
wandlung stattgefunden  hat,  wodurch  die  Lichtempfindhchkeit 
zunahm.  Der  charakteristische  Verlauf  der  Kurve  zeigt  keine 
bemerkenswerten  Unterschiede  gegenüber  dem  Verhalten  der 
anderen  von  mir  untersuchten  kristallinischen  Formen. 

Die  harte  Modifikation  wurde  auch  in  Form  einer  Ze  le 
untersucht,  dieselbe  bestand  aus  einem  Schiefertäfelchen,  au 
welchem  zwei  O  Oöimw  dicke  Kupferdrähte  in  Form  einer 
doppelgängigen  Schraube  gewickelt  wurden.  Die  Drähte  wurden 
auf  einer  Seite  mit  chemisch  reinem,  geschmolzenen  Seen 
bestrichen  und  das  Selen  unter  beständigem  Streichen  mi 
einem  Glasstab  erkalten  gelassen,  wodurch  es  zu  kristalli- 
schem, hartem  Selen  erstarrte.  Die  Belichtung  erfolgte  zuer 


feuern,  iittnem  ocicu  cisiaiuv.  ~  «        i    v,t  türke 

durch  das  weiße  Licht  einer  Glühlampe  von  35  HK.  L,cm* 

  ™\f\  u:r  O00  MK- 

5  rotei 

und  später  eines  grünen  Glases  wiederholt.  Die  farbigen  C 


in  20  cm  Entfernung,  so  daß  die  Lichtintensität  800  bis  9 
betrug,  und  wurde  der  Versuch  unter  Vorhalten  ein 


stammten  von  Schmidt  &  Haensch  in  Berlin  und  *'aren^ 
jenem  Glase,  welches  für  Photometrie  mit  farbigen  Glasern 
wendung  findet.  Das  rote  Glas  ließ  die  Strahlen  im  Infraro 
ungefähr  X  =  2000  bis  ins  Orangegelb  X  =  580  Milliontel 
meter,  während  das  grüne  Glas  Gelb  bis  Blaugrün  von  zi 
X  —  550  bis  etwa  X  =  41)0  durchließ.  . 

Das  Verhalten  der  Zelle  gegenüber  den  verschie  e  ^ 
Farben  bei  Temperaturerhöhung  zeigt  die  Tabelle  41,  «• 
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Kurve  II,,  II,,  1I3,  während  bei  weißem  und  rotem  Lichte  die 
Abnahme  der  Lichtempfindlichkeit  bei  Erwärmung  einen  an- 
nähernd gleichen  Verlauf  zeigt,  ist  bei  der  Bestrahlung  mit 
grünem  Lichte  nicht  nur  der  absolute  Wert  der  Empfindlichkeit 
bedeutend  geringer,  sondern  sinkt  die  Empfindlichkeit  bei 
steigenden  Temperaturen  viel  schneller  als  im  früheren  Falle. 
Wir  sehen  jedoch,  daß  auch  die  Lichtempfindlichkeit  gegen 
farbiges  Licht  bei  200°  C.  sich  der  0  nähert. 


Tabelle  41. 

Fig.  22,  Kurve  II,,  II,  und  II 


Lichtempfindlichkeit  in  Prozenten 
des  Dunkelwiderstandes 

Farbe  des  Lichtes 


Temperatur 
11°C 


weiß 


95 


rot 


grün 


12 
15 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 
100 
110 
120 
130 
140 
150 
100 
170 
180 
190 
200 
210 


99 
97-2 
96*  1 
94*5 
90-5 
80-5 
80-7 
75  ■  5 
60  •  5 

61-1 

53  •  8 
48-0 
36-6 
28 


15-4 
13-2 
11-9 
11-1 

6-95 
59 


23 


66-5 
595 
52  •  5 
44-5 
36  •  5 
29 


18-6 
14-6 
11  --15 
9  •  55 
8-8 
7-1 
ü-8 
5-7 


87  5 
83-6 
78 


73 


46-5 
36'8 
32  1 
37  7 
17-5 
13-7 
10-3 
9-1 
57 
5-9 
4-06 
1  -63 
2-6 
1  -85 
3'4 
1  •  12 
1-72 
0*87 
1-09 
1-01 


61-1 
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Diese  über  das  Verhalten  des  »harten«  Selens  gefundenen 
Resultate  lassen  sich  kurz  in  folgendem  zusammenfassen: 

1.  Die  Lichtempfindlichkeit  des  »harten«  Selens  zeigt  in 
Abhängigkeit  von  der  Temperatur  dasselbe  Verhalten  wie  die 
anderen  graukristallinischen  Modifikationen. 


15-0 


XX) 


8 


10     20    30    40     KJ    tO    70     80    SO    «O    W    W  W  '*° 

TEMPERATUR  IN  GRADEN  CELSIUS 
Fig.  22. 

2.  Die  Lichtempfindlichkeit  für  Lichtstrahlen  aller  Wellen^ 
längen  nimmt  bei  Temperaturerhöhung  ab  und  verschw*n  *  jst 
der  Nähe  des  Schmelzpunktes  bei  200°  C.  gänzlich,  doc 
der  relative  Verlauf  der  Abnahme  für  Strahlen  verschie  e 
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Wellenlänge  im  roten  und  grünen  Teile  des  Spektrums  ver- 
schieden. 

C.  Aus  Kaliumselenid  kristallisiertes  Selen. 

Aus  Kaliumselenid  kristallisiertes  Selen  war  bisher  noch 
niemals  auf  seine  Lichtempfindlichkeit  untersucht  worden  Ich 
preßte  es  in  Pulverform  zu  Zylindern  und  studierte  gleichzeitig 
das  Verhalten  des  Widerstandes  bei  Erwärmung  und  Belich- 
tung (Tabelle  42,  Fig.  23,  Kurve  Ilt  I,,  I8). 

Tabelle  42. 
Fig.  23,  Kurve  I„  I2  und  I3. 

Lichtcmpfindlichkcit 
in  Prozenten  des  Dunkelwiderstandes 


Abkühlung 


Erhitzung 

Widerstand  Widerstand 

Temperatur 

nach  dem  nach 
ersten  Ausschlag     60  Sekunden 

40°  C. 

4-11-7  395 

50 

-10  —50 

60 

—  17-4  --41 

70 

—27-5 

80 

—26  6 

90 

33  3 

—26 

100 

22  5 

—23-6 

110 

17-4 

—14-3 

120 

167 

  4  2 

130 

12-1 

—  26 

140 

—  2-68 

150 

—  2-57 

160 

—  1-57 

170 

0 

180 

2-7 

190 

11-55 

43 

200 

8-65 

210 

17-8 

»et  gewöhnlicher  Temperatur  war  keine  Spur  von  Licht- 
empfindlichkeitbemerkbar,  worinsicheinneuerlicherUnterschied 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  Kl.;  CXV  Bd..  Abt.  IIa.  76 
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dieser  Modifikation  von  den  anderen  graukristallinischen  zeigt. 
Das  Verhalten  des  Widerstandes  bei  Erwärmung  war  dasselbe 
wie  in  den  bereits  untersuchten  Fällen.  Bei  90°  C.  zeigte  sich 
der  Beginn  der  Lichtempfindlichkeit.  Die  Dauer  der  Belichtung 
•betrug  eine  Minute.  Diese  Lichtempfindlichkeit,  welche  erster 
Art  war,  nahm  bis  166°  C.  ab,  wo  sie  gänzlich  verschwand,  bei 
weiterer  Erwärmung  nahm  sie  wieder  zu  und  stieg  bis  210°  C. 
an.  Bei  Abkühlung  verschwand  die  Lichtempfindlichkeit  bei 
170°  C.  gänzlich  und  ging  in  die  zweite  Art  über,  d.  h.  es  trat 
eine  Widerstandsvergrößerung  bei  Belichtung  ein.  Von  70°  C. 
angefangen  war  im  ersten  Momente  der  Belichtung  eine  Wider- 
standsabnahme zu  beobachten  (Kurve  Is),  doch  stieg  während 
einer  Minute  Belichtungsdauer  der  Widerstand  hoch  über  den 
Dunkelwiderstand  an.  Von  50°  C.  angefangen  begann  diese 
negative  Lichtempfindlichkeit  sich  zu  vermindern.  Das  Verhalten 
dieser  Modinkation  zeigt  demnach  keinen  wesentlichen  Unter- 
schied von  den  bisher  untersuchten. 

Es  wurde  sodann  die  Lichtempfindlichkeit  eines  Ver- 
suchskörpers untersucht,  dessen  Verhalten  bei  Erwärmung 
in  Fig.  17  ersichtlich  ist.  Aus  Kaliumselenid  kristallisiertes 
Selen  war  in  pulverförmigem  Zustande  5  Stunden  auf  210 
erhitzt  und  nach  Abkühlung  gepreßt  worden.  Die  Belichtungs- 
dauer betrug  20  Sekunden.  Die  Lichtempfindlichkeit  nahm  W 
Erwärmung  ziemlich  gleichmäßig  bis  210°  C.  ab  (Tabelle +  , 
Fig.  23,  Kurve  II,,  IIf,  II8)  und  verschwand  bei  dieser  lern- 
peratur  gänzlich.  Bei  Abkühlung  ging  die  Lichtempfindlich* 
bei  120°  C.  auf  0  zurück  und  trat  dann  im  entgegengesetz  e 
Sinn  auf,  d.  h.  nach  20  Sekunden  Belichtungsdauer  hatte  sic^ 
der  Widerstand  über  den  Dunkelwiderstand  vergrößert,  wa  re^ 
der  erste  Ausschlag  des  Galvanometers  eine  Widerslan 
abnähme  anzeigte.  ^ 

Die  diesem  ersten  Ausschlag  entsprechenden  Werte  ^ 

Widerstandes  sind  in  Kurve  II,  eingetragen,  wän£n  „ 
Widerstand  nach  20  Sekunden  Belichtungsdauer  aus  Kurv 
zu  ersehen  ist.  ..  ^es 

Man  sieht  demnach,  daß  auch  dieser  Versuch  ein  ahn  i 
Resultat  gibt,  wie  die  mit  den  anderen  grauknstallinis 
Modifikationen  angestellten. 
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Tabelle  43. 
Kig.  23,  Kurve  II,,  II2  und  II3. 

Lichtempfindlichkeit 
in  Prozenten  des  Dunkelwiderstandes 


Abkühlung 


Widerstand  Widerstand 

Temperatur 

nach  dem  nach 
ersten  Ausschlag     20  Sekunden 

30°  C. 

32-4 

28  24 

40 

26-1 

254  13-5 

50 

22-8 

14-2  2-82 

60 

205 

49           —  621 

70 

— 

2-99          —  67 

80 

16 

—  61 

90 

10-8 

1*32  525 

100 

10-3 

—             —  1-98 

110 

11-8 

—  1-05 

120 

11-5 

375 

130 

9 

140 

7-55 

150 

10-4 

160 

8-7 

45 

170 

70 

6 

180 

7-85 

190 

625 

8-8 

200 

1  -05 

10-7 

210 

0 

0 

D.  Selen  durch  längeres  Stehenlassen  in  Chinolin  kristal- 
linisch gemacht. 

Es  wurde  schon  erwähnt,  daß  dieses  Präparat  das  einzige 
auf  chemischem  Wege  hergestellte  ist,  welches  bei  gewöhn- 
licher Temperatur  sowohl  Leitfähigkeit  als  auch  Lichtempfind- 
«chkeit  zeigt.  Das  Verhalten  eines  solchen  Zylinders  bei 
Belichtung  wurde  gleichzeitig  mit  der  Widerstandsänderung  bei 
Erwärmung  bestimmt.  Die  Widerstandskurve  ist  auf  Fig.  17 
Un<J  18,  Kurve  II,,  II,  ersichtlich.  Das  Verhalten  der  Licht- 


76* 
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empfindlichkeit  in  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  zeigt 
Tabelle  44,  Fig.  23,  Kurve  III,,  III,,  III,;  die  Empfindlichkeit, 
welche  erster  Art  war,  sank  mit  zunehmender  Temperatur  stetig, 
war  bei  1 10°  C.  sehr  gering,  stieg  von  da  an  bis  130°  C.  und 
nahm  von  hier  an  wieder  ab,  um  bei  210'  C.  ganz  zu  ver- 
schwinden.  Bei  Abkühlung  stieg  die  Empfindlichkeit  bis  180  C, 
sank  von  da  ab  und  ging  von  155°  C.  in  die  Lichtempfindlich- 
keit  II.  Art  über,  wobei  zunächst  Widerstandsvergrößerung  bei 
Belichtung  eintritt  Diese  negative  Lichtempfindlichkeit  wurde 
bei  180°  C.  ein  Maximum,  sank  von  da  ab,  wurde  von  60  C 
an  positiv  und  stieg  bereits  bei  55°  C.  über  die  vor  Erhitzung 
vorhanden  gewesene  hinaus. 

Es  zeigt  somit  dieses  Präparat  ein  analoges  Verhalten  wie 
die  bereits  früher  untersuchten  graukristallinischen  Selenmodi- 
fikationen. 

Tabelle  44. 
Fig.  23,  Kurve  III,,  HIj  und  I1IS. 

Lichtempfindlichkeit 

in  Prozenten  des 
Dunkelwiderstandes 


Temperatur 

Erhitzung 

Abkühlung 

40°  C. 

1 

33-3 

50 

18-5 

60 

10 

70 

10-5 

—  10 

80 

9-45 

—24-1 

90 

—23'5 

100 

8'7 

—23 

110 

2-41 

—20-8 

120 

26-1 

—18-2 

130 

17-8 

— 177 

140 

14*7 

— 132 

150 

14'8 

  5  55 

160 

4-65 

170 

7  95 

180 

8 

8'75 

190 

0 

200 

0 
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TilVPEfMTUR  IN  GPADcN  CELSIUS 

Fig.  23. 

Theoretische  Erörterung  der  Resultate. 

Nachdem  die  Ansicht  Bidwell's1  und  einiger  anderer 
Forscher,  daß  Bildung  von  Metallseleniden  die  Ursache  des 
merkwürdigen  Verhaltens  des  Selens  bei  Erwärmung  sei,  durch 


1  A.  a.  o. 
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die   Untersuchungen   Berndt's,1   Pfund's,8  Marc's»  und 
schließlich  durch  die  vorliegende  Arbeit  endgültig  als  widerlegt 
gelten  kann,  bleibt  zur  Erklärung  der  in  Frage  stehenden  Vor- 
gänge in  erster  Linie  die  Annahme  von  W.  Siemens4  übrig, 
die,  wie  bereits  in  der  Einleitung  erwähnt,  das  graukristal- 
linische Selen  als  feste  Lösung  von  metallischem,  gut  leitenden 
(II)  in  nichtmetallischem,  schlecht  leitenden  (I)  erklärte.  Es  hat 
sich  nun  bei  meiner  Untersuchung  des  aus  Kaliumselenid  kri- 
stallisierten grauen  Selens  herausgestellt,  daß  diese  Modinka- 
tion den  elektrischen  Strom  gar  nicht  leitet,  also  eine  dritte 
Form  des  grauen  Selens  vorstellen  würde,  welche  erst  durch 
Erhitzen   leitend   wird.   Da  jedoch  die  Siemens-Modifika- 
tion I  als  solche  nicht  bestimmt  ist,  sondern  je  nach  der 
Herstellungsweise  verschiedene  spezifische  Leitfähigkeit  besitzt, 
so  erschien  die  Annahme  gerechtfertigt,  daß  die  Modifikation  I 
nicht  eine  besondere  Form  des  grauen  Selens,  sondern  eine 
Lösung  von  metallischem  Selen  in  einer  anderen  graukristallini- 
schen Selenform  von  sehr  hohem  elektrischen  Leitwiderstande 
sei,  wobei  sich  die  geringe  Leitfähigkeit  der  Modifikation  I 
durch  die  geringe  Menge  des  in  Lösung  befindlichen  Selens  II 
erklärt.  Diese  Modifikation  von  hohem  Widerstande  bezeichne 
ich  weiterhin  als  Selen  A,  das  metallische  Selen  (II)  als  B.  Da 
wir  nun  die  Form  A  durch  Erhitzungsprozesse  nie  rein  erhalten 
können,  weil  sich  gleichzeitig  immer  Selen  B  bildet,  so  kann 
nur  das  aus  Kaliumselenid  auf  chemischem  Wege  kalt  her- 
gestellte graue  Selen  die  Form  A  in  reinem  Zustande  vorstellen. 
Da  diese  den  elektrischen  Strom  nicht  leitet,  so  ist  jedes  Lei  - 
fahigkeit  zeigende  Selenpräparat  eine  Lösung  von  metallischem, 
gut  leitenden  Selen  in  einer  nichtleitenden  .Selenmodifikation. 
Das  metallische  Selen  B  entsteht  durch  Erhitzen  aus  dem 
Selen  A  und  bildet  sich  bei  tiefen  Temperaturen  in  die  Form, 
zurück.  Die  Bildung  von  Selen  B  geht  leicht  vor  sich,  wenn 
Selen  .4  im  Momente  des  Entstehens  erhitzt  wird;  schwieriger, 


i  A.  a.  O. 
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wenn  man  bereits  fertiges  Selen  A  auf  hohe  Temperaturen 
erwärmt.  Darin  ist  die  Erscheinung  begründet,  daß  man  nur 
bei  direktem  Erhitzen  über  200°  C.  leicht  metallisches  Selen 
erhält,  bei  Unterbrechung  des  Erwärmungsprozesses  weit  lang- 
samer. Die  Verschiedenheit  im  elektrischen  Verhalten  hat  ihre 
Ursache  nur  in  der  verschiedenen  Menge  gelösten  metallischen 
Selens.  Diese  Menge  bestimmt  die  Leitfähigkeit  und  das  Auf- 
treten eines  positiven  oder  negativen  Temperaturkoeffizienten. 
Da  dieses  Selen  B  sich  wie  ein  Metall  verhält,  daher  einen 
positiven  Temperaturkoeffizienten  des  Widerstandes  besitzt,  so 
wird  das  Selen,  wenn  es  zum  größeren  Teil  in  Modifikation  B 
umgebildet  wurde,  auch  einen  positiven  Temperaturkoeffizienten 
zeigen.  Ist  jedoch  ein  kleiner  Teil  des  Selens  in  B  umgewandelt, 
so  wird  die  Neubildung  von  Selen  B  im  Verhältnisse  zur  bereits 
vorhandenen  Menge  rasch  erfolgen,   und  wird  die  durch 
diese  Neubildung  leitenden  Selens  bewirkte  Widerstandsver- 
minderung größer  sein  als  die  Widerstandsvergrößerung  des 
metallischen  Selens  bei  dieser  Temperaturerhöhung;  es  wird 
demnach  das  Präparat  bei  höheren  Temperaturen  besser  leiten, 
d.  h.  einen  negativen  Temperaturkoeffizienten  des  Widerstandes 
besitzen.  Die  Neubildung  metallischen  Selens  erfolgt  leichter, 
wenn  bereits  Moleküle  metallischen  Selens  in  Selen  A  ent- 
halten sind  und  zeigt  sich  die  erfolgte  Umbildung  dadurch,  daß 
nach  dem  Erhitzen  der  Widerstand  des  Selens  kleiner  geworden 
ist  und  in  vielen  Fällen  ein  positiver  Temperaturkoeffizient  des 
Widerstandes  eintritt.  Enthält  ein  Präparat  gar  kein  Selen  B 
(aus  Kaliumselenid  kristallisiert),  so  ist  lange  Erhitzung  über 
200°  C.  nötig,  um  Bildung  von  Selen  B  in  größerer  Menge  zu 
bewirken. 

Auch  die  Frage  der  Lichtempfindlichkeit  des  Selens  ist  mit 
dieser  Annahme  einer  Lösung  von  Selen  B  in  Selen  A  erleichtert. 
Schon  Siemens  hatte  gefunden,  daß  das  »nichtmetallische« 
Selen  eine  geringere  Lichtempfindlichkeit  habe  als  das  »metal- 
lische«. Diese  Tatsache  wurde  durch  Ruhm  er  bestätigt, 
welcher  beobachtete,  daß  das  »harte  •<  Selen  eine  geringere 
absolute  Empfindlichkeit  besitze  als  das  »weiche-  Selen.  Nun 
ist  aber  das  »harte«  Selen  nach  meinen  Resultaten  mit  dem 
'nichtmetallischen«  von  Siemens  identisch.  Es  war  demnach 
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anzunehmen,  daß  die  Lichtempfindlichkeit  eines  Präparates 
vom  Gehalte  an  Selen  B  abhängig  sei.  Diese  Annahme  wurde 
bestätigt  durch  die  Beobachtung,  daß  das  aus  Kaliumselenid 
kristallisierte  Selen,  welches  gar  kein  Selen  B  enthielt,  auch 
keine  Lichtempfindlichkeit  zeigte,  dagegen  zeigte  das  durch 
Chinoün  umgewandelte  Selen  Lichtempfindlichkeit,  da  dieses 
Präparat,  wie  aus  der  elektrischen  Leitfähigkeit  hervorging, 
Selen  B  enthielt.  Es  ist  also  für  die  Lichtempfindlichkeit  vorher- 
gegangene Erhitzung  nicht  nötig.  Aus  diesen  Beobachtungen 
folgt,  daß  nur  das  Selen  B  der  Träger  der  Lichtempfindlichkeit 
sein  kann.  Eine  weitere  Bestätigung  findet  diese  Annahme 
darin,  daß  jedes  Präparat,  welches  erhitzt  und  wieder  abgekühlt 
wurde,  kleineren  Widerstand  und  gleichzeitig  vergrößerte  Licht- 
empfindlichkeit aufwies,  was  nur  auf  Vermehrung  des  Selens  B 
durch  die  Erhitzung  zurückzuführen  sein  kann. 

Die  Wirkung  des  Lichtes  dürfte,  wie  bereits  Hesehus1 
annahm,  in  einer  Ionisierung  des  Selens  B  bestehen,  indem 
durch  den  Einfluß  des  Lichtes  die  Moleküle  des  Selens  B 
dissoziiert  werden  und  freie  Ionen  entstehen,  welche  die  ver- 
größerte Leitfähigkeit  bedingen.  Dieser  Ionisierungsprozeß 
scheint  ein  resonanzartiger  Vorgang  zu  sein,  da  nicht  alle 
Wellenlängen  des  Lichtes  gleiche  Wirkung  haben,  sondern 
das  Maximum  der  Wirkung  im  Gebiete  der  größeren  Wellen- 
längen liegt  (zirka  700  Auch  die  Temperatur  ist  von  großem 
Einfluß,  und  zwar  hört  die  ionisierende  Wirkung  des  Lichtes 
in  der  Nähe  des  Schmelzpunktes  (zirka  200°  C.)  vollständig 
auf,  ist  jedoch  bei  sehr  tiefen  Temperaturen  (—185°  C.)  noch 
vorhanden,  wie  A.  Pochettino*  nachwies. 

Es  handelt  sich  nun  um  die  Aufklärung  der  Erscheinungen, 
die  ich  als  Lichtempfindlichkeit  I.  und  II.  Art  bezeichnet  habe. 

Es  mag  hier  vielleicht  eine  ähnliche  Erscheinung  zu 
Grunde  liegen,  wie  man  sie  bei  der  Ozonisierung  von  Sauer- 
storT  durch  kurzwelliges  Licht  wahrgenommen  hat,  indem  die 
Ozonisierung  nur  bis  zu  einem  bestimmten  Punkte  vorschreitet 
worauf  die  Bestrahlung  eine  desozonisierende  Wirkung  äußert 


1  Hesehus  [1900]  Phys.  Zeitschr.,  Bd.  7,  p.  163. 

2  A.  a.  O. 
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und  ein  Gleichgewichtszustand  eintritt.  Ebenso  scheint  beim 
Selen  ein  Sättigungszustand  der  Ionisierung  zu  bestehen,  der 
von  der  Temperatur  abhängig  ist.  Bei  jenen  Präparaten,  welche 
wenig  Selen  B  enthalten,  dauert  es  lange  Zeit,  bis  die  Sättigung 
mit  freien  Ionen  eintritt,  der  Widerstand  wird  langsam  sinken, 
es  ist  dies  die  Lichtempfindlichkeit  I.  Art.  Ist  dagegen  viel 
Selen  B  in  Lösung,  so  wird  sich  die  Lichtwirkung  viel  kräftiger 
äußern  und  der  Sättigungszustand  rasch  eintreten.  Nun  beob- 
achtet man  aber  bei  beiden  Arten  der  Lichtempfindlichkeit 
nach  dem  Eintritte  des  Widerstandsminimums,  daß  der  Wider- 
stand nicht  stabil  bleibt,  sondern  wieder  zunimmt  und  es 
wurde  von  mir  nachgewiesen,  daß  bei  höheren  Temperaturen 
diese  Widerstandszunahme  über  den  Dunkelwiderstand  hinaus- 
reicht, so  daß  man  von  negativer  Lichtempfindlichkeit  sprechen 
kann.  Diese  Erfahrung  mag  ihre  Ursache  darin  haben,  daß  das 
Licht  ebenso  wie  eine  Ionisierung  vielleicht  auch  eine  Poly- 
merisation des  Selens  bewirkt,  welche  Annahme  zur  Erklärung 
der  Widerstandsvermehrung  des  Selens  herangezogen  werden 
könnte. 

Aus  dem  Gesagten  ergibt  sich  auch  die  Anwendung  des 
»harten«  Selens  für  starke  Lichteindrücke  und  des  »weichen« 
für  schwache.  Beim  »harten«  Selen,  welches  wenig  Selen  B 
enthält,  wird  auch  bei  sehr  kräftigen  Lichteindrücken  keine 
Sättigung  mit  Ionen  eintreten  und  daher  die  Widerstandsver- 
minderung der  Stärke  des  Lichteindruckes  proportional  sein, 
dagegen  werden  schwache  Lichteindrücke  nur  unmerkliche 
Ionisation,  d.  h.  Widerstandsverminderung  herbeiführen.  Beim 
»weichen«  Selen  dagegen  wird  bei  sehr  starken  Belichtungen 
sogleich  Sättigung  eintreten,  daher  die  Widerstandsverminde- 
rung nicht  dem  Lichteindrucke  proportional  sein,  während  dies 
wohl  bei  schwacher  Belichtung  der  Fall  sein  wird. 

Es  erübrigt  noch,  die  von  Siemens1  und  Hesehus2  für 
die  Lichtempfindlichkeit  II.  Art  gegebenen  Erklärungen  mit 
Rücksicht  auf  die  von  mir  gefundenen  Versuchsresultate  auf 
ihre  Richtigkeit  zu  prüfen. 


1  A.  a.  o. 
8  A.  a.  0. 


Digitized  by  Google 


1168 


P.  v.  Schrott. 


Beide  gingen  von  der  Ansicht  aus,  daß  die  Lichtwirkung 
in  einer  raschen  Neubildung  metallischen  Selens  bestehe.  Die 
Widerstandsvergrößerung  nach  eingetretenem  Minimum  er- 
klärte Siemens  damit,  daß  das  metallische  Selen  das  Licht 
stärker  absorbiere  als  das  nichtmetallische;  dadurch  wird  bei 
längerer  Belichtungsdauer  das  Licht  vom  Inneren  des  Selen- 
körpers abgeschnitten  und  es  tritt  Rückbildung  in  nichtmetalli- 
sches Selen  ein. 

Mit  dieser  Erklärung  läßt  sich  aber  die  von  Kalischer 
und  mir  gefundene  Widerstandsvermehrung  bei  Belichtung 
nicht  vereinbaren,  welche  Erscheinung,  wie  ich  nachgewiesen 
habe,  mit  der  bei  Lichtemprlndlichkeit  IL  Art  auftretenden 
Widerstandszunahme  qualitativ  gleich  und  nur  quantitativ  ver- 
schieden ist.  Nach  Siemens  könnte  höchstens  eine  Wider- 
standsvermehrung    bis    zum   Dunkelwiderstande,   nie  aber 

darüber  hinaus  erfolgen. 

Hesehus  erklärt  diese  Widerstandszunahme  mit  einer 
durch  Lichtabsorption  bewirkten  Temperaturerhöhung  des 
Selens,  welche  sich  erst  nach  längerer  Zeit  bemerkbar  machen 
kann. 

Diese  Erklärung  würde  bedingen,  daß  nur  jenes  Selen 
diese  Erscheinung  zeige,  welches  durch  Erwärmung  den 
Widerstand  vergrößert,  d.  h.  einen  positiven  Temperaturkoe  - 
fizienten  des  Widerstandes  hat.  Nun  habe  ich  aber  in  einer 
großen  Zahl  von  Versuchen  nachgewiesen,  daß  diese  Erschei- 
nung auch  bei  Präparaten  auftrat,  welche  durchwegs  negativen 
Temperaturkoeffizienten  haben,  daher  Erwärmung  den  Wider- 
stand w  eiter  vermindern  müßte. 

Es  ist  somit  auch  die  von  Hesehus  gegebene  Erklärung 

der  Lichtcmpfir.dliehkeit  II.  Art  unhaltbar. 
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Zusammenfassung  der  Resultate. 

Die  Ergebnisse  der  vorliegenden  Abhandlungen  sind  dem- 
nach kurz  zusammengefaßt  folgende: 

1.  Es  wurde  chemisch  reines  Selen  verwendet  und  damit 
neuerdings  die  Unhaltbarkeit  der  Selenidtheorie  nachgewiesen. 

2.  Wurde  nachgewiesen,  daß  die  beiden  Formen  des 
amorphen  Selens  identisch  und  nur  durch  den  Aggregatzustand 
unterschieden  sind. 

3.  Es  gibt  zwei  Formen  des  graukristallinischen,  in 
Schwefelkohlenstoff  unlöslichen  Selens: 

a)  Selen  A  leitet  den  elektrischen  Strom  nicht: 

b)  Selen  B  leitet  den  elektrischen  Strom    wie  ein 
Metall. 

4.  Form  A  kann  nur  durch  Kristallisation  des  Selens  aus 
Kaliumselenid  in  reinem  Zustande  hergestellt  werden.  Form  B 
entsteht  aus  erstet  er  durch  Erhitzen  oder  auch  auf  chemischem 
Wege  (Behandlung  mit  Chinolin). 

5.  Die  durch  Erhitzen  des  amorphen  oder  des  Selens  A 
erhaltenen  Präparate  stellen  eine  feste  Lösung  von  Selen  B  in 
Selen  A  vor,  das  elektrische  Verhalten  wird  durch  die  Menge 
von  Selen  B  bestimmt. 

<5.  Der  Träger  der  Lichtempfindlichkeit  ist  nur  Selen  B. 

7.  Die  Lichtwirkung  dürfte  in  einer  Ionisation  des  Selens  B 
bestehen,  welches  bis  zu  einer  Sättigung  fortschreitet.  Das  An- 
wachsen des  Widerstandes  nach  erfolgter  Sättigung  könnte 
vielleicht  auf  eine  gleichzeitige  Photopolymet  isatton  zurückzu- 
führen sein. 

8.  In  der  Nähe  des  Schmelzpunktes  über  200°  C.  hört  die 
Lichtempfindlichkeit  des  Selens  gänzlich  auf. 

&  Es  wurde  die  Unhaltbarkeit  der  von  Siemens  und 
Hesehus  für  die  Lichtempiindlichkeit  II.  Art  aufgestellten  Er- 
klärungen nachgewiesen. 
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Grundzüge  einer  Theorie  der  synoptischen 
Luftdruckveränderungen 

von 

Dr.  Felix  M.  Exner. 

(Mit  25  Textfiguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitaung  am  6.  Juli  1906.) 

Die  Veränderung  der  Luftdruckverteilung1  über  einem 
Gebiete  der  Erdoberfläche  ist  für  den  Wechsel  der  Witterung 
von  großer  Bedeutung;  die  Kenntnis  derselben  wäre  notwendig, 
um  Wetterprognosen  mit  annähernder  Genauigkeit  aufzustellen. 
Bedenkt  man,  daß  die  Veränderung  der  Luftdruckverteilung  zu 
einem  bestimmten  Zeitpunkt  und  an  einem  bestimmten  Orte  ganz 
oder  gewiß  wesentlich  von  der  nächsten  Umgebung  desselben 
abhängig  ist,  so  erscheint  es  wahrscheinlich,  daß  ein  Studium 
der  Luftdruckveränderungen  innerhalb  sehr  kurzer  Zeitinter- 
valle zur  Kenntnis  der  Gesetze  führt,  nach  welchen  sie  ge- 
schehen, nicht  aber  ein  solches  für  längere  Zeiträume,  wie  z.  B. 
einen  Tag.  Die  synoptischen  Wetterkarten  werden  aber  nur 
für  alle  1 2  oder  24  Stunden  gezeichnet  und  sind  daher  zu  jenem 
Studium  meist  nicht  geeignet.  Die  Faktoren  von  Einfluß,  Luft- 
druck, Temperatur  und  Wind  (von  Feuchtigkeit  abgesehen), 
verändern  sich  zu  einem  Zeitpunkt  aus  der  eben  vorliegenden 
Situation  heraus  und  verändern  bis  zum  nächsten  Zeitpunkt 
diese  Situation  selbst;  aus  der  so  veränderten  Situation  wachsen 
wieder  neue  Veränderungen  heraus  u.  s.  w.,  so  daß  am  Ende 
eines  längeren  Zeitraumes  die  Verteilung  von  Druck,  Tempe- 
ratur und  Wind  gar  keine  Ähnlichkeit  mehr  mit  jener  zu  Anfang 

1  Vcrgl.  die  eben  erschienene  Abhandlung  von  Nils  Ekholm  »Die  Luft- 
druckschwankungen und  deren  Beziehung  zu  der  Temperatur  der  oberen  Luft- 
schichten« im  Hann-Bande  der  Met.  Zcitschr.  (H>06)  und  die  daselbst  zitierte 
Arbeit  von  Felix  Klitzkowski  in  der  Met.  Zeitschr.  (1890). 
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zu  haben  braucht,  ja  ins  Gegenteil  verkehrt  sein  kann.  Es 
handelt  sich  mit  einem  Worte  um  eine  Integration,  deren 
Resultat  sich  vom  Anfangszustand  aus  gar  nicht  übersehen 
läßt;  und  auch  die  Gesetze  der  Veränderungen  können  aus 
dem  Integralwert  nicht  entnommen  werden. 


Erster  Teil. 

Am  »Weather  Bureau«  in  Washington  wurden  für  einige 
Jahre  die  Aufzeichnungen  selbstregistrierender  Apparate  von 
einer  großen  Zahl  über  die  Vereinigten  Staaten  verteilter 
meteorologischer  Beobachtungsstationen  reduziert.  Während 
eines  Aufenthaltes  in  Washington  im  Juli  1904  hatte  ich 
Gelegenheit,  dieses  Material  kennen  zu  lernen,  und  erhielt  die 
Erlaubnis,  dasselbe  zu  benützen,  wofür  ich  auch  an  dieser 
Stelle  meinen  Dank  ausspreche.  Das  Areal,  über  welches  die 
Vereinigten  Staaten  ihre  Beobachtungsstationen  ausgestreut 
haben,  ist  so  viel  größer  als  Europa,  die  Beobachtungen  sind 
durch  ihre  Gleichzeitigkeit  (alle  nach  der  Zeit  des  75.  Meridians 
westl.  Länge  angestellt)  und  die  Gleichartigkeit  der  Apparate 
so  viel  verwendbarer  als  die  europäischen,  daß  es  viel  ver- 
sprach, mittels  der  erwähnten  Registrierungen  Wetterkarten  für 
kurze  Zeitintervalle  zu  dem  obgenannten  Zwecke  zu  zeichnen. 

Die  in  Betracht  kommenden  Stationen  sind  alle  mit  Baro- 
graph, Thermograph  und  Anemograph  ausgestattet,  die  redu- 
zierten Werte  von  Druck,  Temperatur,  Windrichtung  und 
-geschwindigkeit  sind  für  jede  Stunde  gegeben.  Ich  schrieb 
diese  registrierten  Elemente  eines  ganzen  Monates,  des  Jänner 
1895,  für  jede  vierte  Stunde  aus  dem  Archiv  des  Weather 
Bureau  aus,  und  zwar  für  44  Stationen,  die  über  die  Vereinigten 
Staaten  verteilt  sind.  Die  Stunden  waren  4h  a.,  8ha.,  I2hm., 
4h  p.,  8h  p.,  12h  p. 

Meine  Meinung,  die  Herstellung  von  sechs  Karten  für 
24  Stunden  im  Intervall  von  je  4  Stunden  würde  genügen, 
wurde  während  der  Bearbeitung  dieses  Materials  dahin  ge- 
ändert, daß  es  wohl  vorteilhafter  gewesen  wäre,  noch  kürzere 
Intervalle  zu  nehmen,  etwa  zweistündige;  hierauf  soll  später 
noch  aufmerksam  gemacht  werden. 
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An  der  meteorologischen  Zentrale  der  Dominion  von  Canada, 
in  Toronto,  hatte  ich  später  Gelegenheit,  das  erworbene  Material 
noch  durch  Beobachtungen  an  vier  canadischen  Stationen,  also 
im  Norden  der  Vereinigten  Staaten,  zu  erweitern.  Diese  Beob- 
achtungen sind  keinen  Registrierungen  entnommen,  sondern 
Terminablesungen;  sie  fielen  mitunter  nicht  auf  die  gewählten 
6  Stunden,  doch  gab  es  niemals  größere  Zeitdifferenzen 
zwischen  den  Terminablesungen  und  den  gewählten  Zeiten  als 
eine  Stunde,  so  daß  die  Werte  interpoliert  werden  konnten. 
An  Sonntagen  wurden  in  Canada  keine  Ablesungen  gemacht. 

In  alphabetischer  Reihe  sind  im  folgenden  die  benützten 
Stationen  in  den  Vereinigten  Staaten  und  in  Canada  mit  ihren 
Seehöhen  in  Metern  mitgeteilt: 


Abilene  V.  St   533  m 

Albany  V.  St   26 

Alpena  V.  St   186 

Atlanta  V.St   345 

Bismarck  V.  St   512 

Buffalo  V.  St   210 

Chicago  V.  St   251 

Columbus  V.St   251 

Denver  V.St  1613 

Des  Moines  V.  St   265 

Detroit  V.St   221 

Dodge  V.St   763 

Duluth  V.St  200 

Eastport  V.St   23 

El  Paso  V.  St  1148 

Esquimault  Can   9 

Gaiveston  V.  St   13 

Halifax  Can   36 

Ha^re  V.  St   755 

Helena  V.St  1252 

Huron  V.St   399 

Independence  V.St.  ..1188 
Indianopolis  V.  St.  .  .  .  233 
Jacksonville  V.  St.  .  .  .  13 


Kansas  V.  St   294  in 

Key  West  V.  St   7 

Knoxville  V.St   299 

Little  Rock  V.  St   92 

Lynchburg  V.St  209 

Marquette  V.St   224 

Montreal  Can   57 

Nantucket  V.  St   4 

Nashville  V.  St   166 

New  York  V.  St   56 

Roseburg  V.St   159 

St.  Louis  V.  St   174 

St.  Paul  V.  St   259 

Salt  Lake  City  V.  St. . .  1324 

San  Diego  V.  St   28 

San  Francisco  V. St..  .  47 

Santa  Fe  V.St  2133 

Savannah  V.St   30 

Spokane  V.St  588 

Vicksburg  V.  St   77 

Washington  D.C.,  V.St.  34 

Wilmington  V.  St   24 

Winnipeg  Can   232 

Yuma  V.  St   43 
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Die  Ausschreibungen,  welche  wegen  ihres  Umfanges  hier 
nicht  mitgeteilt  werden  können,  betrafen  den  Luftdruck  in  eng- 
lischen Zollen,  die  Temperatur  in  Fahrenheitgraden,  die  Wind- 
richtung und  die  Windgeschwindigkeit  in  englischen  Meilen  pro 
Stunde.  Der  Luftdruck  von  den  Stationen  der  Vereinigten  Staaten 
mußte  erst  aufs  Meeresniveau  reduziert  werden;  hiezu  benützte 
ich  zum  großen  Teile  die  Reduktionstafeln,  weiche  für  diesen 
Zweck  in  Washington  selbst  im  Gebrauch  sind;  einiges  wurde 
auch  erst  in  Wien  an  der  k.  k.  Zentralanstalt  mit  den  Tafeln 
für  die  österreichischen  Stationen  reduziert.  Doch  wurden  die 
Reduktionen  für  die  hochgelegenen  Stationen  Nordamerikas, 
insbesondere  für  Denver,  El  Paso,  Helena,  Independence,  Salt 
Lake  City  und  Santa  Fe  (sämtlich  über  1000  m)  durchwegs  mit 
den  amerikanischen  Tafeln  ausgeführt,  welche  auf  die  Tempe- 
raturverteilung über  Plateaus  oder  Höhenrücken,  auf  welchen 
diese  Stationen  liegen,  besondere  Rücksicht  nehmen. 

Um  den  Zusammenhang  zwischen  Luftdruck,  Temperatur 
und  Wind  zu  studieren,  zeichnete  ich  synoptische  Karten  für 
Luftdruck  und  Temperatur;  zur  Reduktion  der  letzteren  aufs 
Meeresniveau  wurde  durchwegs  eine  Temperaturabnahme  von 
0  5°  C  pro  Hektometer  benützt.  Dieser  Vorgang  gab  nur  für 
die  Station  Denver  mitunter  unwahrscheinliche  Werte;  es 
scheint  dortselbst  Föhn  aufzutreten. 

Nebst  den  Karten  für  Druck  und  Temperatur  konstruierte 
ich  noch  solche  für  die  Winde,  und  zwar  für  die  Stärke  der 
West-  und  Nordkomponente.  Hiezu  mußten  die  beobachteten 
Intensitäten   trigonometrisch   in   ihre   Komponenten  zerlegt 
werden.  Es  ließen  sich  mit  diesen  allerdings  auf  einer  Karte 
Linien  gleicher  Stärke  der  West-,  beziehungsweise  Nordkoni- 
ponentc  ziehen,  doch  war  der  Verlauf  derselben  oft  rec 
kompliziert,  offenbar  infolge  des  Einflusses  der  Erdoberflache, 
und  sie  wurden  daher  in  dieser  Untersuchung  nicht  verwende 
Weiters  schien  es  vorteilhaft,  den  Einnuß  der  täglichen  Er- 
wärmung der  Atmosphäre  durch  die  Sonne,  soweit  dies  mog  «c  , 
zu  eliminieren.  Zu  dem  Zwecke  wurden  aus  den  Beobachtungen 
von  Luftdruck  und  Temperatur  für  den  ganzen  Monat  die  Mona  s- 
mittel  für  die  Termine  gebildet,  aus  ihnen  der  tägliche  Gang 
abgeleitet  und  die  Einzelwerte  mit  dem  Betrage  desselben  korn- 
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giert.  Dies  wurde  bei  den  Windbeobachtungen  wegen  des 
geringen  täglichen  Ganges  unterlassen.  Beim  Luftdruck  war 
der  Einfluß  auch  nicht  groß,  mehrere  Hundertel  englischer  Zoll, 
betrug  aber  bei  der  Temperatur  mehrere  Grade;  er  konnte 
jedoch  niemals  ganz  eliminiert  werden,  da  die  Mittel  gemeinsam 
aus  heiteren  und  trüben  Tagen  entnommen  werden  mußten  und 
folglich  die  heiteren  Tage  wohl  zu  wenig,  die  trüben  zu  stark 
korngiert  worden  sind;  Registrierungen  der  Bewölkung  fehlten. 

Erst  mittels  der  Werte,  aus  denen  der  tägliche  Gang 
möglichst  eliminiert  war,  wurden  nun  synoptische  Druck-  und 
Temperaturkarten  für  jede  vierte  Stunde  gezeichnet. 


Es  ist  nichts  neues,  daß  bei  nördlichen  Luftströmungen 
und  abnehmender  Temperatur  auf  der  nördlichen  Halbkugel 
der  Luftdruck  steigt  wie  an  der  Rückseite  von  Depressionen, 
hingegen  bei  südlichen  Strömungen  und  zunehmender  Tempe- 
ratur der  Luftdruck  sinkt  wie  an  der  Vorderseite  derselben;  daß 
durch  diese  ungleichen  Temperaturänderungen  die  Bewegung* 
der  Depressionen  in  wesentlich  westöstlicher  Richtung  entsteht, 
liegt  sehr  nahe.  Derselbe  Gedanke  läßt  sich  auf  die  Hochdruck- 
gebiete anwenden,  bei  welchen  an  der  Vorderseite  der  nördliche 
Wind  das  Barometer  zum  Steigen,  auf  der  Rückseite  der  süd- 
liche dasselbe  zum  Fallen  bringt,  und  hiedurch  ebenfalls  eine 
scheinbare  Verschiebung  des  ganzen  Hochdruckgebietes  nach 
Osten  hervorgerufen  wird.  Auch  sind  plötzliche  Luftdruck- 
steigerungen, sogenannte  Druckstufen,  durch  das  Eindringen 
kalter  Luftmassen  unter  wärmere  erklärt  worden.  Doch  liegt 
meines  Wissens  kein  abschließendes  Urteil  darüber  vor,  ob  jene 
einfachen  Annahmen  quantitativ  richtige,  d.  h.  durch  die  Beob- 
achtung bestätigte  Resultate  ergeben.  Auch  genügt  es  in  keiner 
Weise,  stets  die  Bewegung  der  Depressionen  und  Maxima  zu 
verfolgen,  deren  Rolle  für  die  Witterung  meist  sehr  überschätzt 
uird,  sondern  es  ist  notwendig,  die  Bewegung  der  übrigen 

...      1  ^'  Van  Hebber  hat  mehrere  nilgemein  gehaltene  Satze  über  den 
in  u  der  Druck-  und  Temperaturverteilung  auf  die  Bewegung  der  Depressionen 
gesteh,  die  rein  empirisch  aus  dem  europaischen  Beobachtungsmaterial 
«»geleitet  wurden.  Siehe  Met.  Zcitschr.  1891,  p.  361. 

SÜzb.  d.  mathem.-tuturw.  Kl.;  CXV.  Bd.,  Abt.  IIa.  77 
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Isobarenformen,  aller  der  unzählig  vielen  Zwischentypen,  zu 
kennen  oder  doch  die  Gesetze  zu  bestimmen,  nach  welchen  sie 
geschehen. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  ist  nun  versucht,  diese  Gesetz- 
mäßigkeiten aufzustellen  und  an  der  Hand  des  amerikanischen 
Beobachtungsmaterials  zu  prüfen.  Dieselben  praktisch  aus- 
zuwerten, bleibt  eine  weitere  Aufgabe,  die  hier  noch  nicht  zu 
lösen  unternommen  wurde;  doch  soll  der  Weg  angedeutet 
werden,  auf  welchem  man  sich  vielleicht  der  Lösung  nähern 
dürfte. 

I. 

Natürlich  mußten  die  Voraussetzungen  der  Rechnung  sehr 
einfach  angenommen  werden.  Die  oben  angedeutete  Beziehung 
zwischen  Luftdruck-  und  Temperaturveränderung  läßt  sich  leicht 
durch  eine  Gleichung  ausdrücken.  Bezeichnet  p  den  Druck  an 
der  Erdoberfläche,  px  denselben  in  einer  Höhe  H  über  dem 
Erdboden,  T  die  absolute  Mitteltemperatur  der  Luftschichte  von 
der  Höhe  H,  so  ist  nach  der  barometrischen  Höhenformel 

P  —Pl€  > 

wo  g  die  Schwerebeschleunigung,  R  die  Gaskonstante  der  Luft 
und  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet.  Nim 
man  nun  an,  in  der  Höhe  H  sei  der  Luftdruck  Pl  konstan, 
indem  die  unperiodischen  Schwankungen  desselben  in  d« 
Höhe  nicht  mehr  hinaufreichen,  so  erhält  man  durch  partie 
Differentiation  der  Gleichung  (1)  nach  der  Zeit 

lp_      pgH_rr  (2) 

da  //  sich  mit  der  Zeit  nicht  verändert.  |f  bedeutet  die  Änderung 
des  Druckes  an  einem  bestimmten  Ort  in  der  Zeiteinheit  die 
selbe  ist  proportional  der  Änderung  der  Mitteltempera  u 
selbst,  hat  aber  das  entgegengesetzte  Vorzeichen. 
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Wie  groß  H  angenommen  werden  muß,  damit  man  im 
Durchschnitt  den  Druck  in  dieser  Höhe  konstant  setzen  dürfe, 
versuchte  ich  nunmehr  aus  den  Beobachtungen  abzuleiten.' 
Allerdings  besteht  da  die  Schwierigkeit,  daß  die  Mitteltemperatur 
nicht  gegeben  ist,  sondern  nur  die  Temperatur  an  der  Erd- 
oberfläche. Nur  soweit  diese  mit  der  Mitteltemperatur  denselben 
Gang  hat,  kann  daher  von  den  Temperaturbeobachtungen 
an  der  Erdoberfläche  für  die  vorliegende  Frage  Gebrauch 
gemacht  werden. 

Zur  Prüfung  dieser  Frage  wurde  die  Gleichung  (2)  demnach 
angewendet  auf  die  Druck-  und  Temperaturveränderungen  nach 
den  amerikanischen  Beobachtungen  für  4  Stunden  als  Zeiteinheit. 
Dazu  wurden  von  mehreren  Stationen  die  beiden  Schwankungen 
für  jedes  vierstündige  Intervall  des  ganzen  Monats  gebildet. 
Die  mangelhafte  Korrektion  der  Temperatur  für  den  täglichen 
Gang,  die  oben  schon  berührt  wurde,  bewirkte  natürlich  an 
manchen  Terminen,  z.  B.  von  8h  a.  bis  12h  m.,  daß  die  korrigierte 
Temperatur  an  heiteren  Tagen  oft  eine  kleine  Zunahme  zeigte, 
obwohl  der  Druck  gestiegen  war;  diese  Erwägung  sowie  die 
Leichtigkeit,  mit  der  die  Temperaturbeobachtungen  Fehler  der 
Ablesung,  der  Aufzeichnung,  der  Reduktion  aufs  Meeres- 
niveau u.s.w.  haben  konnten,  veranlaßte  mich,  nur  solche  Tem- 
peraturschwankungen in  Betracht  zu  ziehen,  welche  mindestens 
3°  Fahrenheit  betrugen.  Analog  wurden  von  den  Luftdruck- 
schwankungen  nur  solche  verwendet,  die  innerhalb  4  Stunden 
nicht  geringer  als  O  l  Zoll  waren,  um  von  Fehlern  der  Korrek- 
tion des  täglichen  Ganges,  der  Reduktion  aufs  Meeresniveau 
etc.  möglichst  unabhängig  zu  sein. 

Hiefür  benützte  ich  die  Beobachtungen  der  Stationen 
Bismarck,  Buffalo,  Halifax,  San  Francisco  und  Vicksburg.  Die 
Falle,  bei  welchen  gleichzeitig  während  des  Monates  Jänner  1895 
während  4  Stunden  Temperaturänderungen  von  mindestens 
3°  F.  und  Luftdruckänderungen  von  mindestens  0-1  Zoll  auf- 
traten, sind  im  folgenden  zusammengestellt.  Unter  Ap  ist  die 
ruck-,  unter  A  T  die  Temperaturänderung  verstanden;  erstere 
'st  in  Hundertel  Zoll  angegeben. 
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Die  fünf  Stationen  sind  in  verschiedenen  Teilen  Nord- 

A» 

amerikas  gelegen.  In  der  Kolonne         der  vorhergehenden 

Tabelle  ist  das  Verhältnis  der  Druckschwankung  in  Hundertel 
Zoll  zur  Temperaturschwankung  in  Graden  Fahrenheit  an- 
gegeben. Wie  man  sieht,  ist  es  in  der  überwiegenden  Mehrzahl 
der  Fälle  negativ,  derart,  daß  positivem  kp  negatives  AT  und 
umgekehrt  entspricht. 

Die  Häufigkeit  des  positiven  oder  negativen        jst  aus 

den  ersten  zwei  Kolonnen  der  nachstehenden  kleinen  Tabelle 
zu  ersehen. 


Anzahl  der  Fälle,  wo 


AT 
negativ 


Ap_ 

A  T 
positiv 


Bismarck  

Buffalo    

Halifax  

San  Francisco  

Vicksburg   

Zusammen . 


33 
23 
21 
l 

y 


87 


1 

3 
1 
0 
1 


6 


Mittet 
für  negalivcs 

AT 


-2-7 
-3-7 
-2-8 
-20 
-2-9 


-30 


Unter  93  Fällen  ist  also  die  Größe       87  mal,  d.h.  in  93«/, 
aller  Fälle  negativ,  so  daß  die  Temperatur  der  Erdoberflache 
an  diesen  Stationen  recht  gut  mit  der  Mitteltemperatur  der 
Luftsäule  parallel  geht,  für  welche  die  Gleichung  (-)  ' 
Betracht  kommt.  Es  scheint  dies  aber  für  die  westliche  Kus 
Nordamerikas,  wie  Esquimault,  weniger  gut  zuzutreffen,  ^ 
dortselbst  häufige  Druckänderungen  ohne  erhebliche  Tempe- 
raturschwankungen auftreten;  der  Grund  dafür  ist  nicht  '  ^ 
In  der  dritten  Kolonne  der  obigen  kleinen  Tabelle  sin 

lp    für  die  Werte,  wo  er  negativ  ist. 


Mittel  des  Bruches 


Ar 


Digitized  by  CoOgl 


Theorie  der  synoptischen  Luftdruckveränderungen. 


1181 


gebildet;  sie  weichen  in  der  Größe  nicht  stark  voneinander 
ab.  Nimmt  man  sie  als  gleichwertig  an  und  bildet  für  alle 
87  Fälle  der  fünf  Stationen  das  Mittel  des  Bruches,  so  ergibt 
sich  —30  oder,  wenn  der  Druck  in  ganzen  Zollen,  die 
Temperatur  wieder  in  Fahrenheitgraden  angegeben  wird 
Ap 

—  =  —0'03.  Diese  Zahl  kann  nicht  als  eine  wirkliche  Kon- 
stante aufgefaßt  werden,  sondern  soll  nur  Vorzeichen  und 
ungefähre  Größe  jenes  Verhältnisses  ausdrücken. 

Auch  sei  noch  speziell  darauf  verwiesen,  daß  aus  den 
Beobachtungen  nicht  hervorgeht,  daß  jeder  Druckschwankung 
eine  umgekehrte  Temperaturschwankung  an  der  Erdoberfläche 
wirklich  entspricht;  es  sind  genug  Fälle  vorhanden,  wo  der 
Druck  um  O  l  Zoll  fällt  und  die  Temperatur  sehr  wenig  (weniger 
als  3°  F.)  zunimmt  oder  auch  ein  wenig  abnimmt.  Es  darf 
daher  nicht  als  erfahrungsmüßig  bewiesen  angesehen  werden, 
daß  jeder   Druckschwankung  eine   bestimmte  Temperatur- 
schwankung  am  Boden  entspricht,  sondern  es  soll  nur  gesagt 
sein,  daß  bei  gleichzeitigem  Auftreten  der  beiden  Schwankungen 
dieselben  fast  immer  in  dem  angegebenen  Verhältnis  stehen. 
Trifft  dies  zu,  so  ist  dann  weiter  anzunehmen,  daß  das  AT  an 
der  Erdoberfläche  auch  dem  AT  der  mittleren  Temperatur  der 
Luftsäule  entspricht  und  folglich  verwendbar  ist,   um  den 
Koeffizienten  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (2)  zu  berechnen. 

Und  hiefür  allein  soll  diese  Beziehung  auch  benützt  werden. 
Die  Gültigkeit  der  Gleichung  (2)  ist  nicht  anzuzweifeln,  solange 
die  barometrische  Höhenformel  gilt,  also  bei  Abwesenheit  verti- 
kaler Beschleunigung.  Es  handelt  sich  nur  darum,  zu  bestimmen, 
wie  groß  die  Höhe  H  angenommen  werden  muß,  in  der  sich 
der  Luftdruck  pt  bei  den  betrachteten  Schwankungen,  wie  sie 
die  täglichen  Wetterkarten  von  einem  Tage  zum  nächsten  uns 
vorführen,  nicht  mehr  ändert,  und  hiezu  dient  uns  die  Größe 
—0-03. 

Aus  Gleichung  (2)  erhalten  wir  nämlich   ^f^-  =  0  03 
0*03  R  Tl 

und  H  —  '  — -..  Hier  wäre  p  in  Zoll,  T  in  Fahrenheit- 

graden  einzusetzen.  Die  Gaskonstante  R—  29  3^  setzt  p  in 
absoluten  Einheiten  und  T  in  Celsiusgraden  voraus;  wir  haben 
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demnach,  um  alles  auf  absolute  Einheiten  und  Celsiusgrade  zu 

0'03. 10333. 10  a  inrmivn 

beziehen,  statt  0'03  zu  setzen  r— ,  da  10333  Dyn 

30.5-56 

30  Zoll  und  5-56°  Celsius  (Differenz)  10*  Fahrenheit  ent- 
sprechen. H  hängt  nun  allerdings  vom  jeweiligen  p  und  T  ab; 
doch  wollen  wir,  da  es  sich  nur  um  die  Größenordnung  des  H 
handelt,  p  zum  Normaldruck  10333  und  T  zu  260°  absoluter 
Temperatur  annehmen.  Es  ergibt  sich  dann: 

H  _  Q'03. 29-3.260». 10333. 10  _  3560  ^ 
~  10333.30.5-56 

d.  h.  die  Temperaturschwankung  bei  bestimmter  beobachteter 
Druckänderung  an  der  Erdoberfläche  reicht  durchschnittlich  bis 
in  eine  Höhe  von  zirka  37t*f»;  die  Luftsäule  über  dieser  ist  an 
den  Druckschwankungen  am  Boden  im  allgemeinen  nicht  mehr 
beteiligt.  Diese  Größe  H  wird  natürlich  variabel  sein  nach  Druck 
und  Temperatur,  also  nach  der  Lage  des  Ortes,  dann  nach  der 
Jahreszeit  und  wird  in  Wirklichkeit  auch  sonst  erheblichen 
Schwankungen  unterliegen,  wie  die  Erfahrung  gezeigt  hat; 
es  sollte  hier  nur  ein  Mittelwert  festgestellt  werden,  über 
dessen  Verwendbarkeit  das  Folgende  zu  entscheiden  haben 
wird.  Bei  höheren  Gebirgen  kann  die  Rechnung  keine  Gültig- 
keit haben. 

Wir  haben  nach  dem  Gesagten  uns  vorzustellen,  daß  über 
einem  Teile  der  Erdoberfläche  eine  Fläche  gleichen  Luft- 
druckes pl  die  Luft  in  eine  obere  und  untere  Schichte  trennt, 
von  welchen  die  untere  der  Sitz  der  atmosphärischen  Störungen 
ist,  wie  sie  die  synoptischen  Karten  zeigen,  die  obere  a  er 
durch  dieselben  nicht  wesentlich  berührt  wird,  sondern  in  einem 
ziemlich  stationären  Zustande  sich  befindet  und  nur  langsamen 
Änderungen  nach  dem  Wechsel  der  Jahreszeiten  unterlieg^. 
Der  Druck  Pl  ist  nach  dieser  Definition  als  unabhängig  von 
Zeit  und  Ort  anzusehen,  während  die  Höhe  H  für  kurze  Zeit- 
räume —  und  wir  beschränken  uns  hier  auf  solche,  sehen  a  so 
von  den  Änderungen  während  des  Jahres  ganz  ab  —  ko"stanie 
aber  eine  Funktion  des  Ortes  ist,  über  welchem  die  Luftsau 
steht. 
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II. 

Die  Voraussetzungen  für  die  Bewegung  der  Luftschichte 
von  der  Höhe  H,  die  im  folgenden  benützt  werden,  sind:  1.  adia- 
batische Bewegung1  (hiezu  wurde  der  tägliche  Gang  eliminiert), 
2.  gleichgerichtete  Bewegung  in  allen  Schichten  einer  Luftsäule 
bis  zur  Höhe  H,  3.  Abwesenheit  von  Reibungskräften,  4.  Ver- 
nachlässigung der  horizontalen  Beschleunigung,  5.  die  Erd- 
oberfläche als  Ebene  angenommen,  6.  keine  vertikale  Be- 
wegung. 

Eine  Gerade  in  der  West— Ostrichtung  sei  die  Abszissen- 
achse, x  sei  positiv  gegen  Osten,  senkrecht  dazu  sei  y  positiv 
gegen  Süden;  dann  sind  die  Geschwindigkeiten  eines  Luft- 
teilchens in  der  X-  und  Y-  Richtung,  u  und  v,  folgendermaßen 
gegeben: 

1  3/> 

n  =  r~  r-  >  (3) 

Xp  ö x  ' 

1  dp 

s  =  -rr  (■» 

mit  Berücksichtigung  der  Voraussetzungen  3,  4  und  5.  Hier  ist 
X  die  ablenkende  Kraft  der  Erdrotation  (=2wsin?,  wenn  <•> 
die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde,  cp  die  geographische 
Breite  ist),  p  die  Dichte,  welche  mit  Vernachlässigung  des 
Unterschiedes  zwischen  der  Mitteltemperatur  der  Luftsäule 

und  der  Oberflächentemperatur,  hier        ,  gleichgesetzt  wird 

Kl 

(p  Druck  an  der  Erdoberfläche,  T  Mitteltemperatur).  Diese 
Gleichungen  sprechen  eine  Bewegung  der  Luft  parallel  zu  den 
Isobaren  aus,  was,  wenn  auch  am  Erdboden  unwahr,  die 
ungefähre  Strömungsrichtung  der  ganzen  Luftsäule  H  sein 
möge. 

Die  Gleichung  für  die  einem  Gase  zugeführte  Wärme  dO 
(I.  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie)  kann  geschrie- 
ben werden: 

A  KT 

dO-CpdT—---dp.  (:>) 

1  Diese  Annahme  ergibt  sich  aus  der  Tatsache,  daß  Winde,  die  aus  kalten 
Gebieten  kommen,  im  allgemeinen  kalt,  aus  warmen  aber  warm  sind. 
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(i>,  spezifische  Wärme  bei  konstantem  Druck, für  Luft  =  0- 2375, 

A  Wärmeäquivalent  =  .) 

424  g 

Für  den  adiabatischen  Zustand  ergibt  dies 

cp    1  JT       1  dp 


AR  T   dt      P  dt 


oder,  wenn         —  x: 
A  J\ 


TL    dT  1  dp 


(6) 


7*   <//  /' 
für  die  Zeiteinheit. 

Das  vollständige  Differential  nach  der  Zeit  wird  in  die 
partiellen  zerlegt  und  man  erhält: 

x  ftT  .IT  3T\  i  ftp  ,  *P.*P\ 
T  \3/        dx        %yl      P  °x  d>' 

da  nach  der  sechsten  Voraussetzung  die  vertikale  Bewegung 
Null  ist. 

Aus  Gleichung  (3)  und  (4)  ergibt  sich  ferner: 

U^  +  V*L  =  L  fil  *1  _  "1  IC)  und  u  8Ü  +  v%  =  0, 
5.v        8j>      Xp\8jf  3*      3^  Bat/  S* 

mithin: 

A  ö7,_xJ^/ö^  3T  _ 37  3/>\  _  _^ 
T  i7      X^"  ^  3y      3*  8v^  ~~  />  S/ 

Ich  setze  nunmehr  für  07  den  Wert  aus  Gleichung  (-) 

lt 

ein  und  erhalte,  wenn  wieder  cp  =  x.  AR  eingeführt  wird, 

3/7  _  gHcr       ftp  [m*P\  (7) 

ht~     (cPT+AgH)\\tx'  3jjr     8^  3/ 

Diese  Gleichung  ermöglicht  eine  Berechnung  der 
zeitlichen  Druckänderung  an  einem  Orte  der  Erd- 
oberfläche aus  den  horizontalen  Druck-  und  Tempe- 
raturgrad i  e  nten,  und  zwar  in  ziemlich  einfacher  Weis«.. 
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Dabei  ist  freilich  vorausgesetzt,  daß  die  Gradienten  der  Mittel- 
87*  dT 

temperatur  —  und  —  dieselben  sind  wie  die  an  der  Erd- 
ax  oy 

Oberfläche  beobachteten  und  durch  die  Isothermen  aus- 
gedrückten. 

Der  Klammerausdmck  in  Gleichung  (7)  läßt  sich  noch 
folgendermaßen  umformen:  Es  seien  in  Fig.  I  die  mit  p  und  p' 
bezeichneten  Geraden  zwei  Isobaren  mit  den  Druckwerten  p 
und  p\  die  Geraden  T  und  V  zwei  Isothermen  mit  diesen 


Fig.  i. 

Temperaturen;  die  Druckdifferenz  p—p'  —  hp  sei  positiv, 
ebenso  die  Temperaturdifferenz  T—V  —  87.  Der  Flächeninhalt, 
welchen  die  beiden  Isobaren  und  Isothermen  miteinander  ein- 
schließen, möge  /  sein  (schraffiert  gezeichnet). 

Ist  der  senkrechte  Abstand  der  Isobaren  voneinander  m,  der 

der  Isothermen  voneinander  «,  so  ist  8/?  =  8r=  — ii; 

3w  dn 
der  Winkel,  den  m  und  n  einschließen,  sei  ferner  7,  dann  ist 

sTn7'  Wie  sich  er&ibt>  wenn  die  Grundlinie  mit  der  Höhe 
multipliziert  wird. 
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Im  Punkte  0  werde  eine  Parallele  zur  X-Achse  (X1)  ge- 
zogen und  es  sei  der  Winkel  AOX'z=:a.v  BOX'-^,  dann  ist: 

^  =  ^sinap  1^-^coso, 
3*     8  m        p   3>'  3»w 

3T      37  BT  3rrnc„ 

—  =  —  sin  ol,  —  =  — —  cos  otg 

3*      3«      ^    3.y  3« 
und,  weil  7  =  0,-04: 

3p  3T  _ 3_T  3p  _  V  3 r  }  =  «£.  |I gin 

Wird  für  sin  7  der  Wert  —  eingeführt  und 

/ 

_  8p       __  sr_ 


6  ni 


3« 


gesetzt,  so  ergibt  sich  schließlich: 

3p  3jT_3T  ty  =  *P_-*L  (8) 
3*  3>-      3  Jtr  3^/  / 

und  Gleichung  (7)  nimmt  die  Gestalt  an: 

3p  gHcp        8/?5T  (9, 

3*  ~     (cpT+AgH)\  f 

d.h.  die  Änderung  des  Luftdruckes  mit  der  Zeit  an 
einem  Orte  der  Erdoberfläche  ist  verkehrt  proporu 
nal  dem  Flächeninhalt,  den  zwei  benachbarte 
baren   und   zwei  benachbarte  Isothermen  d*s* 
begrenzen.  Ich  muß  noch  bemerken,  daß  /  eine  Gro > 
die  positiv  und  negativ  sein  kann.  In  dem  in  Fig.  I  gezeic  ne 

»••,•♦/•  A    *r  *T     *P  *L  isf  dort  sind  alle 

Beispiel  »st  f  positiv,  da  ,    ■  -  >  ^   ^  ,st>  aü 

j  T'<T.  Denkt 

vier  Gradienten  positiv  angenommen,  aa  p  <-p>  * 

man  sich  das  Koordinatensystem  so  gedreht,  daß  die  so 
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parallel  zur  Y-Achse  sind,  so  ist  ~=0  und  f—  *P*T  •  ist 

%y        uhu/—  ^  3r  ,  isr. 

9^  3*  3jy 

n°ch  —  positiv,  so  sind  für  die  Isothermen  zwei  Fälle  möglich: 

'        3^  positiv,  und  der,  daß  es  negativ  ist.  Der  erste  trifft 

zu,  wenn  T  südlicher  als  V  liegt,  also  während  sich  die  Iso- 
thermen von  einer  zur  Y-Achse  parallelen  Lage  mit  Kälte  im 
Osten  gegen  den  Uhrzeiger  um  180°  drehen,  bis  die  kalte  Seite 
im  Westen  liegt,  der  zweite,  während  diese  Drehung  um  weitere 
180°  fortgesetzt  wird,  wo  dann  die  Kälte  von  Westen  über 
Süden  nach  Osten  wandert.  Je  nach  der  relativen  Lage  zu 
den  Isobaren  sind  hienach  die  Vorzeichen  der  Fläche  /  zu 
bestimmen.  Einfacher  läßt  sich  dies  aber  ausführen,  wenn  man 
sich  die  Luftbewegung  parallel  zur  Isobare  und  auf  der  nörd- 
lichen Hemisphäre  mit  dem  hohen  Drucke  zur  rechten  Hand, 
also  in  Fig.  I  Südwestvvind,  vorstellt  und  nachsieht,  ob  die  Luft 
aus  wärmeren  in  kältere  Regionen  strömt  oder  umgekehrt;  im 

ersten  Falle  ist  /  positiv  (Fig.  I),  also       negativ,  im  zweiten/ 

negativ,  so  daß  der  Druck  steigt. 


Es  handelt  sich  nun  darum,  nach  der  Gleichung  (9)  das 
gy  zu  berechnen  und  das  Ergebnis  bezüglich  Vorzeichen  und 

Größe  mit  den  Beobachtungen  zu  vergleichen. 

In  den  Karten  1  und  2  sind  die  Druckverhältnisse  vom 
3.  Jänner,  8h  p.  und  12h  p.  für  Nordamerika  in  englischen  Zoll 
gegeben,  in  den  Karten  3  und  4  von  denselben  Zeiten  die 
Temperaturverteilungen  an  der  Erdoberfläche,  aufs  Meeres- 
niveau reduziert,  und  zwar  in  absoluter  Temperatur  nach 
Fahrenheitgraden.  Diese  ist  durch  Addition  von  460°  F.  zur 
gegebenen  Fahrenheittemperatur  gebildet. 

Ein  praktisches  Mittel  zur  Beurteilung  der  eintretenden 
Druckänderung  nach  Gleichung  (9)  ist  es,  die  Temperaturkarte 
und  die  Druckkarte  von  derselben  Zeit  übereinander  zu  legen 
und  gegen  das  Licht  zu  halten;  man  sieht  dann  sofort  die  von 
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Karte  2.  p  nm  3.  Jänner,  12h  p. 
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Karte  4.  Tun  3.  Jänner,  12»'  p. 
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zwei  Isobaren  und  zwei  Isothermen  eingeschlossenen  Flächen, 
kann  sich  zu  dem  Verlauf  der  Isobaren  leicht  die  Luftströmungen 
parallel  zu  diesen  hinzudenken  und  beurteilen,  ob  die  Fläche/ 
an  einer  Stelle  Steigen  oder  Fallen  des  Barometers  bedeutet. 
Je  kleiner/ ist,  um  so  mehr  soll  der  Luftdruck  sodann  steigen, 
beziehungsweise  fallen.  Noch  bequemer  ist  es,  die  Isothermen 
oder  Isobaren  auf  Pauspapier  zu  kopieren  und  dieses  auf  die 
andere  Karte  aufzulegen. 

Da  \P-  der  Differenz  Zp  der  Druckwerte  zweier  benach- 

6t 

barter  Isobaren  proportional  ist,  welche  zwei  Seiten  der  Fläche 
bilden,  so  ist  in  dem  Falle,  daß  eine  stark  gekrümmte  Isobare 
mit  zwei  Isothermen  eine  Fläche  einschließt,  keine  Druck- 
änderung zu  erwarten,  denn  dann  ist  Ip  —  0.  Dies  liegt  z.  B. 
um  8h  p.  für  die  Fläche,  die  von  der  ellipsenförmigen  Iso- 
bare 30-5  und  den  Isothermen  460  und  470  gebildet  wird,  vor. 

Aus  den  übereinandergelegten  Karten  sieht  man  ohne- 
weiters,  daß  der  Druck  im  Westen  der  großen  Antizyklone 
fallen,  im  Osten  derselben  steigen  soll.  Dies  wird  im  allgemeinen 
auch  durch  die  Beobachtung  bestätigt.  Für  Salt  Lake  City 
stimmt  es  nicht.  Doch  muß  bei  diesen  Vergleichen  sofort 
bemerkt  werden,  daß  eine  Differentialgleichung  ja  nicht  ohne- 
weiters  auf  einen  Zeitraum  von  4  Stunden  angewendet  werden 
darf.  Etwas  südwestlich  von  dieser  Stadt  sieht  man,  daß  kältere 
Luft  in  ein  wärmeres  Gebiet  strömt;  dort  soll  demnach  der 
Druck  steigen;  im  Laufe  der  Zeit  —  in  vier  Stunden  —  kann 
sich  dieses  Steigen  sehr  wohl  bis  Salt  Lake  City  fortgepflanzt 
haben.  Man  tut  darum  gut,  die  Differentialgleichung  (9)  zunächs 
nur  dort  anzuwenden,  wo  für  4  Stunden  keine  Änderung  im 
Zeichen  der  Fläche,  nur  in  der  Größe  zu  erwarten  steht,  ver- 
meidet also  die  Anwendung  bei  komplizierterem  Verlauf  der 
Isobaren  und  erhält  dann  zum  größten  Teile  richtige  Vorzeichen 

Ich  habe  diese  zunächst  qualitative  Prüfung  auf  eine  große 
Zahl  von  Isobaren-  und  Isothermenkarten  angewendet  un^ 
zum  größten  Teile  Übereinstimmung  zwischen  Rechnung 
Beobachtung  gefunden.  In  der  Nähe  der  Grenzen  der  Karte  i 
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natürlich  weniger  zu  erwarten,  ebenso  sind  gewiß  Fälle  vor- 
handen, bei  welchen  Beobachtung  und  Rechnung  nicht  harmo- 
nieren, wie  z.  B.  in  der  Nähe  der  Gebirge  im  westlichen  Teile 
Amerikas;  doch  kommt  es  hier  nicht  auf  die  genaue  Voraus- 
sage jeder  Druckänderung  an,  sondern  auf  die  prinzipielle  Frage 
nach  den  Gesetzen,  gemäß  welchen  die  Schwankungen  zumeist 
und  ohne  Störung  durch  die  Erdoberfläche  geschehen.  Wegen 
der  Unmöglichkeit,  die  ganze  Serie  von  Karten  hier  zu  reprodu- 
zieren, muß  ein  weiterer  Nachweis  des  Ergebnisses  dieser 
qualitativen  Prüfung  hier  unterbleiben. 

Es  soll  nun  zunächst  die  Größenordnung  der  berechneten 
Druckschwankung  nach  Gleichung  (9)  mit  den  Beobachtungen 

verglichen  werden.  Der  Faktor  {Cpj^gH)\ iSt  "icht  konstant> 
doch  setze  ich  hierfür//,  Fund  X  Werte  ein,  die  im  Mittel  den 
natürlichen  Verhältnissen  im  Winter  und  in  40°  nördl.  Breite, 
ungefähr  der  Mitte  Nordamerikas,  entsprechen.  Da  die  Isobaren 
auf  den  reproduzierten  Wetterkarten  von  Zehntel  zu  Zehntel 

Zoll  gezogen  sind,  so  ist  o/>  =  0  •  1  Zoll;  -^ergibt  sich  dann 

mich  in  Zoll.  Die  Isothermen,  von  10  zu  10°  F.  gezogen,  ergeben 
*T=z  10°  F.  oder,  wenn  T  in  Celsiusgraden  ausgedrückt  wird, 
was  wegen  cp  praktischer  ist,  oT  =  5-5G°C.  Nimmt  man  nun 
-einigermaßen  beliebig  -  ■  7  —  260°  (die  Mitteltemperatur), 
//=  3500;«  an  und  setzt  <o  =  7  3. 10"5,  folglich  X  =  9-3. 10- 5 
(für  40°  Breite),  so  ergibt  sich 

cr$H  0  •  2375 .10. 3500 

=  1-28.10° 


(AgH+c,T)X  0.3,o-f^+0-2375.200) 

•  424  / 
und 

jf  =  -l-28.  ]0^[:^  =  ^7'n'l0\ 
8/  f  f 

Ich  habe  den  Flächeninhalt,  den  Isobaren  und  Isothermen 
miteinander  auf  den  übercinandcrgelegtcn  Karten  einschließen, 
gemessen,  und  zwar  mittels  eines  Planimeters,  das  die  Flächen 
•n Zehntel  Quadratzentimetern  ablesen  ließ.  Die  Karten,  mit  denen 
ich  arbeitete,  waren  gegen  die  hier  reproduzierten  dreimal  linear 

Sitzb.  d.  mathcm.-naturw.  Kl.;  (  XV.  Bd.,  Abt.  IIa.  78 
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größer.  Es  müssen  natürlich  die  in  Quadratzentimetern  ge- 
messenen Flächen  auf  die  wirkliche  Größe  der  Erdoberflächen- 
stücke  reduziert  werden.  Die  Länge  von  fünf  Aquatorgraden 
betrug  bei  meinen  Arbeitskarten  2' Sem,  so  daß  die  Hache/,, 
welche  mit  dem  Planimeter  in  Vio  gemessen  wurde,  den 
Wert  hat  ^  /.2-82.K>_ 

fg~  "555^10^" 

Da  die  Druckänderung  dem  /  verkehrt  proportional  ist  wurde 
zur  Bestimmung  derselben  gleich  der  reziproke  Wert  von  ; 
gebildet,  und  zwar,  um  Dezimalen  zu  vermeiden,  mit  100  multi- 
pliziert, so  daß  ?,  =  die  aus  den  Karten  gewonnene 
Größe  ist,  der  die  Druckänderung  proportional  sein  soll.  Setzt 
man  dieselbe  in  die  obige  Gleichung  für  ^  ein,  so  ergibt  sich 

^-_7-11  iq5JQ-2-8,-^-  =  -1'8.1()-V  0°' 
•      555*.  106. 100 

Dieser  Ausdruck  stellt  die  Druckänderung  in  einer  Sekunde 
vor.  Wenn  man  die  Differentialgleichung  auf  4 Stunden 
wenden  will,  so  setzt  das  voraus,  daß  die '  cmgeschto^ 
Fläche  stets  gleich  bleibt;  das  wird  aber  offenbar  nur  « 
ganz  besonderen  Bedingungen  der  Fall  sein. 
ist  also  nicht  zu  erwarten,  wenn  wir  diese  Gleichung 
vierstündiges  Intervall  ausdehnen.  Doch  versuchte  ich  es 
Vergleich  der  Rechnung  mit  der  Wirklichkeit.  Zi i  dem  L 
ist  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (10)  mit  dem  Faktor  • 

in 

zu  multiplizieren  und,  wenn  das  ^  für  4Stunden 

7,oo  Zoll  erhalten  werden  soll,  noch  mit  100. 
Dann  ergibt  sich 

m  =-3-2„. 

\  d  t  /  4  st.,  'Zi«,  z.  r -ßen- 

Die  zu  erwartende  Druckänderung  ist  also  von  d*  * 
Ordnung  des  hundertfachen  reziproken  Wertes  der  a 
senen  Fläche  in  Zehntel  Quadratzentimeter,  d.  i.  des  <fc. 
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Auf  Karte  5  findet  man  die  Ergebnisse  der  Gleichung  (11) 
auf  die  Isobaren-  und  Isothermenkarte  vom  3.  Jänner  8h  p. 
angewendet.  Die  Linien  gleicher  Luftdruckschwankung  sind 
von  10  zu  10  Hundertel  Zoll  gezeichnet.  Da  an  allen  Orten,  wo 
die  Isothermen  oder  Isobaren  weit  voneinander  liegen,  sowie 
in  der  Nähe  der  Kartengrenzen  eine  abgegrenzte  Fläche  nicht 
gebildet  wird,  können  die  ^  dort  auch  nicht  bestimmt  werden; 
darum  enthält  die  Karte  5  so  spärliche  Daten  zur  Zeichnung 
der  Kurven.  In  Karte  6  sind  die  tatsächlich  während  der 
4  Stunden  von  8  bis  12'1  p.  beobachteten  Druckschwankunger. 
in  ähnlicher  Weise  eingetragen.  Ein  kurzer  Überblick  zeigt  die 
Übereinstimmung  in  der  Verteilung  der  Steig-  und  Fallgebiete. 
Die  Nullkurven  haben  ungefähr  dieselbe  Lage;  genauer  gesagt, 
sind  sie  auf  Karte  6  etwas  mehr  im  Osten.  Das  Steiggebiet  der 
Kurve  mit  der  Bezeichnung  10  umschließt  in  beiden  Karten 
ungefähr  die  gleichen  Klächenräume,  ist  aber  auf  Karte  (3  auch 
östlicher  gelegen.  Hingegen  ist  der  berechnete  Druckanstieg 
innerhalb  dieses  Gebietes  bedeutend  größer  als  in  Wirklichkeit; 
derselbe  wäre  da  im  Maximum  50,  in  Wirklichkeit  nur  lb 
(Alpena).  Ähnlich  verhält  es  sich  im  westlichen  Fallgebiete.  Es 
ist  dies  nicht  zu  verwundern:  wo  der  Druck  sich  um  8hp.am 
stärksten  ändert,  zwischen  den  nordamerikanischen  Seen,  wird 
dieses  Maximum  der  Änderung  gewiß  nicht  durch  alle  4  Stunden 
anhalten,  sondern  sich  während  dieser  Zeit  örtlich  verschieben. 
Daher  ist  es  ein  unrichtiger  Vorgang,  das  Maximum  der  Druc- 
änderung  der  Zeit  proportional  zu  setzen  und  darum  gelangt 

man  zu  diesen  extremen  Werten.  Wo  die  ■£  während  der 
4  Stunden  keinen  so  großen  Schwankungen  unterliegen,  scheint 
die  Übereinstimmung  zwischen  Rechnung  und  Beobachtung 
ganz  befriedigend,  wenn  man  bedenkt,  daß  unrichtige  Grundlagen 
ebensogut  das  Tausendfache  des  beobachteten  Wertes  hatten 
ergeben  können.  ^ 

Die  östliche  Verschiebung  der  Kurven  auf  Karte  6  gege 
jene  auf  Karte  5  hängt  natürlich  auch  mit  der  Anwendung  ü 
Differentialgleichung  auf  einen  längeren  Zeitraum  zusamme  ■ 
Dieser  Übelstand  wird  vorhanden  sein,  solange  die  Differentia 
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gleichung  nicht  integriert  ist,  doch  läßt  sich  da  trotzdem  eine 
Verbesserung  anbringen. 


III. 

Aus  den  Gleichungen  (2)  und  (9)  ergibt  sich: 

I  T  _        CpRT*         opb T 

pHcpT+AgH)  ~f"  (I2) 

Die  Änderung  der  Temperatur  läßt  sich  demnach  auf  die- 
selbe Weise  wie  die  des  Druckes  mit  Hilfe  der  Flächen  / 
berechnen.  Es  ist  nun  klar,  daß  zu  einer  bestimmten  Zeit 
sowohl  Druck  als  Temperatur  der  Veränderung  unterliegen  und 
mit  dem  Drucke  auch  die  Windrichtung  und  -stärke.  Folglich 

wird  der  Klammerausdruck  in  Gleichung  (7)  *P-  dT     *T.  aZL 

sich  nicht  nur  infolge  des  *p-,   sondern  auch  des  8/  fort- 

o/  9/ 

während  verändern;  nicht  nur  die  Druck-,  sondern  auch  die 
Temperaturgradienten  sind  von  der  Zeit  abhängig.  Ein  Über- 
blick über  die  nach  einem  endlichen  Zeitintervall  zu  erwar- 
tenden Druckänderungen  wird  daher  noch  schwerer  zu  erhalten 
sein,  als  wenn  die  Änderung  aus  der  Druckverteilung  allein 
abgeschätzt  werden  sollte.  Es  läßt  sich  dies  leichter  formulieren, 
wenn  wir  den  zweiten  DitTerentialquotienten  zu  Hilfe  nehmen. 
Man  kann  ja  daran  denken,  die  Gleichung  (7)  auf  ein  recht 

kurzes,  aber  endliches  Zeitintcrvall  \t  anzuwenden,  die  — 

für  dieses  also  zu  berechnen  und  sie  zu  der  anfänglichen  Druck- 
verteilung zu  addieren,  um  die  zur  Zeit  Al  herrschende  zu 
erhalten;  dann  kann  man  analog  die  neue  Temperaturverteilung 
zur  Zeit  A/  berechnen,  auf  diese  beiden  wieder  die  Gleichung  (7) 
anwenden,  um  die  Verteilung  der  beiden  Elemente  zur  Zeit  21t 
zu  bestimmen,  und  dies  so  lange  fortsetzen,  bis  man  zum 
gewünschten  Zeitpunkte  nll  gelangt  ist.  Dieses  Verfahren 
wäre  äußerst  mühevoll,  könnte  aber  zum  Ziele  führen.  Ein 
anderes  ist  das  folgende: 
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Es  sei  p'  der  Druck  nach  Verlauf  der  Zeit  dt  p"  derselbe 
nach  der  Zeit  2 dt,  dann  ist 

p'  =  p+^dt,  p"  =  p'+-P'dt 

oder 

p»  =  p+2^dt+-c2?dr, 

y       y       8/  3/2 
Zur  Berechnung  von  p"  handelt  es  sich  also  noch  darum, 

82/? 

—  zu  bilden.  Aus  der  Gleichung: 
röt2 

_  SHcr       l*P  87  _  ?I  M 

ä/~      (cpT+AgH)\  W  öy  ^ 

rindet  man,  wenn  der  Faktor  vor  dem  Klammerausdruck  zur 
Vereinfachung  konstant  angenommen  und  mit.  M  bezeichnet 

wird:  8/7  Zp  W  {öT  ' 

r-p       ,,(öäl   zt    ^h'W^^Jy  *pöJx\ 

Bezeichnen  wir  den  Klammerausdruck  der  Gleichung  (j) 

mit  V,  schreiben  also  ~  =  — 3/V,  so  wird 

o  t 

-MJ^^  +  M-*yVx  +  hx~h'  ^ 
Die  ersten  beiden  Glieder  des  Ausdruckes  sind  ganz 
analog  gebaut  dem  Ausdruck  von  ~j  selbst,  mit  dem  Unter- 
schiede, daI3  ein  anderer  Faktor  (-3/*)  an  die  Stelle  wuV 
getreten  ist  und  statt  des  Druckes  P  der  Ausdruck  v  \-- 
kommt.  Die  beiden  letzten  Glieder  könnten  durch  Gleichung 
in  analoger  Weise  ausgedrückt  werden.  Wenn  es  mogic 
statt  T  eine  Größe  einzuführen,  die  von  der  Zeit  unabnan  , 


8/* 


VJIC     vuii    »-•>-•    —  . 

en  Glieder  verschwinden  und 
die  Gleichung  für  ^  wäre,  wie  gesagt,  der  für  7{  ßanZ 


ist.  so  würden  die  beiden  letzten 

die  Gl< 
analog. 
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Eine  solche  Möglichkeit  ist  nun  vorhanden,  und  zwar 
indem  man  statt  T  die  in  der  Gleichung  (1)  eingeführte  Höhe  H 
wählt,  in  welcher  sich  der  Luftdruck  mit  der  Zeit  nicht  mehr 
ändert.  H  ist  von  der  Zeit  unabhängig,  aber  variabel  mit  den 
Koordinaten  x  und  y.  Wir  differenzieren  die  Gleichung  (1) 
nach  x  und  y  partiell  und  erhalten: 

8*     RT'V  8*  8W 


dy~ RlA     dy  '  Zy) 


und,  wenn  wir  die  erste  Gleichung  mit  \P ,  die  zweite  mit  ~ 

vy  öx 

multiplizieren,  addieren  und  umformen: 


tx  dy  '  ~  8*  %y~  H  X&  v  "dy"  '  hx  Zyj 


(13) 


und  mithin  sogleich: 


cr#T       (%P*H  J_P*J£' 
8/  ~~  "    (AgH+  cpT)\\ZxZy~~hyJx 


(14) 


Auf  die  obige  Bemerkung  zurückkommend,  erhält  man 

dH  8 "  v 

also  auf  diese  Weise,  da  -—  =  0  ist,  einen  Ausdruck  für  -~  y 

dp  Ö 
der  jenem  für        ganz  analog  gebaut  ist;  man  braucht  nur 

statt  des  Druckes  p  den  Wert  V'  =  ^^  — ein- 

8*  8v      8*  dy 

zusetzen.  Dieser  Ausdruck  ist  wieder  verkehrt  proportional 

dem  Flächeninhalt,  den  die  Isobaren  mit  Linien  gleicher  Höhe, 

in  welcher  der  konstante  Druck  pt  herrscht,  einschließen.  Diese 

Linien  sind  mit  der  Zeit  nicht  veränderlich.  Haben  wir  eine 

Karte  für  V  entworfen,  so  geben  uns  die  Flächen,  welche  von 

den  Linien  gleicher  Höhe  und  gleicher  V  gebildet  werden,  ein 

Maß  fÜr  W'  0ffcnbar  kann  man  dies  fortsetzen  und  ^  auf 

analoge  Weise,  stets  dieselben  //-Linien  benützend,  bilden. 

Doch  müssen  wir  uns  nun  über  die  Berechnung  und  den 
Verlauf  der  //-Linien  selbst  orientieren. 
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Nach  Gleichung  (1)  hängt  H,  die  Höhe,  in  welcher  der 
Luftdruck  sich  mit  der  Zeit  nur  ganz  wenig  und  kontinuierlich 
im  Verlauf  der  Jahreszeiten  ändert,  von  p}pl  und  T  ab.  Der 
Luftdruck  an  der  Erdoberfläche  ist  durch  Beobachtung  für 
jeden  Ort  gegeben,  der  Druck  p^  wird  für  alle  Orte  gleich 
gesetzt;  somit  fehlt  uns  nur  T  zur  Berechnung  von  H  aus  der 
Gleichung  (1).  Die  Mitteltemperatur  der  Luftsäule  zu  einer 
bestimmten  Zeit  ist  nicht  bekannt.  Ich  habe  daher,  da  H  für 
einen  längeren  Zeitraum  konstant  sein  soll,  zur  Berechnung 
dieser  Größe  nicht  die  Einzelbeobachtungen,  sondern  die 
Monatsmittel  hergenommen  und  für  die  Mitteltemperatur  der 
Luftschichte  im  Monatsmittel  einen  Wert  benützt,  der  sich  aus 
linearer  Temperaturabnahme  nach  der  Höhe  vom  Erdboden 
aus  ergab.  Sei  o  die  Temperaturabnahme  bei  einer  Erhebung 
um  1  im,  r0  die  absolute  Temperatur  an  der  Erdoberfläche,  so 
erhält  die  barometrische  Höhengleichung  die  Form: 

Nach  Gleichung  (16)  wurden  die  Höhen  nun  berechnet, 
indem  für  Pi  ein  konstanter  Wert,  für  T0  das  Monatsmittel  der 
Temperatur,  für  p  das  des  Luftdruckes  der  betreffenden  Station 
eingesetzt  wurde. 

Auf  das  anfängliche,  aus  gleichzeitigen  Druck-  und  Tem- 
peraturschwankungen abgeleitete  Resultat  zurückgreifend,  nac 
welchem  H  der  Größenordnung  nach  3500  m  betragen  sol, 
wurde  zunächst  p,  —  492  mm  gesetzt,  ein  Druck,  der  ungefa  r 
dieser  Höhe  entspricht.  Da  aber  jenes  Resultat  auch  aus  der 
Anwendung  einer  Differentialgleichung  auf  einen  längeren  Zeit- 
raum (4  Stunden)  abgeleitet  war,  schien  es  wahrschemlic  , 
daß  H  in  Wirklichkeit  größer  ist  als  3500  im.  Ich  bcrcchne* 
daher  auch  die  Höhen  H  für  eine  Größenordnung  dersel  en 
von  5000  w.  d.  i.  />,  =  409  mm,  und  schließlich  noch  für  zir'a 
10.000  m  oder  />,  =  217  Der  wahrscheinlichste  dieser  rei 
Werte  scheint  mir  der  zweite,  pt  =  400  m im. 
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Die  aus  den  31  Jännertagen  mit  täglich  sechs  Termin- 
beobachtungen gebildeten  Mittelwerte  p  und  T0,  die  zur  Ver- 
wendung kamen,  sind  mit  den  berechneten  Höhen//,  (492  ww), 
H,  (409  mm)  und  Hz  (217  ww)  in  der  folgenden  Tabelle  zu- 
sammengestellt. Ks  wurde  durchwegs  eine  Temperaturabnahme 
von  O-.VC.  pro  Hektometer,  also  8  =  5.10"3  angenommen, 
was  im  Monatsmittel  wohl  keine  allzu  großen  Fehler  hervor- 
gebracht hat  (die  Station  Denver  ausgenommen). 


Tabelle  III. 


Station 
===== 

/' 

in  Milli- 

T0  in 
Celsins- 

1  //, 

H2 

meter 

i  graden 
abs. 

in  Hektometer 

1 

Abilene 

O  O  /\  _  O 

280-8 

350 

49-1 

100-0 

1  Alhnnu 

63  5 

68*1 

334 

46-8 

95-5 

60-0 

60-3 

32-9 

46 -2 

94  3 

6o-0 

79-5 

35-0 

49-0 

996 

Bismarck  

Ha  -  q 

ü/"4 

4;>- 1 

91  -7 

Ii  i  *  ffn  t  ,-v 

61  -7 

69-5 

33  4 

46-9 

95  7 

^nicago  

63-7 

66-;> 

33  2 

4G-G 

94  9 

Columbus  

64-5 

69-9 

33  •  7 

47-2 

96-2 

62*2 

78-8 

346 

48-6 

99  2 

Des  Moines  

64  7 

657 

33-2 

46-5 

948 

Detroit  

62  3 

70-3 

33-6 

47-  l 

95-1 

Dodge .... 

65-0 

73  7 

343 

48-0 

975 

Duluth  

61-1 

60-9 

32  3 

453 

92 -G 

Eastport  .... 

Hl-1 

GS -8 

33  3 

46-7 

95-5 

El  Paso  .  .  . 

02-2 

85-5 

35*  5 

49-7 

101  -6 

i  E.squimault  .... 

58  •  5 

76-0 

33  9 

47-7 

97-7 

Galveston  .  . 

63  2 

84-9 

35-4 

49  7 

101-4 

Halifax  

60-9 

70-1 

33  •  4 

469 

96-0 

65-0 

00- 1 

326 

45-6 

92-7 

Helena  

63-6 

708 

33-7 

47-3 

96  •  5 

(55-  1 

60  1 

32-6 

45-6 

927 

Independence . . . 

62  4 

82  -  1 

35  0 

49  2 

100-2 

Indianopolis 

63- 5 

69  -5 

33  6 

47  -  l 

96  0 

Jacksonville  . 
Kansas 

•  ••«.....  

64  7 

85-8 

35-7 

50  •  0 

101-8 

65 -9 

G9  •  8 

33-8 

474 

96-4  | 

Key  West 

(34-4  ' 

93-6 

36-7 

51  -4 

104-0 

Knoxville  . , 

65  •  0 

76-7 

34  •  G 

48-5 

9S-G 

Digitized  by  Google 


1200 


F.  M.  Exner, 


Station 


Linie  Rock  . . . 
Lynchburg  . . • 
Marquette  .... 

Montreal   

Nantucket  

Nashville  

New  York .... 
Roseburg  .... 

St.  Louis  

St.  Paul  

Salt  Lake  City 
San  Diego 
San  Francisco 

Santa  Fe  

Snvannah   

Spokane   

Vicksburg 
Washington  .  , 
Wilmington  . . 
Winnipeg 
Yuma  


p 

TL  f  "11 1 
II1CIV1  1 

Tn  in 
Celsius-  1 
graden  | 

abs. 

u 
n\ 

764*5 

276  5 

346 

64-1 

75'4 

344 

60-9 

647 

32-7 

61*2 

636 

326 

62  2 

73' 1 

33-9 

64- 1 

75'8 

34-4 

63'2 

71-6 

338 

59  0 

77-5 

34-1 

64-6 

70  4 

33-8 

63*8 

59  9 

32-4 

638 

77-8 

34-7 

63-1 

84-5 

354 

62-5 

82-2 

35- 1 

63-3 

81'2 

35-0 

64-9 

83- 1 

35-4 

61-8 

732 

339 

64'2 

8T5 

35- 1 

63  9 

72-Ü 

34  1 

64-4 

80-4 

35-1 

659 

52  2 

31-6 

62-6 

85-3 

35-4 

-.11   ■•  Oithnlfe 


48-4 
48"  1 

46-  0 
45'8 

47-  6 
482 

47-  4 
480 
473 
45-4 

48-  6 
497 

49-  2 
49-1 
49-6 
475 
492 
47-7 
49'1 
44-3 
49-8 


98-5 
98-2 

94-  0  | 
93-7 

97-  1 

95-  I 
96'7 
9S4 

96-  5 
92-6 

98-  9 
101-3 
100-4 

100-  1 

101-  0 

97-  1 
100-2 

97-2 

99-  9 
90-0 
101  5 


Auf  den  Karten  7,  8  und  9  sind  die  Werte  von  H„  H,  u 
H%  eingetragen  und  Linien  gleicher  Höhe  H  geze,chnet,  ^ 
Karte  7  mit  einer  Differenz  der  Kurvenkonstante  von  u  , 
Karte  8  von  0"5,  auf  Karte  9  von  10  Hektometer. 

Diese //-Linien  zeigen  auf  allen  drei  Karten  «"«»»T^ 
Verlauf;  die  Westseite  und  einiges  weniger  die  Ostsei  ^ 
Kontinentes  sind  durch  große  //-Werte,  der  zentral  ^ 
Nordamerikas  durch  kleine  //-Werte  charaktensicrl,J*  ^ 
winterlichen  Temperaturverteilung  entspricht;  es  a  n 
Temperatur  in  Gleichung  (10)  den  Haupteinnuß.  Im  al  ge 
nimmt  natürlich  //  gegen  Norden  stark  ab. 
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Karte  8.  //..-Linien  für  /?,  =  400  mm. 
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Gleichung  (14)  läßt  sich,  analog  zu  Gleichung  (9),  auch 
folgendermaßen  schreiben: 


  cpjT   Ip.ZH 

Yt—~~{cpT+AgH)\  f 


(17) 


Hier  ist  unter  /'  der  Flächeninhalt  verstanden,  den.  wenn 
man  die  Isobarenkarte  und  die  //-Karte  übereinanderlegt,  zwei 


Karte  9.  //.^-Linien  für     =  217  mm. 

benachbarte  Isobaren  mit  zwei  benachbarten  //-Linien  ein- 
schließen; IH  ist  die  Wertdifferenz  zweier  bcnach^ 
//-Linien;  also  wäre  bei  Benützung  von  Karte  7  Iii  -  • 
bei  Karte  8  8//=  50  w,  bei  Karte  9  %H  =  100  m  zu  setzen 

Im  übrigen  ist  die  Anwendung  von  Gleichung  [U) 
selbe  wie  die  von  Gleichung  (9).  Setzen  wir  wie 
obigen  Beispiel  für  Druck-  und  Temperaturkarte //-^j^ 
7=260°  und  X=9  3.10  5,  ferner  o/>  =  01  Zoll,  5#=w 
so  ergibt  sich 

1  —    9-3. 101  '  ; 
bt  f 
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und  da  /',  analog  der  früheren  Auswertung  wieder  gleich  ist 

55:>M0ß.100 
trx  n  ntt  , — ,  so  wird 
10.2-8s<p£ 

\Pt=  -7-23.10-^,  (I8) 

wo  y'g  sich  auf  Isobaren-  und  Höhenkarte  bezieht. 

Berechnen  wir  nun  ^  wieder  für  4  Stunden  und  in 
Vioo  Zo1',  so  finden  wir  schließlich 

Ich  habe  analog  dem  früheren  Vorgange  die  Karte  für  Hx 
auf  Pauspapier  übertragen,  auf  die  Isobarenkarte  vom  3.  Jänner, 
8hp-  aufgelegt  und  mit  dem  Planimeter  die  Flächenstücke,  welche 
von  den  Isobaren  und  //-Linien  gebildet  werden,  bestimmt, 

daraus  ^  berechnet  und  die  Werte       nach  Gleichung  (19) 

auf  einer  Karte  eingetragen.  Durch  Ziehen  der  Kurven  gleicher 
Druckänderung  ergibt  sich  so  die  Karte  10.  Ein  Vergleich  mit 
den  beobachteten  Änderungen  auf  Karte  6  und  den  mittels 
der  Isothermen  berechneten  auf  Karte  5  zeigt,  daß  die  neue 
Berechnung  zumindest  ebenso  gute  Resultate  liefert  wie  die 
mittels  der  Isothermen  clusgeführte.  Tatsächlich  hat  der  Verlauf 
der  Kurven  auf  Karte  10  sogar  mehr  Ähnlichkeit  mit  jenen 
der  Karte  6.  Insbesondere  sind  keine  so  extremen  Werte  der 
Druckschwankungen  mehr  vorhanden;  die  größte  berechnete 
Änderung  ist  0'3  Zoll  gegen  0-5  von  früher. 

Die  Verwendung  der  innerhalb  eines  Monates  als  unver- 
änderlich angenommenen  //-Linien  scheint  somit  gerecht- 
fertigt; es  läßt  sich  aussprechen,  daß  die  Druckänderung 
an  der  Erdoberfläche  dem  Flächeninhalt  verkehrt 
Proportional  ist,  den  zwei  benachbarte  Isobaren  mit 
zwei  benachbarten  //-Linien  einschließen.  Die  Be- 
nutzung dieser  Höhenlinien  erleichtert  aber  die  ganze  Sache 
ungemein,  da  wir  jetzt  statt  zweier  Variabein  nur 
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mehr  eine  haben,  nämlich  den  Druck,  und  die  Temperatur 
vollständig  aus  der  Rechnung  ausgeschaltet  wird. 

Daß  die  Karte  10  besser  mit  0  übereinstimmt  als  die 
Karte  5  hat  wohl  darin  seinen  Grund,  daß  die  Anwendung 
unserer  Differentialgleichung  auf  einen  längeren  Zeitraum 
weniger  Fehler  mit  sich  bringt,  wenn  nur  eine  Grüße,  der 
Druck,  sich  wählend  dieser  Zeit  ändert,  nicht  auch  die  zweite 
Größe. 


Karte  10.  a/  am  3.  Jänner,  S»'  p.,  aus  Isobaren  und  //,-Linien  berechnet. 

Auch  noch  aus  einem  anderen  Grunde  wird  man  aut 
Weise  zu  besseren  Resultaten  kommen  als  mit  Benutzung  |- 
Isothermenkarten;  die  ganze  Rechnung  setzte  nämlich  a  ^ 

tische  Zusiandsänderung  voraus  und  diese  wird  dljlc 

•    r>  ••  n    W  viel  besser 
Mitteltcmperatur  der  Luftsäule  und  die  GroUe  n  ^ 
ausgedrückt  werden  als  durch  die  an  der  Erdoberfläche  ^ 
achtete  Temperatur,  die  in  den  Isothermenkarten  zur 
wendung  kam. 

Besondere  Bequemlichkeit  bietet  die  Verwendung 

j    ♦  t  Hie  Änderung 
//-Linien,  wenn  man,  wie  schon  oben  angedeutet,  uic 
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der  Luftdruckverteilung  während  eines  längeren  Zeitraumes 
durch  Übereinanderlegen  der  Änderungen  in  kürzeren  Zeiten 
stufenweise  aufbauen  will;  man  legt  der  Arbeit  dann  stets 
dieselbe  //-Karte  zu  Grunde  und  sieht  von  der  Temperatur- 
änderung ganz  ab. 

Die  Bildung  des  zweiten  DirTerentialquotienten  — P-  zur 

et2 

Bestimmung  von  p"  (siehe  p.  1 190)  ist  nun  auch  sehr  einfach; 
schreibt  man  die  Gleichung  (17)  in  der  Form: 

37  =  —»  f—-=—*Zp^Hi 

und  betrachtet  zur  Vereinfachung  den  Faktor  a  als  konstant,  so 
findet  man,  da 

S/>  (lp  dH     rcH  hp\       J    2H  rt 


—  =  rföplH  r-  r     .    _L  ; 


der  Klammerausdruck  ist  wieder  einer  Fläche  f[  verkehrt  pro- 

porüona,:  \£™ .  JALV.  =  W™ ,  wo  S?'  die  Differenz 
ax   dy       dx   dy  J{ 

der  Kurvenwerte  auf  einer  Karte  bedeutet,  auf  der  statt  der 
ry  die     selbst  eingetragen  wurden,  und  //  die  Fläche  ist,  die 

von  zwei  benachbarten  '{'-Linien  und  den  //-Linien  ein- 
geschlossen wird;  somit  wird: 

r-P_  a?o;> (3 //)%'  ,9(T| 
3/3  -         />  ^  ' 

//  hat  wieder  positives  oder  negatives  Vorzeichen,  was 
sich  aus  der  obigen  Gleichung  leicht  bestimmen  läßt;  wird 

nämlich  das  Koordinatensystem  so  gedreht,  daß       —  0  ist 

(an  einer  Stelle),  die  rp'- Linien  also  zur  Y-Achse  parallel  gehen 

r\  r  r 

(von  Nord  nach  Süd)  und  ist     -  positiv,  was  gleichfalls  durch 

dy 
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Wahl  des  Koordinatensystems  gemacht  werden  kann,  so  ist 
fl  positiv  zu  nehmen,  wenn  f-  positiv  ist  oder  auch,  bei 
Benützung  der  Karte  für  ^\  wenn  die  Druckänderung  ^ 
nach  der  positiven  .Y-Achse  zu  abnimmt;  dann  wird  folglich 
auch        positiv  sein,  der  Druck  mit  der  Zeit  weiter  zunehmen. 

Betrachten  wir  Karte  10,  so  bedeutet  dies  z.  B.:  zwischen  dem 
Fallgebiet  im  Westen  Amerikas  und  dem  Steiggebiet  in  der 

Gegend  der  großen  Seen  ist  auf  der  Linie  -|  =  0  die  Änderung 
des  -P  nach  der  positiven  X-Achse  zu  positiv,  folglich 
negativ  und,  da  ^  positiv  ist,  g  negativ;  d.  h.  es  wird 
zwischen  diesen  beiden  Gebieten  im  zweiten  Zeitintervall  der 
Druck  fallen,  nachdem  er  im  ersten  Intervall  im  Westen  der 
Nullinie  bereits  gefallen,  im  Osten  derselben  aber  gestiegen  n>i 
Das  Steig-  und  Fallgebiet  wird  sich  somit  weiter  gegen  Osten 
bewegen. 

Man  kann  sich  diese  ganze  Überlegung  ersparen,  wenn 
man  sich  vorstellt,  daß  um  die  Steiggebiete  die  Luft  \ 
antizvklonaler,  um  die  Fallgebiete  in  zyklonalerRicti- 
tung  strömt.  Wird  die  Luft  bei  dieser  Bewegung  m  ein 
Gebiet  kommen,  wo  H  kleiner  ist,  so  wird  ^  negativ,  wird 
solches  Gebiet  kommen,  wo  H  größer  ist,  so  wi 


sie  m  ein 


positiv  sein.  Man  kann  also  die  zeitliche  Änderung 

des  \Pf  ebenso  beurteilen,  wie  die  Änderung  des  p 

selbst,  indem  man  statt  der  Gebiete  hohen  DrU^* 
die  Steiggebiete,  statt  jener  tiefen  Druckes  die 
gebiete  setzt.  Auf  diese  Weise  scheint  es  möglich,  ohne  ei 
neue  Karte  zu  konstruieren,  eine  Korrektion  für  die  Ungena 
keit  der  Berechnung  der  Karte  von  ^  für  einen  endlichen 
Zeitraum  vorzunehmen,  da  ein  Steigen  oder  Fallen  als  ra>ch 
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vorübergehend,  das  andere  als  mit  der  Zeit  noch  zunehmend 
sich  herausstellen  wird. 

Es  ist  in  dieser  Arbeit  nicht  versucht  worden,  den  an- 
gegebenen Weg  wirklich  zu  gehen,  da  die  erforderlichen 
Arbeiten  zu  groß  sein  würden  und  es  sich  vorläufig  nur  um 
die  Pnnzipe  handelt,  nach  denen  eventuell  eine  praktische 
Lösung  des  Problems  in  Angriff  genommen  werden  kann  ' 

Natürlich  läßt  sich  die  Änderung  der  Mitteltemperatur 
analog  zu  Gleichung  (12)  auch  mittels  der  Fläche  /',  welche 
von  Isobaren  und  tf-Linien  gebildet  wird,  ausdrücken;  man 
erhält: 

*T  _  cvRT*   Zp%H 

3/      pHl(cpT+AgH)  ~~f'~~'  (21) 


Die  hier  benützte  Größenordnung  für  H  (3500  *»)  ist  wohl 
weniger  wahrscheinlich,  als  wenn  wir  H  =  5000  m  im  Durch- 
schnitt setzen,  uns  also  der  Karte  8  bedienen.  Die  Zahlen- 
auswertung für  diesen  Fall  soll  hier  für  die  Gleichung  (1?) 
noch  durchgeführt  werden.  Berechnet  man  für  die  gleiche  geo- 
graphische Breite  und  (der  Einfachheit  halber)  für  dieselbe 
Mitteltemperatur  von  260°  wie  früher  —  der  Einfluß  einiger 
Grade  kommt  in  dem  Faktor  der  Gleichung  (1 7)  nicht  stark 
in  Betracht,  solange  es  sich  uns  nur  um  die  Größenordnungen 

handelt -den  Faktor  ~ ^^y,  so  erhält  man  9.10*. 

Ua  0/7  =  0- 1,  8//  aber  hier  50  tu  ist  und  /'  wie  früher  in  den 
dtirch  Ausmessung  auf  der  Karte  ermittelten  Wen  <p£  um- 
gewandelt wird,  so  ergibt  sich 

^=-M.10-«?£  (22) 

Wo  Ü  aus  der  Isobarenkarte  und  der  Karte  für  H2  ermittelt 
wird.  Für  4  Stunden  ergibt  dies  die  Druckänderung  in  Hun- 
dertel Zoll: 
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Da  der  Verlauf  der  Kurven  J/L  und  tf2  auf  den  Karten  7 
und  8  ungefähr  derselbe  und  nur  ihr  Abstand  voneinander  auf 
der  letzteren  etwas  größer  ist,  mithin  <p?  etwas  kleiner  als 
ff'g  sein  wird,  werden  die  Berechnungen  mit  Gleichung  (23) 
ziemlich  dieselben  Ergebnisse  liefern  wie  jene  mit  Gleichung(lfy 
nur  werden  die  Druckänderungen  etwas  größer  ausfallen.  Von 

einer  Reproduktion  der  Karte  für  ^  analog  jener  mit  Hx 

berechneten  (10)  ist  darum  hier  abgesehen  worden;  ebenso  von 
einer  Berechnung  für  Hv  die  Höhe  von  10.000 «,  welche  natur- 
lich noch  größere  Druckschwankungen,  aber,  wie  man  aus  der 
Ähnlichkeit  der  Karte  9  mit  den  beiden  vorhergehenden  ent- 
nimmt, qualitativ  dasselbe  erwarten  läßt. 

Wie  schon  oben  betont  wurde,  scheint  mir  der  mittlere 
Wert  H2  der  wahrscheinlichste  und  soll  auch  später  noch  ver- 
wendet werden. 

IV. 

Es  war  ein  ungenaues  Vorgehen,  die  Gleichung  für  die 
zugeführte  Wärme  [Gleichung  (5)]  ohneweiters  auf  die  ganz 
Luftsäule  von  der  Höhe  H  anzuwenden,  da  sie  doch  nur 
die  Masseneinheit  des  Gases  gilt  und  in  der 
und  Temperatur  variabel  sind.  Darum  gebe  ich  im  folgend« 
noch  eine  genauere  Berechnung  der  Druckänderung  mit 
Zeit  aus  Druck-  und  Temperaturgradienten  und  hin 
allerdings  genötigt,  eine  Annahme  über  die  Temperaturanderu  g 
mit  der  Höhe  einzuführen.  die 

Ich  mache  dieselbe  Voraussetzung,  wie  sie  ™*nJ^d& 
Monatsmittel  schon  gemacht  wurde,  nämlich  die  einer  na ,  ^ 
Höhe  linearen  Temperaturabnahme  8,  wonach  die  barorne 
Höhenformel  folgendermaßen  geschrieben  werden  kann. 


P-Po 


Hier  bedeutet:  p,  T  Luftdruck  und  Tcmp^^äc^; 
Höhe  h ;  Poi  T0  Luftdruck  und  Temperatur  an  der  Erdo 

-  £  hat  dieselbe  Bedeutung  wie  bisher.  Wir  schreibe 
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Gleichung  (5)  in  der  Form  ^ß-  =  Cp^-Aä?.  f,r  H- 

di       P  dt       p  1t'    Ur  d,e 
ganze  Luftsäule  von  h  =  0  bis  h  =  H  wird  dann- 

Im  Falle  der  adiabatischen  Bewegung  der  Luftsäule  als 
Ganzes  wird  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  Null  und  wir 

erhalten,  wenn  p  =  /— , 

KT' 

arJo  T-Jtdh-jo  ~di 

Aus  Gleichung  (24)  ergibt  sich,  wenn  d±-Qt  also  keine 

a  t 

vertikale  Bewegung  vorhanden  ist,  durch  Differentiation  nach 

derzeit:  ^  =  ^*Jjy.P«W(T\^dTn 

dt      dt  \rj      "  T*  ~~\T~!     ~dT;  es  lst  naml,ch 
M__dT0  °*      .  ,T 

dt  -'dl'  Setzen  vvir  diese  Werte  ^r        und  -   in  die 

dt  dt 

obige  Gleichung  ein,  indem  vvir  auch  noch  p  durch  Gleichung  (24) 
ausdrücken,  so  erhalten  wir: 


j  dh  + 


Sei  AR  ~  x;  Po»  To  und  ist  natürlich  von  h  un- 

abhängig, folglich  wird: 


dT, 


dt  T}  / 

0 1/0 


o 

n-Khdh 


dt_  r} 

79* 
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und 

r 


— —  r 

8  Jo 


T*-ldT= 

 1_ 

'  8 


Xu  i 


TUT  — 


5 


Ii 
ß 


0 

ff 

ü 


8(P+D 


1+1 


hier  ist  für  Ä  =  H  T=Tn  gesetzt. 
Ferner  ist: 


8»? 


und  folglich  die  obige  Gleichung: 

rj1       ß       <"  P+1 

,  <*20  _  a^2i 

*?-3?  20?-r»  *°ß<i< 


27 


Ich  setze  nun 


dann  wird  nach  einiger  Umformung: 


Po  dt 


(l-|tt)  = 

i  ^r. 


r0  <//  Lß 
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Gleichung  (24)  wird  für  die  Höhe  H:  pH  =  p0  ^To~^H\\ 

Wie  bei  der  früheren  Rechnung  setzen  wir  auch  hier  wieder 
voraus,  daß  pH  in  der  Höhe  H  konstant  sei,  also  weder  von 
der  Zeit  noch  den  Koordinaten  abhänge.  Dann  folgt  durch 
Differentiation  dieser  Gleichung  nach  der  Zeit: 

—  — °-  =  1  dH       tTo  JL 
T0   dt      H   dt       $ZH  Po  dt  ' 

Bezeichnen  wir  den  Ausdruck  in  den  eckigen  Klammern 
der  rechten  Seite  in  Gleichung  (25)  mit  A,  so  wird  die  letztere 
mit  Benützung  der  eben  abgeleiteten  Beziehung: 

1    dPo  r/t         x*„       \  ß(l — t)  AdH 

H  ist  von  der  Zeit  als  unabhängig  anzunehmen,  daher 

dH        3//  dH 

 —  u  h  v  ; 

dt  3  x  dy 

auch  ist 

dt       ht  *U  3*  *V  Zy 

Wie  früher  sei  u  =  \       ,  v  =  -  ±-  ^ .  Wir  nehmen 

«  und  v  an  der  Erdoberfläche  an  und  setzen  daher  p=z^; 
dann  wird:  0 

^Po__lPo     dH  _     RT0(ÜPo  M     W  tp0\ 
dt       3/  '     dt  Xp0  \tx  dy      3*  ~3_y/ 

Setzen  wir  diese  Werte  noch  in  die  obenstehende  Gleichung 
ein,  so  erhalten  wir  schließlich: 

3/  \H[{\— {i.t)?(1— t)  +  zA]  K  } 

Diese  Gleichung  ist  vollkommen  analog  der  Gleichung  (14); 
nur  der  Faktor  ist  verschieden  und  hier  komplizierter. 
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Die  Auswertung  des  Faktors  in  Gleichung  (26)  soll  hier 
zum  Vergleich  mit  der  einfacheren  Rechnung  für  die  Höhe 
H%  =  5000  m  durchgeführt  werden.  Wir  setzen  zu  diesem 
Zwecke  p0-  760  mm,  To  —  270°,  8  =  5. 10"3,  /?  =  290,  ?  =  6 "9, 
fr  =  245,  t  =  0-91,  ji  =  t?  =  0'51  und  X  wie  früher  für 40 9 
Breite  und  es  ergibt  sich: 

W(*Jb*Z-*JL**\  (27, 
dt  Ö,1U  \3*   8y      3*  Zyl 

Für  den  Faktor  in  dieser  Gleichung  fanden  wir  oben  nach 
der  einfacheren  Rechnung  den  Wert  9. 104.  Man  erhält  folglich 
mit  Hilfe  dieser  umständlicheren  Methode  wesenüich  dasselbe 
wie  früher.   

Die  Annahme,  es  sei  keine  vertikale  Bewegung  vorhanden, 
ist  eigentlich  unhaltbar,  da  die  Luftsäule,  wenn  ihre  Höhe 
geringer  werden  soll,  notwendig  eine  absteigende  Bewegung 
haben  muß. 

Bei  der  Strömung  der  Luft  gegen  Norden  wird  nun  im 
allgemeinen  H  kleiner,  also  ist  die  absteigende  Bewegung  in 
Betracht  zu  ziehen,  bei  der  Strömung  nach  Süden,  wo  H 
durchschnittlich  größer  wird,  die  aufsteigende.  Es  ist  nicht 

schwer,  die  vertikale  Geschwindigkeit  ~ ,  die  in  der  Rechnung 

bisher  vernachlässigt  wurde,  zu  berücksichtigen.  Ich  nehme 
dazu  an,  daß  die  Luft  an  der  Erdoberfläche  keine  vertikale 
Bewegung,  die  in  der  Höhe  H  die  größte  in  dieser  Luftsäule, 

d  — ,  hat.  Für  eine  Schichte  in  der  Höhe  h  wird  dann  sein: 

d-h-äJL-U-H  oder  ^-AMa-Ä)-  W 
dt'  dt  dt~H\**        h>  ' 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  gelingt  es  leicht,  die  bishenge 
Rechnung  so  umzugestalten,  daß  die  vertikale  Komponente 
berücksichtigt  wird:  die  Wärmegleichung  bleibt  zunächst  un- 
geändert,  ebenso  Gleichung  (24);  deren  Ableitung  nach  der 

Zeit  wird  aber,  da  —  ^  vielmehr  jetzt  =  -rf  ~~°  ät 

dt  dt 

geworden  ist,  die  folgende  Gestalt  annehmen: 
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*P_     *Po  P_     $*Ph  \dT0      RT}_  (dp,  1H  _M  dp0\\ 
dt      dt  p0      TT0  Ldf+H\pQ\hx*y  hx 

Setzt  man  diese  Werte  für  4rr  und        in  die  Wärme- 

dt  dt 

gleichung  ein,  berücksichtigt  dann  die  Geschwindigkeiten  u 
und  v  in  der  früheren  Weise,  so  erhält  man: 

LdTo-__2lo  1  dPo  T0R  (lp0  dH  ZH  hp0\ 
T0    dt  ßöif  p0  dt    ~H\p0\9z   dy     '  8*  by J 

dT  2  J-T 

Wird  nun  --f  aus  der  Höhenformel  für  h  =  H  mit  -^—=0 
dt  dt 

ausgerechnet,  in  diese  Gleichung  eingesetzt,  so  erhält  man  nach 

etwas  mühsamer  Umrechnung  das  Folgende: 

lp_o   (i-p,t)(i^t)3»x/?r0  

ö/         XJ/[xt(1  — +      —  (xt)— t(1  —  it)p(g+l)]  ' 

(*p0  1H     bH  bPo\ 


(29) 


Diese  Formel  kann  in  ganz  gleicher  Weise  wie  die  frühere 
ausgewertet  werden.  Benützen  wir  dieselben  Annahmen  über 
die  Konstanten,  so  ergibt  sich  für  H2  =  5000  m  (im  Durch- 
schnitt): 

(30> 

Wie  man  sieht,  ist  der  Faktor  der  rechten  Seite  von  jenem 
der  Gleichung  (27)  der  Größenordnung  nach  nicht  verschieden; 
man  kann  somit  die  vertikale  Bewegung  tatsächlich  vernach- 
lässigen. 

Die  ganze  Rechnung  wurde  hier  für  Luftströmungen  über 
einer  Ebene  durchgeführt.  Es  wäre  eigentlich  erforderlich,  die- 
selbe auch  mit  Berücksichtigung  der  Erdkrümmung  zu  machen; 
das  wurde  in  dieser  Arbeit  nicht  getan.  Doch  läßt  sich  der 
Einfluß  der  Erdkrümmung  wenigstens  qualitativ  ungefähr  vor- 
stellen; gemäß  der  Kontinuitätsgleichung  würde  sich  die  Luft- 
säule bei  ihrer  Bewegung  nach  Norden  verengern  und  mithin 
verdichten,  bei  der  Bewegung  nach  Süden  erweitern  und 
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verdünnen  müssen.  Dies  würde  eine  Schwächung  der  Druck- 
abnahme bei  südlichen  Winden  und  der  Druckzunahme  bei 
nördlichen  Winden  hervorrufen,  die  Druckschwankungen  würden 
allgemein  dadurch  verkleinert  werden. 

Es  muß  noch  darauf  hingewiesen  werden,  daß  die  Ver- 
nachlässigung der  Reibung  bei  der  ganzen  Rechnung  doch, 
wenigstens  für  die  Druckverteilung  in  der  untersten  Luft- 
schichte, von  einigem  Einfluß  sein  wird.  Die  Gleichungen,  die 
abgeleitet  wurden,  gelten  natürlich  nur  für  eine  Ebene,  die 
ganz  frei  von  Störungen,  wie  Gebirgen,  ist.  Durch  solche 
Störungen  werden  aber  gewiß  viele  »ausfüllende«  Bewegungen 
an  der  Erdoberfläche  verursacht,  da  die  Luft  mit  einer  Kom- 
ponente in  der  Richtung  des  Gradienten  strömt.  Die  hier  ge- 
gebenen Ausdrücke  für  die  Luftdruckänderung  haben  also 
solche  ausfüllende  Bewegungen  nicht  berücksichtigt  und  man 
mag  bei  der  detaillierten  Konstruktion  einer  Isobarenkarte  auf 
dem  angedeuteten  Wege  finden,  daß  die  Druckdifferenzen  sich 
zu  lange  erhalten.  Freilich  sind  in  der  ganzen  Rechnung  so 
viele  Voraussetzungen  gemacht,  daß  auf  Übereinstimmung  in 
Details  überhaupt  nicht  gehofft  werden  darf.  Sollte  man  ver- 
suchen, diese  Theorie  auszubauen,  so  wäre  wohl  zunächst  die 
Annahme  von  der  gleichen  Richtung  der  Bewegung  in  allen 
Punkten  einer  vertikalen  Säule  fallen  zu  lassen  und  hiezu  für 
jede  Höhe  eine  Strömung  einzuführen,  die  dem  dort  herr- 
schenden Gradienten  entspricht.  Eine  derartige  Rechnung  dürfte 
keine  Schwierigkeiten  machen,  solange  lineare  Temperatur- 
abnahme angenommen  wird. 

Zweiter  Teil. 

Im  folgenden  habe  ich  den  Versuch  gemacht,  die  Differen- 
tialgleichung (14)  für  einige  einfache  Annahmen  zu  integneren. 
Diese  Rechnungen  machen  durchaus  nicht  den  Anspruch,  der 
praktischen  Seite  der  Vorherbestimmung  des  Luftdrucks  zu 
dienen,  sondern  sind  bloß  von  der  theoretischen  Seite  dieser 
Frage  aus  zu  betrachten. 

Es  handelte  sich  mir  hauptsächlich  darum,  herauszufinden, 
ob  die  an  der  Erdoberfläche  beobachteten  synoptischen  Luft- 
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druckgebilde,  zyklonale,  antizyklonale  und  Zwischengebiete, 
ohne  Rücksicht  auf  Ähnlichkeiten  mit  ganz  bestimmten  Fällen 
aus  den  in  Gleichung  (14)  enthaltenen  Prinzipien  erklärt  werden 
können,  also  aus  dem  Zusammenwirken  des  Luftdrucks  und 
der  Mitteltemperatur  der  Luftsäule  mit  der  dem  Gradienten 
entsprechenden  Luftströmung,  oder  ob  hiezu  die  sogenann- 
ten Reibungswirkungen  an  der  Erdoberfläche,  eventuell  —  wie 
man  glaubte  —  die  Niederschläge  mit  ihren  Wärmewirkungen 
unerläßlich  sind;  kurz,  ob  Faktoren  dabei  mitspielen,  die  in 
dieser  Theorie  nicht  in  Betracht  gezogen  wurden.  In  zweiter 
Linie  war  zu  entscheiden,  ob  das  Spiel  von  Luftdruck,  Mittel- 
temperatur und  Wind  nach  Gleichung  (14)  zu  quantitativ  mög- 
lichen und  wahrscheinlichen  Resultaten  führt  oder  ob  etwa 
ganz  andere  Größenordnungen  in  den  berechneten  Luftdruck- 
gebilden zu  Tage  kommen,  als  sie  beobachtet  werden.  Bei 
Betrachtung  der  //-Karten  (7,  8,  9)  lag  nämlich  der  Gedanke 
nahe,  daß  der  Verlauf  der  //-Linien  oder  auch  der  Mitteltempe- 
raturlinien über  Wasser  und  Land  den  Anlaß  gibt  zur  Ent- 
stehung der  eigentümlichen  Druckgebilde,  die  man  beobachtet. 
Im  Winter  ist  ja  der  Kontinent  kalt,  das  Meer  warm;  vom 
Meere  lagen  nun  allerdings  keine  korrespondierenden  Beob- 
achtungen vor,  doch  zeigten  die  Karten  für  H  genug,  um  zu 
sehen,  wie  im  Zentrum  des  Kontinents  die  //-Linien  am  tief- 
sten nach  Süden  ausbiegen  und  sich  gegen  die  Küste  zu  stark 
nach  Norden  wenden.  Es  ist  nur  natürlich,  anzunehmen,  daß 
eine  Fortsetzung  der  //-Linien  über  den  Stillen  Ozean  im 
Westen,  den  Atlantischen  im  Osten  gezeigt  hätte,  wie  die 
Mitteltemperatur  draußen  am  Meere  ein  Maximum  erreicht,  um 
gegen  das  Zentrum  des  nächsten  Kontinents  wieder  abzufallen, 
freilich  im  Westen  und  Osten  Amerikas  in  sehr  verschiedener 
Weise.  Auf  solche  Einzelheiten,  wie  die  letztere,  konnte  jedoch 
keine  Rücksicht  genommen  werden. 

Es  handelte  sich  also  um  Integration  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung (14)  unter  einfachen  Voraussetzungen.  Diese 
Gleichung  lautete: 
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In  der  ganzen  weiteren  Rechnung  wurde  der  Faktor 


(AgH+cpT)\ 


konstant  angenommen  und  nach  den  vorigen  Rechnungen  für 
Ht  =  5000  m  q  =  9 .10*  gesetzt.  Die  Differentialgleichung  kann 
dann  geschrieben  werden: 

^  +  l2=0.  (3i) 

**L  Und  —  sind  als  Funktionen  der  Koordinaten  x  und;'  in 
%x  3jy 

diese  Gleichung  einzusetzen  je  nach  den  Annahmen,  die  über 
den  Verlauf  der  //-Linien  gemacht  werden. 

Die  Methode  der  Integration  dieser  partiellen  Differential- 
gleichung ist  die  folgende:1  Wir  setzen 


also 


Ferner  ist 


%y  cx 
0/      1  9  x  3y 
2/  dx  8jV 


da  p  ganz  allgemein  eine  Funktion  von  x,  y  und  t  ist,  s 
p  —  F(x,  y,  t).  . 

Es  läßt  sich  dann  die  partielle  Differentialgleichung  dur 
das  folgende  System  von  simultanen  totalen  ersetzen: 

dp  _  dt  _  dx__dy 
0~~  1  ~~  h  ft 

oder 

dpz=0,    dx  =  fydt,    dy  =  f%dt,    ftdx  =  ftdyt  <32) 


i  Siehe  z.  B.  Serret,  Lehrbuch  der  Differential-  und  lntegrali««hnttng' 
II.  Bd.,  II.  Hälfte,  p.  259. 
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eine  der  drei  letzten  Gleichungen  ist  überzählig.  Bezeichnet 
man  mit  yj,  C  die  drei  Integrale  dieser  Gleichungen  32,  auf- 
gelöst nach  den  Integrationskonstanten,  also  i  =  Cv  tjLc, 
C  =  C8,  so  ist  die  Gleichung 

<*>(£,  t),  0  =  0  (33) 

die  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung.  *  ist  eine 
willkürliche  Funktion,  die  durch  die  Anfangsbedingungen  zu 
bestimmen  ist,  und  zwar  in  dieser  Weise:  für  /  — 0  sei 
P  =  Po  =  F(*,y).  Diese  Funktion  F  muß  gegeben  sein.  Dann 
werden  yj,  C  Funktionen  von  x  und  y  allein:  i  =  <pt 
rl  =  Vt(*,y),  C  =  <p8(*,.y);  aus  diesen  Gleichungen  wird  p,  x 
und  y  berechnet  und  aus  der  Anfangsbedingung  eliminiert,  so 
daß  sich  eine  Funktion  «"(€,  tj,  C)  ergibt,  welche,  für*  eingesetzt, 
die  gestellte  Bedingung  als  Integral  der  Differentialgleichung 
und  auch  die  Anfangsbedingung  erfüllt.  Aus  der  ersten  der 
Gleichungen  (32)  ersieht  man  sogleich,  daß  stets  $  =  p  ist.  Nun 
berechnet  man  p  aus  der  Gleichung  V  =  0  und  erhält  die 
Funktion  p  =zf(x}  y,  /),  welche  eben  gesucht  wird. 

Erstes  Beispiel. 

Ich  gehe  von  dem  einfachsten  Falle  aus,  nämlich  dem,  daß 
die  //-Linien  parallel  zur  A'- Achse  als  Gerade  verlaufen  und 
somit  kein  ungleicher  Einnuß  von  Wasser  und  Land  vorhanden 
ist,  sondern  nur  die  allgemeine  Temperaturabnahme  vom  Äquator 
zum  Pol.  Die //-Linien  mögen  gleiche  Abstände  voneinander 

3  H  8// 

haben,  so  daß  also  —  0,  —  c}woc  eine  positive  Kon- 

%x  dy 

stante  ist.  Dann  wird  /t  -  qc,  f2  =  0  und  somit: 

i  =  p=Cv    yl  =  x—qct=C2>    :~y=  C3, 

folglich  : 

*(p,x—qct,y)  =  0.  (34) 

Im  einfachsten  Falle,  wenn  zu  Anfang  der  Zeit  die  Iso- 
baren parallel  zur  X-Achse  laufen  würden  mit  tiefem  Druck  im 
Norden,  wäre  p0  =  &y+M  zu  setzen;  man  erhält  dann,  da p 
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von  x  unabhängig  ist,  auch  nach  der  Zeit  t  die  gleiche  Druck- 
Verteilung. 

Es  sei  weiter  zu  Anfang  der  Druck  eine  Funktion  von 
x*  -+-  y*,  mithin  des  Radius,  wie  es  bei  kreisförmigen  Isobaren  in 
Antizyklonen  oder  Zyklonen  der  Fall  ist,  also  pQ  =  /(**+/); 
für  die  Zeit  0  ist  i  =  p0,  r{  —  x}  C  —  y\  eliminieren  wir/>0,*J 
aus  obiger  Gleichung,  so  ergibt  sich  i  rr/itf+C2)  und  durch 
Einsetzen  der  Werte  £,     C  nach  Gleichung  (34): 

p=f[(x—qcty+y*]. 

Die  Isobaren,  welche  ursprünglich  um  das  Zentrum  *  =  0, 
y  =  0  als  Kreise  lagen,  haben  sich  also  nach  der  Zeit  /  ver- 
lagert Ein  bestimmter  Druck  Pi  liegt  jetzt  allerdings  wieder 
auf  einem  Kreise;  doch  hat  sich  der  Mittelpunkt  des  Kreises 
um  die  Strecke  qct  in  der  positiven  X-Achse  verschoben.  Da 
dieser  Weg  in  der  Zeit  /  zurückgelegt  wurde,  so  ist  die  Ge- 
schwindigkeit der  Verschiebung  qc. 

Wir  können  die  Bewegung  der  Isobaren  etwas  allgemeiner 
auch  auf  folgende  Weise  berechnen:  die  Gleichung  einer  Iso- 
bare ist  .      «  j., 

Zp     Zp  dx  op<V 

p=F(x,y,()  =  consL    oder   0  =  —  +  —  ^+  ^  dt ' 

Hier  drückt^ die  X-Kojnponente,  J die  7- Komponente 
dt  dt 
der  Geschwindigkeit  aus,  mit  der  ein  Punkt  einer  Isobare 
wandert.  Nennen  wir  n  die  Normale  zur  Isobare,  so  ist 


der  totale  Gradient;  ferner  sei 


f(dx^  Idf? 

die  totale  Geschwindigkeit,  mit  der  ein  Punkt  der  Isobare  sich 
bewegt;  dann  wird  offenbar 

~dy\ 


ZP       ZP  du         !7ty\*(*p\2    1       +  R>) 
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sein.  In  dieser  Gleichung  liegt  die  Festsetzung  einer  willkür- 
lichen Variation  der  Isobare  mit  der  Zeit;  es  wird  nämlich 
angenommen,  daß  ein  Punkt  der  Kurve  sich  stets  senkrecht 
zur  Tangente  an  jener  Stelle  bewegt,  was  wohl  das  einfachste 
ist;  doch  ließen  sich  auch  andere  Arten  der  Variation  zu  Grunde 
legen. 

Aus  den  beiden  Gleichungen: 


und 


dp  _  dp  dx  dp  dy 
a7~~~  "d^  Tt~'dy  '~di 


folgt  nach  kurzer  Rechnung: 

dp  dp  dp  dp 

dx  _  dt  Jx  dy  _  dl  dy 

~dt~~~  (Zp_\2    (hp  f  ~dt~ 


dxj^Kd'yj  \dx!^\dyl 


(35) 


Diese  Ausdrücke  für  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit 
eines  Isobarenpunktes  können  leicht  auf  die  obige  Gleichung 

p  =  fl(x-qcty+f] 

angewendet  werden.  Man  findet  z.  B.  für 

dp      .     dx  dy  . 

_L  —  0  :  —  =  qc,      -  =  0. 

dy  dt  dt 

Bei  zur  ^Y-Achse  parallelem  Lauf  der  //-Linien 
bewegt  sich  also  eine  kreisförmige  Isobare  mit  der 
Geschwindigkeit  qc  in  der  Richtung  der  positiven 
-Y-Achse,  d.  i.  von  Westen  nach  Osten. 

Die  Geschwindigkeit  für  eine  plausible  Annahme  des  c 
ist  leicht  berechnet.  Nachdem  wir  die  Größe  q  für  5000  m 
(#  =  9.104)  zu  verwenden  beabsichtigen-,  entnehmen  wir  aus 
der  Karte  8  für  jenen  Teil,  wo  die  //-Linien  ungefähr  parallel 
zur  X-  Achse  laufen,  den  Abstand  zweier  benachbarter  zu  rund 
lern;*  die  Differenz  ihrer  Kurvenwerte  aber  beträgt  60  m.  Nun 

1  im  Maßstab  meiner  Arbeitskarten,  die  linear  dreimal  so  groß  als  die 
hier  reproduzierten  sind. 
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ist        —       ,  wenn  m  den  Abstand  der  //-Linien  voneinander 
oy  m 

bedeutet;  m  ist  in  Metern  nach  dem  oft  benutzten  Umrechnungs- 
faktor ^}®L    zu  -  50,  folglich 
2-8 

röH 

q  =  qc  —  23  m/Sek. 

Zy 

Dies  entspricht  einer  Geschwindigkeit  von  83  km  pro  Stunde, 
ein  Wert,  der  wohl  zu  groß  ist,  aber  nach  der  Größenordnung 
nicht  schlecht  mit  der  Erfahrung  übereinstimmt. 

Der  Inhalt  der  Gleichung  (34)  läßt  sich  schließlich  noch 
allgemeiner  ausdrücken.  Aus  dieser  Gleichung  folgt  nämlich 
p  =  F(x — qct7y)  und,  wenn  wieder* — qct  —  t\,  ^  =  C, 


auch      —  = 


dx  _      qC  {j^J  dy  _    qC  9r,  '  K 

im 


dt  ~  (tp\*  (*p\*  dt 


wenn  (^Y  +  (^y  =  (—)",  so  ist  die  Verschiebung  einer  Iso- 
\dt}      \dtj  \dtj 

bare  in  der  X-Richtung,  d.  h.  der  Abstand  der  zweiten  Kage 
von  der  ersten  Lage  der  Isobare  in  einer  Parallelen  zur  X-Achse 
fdiiV 

=  S*lL  (nämlich  —  dividiert  durch  den  Kosinus  des 
dt        dx_  dt 

dt 

Winkels,  welchen  die  Normale  «  mit  der  X-Achse  einschließt). 

d  d  X 

Bildet  man  aus  den  obigen  Größen  —  und  dann  — - ,  so  folgt 

dX  di  f 

—  -qc,  d.  h.  bei  parallelem  westöstlichen  Verlauf 

dt  .  ht 

der  //-Linien  uad  dem  Gefälle  j^  =  c  verscnieoi 

sich  jede  beliebige  Luftdruckverteilung,  ohnesichzu 
verändern,  mit  der  Geschwindigkeit  qc  parallel  zur 
A'-Achse  von  Westen  nach  Osten.  Die  allgemeine 
Westostbewegung  der  Luftdruckgebilde  auf  den 
Wetterkarten  ist  hiedurch  erklärt. 


\2 
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Zweites  Beispiel. 

Betrachten  wir  die  Karten  für  H,  so  können  wir  die 
//-Linien  in  erster  Annäherung  als  Kreisbogen  auffassen, 
welche  um  einen  Mittelpunkt  im  Norden  des  Gebietes  von 
Nordamerika,  das  auf  den  Karten  dargestellt  ist,  gezogen  sind. 
Sei  der  Anfangspunkt  unseres  Koordinatensystems  ungefähr 
bei  40°  nördl.  Breite  und  90°  westl.  Länge  gelegen,  so  sei  a 
der  Abstand  des  Kreismittelpunktes  vom  genannten  Anfangs- 
punkt auf  der  negativen  Y-Achse.  Die  //-Linien  mögen  in 
gleichem  Abstände  verlaufen,  derart,  daß,  wenn  r  der  Radius 

3  H 

der  Kreisbögen  ist,  =  c,  wo  c  eine  positive  Konstante  ist 
Es  ist  nun  r*  =  x*+(a+y)*  und  folglich 

3J/  _  cx  IH  _  c(a+y) 

Unsere  Differentialgleichung  lautet  also: 

3/>  ^      qc(a+y)       3/?  qcx  d?  —  p 

Die  Gleichungen  (32),  welche  für  die  Differentialgleichung 
gesetzt  werden,  sind  dann: 

dp  —  0,    dx  —  — /- 


-dt, 

\Zx*+(a+yy 
qcxdx       _  qc(a+y)dy 
\Zx*+(a+yj*  ~  Vx*  +  (äTyj* 

Es  folgt  weiter  p  —  C^  —  i,  \Jx^~(ä+yf  —  C2  —  ij;  aus 

dieser  Gleichung  und  der  zweiten  obigen  folgt  durch  Elimination 

von  y: 

dt  =  C*dx_ 

qc\JCl—x* 

und  durch  Integration 

t  Q  X 

t  —  — s-arc  sin  HC., 
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also:  arc  sin  ~  =  Cs  =  C;  setzt  man  für  C,  hier  wieder 

2  2 

den  obigen  Wurzelausdruck  ein,  so  ist  schließlich: 

x  qct 


C  =  arc  sin 


und  C)  —  0  eine  Lösung  unserer  Differentialgleichung, 

ebenso  p  —  F(y\,Z.).  Nun  wollen  wir  wieder  als  Anfangsbedingung 
für  /  =  0  p0-=&y+M  annehmen;  es  soll  also  der  Druck  nach 
Norden  linear  abnehmen  und  von  x  unabhängig  sein.  3/  ist  der 
Druckwert  zu  Anfang  für  den  Koordinatenanfangspunkt,  fr  die 
Zunahme  desselben  nach  Süden  zu. 
Zur  Zeit  /  =  0  ist  dann: 


i  —  P,    f]  —  \Zx*-\-(a+yyt    C  =  arc  sin 


eliminiert  man  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  y,  so  ergibt 
sich  C  =  arc  sin—  und  durch  Elimination  von  x  hieraus 
y  =  —  a+ti  cos  C,  folglich  p  =  M—&a+&ri  cos  C  oder 


p  =  M—&a+&\/x*+(a+y)%  cos  aresin 


[  \/x*+(*+yY 

s/xt+ia+y)* 

Löst  man  nun  noch  den  Kosinus  dieser  Differenz  in  seine 
Bestandteile  auf,  so  wird  der  Druck  folgende  Funktion  von 
x,y,  t  : 

p  =  M—ba+bx  sin  —— J=L=-  + 

\/x*  +  (a+y)* 

\fx*  +  (a+yy 

Diese  Gleichung  genügt  sowohl  der  ursprünglichen  Diffe- 
rentialgleichung als  der  gestellten  Anfangsbedingung,  ist  somit 
die  gesuchte  Lösung. 
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Durch  Zusammenziehen  des  Sinus-  und  Kosinusglu 
kann  man  sie  in  eine  für  die  Rechnung  bequemere  Form 
bringen: 

P  —  M — a&-4-#  \/<*+<~+y?^J        qct  , 


H-arctg-^±Zj.  (37) 

So  erscheint  der  Druck  als  eine  periodische  Funktion 
der  Zeit,  die  aber  für  verschiedene  Koordinaten  verschiedene 
Schvvingungsdauer  hat.  Die  letztere  ist  nämlich 

qc 

wird  also  um  so  größer,  je  weiter  wir  uns  vom  Mittelpunkt  der 
Kreisbögen  H  entfernen.  Wir  wollen  die  Periodendauer  t  für 
den  Anfangspunkt  des  Koordinatensystems  berechnen,  d.  i.  für 
x  =  y  —  0.  Aus  der  Karte  8  für  H2  läßt  sich  a,  der  Abstand 
des  Kreismittelpunktes  der  //-Linien  von  jenem  Punkte,  zu 
ungefähr  \2cml  entnehmen;  freilich  ist  das  etwas  willkürlich, 
da  die  wirklichen  //-Linien  keine  Kreisbögen  sind.  Es  wird 

T  —  —  a\  für  q  und  c  setzen  wir  dieselben  Werte  wie  früher 
(,  =  9.10«,  c= 

der  Erdoberfläche  in  Meter  auszudrücken,  also 

555. 103 


ist  natürlich  auch  im  Maßstabe 

555. 103' 


a  —  12. 

2-8 

Dann  ergibt  sich  t  =  64- 104  Sekunden  oder  t  =  7  -4 Tage. 

Es  wird  also  am  Orte  x  —  y  =  0  nach  7*4Tügen  stets 
der  gleiche  Luftdruck  wiederkehren.  Dieses  Resultat  ist  jeden- 
falls der  Größenordnung  nach  kein  unwahrscheinliches.  Wäre 
die  Theorie  unbrauchbar,  so  hätte  sich  für  t  ebensogut  ein 
Zeitraum  von  1  Sekunde  wie  von  1000  Jahren  ergeben  können. 
Da,  wie  gesagt,  die  Periodendauer  für  verschiedene  Punkte 
verschieden  ist,  so  wird  nach  7 '4 Tagen  trotzdem  nicht  auf 

1  Im  Maßstab  meiner  Arbeitskarten. 
SUzb.  d.  mathcm.-naturw.  Kl.;  CXV.  BJ.,  Abt.  Ha.  80 
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dem  ganzen  Teile  der  Erdoberfläche  die  Drucksituation  die 
frühere  geworden  sein;  vielmehr  wird  dieselbe  sich  fortwährend 
weiter  ändern.  Um  einen  Überblick  über  die  nach  Gleichung 
(37)  sich  ergebenden  Luftdruckverteilungen  zu  bekommen,  ins- 
besondere um  zu  sehen,  ob  diese  irgend  welche  Ähnlichkeit 
mit  den  Erscheinungen  der  Wirklichkeit  haben,  hauptsächlich 
was  die  entstehenden  Gradienten  betrifft,  habe  ich  die  Druck- 
verteilungen für  einige  aufeinanderfolgende  Tage  berechnet. 
Dies  geschah  für  ein  Gebiet,  welches  von  x  ==  —  9  cm  bis 
x  =  9  cm  und  von  y  —  — 6  cm  bis  y  =  9  cm  reichte,  und  zwar 
von  3  zu  3  cm.1  x  und  y  sind  hier  in  gleichen  Einheiten  aus- 
gedrückt wie  a  —  12  cm.  Gleichung  (37)  wurde  geschrieben: 

+arc  tg 

Von  der  Zeit  Null  an  gerechnet  wurde  die  Isobarenkarte 
für  /  =  1,  2,  3  und  4  Tage  ermittelt.  Die  Größen  II  sind  in  der 
folgenden  Tabelle  wiedergegeben;  die  Rechnung  ist  ziemlich 
einfach,  wenn  die  von  der  Zeit  unabhängigen  Ausdrücke  der 
Gleichung  einmal  gefunden  sind  und  für  jedes  /  wieder  benützt 
werden;  x  und  y  müssen  natürlich  aus  Zentimetern  auch  in 
Meter  des  wirklichen  Maßstabes  der  Erdoberfläche  übergeführt 
werden  wie  a,  doch  ist  II  in  dieser  Tabelle  noch  in  Zentimetern 
gegeben;  dieser  Umrechnungsfaktor  ist  noch  nicht  verwendet 


lern 


y  =  -6 


—3 


3 


0 


Erster  Tag 


x  — —  9  

—  30 

—  0-2 

36 

7-7 

1 1  3 

-6 

—  3-3 

03 

45 

8-6 

12-7 

3  

—  25 

1-8 

o-o 

10-0 

13" 

0 

—  06 

4-0 

8-0 

11-7 

15'3 

3-5 

7-0 

10-4 

136 

16-9 

7-9 

10-1 

12-9 

15-6 

186 

9  

10-8 

12-7 

150 

17'5 

20-1 

15-2 

17*4 
18-3 
202 
213 
22  S 


i  Im  Maßstab  meiner  Arbeitskarten. 
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y  =  —  6 

—3 

0 

3 

6 

9 

Zweiter  Tag 

—  10-3 

—  91 

—  C-2 

—  2-1 

2-0 

6-4 

-6  

—  85 

—  84 

—  52 

—  1-1 

3-6 

7-8 

3 . . . . . 

—  6-3 

—  7-3 

—  36 

0-8 

5*7 

96 

0 

—  5-8 

—  5-6 

—  1-2 

3-3 

7-9 

12*0 

3 . .  . . 

—  5  5 

—  2-3 

23 

6-4 

10-8 

14-4 

—  0-2 

31 

7-0 

10  3 

13-9 

17-4 

6-8 

8-7 

11-6 

143 

17-5 

200 

Dritter  Tag 

x  — —  -9  

-  86 

—  12-7 

—  134 

—  11-2 

—  7-8 

—  3-6 

Ö . .... 

—  31 

-10-4 

—  12  2 

—  10-3 

—  63 

—  22 

1-8 

—  89 

—  III 

—  8-7 

—  44 

o-o 

0 .  • . .  • 

20 

—  8-7 

—  9-8 

—  6-6 

—  1-8 

25 

3 ....  . 

—  41 

-  92 

—  7-3 

—  3-3 

1-3 

5-9 

6  

—  79 

—  6-5 

—  2-8 

ri 

5*5 

95 

9 

—  2-8 

—  0-4 

2-9 

0-5 

7-2. 

13-7 

Vierter  Tag 

%  —  — 9  

o-o 

—  86 

—  14-7 

—  16-8 

—  15-9 

—  129 

—6 

62 

—  39 

—  12-8 

—  156 

—  14-6 

— 11-5 

—3  

65 

—  1-4 

—  11-7 

—  14-6 

—  13*0 

—  9-6 

5'5 

—  20 

—  11-6 

—  13*5 

—  11-2 

—  7-1 

3  . 

4-9 

—  G-5 

—  123 

-11-8 

-  8-2 

-  4-0 

6..  , 

-  5-7 

—  10-8 

-11-0 

—  8-6 

-  4-6 

o-o 

9 

-10-0 

-  9-3 

-  6-8 

—  3-2 

0-6 

4-3 

Aus  Wcm  ist  p  leicht  zu  finden.  Nehmen  wir  an,  die  an- 
fängliche Druckabnahme  vom  30.  bis  zum  50.  Breitenkreise 
betrage  10  mm  und  M,  der  Druck  für  y  —  0  und  /  =  0,  sei 

750 mm:  &  =  ^  ist  dann  4  5. 10~*  in  Millimetern  Hg  pro  Meter 

und  /?  =  750— 10  6H-IT  „,  •  -  -4-5. 10"6  in  Millimetern 

2-8 

oder  ungefähr  p  =  740-t-O  •  9  II™ . 

80* 
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Da  die  Annahmen  nicht  ohne  Willkür  sind,  kann  man  zur 
Vereinfachung  statt  O-QIT,,,,  einfach  11^  selbst  schreiben,  so 
daß  also  die  in  obiger  Tabelle  enthaltenen  Größen  nichts 
anderes  als  die  Abweichungen  des  Luftdruckes  vom  Mittel- 
wert 740  in  Millimeter  bedeuten.  Ich  habe  nun  in  den  Karten1 11, 
12,  13  und  14  die  berechnete  Luftdruckverteilung  für  die  ersten 
4  Tage  eingetragen  und  mit  Addition  von  740  Isobaren  gezogen. 
Für  /  =  0  ergibt  sich  aus  den  gewählten  Konstanten  der 
Druck  für: 

y  —  — 6       -3  0  3         6  9cm 

p  =  747*3  748-6  750'0  751-4  752  7  754'lww. 
Aus  dieser  Anfangssituation  heraus,  von  deren  kartogra- 
phischer Wiedergabe  abgesehen  wurde,  entwickeln  sich  dem- 
nach jene  in  den  vier  Karten  dargestellten.  Sie  machen  einen 
wenig  gewohnten  Eindruck,  wenn  man  sie  mit  dem  Bilde 
vergleicht,  das  man  von  Wetterkarten  im  allgemeinen  hat.  Es 
entwickeln  sich  ziemlich  starke  Gradienten,  aber  keine  von 
gerade  unmöglicher  Größe.  Man  hätte  die  Karten  auf  beliebig 
lange  Zeit  hinaus  rechnen  können,  doch  sind  die  4  Tage  schon 
eher  ein  zu  großer  Zeitraum  für  die  gemachten  Voraussetzungen. 
Es  ist  ja  vorausgesetzt,  daß  die  //-Linien  Kreise  sind,  und  so 
würde  //,  je  weiter  man  gegen  Westen,  über  den  Kontinent 
hinaus,  geht,  immer  größer  werden.  Nun  kommen  wohl  bei  der 
Berechnung  für  einen  längeren  Zeitraum  schon  die  Verhältnisse 
in  sehr  großen  Distanzen  in  Betracht,  woraus,  wenn  für  diese 
falsche  Annahmen  gemacht  sind,  hervorgeht,  daß  wir  nicht 
berechtigt  sind,  die  Betrachtungen  auf  solche  Zeiträume  aus- 
zudehnen. 

Immerhin  ist  es  wohl  mögli  cn,  daß  solche  Rechnungen  von 
Wert  sein  werden,  wenn  man  bedenkt,  daß  eine  vollkommen 
korrekte  Integration  für  die  tatsächlich  bestehenden  Verhältnisse 
nie  möglich  sein  wird  und  man  stets  ideale  einfachere  ra 
zur  Beurteilung  der  wirklichen  wird  heranziehen  müssen. 

Drittes  Beispiel. 

Ich  habe  noch  eine  Annahme   über  den  Verlauf  der 
//-Linien  gemacht,  mittels  welcher  ich  versuchte,  den  Unter- 
i  Dieselben  sind  im  gleichen  Maßstäbe  wie  Karte  1  gezeichnet 
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750  755  760 

Karte  12.  Zweiter  Tag. 
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Karte  14.  Vierter  Tag. 
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schied  zwischen  Meer  und  Kontinent  in  die  Rechnung  ein- 
zuführen. Es  war  dies  die  Annahme,  daß  die  //-Linien  Sinus- 
linien sind,  welche  ihre  Minima  in  der  Mittellinie  des  Landes, 
ihre  Maxima  in  der  Mittellinie  des  Ozeans  haben.  Diese  Mittel- 
linien sollen  von  Norden  nach  Süden  verlaufen,  so  daß  für  den 
amerikanischen  Kontinent  die  //-Linien  der  Karte  8  nicht  wie 
früher  als  Kreisbogen,  sondern  als  halbe  Sinuswellen  auf- 
gefaßt werden,  deren  zweite  Hälfte  im  Westen  über  dem  Stillen 
Ozean  liegt.  Dabei  mußte  ich  allerdings  auf  eine  Kenntnis  der 
//-Linien  in  diesem  Gebiete  verzichten  und  als  Länge  der 
Welle  über  dem  Wasser  dieselbe  wie  über  dem  Kontinent 
annehmen,  nämlich  ungefähr  die  Breite  von  Nordamerika. 

Diese  Rechnung  bot  auch  Aussicht,  die  schon  oben  be- 
rührte Frage  zu  beurteilen,  ob  die  Entstehung  der  Depressionen 
aus  der  Temperaturverteilung  über  Land  und  Meer  zu  erklären 
sei  oder  andere  Ursachen  habe. 

Es  liege  der  Anfangspunkt  des  Koordinatensystems  an 
jener  Stelle  des  nordamerikanischen  Kontinentes  unter  55° 
Breite,  wo  die  //-Linien  am  tiefsten  nach  Süden  ausgebogen 
sind  (90°  westl.  Länge);  die  Höhe  H  möge  nach  Norden  zu 
,  3// 

konstant  abnehmen,  also  -= —  =  c  sein.  Der  angenommene 

dy 

Verlauf  der  //-Linien  für  das  Gebiet  des  Kontinentes  ist  in 
Fig.  II  aufgezeichnet.  Es  sei  X  die  Wellenlänge  der  Sinus- 
schwingung, D  die  halbe  Amplitude  derselben.  Jene  //-Linie, 
die  symmetrisch  zur  .Y-Achse  liegt  (//,),  hat  dann  die  Gleichung 

2  TZ  X 

=  D.cos-r--1-.  Sei  der  Abstand  der  in  Fig.  II  mit  H  be- 
zeichneten Kurve  von  der  //rKurve  L,  so  ist  die  Gleichung 

dieser  offenbar  y+L  =  D  cos  ^  .  Nun  ist  ^  =  =  c 

H —H  y 
oder  L  =  —5  .  folglich  die  allgemeine  Gleichung  einer 


c  ' 


solchen  Sinuslinie 

.  H—H      _  2r,x 
y  H  1  =  D  cos  

und  C  X 

H  —  Hx  +yc—cD  cos  - — 
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somit 


PH 
Ix 


2%cD  .  2icjt 
sin 


Zur  Bequemlichkeit  werde 

also          r=  cA  sin  z. 

3* 


X  X 
2s£ 


—  A,  —  =  s  gesetzt, 
X  X 


Fig.  II. 

Gleichung  (14)  lautet  dann,  wenn  der  Faktor  wieder  q 
genannt  wird: 

Wir  integrieren  nun  nach  derselben  Methode  wie  früher. 
Die  Gleichungen  (32)  lauten  hier: 

dp  —  0  =  dt,    cA  sin  z  dx+c  dy  =  0  = 
dx — qcdt  z=  0  =  di 
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oder 

i=p=Clt    7}  =  cy—cD  cos  z  rz:  C%,    C  =  x—qct  =  C3 
und  somit 

P-p\c  (y—D  cos  /r^ 

Wir  wollen  nun  wie  beim  Beispiel  vorher  wieder  annehmen, 
daß  zu  Anfang  der  Zeit  die  Isobaren  zur  X-Achse  parallel 
verlaufen  und  p0  =  M+&y  sei;  dann  wird  für  t  —  O'.i—p, 
^  —  cy — cD  cos  z,  C  =  x  und  durch  Elimination  von  p,  x  und  y 
aus  dieser  Gleichung 

€  =  Af+*(-^+Z>cos-^). 
Folglich  wird  schließlich  sein: 


p  =  M+»y-ZD  [cos  *H  -  cos  l* 


(38) 


Diese  Formel  erfüllt  die  Differentialgleichung  wie  die 
Anfangsbedingung,  ist  also  unsere  Lösung. 

Der  Luftdruck  stellt  sich  somit  als  eine  periodische  Funk- 
tion der  Zeit  dar.  Die  Schwingungsdauer  ist  x  =  — ;  wie  man 

qc 

sieht,  ist  sie  konstant  und  nicht  wie  früher  von  den  Koordinaten 
abhängig. 

Um  uns  über  ihre  Größenordnung  zu  orientieren,  wollen 
wir  die  Wellenlänge  ungefähr  als  das  Doppelte  der  Breite  des 
nordamerikanischen  Festlandes  annehmen  und  \  =  oOcm  (nach 
dem  Maßstab  meiner  Arbeitskarten)  setzen;  c  sei  wie  früher 

50  9  •  S 

nach  dem  Maßstab  dieser  Karten    t      — q  sei  9.104;  dann 

555. 108 

erhalten  wir: 

555*.  106 

T  =  =  436.500  Sekunden  =  5-05  Tage. 

2-82.9.10» 
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Wegen  der  gewissen  Willkürlichkeit  in  den  Annahmen 
wollen  wir  t  einfach  gleich  5  Tage  setzen  und  kommen  also 
zum  Resultat,  daß  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die 
Luftdruckverteilung  zu  Anfang  der  Zeit  nach  5  Tagen  wieder- 
kehren wird.  Diese  Periode  hat  große  Wahrscheinlichkeit  für 
sich,  was  die  Größenordnung  anlangt. 

Ich  habe  nun  nach  Gleichung  (38)  die  Luftdruckverteilung 
für  die  Dauer  der  Periode  von  Tag  zu  Tag,  und  zwar  für  die 
Koordinaten  x  —  — 15  cm  bis  x  —  9  und  y=z  3  bis  y  =  15  von 
3  zu  3  an  (im  Maßstabe  der  Arbeitskarten)  ausgerechnet. 

Wie  beim  zweiten  Beispiel  wurde  =  n  zunächst  in 

Zentimetern  (UCMI)  nach  der  Formel  ausgewertet: 

II  =  y—D  ]cos  cos  2*  — ^ — J • 


Die  halbe  Amplitude  der  Sinuslinien  D  wurde  nach  dem 
Verlauf  der  //"-Kurven  auf  Karte  8  zu  10  cm  angenommen.  Die 
berechneten  Größen  Wcm  sind  in  nachstehender  Tabelle  an- 
gegeben. 


y  = 

=  3 

6 

9 

12 

15 

Erster  Tag 

3-9 

-  09 

2-1 

51 

8-1 

—  • 

7-0 

-  4-0 

—  10 

20 

50 

—  9....... 

85 

—  55 

-  2-5 

0*5 

3-5 

—  6  

8-5 

-  5-5 

—  2-5 

05 

3-5 

3  •  *  

7-0 

—  4-0 

—  10 

2-0 

5-0 

0  

39 

—  0-9 

2-1 

51 

8-1 

3  

0- 1 

3- 1 

6-1 

9-1 

121 

44 

74 

10-4 

13-4 

154 

9  

8-7 

11-7 

14-7 

17-7 

207 
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6 


9 


12 


15 


Zweiter  Tag 


30 

60 

90 

12-0 

15-0 

—  4-1 

—  1-1 

1-9 

49 

79 

-  9  

—  99 

-  6-9 

—  3-9 

—  0-9 

21 

6  • .  • .  • » • 

—  14-2 

—  11-2 

—  82 

—  5-2 

—  2-2 

—  160 

—  130 

—100 

—  7-0 

—  40 

0  

—  15- 1 

-12-1 

—  9- 1 

—  6-1 

—  31 

—  11-6 

—  8-6 

—  5-6 

—  2-6 

0  4 

6  

-  6-2 

—  3-2 

-  0-2 

2-8 

58 

07 

37 

6-7 

9-7 

127 

Dritter  Tag 

*=—  15  

-1-14-4 

17*4 

204 

23-4 

26-4 

-+-  7-6 

10-6 

13-6 

166 

196 

-  9  

0-7 

3-7 

6-7 

9-7 

127 

—  62 

—  32 

—  02 

2-8 

5-8 

—11-6 

—  8-6 

—  56 

—  26 

0-4 

0  

—  151 

—  12-1 

—  91 

—  61 

-  31 

3 

—  16-0 

—  13-0 

—  100 

—  70 

-  40 

ö  •      •  •  •  *  • 

—  14-2 

—  11-2 

—  8-2 

-  52 

—  2-2 

9  

—  9'9 

-  6-9 

—  39 

—  0-9 

21 

Vierter  Tag 

x  =  —  15  

14-4 

17-4 

20  4 

23-4 

264 

—  12  

120 

15-0 

180 

21-0 

24-0 

*~ ~  9 . 

8-7 

11-7 

147 

17-7 

207 

—  6  

44 

74 

104 

13  4 

16-4 

-  3  

o-i 

3- 1 

G- 1 

9- 1 

121 

0  

—  3-9 

—  0-9 

21 

51 

81 

3  

—  7  0 

—  4-0 

—  1-0 

2-0 

5-0 

6  

-  8-5 

-  55 

-  2-5 

0-5 

3-5 

9  

-  8-5 

-  5-5 

—  25 

05 

3-5 
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Karte  17.  Dritter  Tag. 
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Es  sei  nun  wie  beim  vorigen  Beispiel  0-  =4*5.  ICH,  dann 
wird  II .  $  wieder  0 •  9  IIcm,  wofür  wir  wie  früher  kurz  IL,  setzen, 
so  daß  letztere  Größe  auch  die  Abweichung  des  Druckes  vom 
Werte  M  in  Millimetern  repräsentiert.  Sei  Af,  der  Druck  zu 
Anfang  der  Zeit  für  y  =  0,  740  mm  (in  55°  nördl.  Breite),  so 
ist  dann  p  =  740  mm  +  IW   Die  Verteilung  des  Luft- 
druckes an  vier  der  Anfangssituation  folgenden  Tagen  ist 
auf  den  Karten1  15,  16,  17  und  18  durch  Isobaren  dargestellt. 
Die  Anfangsverteilung  ist  dieselbe  wie  im  zweiten  Beispiel,  die 
Isobaren  sind  Parallele  zur  A'-Achse  mit  »Tief«  im  Norden. 
Hieraus  entwickelt  sich  also  im  westlichen  Teile  des  Kontinentes 
nach  einem  Tage  ein  Sack  tiefen  Druckes,  der  bis  zum  nächsten 
Tage  nach  Osten  zieht  und  sich  stark  vertieft;  am  dritten  Tage 
liegt  er  noch  weiter  östlich,  aus  Südwesten  rückt  sehr  hoher 
Druck  nach  und  am  vierten  Tage  verflacht  sich  der  Sack  tiefen 
Druckes,  indem  er  noch  weiter  nach  Osten  zieht.  Der  fünfte 
Tag  gibt  nach  der  Rechnung  die  Situation  vom  Anfange  (Iso- 
baren parallel  zur  X- Achse)  genau  wieder. 

Der  Verlauf  der //-Linien  in  Sinuskurven,  d.  i.  die 
Tatsache,  daß  der  Kontinent  im  Winter  kalt,  das  Meer 
warm  ist,  erzeugt  also  aus  einer  linearen  Druck- 
abnahme gegen  Norden  einen  periodisch  wieder- 
kehrenden Sack  tiefen  Druckes,  welcher  bei  der  hier 
gewählten  Breite  Amerikas  im  Laute  von  o  Tagen 
über  den  Kontinent  von  Westen  nach  Osten  hinweg- 
zieht. Dieser  Sack  hat  den  tiefsten  Druck  im  mitt- 
leren Teile  des  Kontinen tes,  wo  die  Größe  H  e 
kleinsten  Wert  hat. 

Die  Karten  15  bis  18  entsprechen  nicht  den  8cWoh^s 
Wetterkarten,  da  keine  geschlossenen  Isobaren  auftreten.  ^ 
ist  aber  nicht  zu  verwundern,  da  wir  in  der  Rechnung  von  ^ 
sogenannten  Reibungskräften  abgesehen  haben  und  da  ur^ 
alle  »ausfüllenden«  Bewegungen  an  der  Erdoberfläche  el|™^k_ 
haben.  Gehen  wir  von  einer  tatsächlich  beobachteten  Lu  t  r 
Verteilung  an  der  Erdoberfläche  zu  der  in  einiger  Höhe  daru^ 
lagernden  über,  so  werden  die  unten  geschlossenen  Iso  a 


i  Dieselben  sind  im  gleichen  Maßstab  wie  Karte  1  gezeichnet. 
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bald  in  der  Höhe  nach  Norden  offene  und  das  Bild  einer  ge- 
schlossenen Depression  an  der  Erdoberfläche  ist  in  einiger 
Höhe  über  der  Erde  gar  nicht  wesentlich  von  dem  verschieden, 
welches  uns  die  berechneten  Karten  15  bis  18  zeigen;  wir 
können  daher  das  Ergebnis  der  Rechnung  ohneweiters  dahin 
deuten,  daß  nicht  nur  die  Bildung  eines  Sackes  von 
tiefem  Drucke,  sondern  jenes  Gebildes,  das  man  De- 
pression zu  nennen  pflegt,  bewiesen  wurde,  wobei  wir 
uns  unter  »Depression«  einen  Sack  tiefen  Druckes  in  der  Höhe 
vorstellen,  dessen  Isobaren  sich  durch  die  Reibungskräfte  an 
der  Erdoberfläche  daselbst  schließen  können. 

Aus  den  Karten  15  bis  18  konnte  ich  die  Geschwindigkeit 
der  von  Nord  nach  Süd  gerichteten  Medianebene  des  Tiefdruck- 
sackes zu  ungefähr  ~>  cm  im  Maßstab  meiner  Arbeitskarten1 
pro  Tag  entnehmen,  obwohl  sie  eigentlich  nicht  konstant 
ist.  Durch  Umrechnung  auf  die  Größenverhältnisse  der  Erde 

^1  cm  =  ~~  •  103  tnj  ergibt  sich  daraus  eine  Geschwindigkeit 

von  zirka  40  km  pro  Stunde. 

Die  tatsächlich  beobachtete  mittlere  Geschwindigkeit  der 
Minima  in  den  Vereinigten  Staaten  beträgt  nach  J.  Hann, 
Lehrbuch  der  Meteorologie,  p.  502,  im  Jänner  49 '9  km  pro 
Stunde  im  Mittel.  Die  Größenordnung  der  berechneten  Ge- 
schwindigkeit, mit  der  sich  der  Sack  tiefen  Druckes  bewegt,  ist 
also  sehr  befriedigend. 

Ich  möchte  noch  wegen  der  berechneten  Periode  von 
5  Tagen  auf  eine  kurze  Angabe  in  Hanns  Lehrbuch  der 
Meteorologie  die  Aufmerksamkeit  lenken.  Auf  p.  504  ist  für 
10  Jahre  die  Anzahl  der  Barometerminima  in  Nordamerika  zu 
637  angegeben;  hie  von  entfallen  31%  auf  den  Winter,  also 
107  5,  im  Jahre  mithin  19  75  und  in  einem  Wintermonat  zirka 
ein  Drittel  von  diesen,  also  0  •  Ü.  Aus  der  berechneten  Periode  von 
5  Tagen  würde  sich  eine  Häufigkeit  derselben  von  6  im  Monat 
ergeben,  was  also  sehr  gut  zu  stimmen  scheint.  Im  Laufe  des 
Monats  Jänner  1895  treten  auf  den  Karten  des  amerikanischen 
Wetterbureaus  von  8h  früh  an  7  Tagen  Depressionen  im  Gebiet 


Dreimal  so  groß  als  die  hier  reproduzierten. 
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der  großen  Seen  auf,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann, 
und  zwar  am  1.,  6.,  11.,  14.,  21.,  26.  und  29.,  also  ungefähr  alle 
5  Tage. 

Freilich  soll  diesen  Übereinstimmungen  nicht  mehr  Be- 
deutung zugeschrieben  werden,  als  daß  sie  die  Theorie  im 
allgemeinen  und  die  Annahmen  über  den  Einfluß  der  Breite  des 

/9  H  \ 

Kontinentes  und  der  Höhenabnahme         =  cj  nach  Norden 

im  besonderen  zu  bestätigen  scheinen.  Genau  sind  die  vorge- 
führten Berechnungen  gewiß  nicht. 

Viertes  Betspiel. 

Ich  habe  mit  den  angenommenen  Sinuslinien  für  die  Ver- 
teilung von  H  wie  im  vorigen  Beispiel  schließlich  noch  ein 
solches  gerechnet,  welches  zeigen  soll,  daß  es  durchaus  keine 
mathematischen  Schwierigkeiten  hat,  statt  der  einfachen  An- 
fangsbedingung von  der  linearen  Druckabnahme  nach  Norden 
eine  kompliziertere  einzuführen,  wofern  der  Druck  nur  mathe- 
matisch als  Funktion  der  Koordinaten  gegeben  ist.  Da  wir  bei 
dem  früheren  Beispiel  sahen,  daß  aus  der  Anfangsbedingung 
keine  gewöhnliche  Depression  mit  geschlossenen  Isobaren  abzu- 
leiten sei,  so  habe  ich  eine  solche  nunmehr  gleich  zu  Anfang  an- 
genommen, um  ihre  Veränderung  mit  der  Zeit  zu  verfolgen. 
Hiebei  war  es  nötig,  damit  der  Druck  nicht  mit  zunehmender 
Entfernung  von  derselben  stets  wachse,  auch  Antizyklonen 
einzuführen,  neben  welchen  neuerdings  Depressionen  lagern. 
Es  gelingt  leicht,  eine  derartige  Funktion  für  p0  zu  finden,  wenn 
man  den  Druck  gleichfalls  als  Sinusfunktion  von  x  auffaßt,  a  ^ 
die  Amplitude  derselben  nach  Norden  und  Süden  abnehme 
läßt.  Zu  dem  Zwecke  denkt  man  sich  die  .Y-Achse  so  gelegt, 
daß  sie  durch  das  Zentrum  der  Depression  sowie  der  An  i- 
Zyklone  rechts  und  links  von  dieser  geht,  und  setzt  dann 

pn  —  M- —  cos  

nr_  ;Qt  per 

M  sei  eine  Konstante,  die  leicht  zu  bestimmen  isu 
Druck  nimmt  nach  Norden  und  Süden  in  gleicherweise  a  , 
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a  und  b  sind  gleichfalls  anzunehmen;  p0,  die  Anfangsver- 
teilung des  Druckes,  wird  dargestellt  durch  eine  Aufein- 
anderfolge von  Zyklonen  und  Antizyklonen,  deren  Zentra 
sämtlich  auf  der  X-  Achse  liegen.  Der  Abstand  zweier 
Zyklonenzentra  voneinander  ist  ja,  die  Wellenlänge  des  Kosinus- 
gliedes. Im  Anfangspunkt  des  Koordinatensystems  liegt  zur 
Zeit  0  das  Zentrum  einer  Depression.  Um  eine  Luftdruck- 
verteilung p0  zu  erhalten,  welche,  wenn  auch  sehr  schematisch, 
doch  in  den  Gradienten  ungefähr  der  Erfahrung  entspricht, 

habe  ich  a  =  400,  b%  —  25  gesetzt.  —  soll  dann  in  Millimetern 

Quecksilber  ausgedrückt  sein;  es  ist  die  halbe  Amplitude  der 
Schwingung  (16  w*w).  Die  Druckdifferenz  zwischen  den  Zentren 
des  Hochdruck-  und  Tiefdruckgebietes  beträgt  32  mm.  M  sei 
760  mm ;  ja  werde  derart  gewählt,  daß  auf  dem  Kontinent  von 
Nordamerika  eine  Depression  in  der  Mitte,  beiderseits  flankiert 
von  den  Ausläufern  zweier  Hochdruckgebiete,  Platz  findet, 
d.  h.  u.  habe  die  Dimension  der  Breite  Nordamerikas.  Da  sich 
die  weitere  Rechnung  bedeutend  vereinfachen  ließ,  wenn  X  als 
ein  Vielfaches  von  |a  angenommen  wurde,  so  setzte  ich,  da  die 
Wellenlänge  der  //-Sinuslinien  ja  ungefähr  als  das  Doppelte 

der  Breite  Nordamerikas  angenommen  war,  u.z=  — —  2b  cm 

im  Maßstab  meiner  Karten.  Mittels  dieser  Konstanten  wurde 
die  Anfangsverteilung  des  Luftdruckes  berechnet  und  ist  zu- 
sammen mit  den  auf  sie  folgenden  Drucksituationen  weiter 
unten  in  der  Tabelle  und  den  Karten  gegeben. 

Die  im  dritten  Beispiel  berechnete  Integration  unserer 
Differentialgleichung  (14)  ist  auch  hier  verwendbar,  da  der 
Verlauf  der  //-Linien  derselbe  geblieben  ist;  demnach  ist 

p  =  F^c  (y—D  cos  ,  x  —  qct^  =  F(yj,  C). 

Benützen  wir  die  Anfangsbedingung  (39)  in  der  bisher  stets 
geübten  Weise,  so  erhalten  wir  aus  obiger  Gleichung  nach 
kurzer  Rechnung: 


Sitzb.  d.mathem.-naturw.  Kl.;  CXV.  Bd.:  Abt.  IIa. 
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u  

^H-  (y  —  D  COS  +  D  COS  —  y^—j 

2z(x—qcf)  ~ 
•  cos —  '  l4U) 

Dieser  Ausdruck  für  p  erfüllt  die  Differentialgleichung 
wie  die  Anfangsbedingung,  ist  also  die  gesuchte  Lösung. 
Gleichung  (40)  enthält  zwei  Perioden  der  Zeit,  deren  Schwin- 
gungsdauer —  und       ist.  Es  ist  klar,  daß  p  somit  auch  hier 
qc  qc 

eine  periodische  Funktion  der  Zeit  ist.  Die  Schwingungsdauer 
derselben  wird  am  kleinsten  sein,  wenn  X  ein  Vielfaches  von  p 

ist,  so  daß  in  der  Zeit  —  eine  ganze  Zahl  der  Perioden 

qc  .  . 

enthalten  ist.  Wir  setzten  schon  oben  X  =  2|a,  erhalten  mithin 

als  Periodendauer  des  ganzen  Ausdruckes  p  t  =  -,  ^ 
Größe,  die  wir  schon  im  früheren  Beispiel  zu  5  Tagen  berechnet 
haben;  also  auch  hier  soll  nach  5  Tagen  die  Anfangssitua- 

tion  (39)  wiederkehren.  .  t 

Die  Zahlenauswertung  der  Gleichung  (40)  ist  eine  rec 

/      2%x  2*(*-^9] 
langwierige  Arbeit;  die  Größe  D\cos—^  cos-     ^  j 

kann  vom  früheren  Beispiel  her  benützt  werden.  D"  ^ 
natenanfangspunkt  liege  bei  40°  nördl.  Breite  und  90  _w  ^ 
Länge,  die  Auswertung  geschah  wieder  von  3  zudem  ^  ^ 
Arbeitskarte,  und  zwar  von  x  =  — 15  bis  x  _  9  un 

y  ~  Die  GvöLn  p~M  aus  Gleichung  (40)  sind  in  der  nach- 
stehenden Tabelle  für  die  obigen  Punkte  in  Millimetern 
druck)  angegeben;  sie  sind  die  negativen  Abweichungen 
Werte  M=  760  mm. 


Digitized  by  Googl 


Theorie  der  synoptischen  Luftdruckveränderungen.  1 24 1 


p-M 

*=-15 

-12 

-9 

I-3 

0 

3 

1    6    I  9 

Anfangs  verteil  u  ng. 

5-3 

6- 

5  4- 

2-  0-. 

5-  4-1 

3-  6-1 

3-  4-J 

3-  0- 

5  42 

-3 

9-6 

ll-< 

3  7-< 

3-  0-i 

3-  8-( 

3-11*1 

3-  8-1 

3-  0-1 

3  7-6 

0 

13  0 

15-1 

3  10'! 

l-  V 

i  —ii-: 

?-16-< 

)-ll-' 

?-  1« 

l  10-2 

3 

9-6 

IM 

J  7-< 

J-  o-i 

\  -  8-( 

) -1 1  -f 

$-  8-( 

5  -  0'i 

i  7-6 

6 

5-3 

6-{ 

•>  4-1 

!-  0-{ 

>-  4'i 

{-  6-e 

(-  4-i 

\-  0'i 

>  4-2 

9 

3-1 

3-1 

J  2-^ 

t-  0-5 

!-  2-i 

\-  3-J 

5-  2'i 

o-j 

i  2-4 

Erster  Tag. 

2-1 

1-C 

<  O'l 

-  0-8 

-  \'A 

—  i  •  / 

—  O't 

A  £ 

\  4'C 

'  15*5 

-3 

3-2 

1-5 

o-i 

-  1-1 

-  2*1 

—  &  c 

1.1 

-11 

7-6 

12- 1 

0 

5-5 

23 

0-2 

-  1-6 

-  3-2 

-  4-5 

-  2-1 

7-8 

6-8 

3 

100 

3-9 

0-3 

-  2-6 

-  5-3 

-  8-1 

-  2-7 

4-9 

3-8 

6 

15-4 

7-0 

0-5 

-  4-7 

-  96 

-125 

-  1-9 

2-7 

2-3 

9 

13-8 

III 

0-9 

-  8-3 

-15-2 

-11-2 

-  11 

1-6 

2-7 

Zweiter  Tag. 

y  =  -6 

-  5-3 

-  0-3 

05 

0-7 

0-5 

0-2 

-  0-4 

-  1-5 

-  40 

-3 

-  9-6 

-  0-5 

0*7 

0-9 

0-7 

03 

-  05 

-  2-1 

-  7-0 

0 

-13-0 

-  0-9 

1- 1 

12 

0-9 

0*3 

-  0-7 

-  3-3 

-12-4 

3 

-  9-6 

-  1-G 

1-7 

1-6 

1  2 

0-5 

-  11 

-  5-9 

-14-9 

6 

-  5-3 

-  2-6 

2-9 

2-6 

1-8 

0-7 

-  1-8 

-106 

-  9-6 

9 

-  31 

-  2-3 

53 

4-2 

2-8 

1-1 

-  3-1 

-14-9 

-  5-3 

Drit 

ter  Tag. 

y  =  -Q 

2-3  - 

-  6-5- 

-  4-0  - 

-  15- 

-  0-4 

0-2| 

0-5 

0*8 

0-5 

-3 

1-3  - 

•  6-3  - 

•  7-0  - 

-  2-1 

05 

0-3 

0-7 

0-9 

0-7 

0 

0-8  - 

3-8  - 

12-4  - 

•  3-3- 

•  0-7 

0-3 

0-9 

1-2 

1-1 

3 

0-5  - 

2-1  - 

14-9- 

59- 

•  1-1 

0-5 

1-2 

1*6 

1-7 

6 

0-4  - 

1-3- 

9-6- 

10-6- 

1-8 

0-7 

1-8 

2-6 

2-9 

9 

03  - 

0'8- 

5'3  - 

14-9  - 

3-1 

1-1 

2-8 

4-2 

5-3 

81* 


Digitized  by  Google 


1242 


F.  M.  Exner, 


P 

M 

-I 

-9 

-6 

-3 

0 

3 

6 

Vierter  Tag. 

1 

2-3 

10-3 

15-5 

4-5 

0-6 

-  1-7 

-  1-4 

-  0*7 

i 

o-i 

-3 

1-3 

5-5 

121 

7-6 

1-1 

-  2-6 

-  2-1 

-  1-0 

Ol 

0 

0-8 

32 

6-8 

78 

2-0 

-  4*5 

-  3*2 

-  1-6 

o-i 

3 

0-5 

20 

3-7 

5-0 

2-7 

-  8-1 

-  5-4 

-  2-7 

0-2 

6 

0-4 

1-4 

2-3 

2-7 

1-9 

-12-5 

-  9-5 

-  4-7 

0-5 

9 

0-3 

l'O 

2-6 

1-6 

l'O 

-11-1 

-15-3 

-  8'2 

0-8 

In  den  Karten1  19  bis  23  sind  die  Werte  der  Tabelle  mit 
verkehrtem  Vorzeichen  eingetragen  und  Isobaren  gezogen. 


Karte  19.  Anfangsverteilung. 


der  sich 


Karte  19   repräsentiert  die  Anfangssituation,  aus 
die  der  folgenden  vier  Tage  entwickeln.  Die  Hoch-  und 
druckgebiete  bewegen  sich,  wie  man  sieht,  rascher  as 


i  Dieselben  sind  im  gleichen  Maßstäbe  wie  Karte  1  gezejc 
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Karte  20.  Erster  Tag. 


Karte  21.  Zweiter  Tag. 
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Karte  23.  Vierter  Tag. 
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vorigen  Beispiel,  und  zwar  bewegen  sich  beide  im  westlichen 
Teile  des  Kontinentes  aus  Nordwesten  gegen  Südosten,  im 
östlichen  Teile  aus  Südwesten  gegen  Nordosten,  wobei  sie  ihre 
Form  verändern.  Sie  beschreiben  also  einen  Bogen,  der  quali- 
tativ mit  dem  Verlauf  der  //-Linien  übereinstimmt.  Dabei  bleiben 
die  760- Linien  parallel  Zur  Y- Achse,  wie  in  der  Artfangs- 
situation. Natürlich  spielt  die  Annahme  der  Druckverteilung 
zu  Anfang  hier,  auch  was  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
anlangt,  eine  Hauptrolle.  Dieses  Beispiel  wurde  auch  nur 
gegeben,  um  zu  zeigen,  wie  sich  selbst  kompliziertere  Anfangs- 
verteilungen berechnen  lassen.  Wie  wir  sahen,  hängt  die  Periode 
von  der  Distanz  der  Maxima  und  Minima  voneinander  ab.  Bei 
der  gewählten  Distanz  entwickelt  sich  aus  der  Situation  von 
Karte  23  in  einem  Tage  wieder  die  von  Karte  19.  Mit  wach- 
sendem positiven  oder  negativen  y  nimmt  nach  Gleichung  (39) 
die  Ungleichheit  im  Drucke  der  Anfangsverteilung  fortwährend 
ab;  auch  dies  entspricht  nicht  der  Erfahrung  und  so  kann 
dieses  Beispiel  nicht  direkt  zum  Vergleich  mit  Beobachtungen 
verwendet  werden.  Interessanter  würde  sich  das  Ergebnis  ge- 
stalten, wenn  die  Anfangsverteilungen  vom  dritten  und  vierten 
Beispiel  superponiert  würden,  also  Maxima  und  Minima  bei 
gleichzeitiger  Druckabnahme  nach  Norden.  Doch  ist  dies  hier 
nicht  mehr  berechnet  worden. 


Die  nächste  Aufgabe  wäre  wohl,  den  Verlauf  der  //-Linien 
über  Nordamerika  für  andere  Jahreszeiten  und  Monate  zu 
berechnen,  dieselben  Betrachtungen  auf  diese  anzuwenden  und 
die  Ergebnisse  wieder  mit  den  Beobachtungen  zu  vergleichen. 
Eine  vorläufige  Berechnung  der  //-Linien  für  den  Monat  Juli 
in  Nordamerika  ließ  erkennen,  daß  diese  Kurven  ihren  Krüm- 
mungsmittelpunkt  im  Süden  der  Vereinigten  Staaten,  nicht  wie 
im  Winter  im  Norden  derselben  haben  und  daß  die  Abstände 
der  Kurven  voneinander  bedeutend  größer,  die  Werte  c  also 
bedeutend  kleiner  sind  als  im  Jänner.  Mithin  wird  die  Ge- 
schwindigkeit der  Fortbewegung  einer  Depression  oder  Anti- 
zyklone um  diese  Zeit  kleiner  und  überhaupt  die  Luftdruck- 
veränderung an  einem  Orte  im  Sommer  geringer  sein,  wie  dies 
im  allgemeinen  ja  auch  die  Erfahrung  bestätigt. 
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Des  weiteren  wäre  dann  der  Versuch  zu  machen,  die  all- 
gemeinen Gleichungen  auch  auf  Europa  auzuwenden,  indem 
für  diesen  Kontinent  die  i/-Linien  berechnet  werden;  daraus 
würden  sich  vielleicht  interessante  Folgerungen  auf  van 
Bebber's  Zugstraßen  der  Depressionen  ergeben  u.  s.w. 

Diese  Arbeiten  sind  aber  so  umfangreich,  daß  vorläufig 
von  ihnen  abgesehen  werden  mußte. 

Wien,  k.  k.  Zentralanstalt  für  Meteorologie,  im  Juni  1906. 
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über  das  Verhalten  der  radioaktiven  Uran- 
und  Thoriumverbindungen  im  elektrischen 

Lichtbogen 

von 

Dr.  Friedrich  Wächter. 

(Mit  2  Tafeln.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  16.  Juni  1906.» 

Die  Herren  Rutherford  und  Soddy1  nehmen  bekannt- 
lich an,  daß  aktive  Thorverbindungen  ein  Thorium-AT  fort- 
dauernd und  in  konstanter  Menge  hervorbringen  und  daß 

Uranmetall  kontinuierlich  einen  neuen  Stoff  —  Uran-A'   

erzeugt.  Das  Thorium  und  Uran  wären  also  chemische  Ele- 
mente, die  schon  bei  gewöhnlicher  Temperatur  eine  Zersetzung 
erleiden. 

Eine  freiwillige  Zersetzung  chemischer  Elemente  bei  ge- 
wöhnlicher Temperatur  ist  aber  offenbar  nur  unter  zwei  Voraus- 
setzungen möglich,  und  zwar:  1.  müssen  die  Atome  dieser 
Elemente,  um  zerfallen  zu  können,  aus  einer  größeren  Anzahl 
von  Partikelchen  (Elektronen  oder  Uratomen)  bestehen  und 
2.  müßten  diese  Partikelchen  so  locker  aneinander  hängen, 
daß  schon  jene  lebendige  Kraft,  welche  der  Atomwärme  bei 
gewöhnlicher  Temperatur  entspricht,  dazu  genügt,  einzelne 
Elektronen  aus  dem  Verbände  des  Elementatomes  zu  reißen. 

Die  erstere  Annahme  erscheint  gewiß  nicht  unwahrschein- 
lich, sondern  ist  im  Gegenteile  die  einzige  Hypothese,  welche 
eine  einheitliche  Auffassung  des  Begriffes  »Atom«  ermöglicht, 
wie  ich  das  schon  vor  28  Jahren  in  einer  der  Wiener  Akademie 

1  Proceedings  Chem.  Soc,  18,  p.  121. 
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vorgelegten  Abhandlung1  darzulegen  bemüht  war.  In  jener 
Arbeit  erörterte  ich  ziemlich  eingehend  die  Frage  der  Zerleg- 
barkeit der  chemischen  Elemente  und  gelangte  hiebei  zu  der 
Schlußfolgerung:  Wenn  ein  sogenanntes  »Atom«  des  Wasser- 
stoffes aus  «  kleineren  Teilen  oder  Uratomen  zusammengesetzt 
ist,  so  besteht  ein  Natriumatom  aus  23.  n  Teilen,  ein  Eisenatom 
aus  56.«  Teilen  und  ein  Uranatom  folglich  aus  240. h  Teilen. 

Es  hätte  daher  viele  Wahrscheinlichkeit  für  sich,  daß 
gerade  Thorium  und  Uran  —  die  beiden  Elemente  mit  den 
höchsten  Atomgewichten  —  am  leichtesten  zerlegbar  wären. 


Die  zweite  Voraussetzung,  daß  nämlich  diese  Zerlegung 
des  Thoriums  und  Urans  partiell  schon  bei  gewöhnlicher  Tem- 
peratur stattfinden  sollte,  ist  allerdings  höchst  überraschend. 
Man  kann  aber  nicht  a  priori  sagen,  daß  sie  unmöglich 
erscheine. 

Bei  meinen  nachstehend  erörterten  Versuchen  ging  ich 
daher  von  folgender  Voraussetzung  aus:  Findet  tatsächlich  - 
wie  Ruthe rford  und  Soddy  annehmen  —  schon  bei  gewöhn- 
licher Temperatur  ein  teilweiser  Zerfall  der  Uran-  undThonum- 
atome  statt,  so  muß  derselbe  unbedingt  wesentlich  erhöht 
werden,  wenn  man  diese  beiden  chemischen  Elemente  im 
elektrischen  Lichtbogen  auf  3000  bis  4000°  erhitzt.  Zeigt  sich 
aber  hiebei  keinerlei  Zerfall,  so  findet  auch  bei  gewöhnlicher 
Temperatur  kein  solcher  statt  oder  zum  mindesten  wird  diese 
Vermutung  dann  sehr  unwahrscheinlich. 


Es  stellt  sich  daher  als  erste  experimentell  zu  bean  - 
wortende  Frage  dar:  Was  für  Beobachtungen  ergeben  sie  , 
wenn  man  Uranoxyd,  respektive  Thoriumoxyd  der  Temperatur 
des  elektrischen  Lichtbogens  aussetzt? 

Die  Antwort  lautet:  Uranoxyd  vergast  und  wird  um - 
destilliert,  Thoriumoxyd  ist  hingegen  die  einzige  cnem,sC 
Substanz,  welche  im  elektrischen  Lichtbogen  so  gut  wie  ga 


Diese  Sitzungsberichte,  1878,  Maiheft. 
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nicht  vergast  und  auch  nur  unter  ganz  besonderen  Umständen 
zum  wirklichen  Schmelzen  gebracht  werden  kann.  Die  Ver- 
suche mit  Thoriumoxyd  gestalten  sich  daher  einfacher  und 
führen  rascher  zu  einem  Resultate  als  jene  mit  Uranverbin- 
dungen. 

Versuche  mit  Thoriumoxyd. 

Um  das  Thoriumoxyd  tatsächlich  auf  die  Temperatur  des 
elektrischen  Lichtbogens  bringen  zu  können,  bediente  ich  mich 
folgender  Methode: 

Chemisch  reines  Thoriumoxyd  wurde  zunächst  im  Platin- 
tiegel über  dem  Bunsenbrenner  ausgeglüht  und  von  aller 
Feuchtigkeit  befreit,  dann  in  einer  Achatreibschale  sehr  fein 
zerrieben  und  in  einem  Preßzeug  aus  Stahl  unter  der  hydrauli- 
schen Presse  zu  kleinen  runden  Scheibchen  von  \6mnt  Durch- 
messer und  zirka  3  mm  Dicke  gepreßt.  Ein  solches  Scheibchen 
wiegt  dann  2  bis  3  g.  Dasselbe  wurde  recht  behutsam  —  denn 
es  zerfallt  sehr  leicht  —  mit  einer  Tiegelzange  gefaßt  und 
zunächst  in  dem  Gasgebläse  längere  Zeit  auf  helle  Weißglut 
erhitzt. 

Nun  wurde  eine  einfache  elektrische  Bogenlampe  mit 
vertikal  stehenden  Lichtkohlen  in  Tätigkeit  gesetzt,  und  zwar 
mit  Gleichstrom  von  110  Volt  und  20  bis  30  Amperes  Strom- 
stärke. Es  empfiehlt  sich,  hiebei  nicht  eine  automatisch  regu- 
lierende, sondern  eine  von  Hand  aus  zu  bedienende  Bogen- 
lampe zu  verwenden.  ' 

Zur  Abblendung  des  Lichtes  und  der  strahlenden  Wärme 
stelle  ich  knapp  vor  die  Lampe  eine  Holzwand,  welche  eine  — 
mit  dunklen  Gläsern  versehene  —  Öffnung  hat.  Mittels  der 
Tiegelzange  brachte  ich  das  ausgeglühte  Thoriumoxydscheib- 
chen  nun  derart  in  den  elektrischen  Lichtbogen,  daß  das 
Scheibchen  keine  der  beiden  Kohlenelektroden  berührt. 

Indem  man  zunächst  nur  den  Rand  des  Scheibchens  in 
den  Lichtbogen  bringt,  gelangt  derselbe  zu  hellster  Weißglut 
und  es  bildet  sich  am  Rande  ein  helleuchtender  kleiner  Kreis. 
Sobald  diese  Erscheinung  eintritt,  schiebt  man  das  Thorium- 
scheibchen  weiter  in  den  Lichtbogen  hinein,  wobei  es  —  aller- 
dings erst  nach  einigen  vergeblichen  Versuchen  —  gelingt, 
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den  helleuchtenden  Kreis  von  dem  Rande  nach  der  Mitte  des 
Scheibchens  zu  bringen.  Hat  man  das  glücklich  erreicht,  so 
lasse  man  das  Scheibchen  30  bis  60  Sekunden  in  dieser  Lage 
und  entferne  dasselbe  dann  rasch  aus  dem  Lichtbogen. 

Nach  dem  Erkalten  bemerkt  man  an  dem  Thoriumscheib- 
chen  folgendes:  In  der  Mitte,  wo  sich  der  positive  Krater 
gebildet  hatte,  ist  eine  glasartig  geschmolzene  Stelle  von  weißer 
Farbe,  während  der  übrige  Teil  des  Scheibchens  gewöhnlich 
als  strohgelber,  nicht  geschmolzener,  sondern  nur  gesinterter 
Ring  erscheint,  vorausgesetzt,  daß  keine  der  beiden  Licht- 
kohlen berührt  wurde.  Um  dieses  derart  hochgradig  erhitzte 
Thoriumscheibchen  auf  seine  radioaktiven  Eigenschaften  zu 
untersuchen,  benützte  ich  photographische  Trockenplatten,  und 
zwar  in  folgender  Weise.  Auf  die  photographische  Platte  wurde 
zunächst  schwarzes,  lichtdichtes  Papier  (auf  die  Gelatine- 
schichte der  Platte)  gelegt  und  hierauf  ein  zirka  3  cm  starkes 
Brett  aus  weichem  Holz  von  dem  gleichen  Format  wie  die 
Platte  (gewöhnlich  9:12  cm).  In  dem  Brettchen  waren  mehrere 
kreisrunde  Löcher  von  etwa  2V8  cm  Durchmesser  angebracht 

In  eine  dieser  kreisrunden  Durchlochungen  wurde  das  im 
Lichtbogen  geglühte  Thoriumoxydscheibchen  gelegt;  in  eine 
zweite  Durchlochung  ein  in  gleicher  Weise  durch  Pressen 
erzeugtes  Thoriumoxydscheibchen,  welch  letzteres  jedoch  nur 
bei  100°  längere  Zeit  getrocknet  und  nicht  bis  zum  Glühen 
erhitzt  worden  war.  Die  photographische  Platte  mit  den  auf- 
gelegten Thoriumscheibchen  wurde  dann  sorgfältig  lichtdicht 
verpackt  und  zwei  bis  drei  Tage  deponiert. 

Beim  nachherigen  Entwickeln  der  photographischen  Platte 
zeigte  sich  nun  folgende  Erscheinung:  Die  nur  auf  100  t. 
erwärmte  Thoriumscheibe  (Fig.  1)  hatte  sich  als  kreisrunder, 
homogener  Lichtfleck  abgebildet  und  ist  von  einem  Lichtkreis 
umgeben,  entsprechend  der  Größe  des  Ausschnittes  im  Holze. 
Die  im  elektrischen  Lichtbogen  geglühte  Thoriumscheibe  (Fig.  2) 
zeigt  hingegen  in  der  Mitte  -  dort  wo  sich  der  positive  Licht- 
krater gebildet  hatte  —  eine  dunkle  Stelle.  Rings  um  den  Licht- 
krater ist  ein  etwas  hellerer  Ring,  während  der  übrige  Rand  des 
Scheibchens  schwächer  abgebildet  ist.  Im  Gegensatze  zu  dem 
nur  auf  100°  erwärmten  Thoriumoxyd  ist  das  heftig  geglühte 
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Oxyd  von  keinem  Lichthof  umgeben;  der  kreisrunde  Holz- 
ausschnitt ist  sonach  hier  nicht  abgebildet. 


Zur  Erklärung  dieser  Erscheinungen  könnte  man  vielleicht 
folgende  Vermutung  aussprechen:  Da  jene  Stelle,  an  welcher 
sich  der  positive  Lichtkrater  auf  der  Thoriumscheibe  gebildet 
hatte,  keine  Einwirkung  auf  die  photographische  Platte  zeigt, 
so  ist  offenbar  der  radioaktiv  wirkende  Bestandteil  von  dieser 
Stelle  —  infolge  der  großen  Hitze  —  abdestilliert.  Ein  Teil  des 
Destillates  mag  sich  in  der  umgebenden  Luft  verflüchtigt  haben, 
ein  anderer  Teil  des  destillierbaren  Stoffes  scheint  sich  hin- 
gegen an  den  kälteren  Partien  der  Thoriumscheibe  —  rings  um 
den  Krater  —  kondensiert  zu  haben.  Dadurch  würde  sich  die 
unverkennbar  hellere  Umsäumung  des  dunklen  Fleckes  er- 
klären. 

Schwieriger  ist  es,  die  Ursache  zu  erkennen,  warum  das 
nicht  geglühte  Thoriumscheibchen  von  einem  Lichthof  um- 
geben ist,  das  geglühte  jedoch  nicht.  Es  ist  allerdings  nahe- 
liegend, zu  vermuten,  daß  dieser  Lichthof  durch  Thorium- 
emanation hervorgerufen  werde,  welche  Emanationsfähigkeit 
beim  heftigen  Glühen  des  Thoriumoxydes  für  einige  Zeit  ver- 
schwindet, wie  schon  E.  Rutherford  beobachtet  hat.  Da  sich 
aber  beim  Überdestillieren  des  Uranoxydes  dieselbe  Erschei- 
nung zeigt,  so  müßte  man  annehmen,  daß  auch  Uranoxyd  für 
gewöhnlich  Emanation  aussendet,  was  bisher  nicht  voraus- 
gesetzt wird. 

Aus  dem  Verhalten  eines  Thoriumscheibchens,  auf  welchem 
—  wie  in  Fig.  2  —  ein  positiver  Lichtkrater  erzeugt  wurde,  läßt 
sich,  wie  ich  glaube,  folgende  Schlußfolgerung  ziehen:  Nach- 
dem das  Thoriumoxyd  durch  heftiges  Glühen  nicht  stärkere 
photographische  Wirkung  zeigt,  sondern  im  Gegenteil  um  so 
schwächere,  je  höher  es  erhitzt  wurde,  so  verwandelt  sich  das- 
selbe durch  Steigerung  der  Temperatur  offenbar  nicht  in 
radioaktiv  wirkende  Substanz,  sondern  diese  Wirkung  rührt 
vielmehr  von  einer  fremden  Beimischung  her,  welche  sich 
durch  entsprechend  starke  Erhitzung  vom  Thoriumoxyd  ab- 
destillieren  läßt. 
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Um  die  Richtigkeit  dieser  Anschauung  zu  prüfen,  ver- 
suchte ich  es,  verschiedene  nicht  radioaktive  Oxyde,  wie  z.  B. 
Magnesia,  Kalk,  Tonerde,  Zirkonoxyd,  ferner  Berylliumoxyd, 
Ceroxyd,  Dydimoxyd,  Titanoxyd,  Wolframoxyd  und  Molybdän- 
oxyd, mit  2  bis  5%  Uranoxyd  zu  vermengen,  um  dann  auf 
gleiche  Weise  das  Uranoxyd  aus  diesen  Oxyden  herauszudestil- 
lieren  wie  den  radioaktiven  Bestandteil  aus  dem  Thoriumoxyd. 

Mit  Ausnahme  von  Magnesia  und  Kalk  schmelzen  jedoch 
alle  andern  vorgenannten  Oxyde  sehr  rasch  im  Lichtbogen,  sind 
daher  hiefür  nicht  verwendbar.  Magnesia  und  Kalk  schmelzen 
zwar  nicht,  verdampfen  aber,  da  bei  diesen  Substanzen  der 
Siedepunkt  tiefer  liegt  als  der  Schmelzpunkt.  Calciumoxyd  ver- 
dampft hiebei  leichter  als  Uranoxyd,  ist  also  schon  aus  diesem 
Grunde  für  den  beabsichtigten  Versuch  nicht  geeignet;  Magnesia 
hat  zwar  höheren  Siedepunkt,  verdampft  aber  doch  so  relativ 
stark  (bei  Erzeugung  grünen  Lichtes),  daß  es  offenbar  aus 
diesem  Grunde  nicht  möglich  ist,  auf  einem  zwischen  den 
beiden  Lichtkohlen  gehaltenen  Scheibchen  aus  Magnesia  einen 
positiven  Krater  zu  erhalten. 


Ich  versuchte  nämlich,  da  alle  übrigen  Oxyde  sich  als 
ungeeignet  erwiesen,  auch  dem  Thoriumoxyd  2  bis  5%  ^ran" 
oxyd  beizumengen  und  aus  demselben  dann  herauszudestil- 
lieren.  Sobald  aber  ein  destillierbarer  Körper  im  Thorium  in 
halbwegs  größerer  Menge  enthalten  ist,  gelingt  es  nicht  mehr, 
auf  dem  Thoriumoxyd  einen  positiven  Krater  zu  erzeugen. 
Schon  eine  Beimengung  von  1%  Eisenoxyd  oder  y»7o  Chrom- 
oxyd verhindert  dies. 

Es  mag  hiebei  bemerkt  werden,  daß  die  strohgelbe  Farbe, 
welche  das  Thoriumoxyd  beim  heftigsten  Glühen  im  elektn- 
schen  Lichtbogen  annimmt,  vermutlich  von  Eisendampf  her' 
rührt,  welcher  —  als  Verunreinigung  —  der  Lichtkohle  ent- 
stammend, sich  in  dem  Thoriumscheibchen  kondensiert.  Denn 
einerseits  bleiben  die  Thoriumscheibchen  (aus  dem  gleichen 
Vorrat  entnommen)  öfters  —  trotz  heftigstem  Glühen  —  unver- 
ändert  weiß,  andrerseits  erhält  Thoriumoxyd  bei  genngem 
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Zusatz  von  Eisenoxyd  dieselbe  gelbe  Farbe  wie  manchmal 
unbeabsichtigt  im  Lichtbogen. 

Versuche  mit  Uranoxyd. 

Stellt  man  auf  gleiche  Weise,  wie  beim  Thoriumoxyd 
angegeben  wurde,  durch  Pressen  ein  Scheibchen  aus  Uran- 
oxyd her  und  bringt  dasselbe  mittels  einer  Tiegelzange  in  den 
elektrischen  Lichtbogen,  so  zerbröckelt  dasselbe  gewöhnlich 
zu  Staub  und  es  gelingt  nur  sehr  schwierig,  das  Uranoxyd  zu 
einem  Tropfen  zu  schmelzen. 

Ein  Teil  des  Uranoxydes  verdampft  hiebei  und  es  soll 
nicht  unerwähnt  bleiben,  daß  der  elektrische  Lichtbogen  zu- 
gleich ein  merkwürdiges  Flattern  zeigt,  welches  mitunter  sogar 
ein  Erlöschen  desselben  zur  Folge  hat.  Diese  Erscheinung 
zeigt  sich  —  wenigstens  in  so  auffallender  Weise  —  bei  keinem 
andern  der  von  mir  untersuchten  Metalloxyde.  Nur  Borsäure 
zeigt  die  gleiche  Erscheinung,  und  zwar  noch  viel  stärker, 
Kieselsäure  hingegen  nicht. 

Das  Erzeugen  eines  positiven  Lichtkraters  auf  einem 
Uranoxydscheibchen  erscheint  also  nicht  ausführbar  und  ist 
mir  überhaupt  mit  keinem  andern  Körper  als  Thoriumoxyd, 
und  zwar  nur  ganz  reinem  Thoriumoxyd  möglich  gewesen. 

Es  entstand  nun  die  Frage:  Wie  verhält  sich  im  elektri- 
schen Lichtbogen  überdestilliertes  Uranoxyd  in  radioaktiver 
Hinsicht?  Zu  dem  Zwecke  mußte  zunächst  eine  tunlichst 
zweckmäßige  Methode  des  Überdestillierens  ermittelt  werden, 
und  zwar  für  kleine  Quantitäten  und  relativ  schwache  elek- 
trische Ströme,  da  ich  nicht  in  der  Lage  war,  wie  Moisan  mit 
Stromstärken  von  1000  Amperes  bei  HO  Volt  Klemmspannung 
zu  experimentieren. 

Zu  den  Vorversuchen  verwendete  ich  meist  Eisenoxyd 
oder  Chromoxyd  oder  eine  Mischung  von  beiden,  um  zu 
erfahren,  wie  man  zwei  gleichzeitig  verdampfende  Substanzen 
durch  fraktionierte  Destillation  trennen  könne.  Um  die  Oxyde 
der  schweren  Metalle  in  bequemer  Weise  destillieren  zu  können, 
scheinen  mir  zweierlei  Mittel  geeignet  zu  sein.  Entweder  mengt 
man  pulverisierter  Lichtkohle  20  bis  50%  des  Metalloxydes  bei 
und  läßt  sich  hieraus  Lichtkohlen  herstellen  oder  —  was  ein- 
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facher  ist  —  man  stellt  sich  durch  Pressen  kleine  Zylinder  aus 
dem  betreffenden  Metalloxyd  her  und  läßt  die  Lichtkohlen 
dann  so  ausbohren,  daß  man  einen  oder  mehrere  solche 
Zylinder  in  den  Hohlraum  des  Kohlenstabes  einschieben  kann. 
Ich  benützte  hiezu  aus  Metalloxyden  gepreßte  Zylinder  von 
6  mm  Durchmesser  und  10  bis  15  mm  Länge,  welche  ein 
Gewicht  von  1  bis  höchstens  2  ^hatten.  Diese  Zylinder  wurden 
in  die  positive  Lichtkohle  eingesetzt  und  zu  deren  Verdampfung 
ein  Strom  von  20  bis  30  Amperes  bei  1 10  Volt  Klemmspannung 
angewendet. 

Unter  diesen  Umständen  dauert  es  etwa  5  Minuten,  bis 
1  g  Metalloxyd  verdampft.  In  einer  Sekunde  verdampfen  also 
nur  zirka  0*003 g  Oxyd.  Dieser  wenige  Metalldampf  gelangt 
sofort  in  große  Quantitäten  der  umgebenden  kälteren  Luft.  Es 
ist  daher  leicht  erklärlich,  daß  der  Metalldampf  augenblicklich 
erstarrt,  bevor  er  noch  Zeit  hat,  bis  an  die  einschließenden 
Gefäßwände  zu  gelangen.  Es  bildet  sich  sonach  ungemein  feiner 
Metallstaub,  welcher  sich  als  Rauch  längere  Zeit  schwebend  in 
der  Luft  erhält.  Beim  Destillieren  von  Chromoxyd  dauert  es 
daher  ungefähr  30  bis  45  Minuten,  bis  sich  so  ziemlich  sämt- 
liches Oxyd  zu  Boden  setzt;  beim  Eisenoxyd  muß  man  1  bis 
P/a  Stunden  zuwarten. 

Wenn  man  daher  gleichzeitig  zwei  Metalloxyde  verdampft, 
so  erscheint  eine  partielle  Trennung  derselben  nur  dadurch 
möglich,  daß  man  die  mit  Metallstaub  geschwängerte  Luft  etwa 
30  Minuten  in  dem  ersten  Gefäße  beläßt,  dann  in  ein  zweites 
Gefäß  absaugt  und  dort  abermals  den  restlichen  Oxydstaub 
absetzen  läßt. 

Der  Apparat,  dessen  ich  mich  zur  Verdampfung  der  Metall- 
oxyde bediente,  war  ein  ungemein  einfacher  und  ist  in  Fig.  3 
skizziert. 

Auf  einem  Grundbrett  (GG)  wurde  eine  große  Tonzelle  (T) 
aufgesetzt.  Der  Boden  der  Tonzelle  wurde  durchlocht,  um  die 
negative  Lichtkohle  einführen  zu  können.  Diese  Kohle  war  an 
einem  glockenförmigen  Metallkörper  (M)  mit  hart  angelötetem 
Messingrohr  (r)  befestigt.  An  dieses  Messingrohr  wurde  - 
durch  Gummischlauch  —  eine  mit  zwei  Glasröhren  versehene 
Glasnasche  G  angesetzt.  Um  einen  halbwegs  dichten  Anschluß 
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des  Metallkörpers  M  mit  der  Tonzelle  zu  erzielen,  wurde 
letztere  mit  Asbestpapier  (AA)  umhüllt. 

Zur  Ausführung  des  Versuches  wurde  das  kurze  Rohr  (o) 
der  Glasflasche  mit  einer  Wasserstrahlpumpe  oder  einem  Aspi- 
rator  verbunden  und  dann  die  beiden  Lichtkohlen  zur  Be- 
rührung gebracht,  in  deren  unterer,  positiver,  der  Uranoxyd- 
zylinder eingesetzt  war. 

Beim  Absaugen  der  Luft  aus  der  Glasflasche  G  tritt  sehr 
bald  der  schwere  Metallrauch  in  die  Flasche  über  und  nach 
zirka  5  Minuten,  wenn  so  ziemlich  alles  Uranoxyd  verdampft 
ist,  wird  der  elektrische  Strom  abgestellt.  Man  kann  nun  schon 
mit  diesem  Apparat  zweierlei  Destillate  erhalten,  nämlich  einer- 
seits das  in  der  Tonzclle  abgelagerte  Uranoxyd,  welches  sich 
von  den  Wänden  der  Tonzelle  mit  einem  Pinsel  entfernen  läßt, 
und  jenen  in  der  Glasflasche  abgesetzten  OxydsHaub.  Um 
letzteren  auf  einfache  Weise  zu  sammeln,  ist  es  vorteilhaft, 
schon  vor  dem  Beginne  des  Versuches  in  die  Glasflasche  so 
viel  destilliertes  Wasser  einzufüllen,  daß  der  Boden  damit  eben 
bedeckt  wird. 

Das  sich  absetzende  Uranoxyd  bleibt  dann  im  Wasser 
suspendiert  und  kann  auch  von  den  feuchten  Wänden  leicht 
abgespült  werden.  Durch  Abdampfen  auf  dem  Wasserbad 
erhält  man  dann  als  Rückstand  das  übergesaugte  Uranoxyd. 
Da  nur  sehr  wenig  Oxyd  sich  in  der  Glasflasche  absetzt,  muß 
man  die  Operation  zwei-  bis  dreimal  wiederholen,  bevor  man 
genug  Substanz  erhält,  um  daraus  ein  rundes  Scheibchen  von 
6  mm  Durchmesser  und  zirka  1  mm  Dicke  pressen  zu  können. 
Das  derart  gewonnene,  aus  überdestilliertem  Uranoxyd  ge- 
preßte Scheibchen  wurde  dann  —  analog  wie  beim  Thorium- 
oxyd —  innerhalb  einer  Durchlochung  eines  Brettes  über  der 
photographischen  Trockenplatte  exponiert.  Zum  Vergleiche 
wurde  ferner  gewöhnliches,  durch  schwaches  Glühen  aus  sal- 
petersaurem Uranoxyd  erhaltenes  Oxyd,  dann  geschmolzenes 
Uranoxyd  und  endlich  das  an  den  Wänden  der  Tonzelle  abge- 
setzte Uranoxyd  gleichzeitig  auf  derselben  photographischen 
Platte  exponiert,  und  zwar  2  bis  3  Tage  lang. 

Wie  die  Figuren  4  bis  7  zeigen,  bietet  das  schwach  geglühte 
Oxyd  (Fig.  4)  und  das  geschmolzene  Oxyd  (Fig.  5)  nahezu  die- 

Sitzb.  d.  mathem-naturw.  Kl. ;  CXV.  Bd..  Abt.  II  a.  82 
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selbe  Erscheinung  dar,  bei  dem  innerhalb  der  Tonzelle  sub- 
limierten  Uranoxyd  (Fig.  6)  ist  jedoch  der  umgebende  Lichthof 
wesentlich  schwächer,  bei  dem  in  die  Glasflasche  übergeführten 
Uranoxyd  (Fig.  7)  fehlt  der  Lichthof  vollständig  und  auch  das 
Uranoxydscheibchen  selbst  zeigt  schwächere  Wirkung  auf  die 
photographische  Platte  als  die  drei  übrigen  Proben. 


Die  Einwirkung  der  hohen  Temperatur  des  elektrischen 
Lichtbogens  auf  das  Uranoxyd  ist  also  analog  wie  beim 
Thoriumoxyd  und  äußert  sich  in  der  Weise,  daß  die  Ein- 
wirkung auf  die  photographische  Platte  herabgesetzt  und  ver- 
mindert wird. 

Diese  Erscheinung  weist  daraufhin,  daß  die  radioaktiven 
Eigenschaften  des  Uranoxyds  von  einer  geringen  Beimengung 
eines  stark  aktiven  Körpers  (des  Radiums?)  herrühren,  daß  hin- 
gegen auch  bei  der  hohen  Temperatur  des  elektrischen  Licht- 
bogens keine  Umwandlung  des  Urans  in  Uran-X  oder  in 
Radium  bemerkbar  ist,  denn  in  diesem  letzteren  Falle  müßte 
man  ja  Destillationsprodukte  erhalten,  die  merklich  aktiver 
und  nicht  weniger  aktiv  sind  als  das  gewöhnliche  Uran- 
oxyd. 

Es  würde  allerdings  die  Möglichkeit  vorliegen,  daß  Uran 
beim  Überdestillieren  doch  eine  Zerlegung  erleidet,  und  zwar 
direkt  in  nicht  aktives  Heliumgas  zerfiele.  Diese  —  allerdings 
nicht  wahrscheinliche  —  Möglichkeit  versuchte  ich,  durch  De- 
stillation von  Uranoxyd  in  geschlossenem,  mit  trockener  reiner 
Kohlensäure  gefülltem  Gefäße  zu  prüfen. 

Erwägt  man,  daß  die  Zerlegung  von  0' 00036 £  Uran  m 
Helium  bereits  1  cm3  Heliumgas  (bei  0°  C.  und  760  mm)  ergeben 
würde,  so  erscheint  es  nicht  von  vorneherein  unmöglich,  auc 
recht  geringe  eventuelle  Spaltung  des  Urans  nachweisen  zu 
können.  Der  Versuch  ergab  jedoch,  daß  die  im  Gefäß  ursprung- 
lich erhaltene  Kohlensäure  fast  quantitativ  zu  Kohlenoxyd  redu- 
ziert wird,  welch  letzteres  dann  durch  salzsaures  Kupferchlorur 
absorbiert  werden  kann,  und  vermochte  ich  kein  Helium  na 
zuweisen. 
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Versuche  mit  schwachen  Radiumpräparaten. 

Die  vorstehend  erörterten  Versuche  lassen  wohl  deut- 
lich erkennen,  daß  Thoriumoxyd  und  Uranoxyd  durch  sehr 
starkes  Erhitzen  in  ihrer  radioaktiven  Wirkung  erheblich 
geschwächt  werden  und  keine  Zunahme  der  Strahlungs- 
fähigkeit zeigen,  wie  es  der  Fall  sein  müßte,  wenn  sich  durch 
die  hohe  Temperatur  größere  Mengen  von  Uran  und  Thorium 
in  das  hypothetische  Ur-.Y,  respektive  Th  -X  umwandeln 
würden. 

Während  nun  die  Abnahme  der  radioaktiven  Wirkung 
gegenüber  der  photographischen  Platte  sich  einfach  damit  er- 
klären läßt,  daß  Uran  und  Thorium  an  sich  nicht  radioaktiv 
sind,  sondern  diese  Eigenschaft  nur  einer  geringen  Beimengung 
von  Radium  verdanken,  welches  bei  hoher  Temperatur  ganz 
oder  teilweise  abdestilliert,  so  bleibt  es  doch  unerklärt,  warum 
nach  starker  Erhitzung  sich  die  Thoriumoxydscheibchen 
(Fig.  2  und  8)  und  Uranoxydscheibchen  (Fig.  7)  zwar  abbilden, 
aber  keinen  Lichthof  erzeugen  wie  schwach  geglühte  Scheib- 
chen (Fig.  1,  4,  5  und  6). 

Man  könnte,  wie  schon  erwähnt,  diesen  Lichthof  der  Ein- 
wirkung der  »Emanation«  zuschreiben;  nun  zeigt  aber  metalli- 
sches Uran  (Fig.  9)  auch  einen  solchen  Lichthof,  und  zwar 
merkwürdigerweise  schwächer  als  gleich  lang  exponiertes 
Uranoxyd  (Fig.  10),  obwohl  das  metallische  Uran  stärker  und 
nicht  schwächer  strahlen  sollte. 

Ich  legte  mir  daher  die  Frage  vor:  Rühren  diese  Lichthöfe, 
wie  selbe  in  Fig.  1,  4,  5,  6  und  10  sichtbar  sind,  von  Emanation 
her  oder  müssen  dieselben  auf  eine  andere  Ursache  zurück- 
geführt werden?  Zur  Beantwortung  dieser  Frage  stellte  ich 
nachstehende  Versuche  an. 

W.J.Russell1  teilt  mit,  daß  sich  Holzstücke  auf  einer 
photographischen  Platte  von  selbst  abbilden,  wenn  sie  in  Kon- 
takt oder  in  kleinem  Abstände  über  die  Platte  gebracht  und  in 
dieser  Lage  0*5  bis  18  Stunden  verbleiben.  Da  ich  nun  diese 


Proc.  Roy.  Soc,  74,  p.  131  bis  134  (1904).  —  Beiblätter,  1905,  p.  684. 
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Lichthöfe  innerhalb  Holzausschnitten  erhielt,  wollte  ich  mich 
überzeugen,  ob  nicht  etwa  das  Holz  hiebet  mitwirke. 

Wie  Fig.  1 1  ersehen  läßt,  ergibt  ein  frisch  zugehobeltes 
Brett,  welches  mit  einer  kreisrunden  Öffnung  und  einem  seit- 
lichen Einschnitte  versehen  wurde,  in  der  Tat  eine  Abbildung 
der  Konturen  auf  der  photographischen  Platte,  wenn  man  das 
Brett  unmittelbar  auf  die  empfindliche  Gelatineschicht  auflegt- 

Diese  Wirkung  hört  aber  vollständig  auf,  wenn  man  licht- 
dichtes, starkes  Papier  zwischen  Platte  und  Brett  legt,  wie  es 
bei  dem  Exponieren  der  Uran-  und  Thoriumscheibchen  der 
Fall  war. 

Um  auch  einen  eventuellen  Einfluß  von  »Emanation«  aus- 
zuschließen, machte  ich  ferner  folgenden  Versuch. 

In  ein  2  cm  dickes  Brettchen  von  dem  Format  der  photo- 
graphischen Platte  wurden  solche  Ausschnitte  gemacht,  wie 
Fig.  12  entnehmen  läßt.  Der  Ausschnitt  ab  diente  zur  Aufnahme 
eines  kleinen,  vollkommen  luftdicht  zugeschmolzenen  Glas- 
röhrchens, welches  lg  radiumhältiges  Baryumsalz  enthielt,  das 
im  Jahre  1900  von  der  Firma  de  Haen  bezogen  war.  In  Ver- 
bindung mit  dem  Ausschnitt  ab  standen  zwei  schlitzförmige 
Ausschnitte  bc  und  bä;  während  aber  bc  geradlinig  verlief,  war 
im  Schlitz  bd  bei  k  eine  kreisförmige  Erweiterung  angebracht 

Wenn  man  nun  voraussetzt,  daß  die  sogenannte  Radium- 
emanation durch  Ausbreitung  ponderabler  Radiummoleküle  in 
der  Luft  nach  Art  der  Verbreitung  von  Moschus  oder  eines 
anderen  Riechstoffes  gebildet  wird,  so  erscheint  es  aus- 
geschlossen, daß  aus  einem  zugeschmolzenen  Glasrohr  »Ema- 
nation« entweicht. 

Es  erwähnt  auch  speziell  K.  Hofmann,1  daß  aktive 
Substanz,  die  sich  in  einem  fest  verschlossenen  Glase  be- 
findet, keine  induzierte  Aktivität  erzeugt.  Dasselbe  sagt  Mm* 
Curie.2 

Man  muß  also  voraussetzen,  daß  aus  einem  zugeschmol- 
zenen Glasrohre  nur  Radiumstrahlung,  nicht  aber  Radium- 
emanation austritt,  analog,  wie  aus  einer  Vakuumröhre  nur 


1  Die  radioaktiven  Stoffe.  Leipzig  1903,  p.  32,  35  und  37. 

3  Die  radioaktiven  Substanzen.  Dcatsch  ven  W.  Kaufmann,  1904,  p- 
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Kathoden-,  respektive  Röntgenstrahlen,  nicht  aber  Katboden- 
teilchen austreten. 

Da  nun  die  Radi  umstrahlen  sich  geradlinig  ausbreiten  und 
weder  reflektiert  noch  gebrochen  werden,  so  müßte  beim  Auf- 
legen des  Brettchens,  Fig.  12,  auf  eine  photographische  Platte 
ein  in  Glas  eingeschmolzenes  Radiumpräparat  zwei  geradlinige 
Streifen  erzeugen,  entsprechend  den  Ausschnitten  bc  und  bd, 
und  die  kreisförmige  Ausnehmung  k  dürfte  sich  nicht  abbilden. 
Diese  Voraussetzung  trifft  jedoch  nicht  zu  und  der  Versuch 
zeigt  das  direkte  Gegenteil. 

Wie  aus  Fig.  13  zu  entnehmen  ist,  bildet  sich  der  kreis- 
förmige Ausschnitt  k  so  deutlich  und  kräftig  ab,  als  wenn  der- 
selbe mit  leuchtender  »Emanation«  erfüllt  wäre. 

Man  könnte  nun  vielleicht  glauben,  daß  man  es  hier  mit 
einer  Art  Sekundärstrahlen  zu  tun  habe.  Diese  Vermutung  wird 
jedoch,  meines  Erachtens  nach,  durch  Fig.  14  widerlegt.  Es 
wäre  wohl  widersinnig,  anzunehmen,  die  Strahlen  des  Radiums 
würden  durch  Ausschnitte  im  Holz  veranlaßt  werden,  um  die 
Ecke  zu  biegen  und  sich  geradezu  im  Kreise  zu  drehen.  Die 
Abbildung  der  krummlinigen  Ausschnitte  im  Holz  (abc  und  defg 
in  Fig.  14)  kann  daher  nicht  durch  Strahlung  hervorgebracht 
sein,  sondern  nur  dadurch,  daß  die  in  den  Hohlräumen  ein- 
geschlossene Luft  radioaktiv  geworden  war.  Es  erscheint  mir 
dies  als  ein  Beleg  dafür,  daß  auch  in  Glas  hermetisch  ein- 
geschmolzenes Radiumpräparat  die  das  Glas  umgebende 
äußere  Luft  induzieren  kann,  und  zwar  durch  die  das  Glas 
durchdringenden  und  in  die  äußere  Luft  gelangenden  ß-  und 
T-Strahlen. 

Die  Lichthöfe,  wie  selbe  in  Fig.  1,  4,  5,  6,  9  und  10  sicht- 
bar sind,  rühren  daher  —  meines  Erachtens  nach  —  nicht  etwa 
von  ausströmender  »Emanation«  her,  sondern  werden  durch 
induzierte  Aktivität  der  Luft  —  im  Vereine  mit  direkter  Strah- 
lung —  erzeugt. 

Solche  Körper,  die  durch  starke  Erhitzung  ihre  Radio- 
aktivität großenteils  eingebüßt  haben,  erzeugen  daher  schwä- 
chere oder  gar  keine  Lichthöfe,  bei  gleich  langer  Exponierung, 
wie  nicht  geglühte  Körper.  Ich  beabsichtige  übrigens,  für  diese 
Anschauung  weitere  experimentelle  Belege  zu  suchen. 
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Zum  Schlüsse  fühle  ich  mich  verpflichtet,  Herrn  Ludwig 
Hai  tinger,  Direktor  der  österreichischen  Gasglühlicht-Aktien- 
gesellschaft, welcher  mir  zu  meinen  Versuchen  eine  größere 
Partie  chemisch  reinen  Thoriumoxyds  zur  Verfügung  stellte, 
hier  meinen  verbindlichsten  Dank  auszusprechen. 
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Beiträge  zur  Kenntnis  der  atmosphärischen 

Elektrizität.  XXV. 

Luftelektrische  Beobachtungen  am  Ossiachersee 

im  Sommer  1906 

von 

Egon  Ritter  v.  Schweidler. 

Aus  dem  II.  physikalischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  11.  Oktober  1906.) 

Im  Anschluß  an  die  in  den  Sommern  1902  bis  1905  aus- 
geführten luftelektrischen  Beobachtungen1  wurden  solche  auch 
m  den  Sommermonaten  dieses  Jahres  vorgenommen,  und  zwar 
A.  Messungen  der  Zerstreuung  zur  Ermittlung  des  täglichen 
Ganges  und  des  Zusammenhanges  mit  meteorologischen 
Faktoren,  B.  Messungen  der  elektrischen  Leitfähigkeit  der 
Luft  im  absoluten  Maße  mittels  eines  Gerdien'schen  Apparats 
zu  dem  speziellen  Zweck,  eine  Beziehung  zwischen  Zer- 
streuung und  Leitfähigkeit  aufzufinden. 

Der  Beobachtungsort  ist  wieder,  wie  in  den  Vorjahren,  ein 
Seetal  in  den  Alpen,  diesmal  das  des  Ossiachersees  in 
Kärnten.  Die  Aufstellung  der  Apparate  erfolgte  auf  einer 
großen,  gedeckten  Veranda  im  I.  Stocke  des  Hauses,  so  daß 
sie  vor  der  unmittelbaren  Einwirkung  des  Erdfeldes  geschützt 
waren. 


1  Schweidler,  Diese  Sitzungsber.,  Abt.  IIa.,  Bd.  111,  p.  1463  (1902) 
ßd-  112,  p.  1501  (1903);  Bd.  113,  p.  1433  (1904);  Bd.  114,  p.  1705  (1905). 
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A.  Zerstreuungsmessungen. 

Die  Methode  ist  die  gleiche  wie  in  den  Vorjahren:  Anwen- 
dung des  Elster-Geitel'schen  Apparats  ohne  Schutzzylinder; 
die  angegebene  Größe  Z  bezeichnet  die  Entladungsgeschwindig- 
keit in  Volt  pro  5  Minuten  bei  einem  mittleren  Potentiale  des 
Zerstreuungskörpers  von  200  Volt.  Ebenso  sind  die  Beob- 
achtungstermine dieselben  geblieben:  772h,  0\  II*  ^  ^ 
nach  Sonnenuntergang  (zwischen  18»/ah  und  I9s/4h);  bloß  der 
letzte  der  in  den  Vorjahren  verwendeten  Termine  (zwischen  21 

und  22h)  fiel  aus. 

Die  Resultate,  die  im  Anhang  A  einzeln  angeführt  sind, 
ergeben  für  verschiedene  Kategorien  von  Tagen  die  in  Tabelle  1 
zusammengestellten  Mittelwerte  (die  Mittelwerte  der  Größe  * 
sind  nach  der  Formel 

i  y  z.. 
«"^  z+ 

gebildet).  . 

1.  Gesamtmittel.  Der  Mittelwert  von  Z  (48* 9)  liegt  be- 
trächtlich höher  als  in  Mattsee  (30,  beziehungsweise  32)  un 
Seewalchen  (32).  Möglicherweise  hängt  dies  mit  dem  geo- 
logischen Charakter  der  Umgebung  zusammen:  der  Ossiac  er- 

see  liegt  im  Urgebirge.  die  erstgenannten  Orte  in  de<_San.^ 
stein-,  respektive  Kalkzonc;  die  Meereshöhe  der  drei  Orte  is 
nahezu  dieselbe  (zirka  500  m).  . 

Bezüglich  des  täglichen  Ganges  von  Z  ergibt  sien  _ 
Ansteigen  vom  Morgen  bis  zum  Mittag  und  Absinken  ^ 
abends;  in  den  ersten  Nachtstunden  wurden  an  etnze  n 
Tagen  («  =  8)  Messungen  vorgenommen,  die  in  Uberems  .. 
mung  mit  den  Resultaten  der  Vorjahre  und  denen  and  ^ 
Beobachter  ein  Wiederansteigen  von  Z  ergeben.  Es  ist  aso^ 
tägliche  Periode  der  Zerstreuung  wie  an  den  meisten  ^ 
eine  doppelte:  Maxima  nachts  und  um  Mittag,  Mm™*z^ 
Sonnenaufgang  und  -Untergang.  Ebenso  zeigt  q  einen  er 
Streuung  parallel  verlaufenden  Gang.  ^((y( 

Die  in  Seewalchen  (1904)  und  in  Mattsee  (1003  un 
gefundene,   sehr   charakteristische  Vormittagsdepression 
Werte  von  Z  und  q  fehlt  hier.  Es  erscheint  mir  wahrschein. 
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daß  dies  mit  den  Verhältnissen  der  Luftzirkulation  zusamn 
hängt:  der  an  den  beiden  genannten  Orten  stark  ausgeprägte 
Wechsel  von  Tag-  und  Nachtwind  (Tal-  und  Bergwind),  von 
denen  der  erstere  in  den  Vormittagsstunden  kräftig  einzusetzen 
pflegt,  ist  am  Ossiachersee  infolge  seiner  geschützten  Lage 
sehr  abgeschwächt;  sehr  schwache  Winde  oder  Windstille 
herrschen  hier  vor. 

2.  Bewölkung.  Klare  Tage  (Kategorie  2)  zeigen  weder 
im  Absolutwerte  noch  im  täglichen  Gange  von  Z  eine  merk- 
liche Abweichung  vom  Gesamtmittel,  q  ist  etwas  erniedrigt. 

3.  Gewittertage  (Kategorie  3)  ergeben  wie  in  den  Vor- 
jahren eine  merkliche  Erhöhung  der  Zerstreuung  in  den  Morgen- 
stunden. 

4.  Die  bekannte  Beziehung  zwischen  Zerstreuung  und 
Durchsichtigkeit  der  Luft  kommt  in  den  Mitteln  der  Kategorien 
4  und  5  deutlich  zum  Ausdruck. 

5.  Luftdruckschwankung.  Tage  mit  fallendem  (Kate- 
gorie 6)  und  solche  mit  steigendem  (Kategorie  7)  Luftdruck 
haben  ein  mit  dem  Gesamtmitttel  fast  identisches  Tagesmittel 
der  Zerstreuung;  nur  in  den  Morgenweiten  zeigt  sich  bei 
fallendem  Luftdruck  eine  Erhöhung,  bei  steigendem  eine  Er- 
niedrigung. Der  Einfluß  der  Luftdruckschwankung  ist  also 
wenig  ausgeprägt. 

6.  Barometerstand.  Dasselbe  gilt  vom  Barometerstände. 
Die  Beobachtungstage,  in  drei  gleich  starke  (n  —  20)  Gruppen 
geteilt,  tiefem  (B  ^  722  mm),  mittlerem  (B  —  722  bis  725  mm) 
und  hohem  (B  ^  725  mm)  Luftdruck  entsprechend  (Kategorien 
8,  9  und  10),  unterscheiden  sich  im  Tagesmittel  wenig;  eine 
Erhöhung  der  Morgenwerte  und  Erniedrigung  der  Abendwerte 
tritt  gerade  bei  mittlerem  Barometerstand  auf. 

Unverkennbar  ist  aber  eine  Beeinflussung  der  Größe  q 
durch  den  Barometerstand:  es  finden  sich  hohe  Werte  von  q 
bei  tiefem,  kleine  bei  hohem  Luftdrucke. 
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B.  Messungen  der  Leitfähigkeit. 
Mittels  eines  Apparats  zur  Bestimmung  der  elektrischen 
Leitfähigkeit  der  Luft  im  absoluten  Maße,  wie  ihn  H.  Gerdien1 
beschrieben  hat,  wurden  60  Messungen  ausgeführt,  und  zwar 
unmittelbar  vor  und  nach  Messungen  der  Zerstreuung.  Die 
Resultate  sind  im  Anhang  B  zusammengestellt.  Die  erste  und 
zweite  Kolumne  enthalten  Datum  und  Stunde  der  Messung 
die  dritte  die  Größe  A.\V\  wobei  A  gegeben  ist  durch 

A  _   1     dV  fdV 


V 


dV  IdV  \ 
—  in  Volt  pro  Minute  j 


und  der  Index  (A^  und  A+)  das  Vorzeichen  der  Ladung  angibt. 
Den  Betrag  der  Leitfähigkeit  in  elektrostatischen  Einheiten,  der 
von  den  positiven,  respektive  negativen  Ionen  erzeugt  wird, 
erhält  man  durch  Multiplikation  von  .4_,  respektive  A+  mit 
einer  Apparatkonstanten,  die  im  vorliegenden  Falle  den  Wert 
3-33.  10 ~8  hat.  Die  vierte  Kolumne  enthält  die  nahezu  gleich- 
zeitig beobachtete  Zerstreuung  Z,  die  fünfte  den  Quotienten 
.4.10* 


Z  ' 

Wenn  die  Angaben  des  Elster-Geitelschcn  Apparats  der 
Leitfähigkeit  proportional  sind,  so  muß  der  Quotient  r  einen 
konstanten  Wert  besitzen. 

Es  ergibt  sich  nun  für  r  aus  allen  60  Messungen  ein 
Mittelwert  von  1-362;  der  mittlere  Fehler  der  Einzelmessung 

[nach  der  Formel  e  -    /  ^\  )  jst  0'  1 16,  d.i.  8-5%  des 

x,  V    "—1  1 

Mittelwertes. 

Diese  Fehlergröße  ist  schon  an  sich  nicht  sehr  bedeutend 
im  Verhältnisse  zu  der  bei  luftelektrischen  Messungen  erzielten 
Genauigkeit.  Dabei  ist  aber  noch  zu  berücksichtigen:  erstens, 
daß  dieser  mittlere  Fehler  die  Summe  der  Beobachtungsfehler 
bei  beiden  Messungsarten  enthält,  zweitens  der  Umstand,  der 
noch  mehr  ins  Gewicht  fallen  dürfte,  daß  es  mir  als  einzelnem 

1   H.  Gcrdien,  Göttinger  Nachrichten,   1905,  Heft  3;  auch  Physika!. 
Sosehr.,  Bd.  6,  p.  800  (1905). 
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Beobachter  nicht  möglich  war,  exakt  gleichzeitig  die  Mes- 
sungen mit  beiden  Apparaten  auszuführen.  Da  in  dem  Zeit- 
intervalle von  zirka  5  Minuten,  das  durchschnittlich  zwischen 
beiden  liegt,  merkliche  Änderungen  der  beobachteten  Größen 
eintreten  können,  sind  wohl  viele  Abweichungen  hierauf  zurück- 
zuführen. 

Bei  von  Beobachtungsfehlern  freien,  exakt  simultanen 
Messungen  wäre  der  mittlere  Fehler  von  r  jedenfalls  bedeutend 
reduziert.  In  erster  Annäherung  kann  daher  r  als  konstant 
betrachtet  werden  oder  in  anderen  Worten: 

Die  Zerstreuung,  mittels  eines  Elster-Geitel'schen  Appa- 
rats, der  ohne  Schutzzylinder  an  einem  gegen  das  Erdfeld 
geschützten  Ort  aufgestellt  ist,  gemessen,  ist  der  Leit- 
fähigkeit der  Luft  proportional. 

Daß  die  Abweichungen  der  Einzelwerte  von  r  zufälligen 
und  nicht  systematischen  Charakters  sind,  wird  auch  bestätigt 
durch  Gruppierung  der  Resultate  nach  Vorzeichen  der  Ladung 
und  absoluter  Größe  der  Zerstreuung.  Gegenüber  dem  Gesamt- 
mittel 1  •  362  («  =  60)  erhält  man 

für  positive  Ladung. . .  r  =  1  "366    (*  =  30), 
.   negative     »      ...r  =  1-358    (*  =  30), 

»  Z>50  0   r  =  1-357    (»  =  30), 

»  2^50-0   r—  1  367    («  =  30). 

Dieses  so  auf  empirischem  Wege  gewonnene  Gesetz  von 
der  Proportionalität  zwischen  Zerstreuung  und  Leitfähigkeit  b 
übrigens  auf  Grund  der  Untersuchungen  H.  Scherings1  atf 
theoretisch  vorauszusehen,  wie  bereits  vom  Verfasser  fru  e 
ausgeführt  wurde. 

Mit   Hilfe    des    oben    angegebenen  Reduktionsfakto^ 
1-362  und  der  Apparatkonstante  des  Gerdien'schen  Appaf 
3  33. 10-3  berechnet  sich   aus  der  mittleren  Zerstre"  * 
Z  =  48-9  der  mittlere  Wert  der  Leitfähigkeit  in  absom 
(elektrostatischen)  Einheiten  zu: 

X  =     +     =  4-44.  IQ-*  — 


1  H.  Schering,  Dissertation.  Göttingen  1904. 

•  E.  v.  Schweidler,  diese  Sitzungsber.,  Bd.  114,  p.  1718  (  ■ 
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C.  Zusammenfassung  der  Resultate. 

1.  Die  Zerstreuung  zeigt  den  normalen  täglichen  Gang: 
doppelte  Periode  mit  Maximas  in  der  Nacht  und  um  Mittag, 
Minimas  um  Sonnenaufgang  und  Untergang. 

Der  Einfluß  verschiedener  meteorologischer  Faktoren  auf 
die  Zerstreuung  wird  untersucht;  die  Abhängigkeit  vom  Baro- 
meterstand und  von  der  Luftdruckschvvankung  ist  wenig  aus- 
geprägt. 

2.  Aus  dem  Vergleiche  von  Zerstreuungsmessungen  und 
Messungen  der  Leitfähigkeit  mitGerdien's  Apparat  ergibt  sich 
in  erster  Annäherung  Proportionalität  zwischen  Zerstreuung 
und  Leitfähigkeit  —  vorausgesetzt,  daß  die  Zerstreuung  mit 
dem  Elster-Geitel'schen  Apparat  ohne  Schutzzylinder  an  einem 
der  Einwirkung  des  Erdfeldes  entzogenem  Orte  bestimmt  wird. 


1272 


E.  v.  Schweidler, 


Anhang 


Datum 


Bewölkung 


Fern- 
sicht 


Wind 


Barometer 


Anmerkung 


VII.  15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


[22.; 


23. 


24. 


25. 


26. 


bew.,  R.-  klar 


klar  -  '/obew. 


klar 


klar-  Vabew- 
-klar 


wechs.  bew., 
R. 


klar  -  bew.,  R. 


wechs.  bew., 
R. 


bew.,  R.  -  klar 


wechs.  bew., 
R. 


wechs.  bew. 


III 


III 


IV— II 


IV— III 


11 


II 


III-II 


wechs.  bew. 


bew.  -  1  obew., 
R." 


III 


0,  E  1 


0,  S  4,  E  4 


0,  S  2,  NW  3 


0,  NE  3 


0.  E2 


r'22-5 


722-5 


726-5 


728—25-5 


725 


I7h  Gew. 


14*  Gew. 


724-  19  5 


'22 


7h,  i4hGe« 


724 


722-20 


721—23-5 


Nachm.  Gew. 


Nachm.  Gew. 


Nachm.  Gew. 


724-21-5 
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A. 


7V2h 

9h 

11h 

15h 

18>/2h  bis  20h 

— 

— 

47-0  46-0 
1-02 

• 

365  420 
087 

— 

45-0  410 
1  10 

— 

44-0  47-0 
0  94 

I 

,  50-0  60-0 
083 

54-5    55 -0 
0-99 

54  5    58  0 
0-94 

470  51-5 
0-91 

46-0  51-5 
0-89 

50-0  üO-0 
0-83 

51 -5  53'0 
0-97 

50-0  440 
114 

— 

50-0  50-0 
1-00 

50  *  5    56 ' 5 

1  -  oo 

— 

— 

— 

54  •  5    5(5  •  5 
0-96 

OS-0  72-0 
0  91 

58-0  50-5 
1  -03 

515  4S-0 
1  -07 

89'0  (30-0 
115 

360  40-0 
0-90 

48-5  50-0 
0-87 

— 

-  ■ 

— 

— 

— 

72-0  72-0 
1-00 

680  64-0 
1-Oß 

53-0  58-0 
0-91 

— 

56-5  55-5 
1-02 

53-0  52-0 
1-02 

43-0  43-0 
1-00 

72  5    76  5 
0  95 

55-5  62-0 
0-89 
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Datum 

!  Bewölkung 

Fern-  . 
.  .  .  Wind 
sieht 

;  Barometer 

Anmerkung 

VII.  27. 

klar  -  bew.,  R. 

VI— II 

0,  S4 

720-18-5 
—20 

18*  Gew. 

 1 

28. 

bew.  -  i/4bew. 

IV 

0 

720-5 

29. 

V4  bew.  - 
3/4  bew.  - 
i/4  bew. 

IV 

E2  -  E4 

721 

30. 

klar 

VI-IV 

0 

722 

31. 

klar 

IV 

0 

724  5 

I8h  Gewbild. 
22*  Wetterl. 

VIII.  1. 

klar  -  Vjbew. 
-klar 

IV— II 

0,  E4 

727-5 

14^  Gew. 

2. 

wechs.  bew. 

II 

0,  E  1 

728—26 

Ht  Gewbild. 
2lMVetterl 

3. 

klar 

III — IV 

0 

723  5 

4. 

klar  -  bew.,  R. 

IV— I 

0,  S4 

724—28 

Nachm.  Gew. 

 ^ 

5. 

1  2  bew. 

II  — III 

0,  E  I 

729 

2ih  Wetterl. 

G. 

klar  -  3/4bcw. 

—  Ki.ir 

III 

0,  E4 

726  5-24 

7. 

klar 

III 

0,  E2 

724-21  * 

«. 

III- VI 

0,  E4 

723 

Abds.Triib.Vl 
ooh  Gewbild 

EöyGöögTe 


Atmosphärische  Elektrizität. 


1275 


7V*h 

Qh         i         n  l. 

i 

15>' 

18i/2h  bis  20h 

51-5  50-0 
1  -03 

420  450 
0-93 

62-0  06-5 

V  iM 

54-5  520 

t  •CSc\ 

16-0    41  0 

1-19 
1     1  ü 

48-5  18-5 
100 

09-0    72  0 
096 

620  640 

A  •  07 
U  V 1 

51-5  53-5 

— 

— 

47-0  42-0 

1.14 
1     I  — 

43  0  44-0 

CS  •  Oft 

41-0  45-0 
091 

42-0  460 
0-91 



420  430 
v  wo 

430  42-0 

1  'CS9 

43-0  440 
0-98 

47-5  475 
1-00 

46-5    46  0 

345  360 

öl  -5    56  5 

— 

57-0  5S-0 
098 

53  0  515 
1-03 

55  5    62  0 
0-90 

48-5  475 
1  -0° 

32-0  44-0 
0-73 

48-5  50-0 
0-97 

53-5  515 
104 

53-5    52  0 
1  -03 

430  43-0 

1  UV 

— 

56*5  55*5 
1-02 

37-5  4t'0 
091 

— 

— 

73  5  65-5 

1  .  1  o 

l       1  u 

50 • 5       54 • 5 
0-  92 

065  48-5 

51-5  52-0 
0"U9 

50 ■ 5    56 "  5 
0-S8 

54-5  56-5 
0  •  06 

48  5  47-5 

1  -o° 

38-5  390 
0-98 

410  44-5 
092 

46  0    47  0 
0-98 

42-0    42  0 
l  -00 

450  500 
0-90 

54-5  56-0 
0-97 

50-0  53-0 
0-94 

43-0  44-0 

0-9S 

30-5  2S-5 
1-06 

1276 


E.  v.  Schwei  dl  er, 


Datum 

Bewölkung 

Kern- 
sicht 

Wind 

Barometer 

Anmerkung 

i 

VIII.  9. 

wechs.  bew. 

VI— I 

0,  S,  E 

722-5-20 

i 

15h  Gew. 

10. 

i/o  bew.  - 
bew  ,  Ii.  - 
klar 

II 

0,  E3 

720 

Vorm.  Gew.- 

bildung. 
Abd.  Wetterl. 

■ 

11. 

bew.  -  klur 

V-1I 

0 

720— 16  -5 
—  18-5 

20h  Gew. 

12. 

klar 

1 

0,  E  1 

722 

Morgennebe; 

13. 

klar 

II 

0,  E  1 

724 

~  —  " 

14. 

klar 

15. 

klar 

III 

E3 

722 

[16.; 

bew.,  R. 

— 

0 

725-21  5 

Nachm.  Gew. 

17. 

bew.,  R. 

_ 

0 

72T5- IS 

Vorm.  und 
nrichm  Gew. 

  .  —  — 

18. 

'/.»bew. 

I  -II 

0 

719 

2lh  Wetterl. 

1S>. 

bew.,  Ii.  - 
>.'2  bew. 

II — III 

0 

721 

4h  Gew. 

20. 

'/„bew.,  Ii.  - 
klar 

II  III 

0,  S  3,  E  4 

723-25 
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9* 

11h 

15h 

I8i/ah  bis  20» 

— 

360  37-0 
0-97 

500  43-0 
1-16 

475  480 

099 

I  45-0  48-0 
0-93 

— 

■ 

65-5  62-0 
106 

65-5  680 
0-96 

— 

— 

— 

42  0    40  0 
0-92 

460  43-0 
106 

42-0  42-5 
0-99 

46-0  470 
0-98 

64-0  69-0 

\j  «70 

55*5  53*0 
1  "05 

51  -5       52  0 
0*99 

45-0  46-0 
0  98 

58-0  56-Ö 
1 -0T 

565  50-0 
1  Id 

53  0  53-0 

1  -oo 



45-5  475 
0-96 

54-5  54-5 
1-00 

530  545 
097 

570  650 
0-83 

50-0  50-0 
1-00 

- 

— 

— 

[31 -0J  [46-0] 
[0-C7J 

— 

— 

45-5  44-0 
1-03 

— 

— 

— 



50-0  47-5 
0-95 

47-5  485 

0  •  QR 

51*5  51*5 

1  •  An 
1  W 

42-0  38-5 
1  •  An 

565  62-0 
09! 

50-0  500 
t-00 

02-0  61-0 
1-02 

38-5  34-5 
1-12 

32-5  33-Ö 
0-97 

51-5  54-5 
0-94 

51-5  46-0 
1-12 

1  1 

'■  dcrmalhcin.-n.imrw.  Kl.;  CXV.  Ud.,  Abt.  IIa.  S4 
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Datum  | 

Bewölkung 

Fern- 
sicht 

Wind 

Barometer 

1 

Anmerkung 

VIII.  21. 

wechs.  bew., 

I\. 

III— VI 

0,  E2 

724-5—26 

Nachm.  Trü- 
bung (VI) 

22. 

klar 

V-IV 

0 

727 

23. 

klar 

IV 

0 

725  5-23 

Morgennebel  j 

24. 

wechs.  bew. 

IV— III 

0,  E2 

724 

Nachm.  Gew.1 

25. 

klar  -  V4bew. 

IV 

0 

724-5 
—215 

_.     —  — i 

26. 

bew.  -  »/4bew. 

V— II 

0,  E3 

722-24  5 

12h  Gewitter-, 
bildung 

27. 

klar  -  bew.,  R. 

IV— II 

0,  E2 

723-19 
—21 

28. 

klar 

I 

E  4,  S  4,  0 

726-29 

29. 

klar 

IV — III 

0,  E2 

729 

30. 

klar 

IV — III 

0,  E2 

729 

31. 

klar 

IV  II 

0.  E2 

729 

IX.  1. 

klar 

III 

0,  E3 

728 

2. 

- 

klar 

IV 

0,  E3 

727 
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11^ 

  T  

15*          18>/jh  bis  20* 

34;*>  375 
091 

390  38'5 
1-01 

405  460 

088 

42-0  450 
0-93 

— 

— 

— 

55*0  500 
110 

— 

-  - 

430  475 
091 

500  47-5 

roö 

555  60-0 
0-93 

230  275 
0-84 

38-0  39-0 
0-97 

440  47-5 
093 

41  5  390 
1-06 

54-5  590 
0-93 

- 

53-5  57-0 
093 

50-0  51-5 
0-97 

530  565 
093 

45-0  51-5 
0-87 

40-5  420 
0-97 

— 

45-5  rnro 
0-91 

öii-u  530 
1  00 

[69,411  [69] 

61-0  60*0 
102 

— 

41-5  305 
113 

340  325 
1-05 

365  355 
103 

[45-0] 

•»0  0    60  0 
083 

— 

600    70- 5 
085 

440  47-5 
0-93 

37-5  410 
091 

400  42-5 
094 

440  435 
l -Ol 

45  0    49  5 
091 

38-5  410 
094 

41-0  460 
089 

410  460 

089 

430  46*0 
0  93 

390  410 

095 

410  395 
1-04 

370  39-5 
0-95 



42-5  485 
0*88 

42-5  485 
0-88 

48-0  50-5 
095 

38-0  440 
0-85 

50-0  51-5 
0-97 

555  57-0 
097 

430       51  5 
083 

38-5  51-5 
075 

48-5  50-5 
0-96 

530  620 
0  85 

49-0  OO'O 
0-82 

84* 
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■ 

Datum 

Bewölkung 

Fern- 
sicht 

Wind  | 

Barometer  J 

Anmerkung 

IX.  3. 

klar 

IV 

0 

726  5 

1 

.  .i 

4, 

klar 

IV— III 

0 

727-25-5 

i 

5. 

klar  -  s/4bcw., 
R. 

IV— II 

• 

0 

725 

6. 

klar  -  8/4bew. 

IV 

0,  SW3 

- 

724—21-5 
-23 

7/ 

bew.  -  klar 

V— IV 

0 

723-5—26 

*  ■ 

8. 

klar 

II — III 

0 

728-25-5 

9. 

klar,  w.  bew., 

R 

IV— I 

wechs. 

725 

12*,  20»: 
Gew. 

10. 

bew.,  R. 

II 

0,  S2,E2 

723-20 

12*.  21h: 
Gew. 

11. 

bew.,  R.  - 

II 

0 

722 

Sehr  kühl, 
Neuschnee 

auf  BcrKM 
HUI  wo 

12. 

3/4  bew. 

V— I 

wechs. 

719 

Nachm.  i°h' 
nig,  starke 
Winde 

13. 

wechs.  bew. 

I 

wechs. 

719 

14. 

wechs.  bew. 

III 

0 

718 

15. 

bew.  -  klar 

V— III 

E3 

719-17-i 
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71/,* 

9* 

11* 

15» 

18i/2h  bis  20»» 

62-0  655 
0-95 

45'0  48-5 
0*93 

47-5  48-5 
0-98 

_ 

62-0  68-0 
0*91 

610  565 
1  -09 

45-0  460 
0'98 

47-5  545 
086 

  —  —  -  — 

61-0  610 
l  '00 

54-5  58-0 
0*94 

25-5  345 
0*74 

4.V0  44-0 
1  02 

470  455 
1-03 

380  41-0 
0-93 

50-0  60-0 
0-83 

____ 

430  46-0 
0-94 

545  545 
1  00 

450  46-0 
098 

500  460 
1-08 

460  51-5 
0-89 

45  0  56-5 
0'80 

600  64-0 
0-94 

_ 

53-0  55-5 
0  ■  95 

69-0  690 
1-00 

43'5  38*5 
1  •  14 

_  _ 

38-5  460 
0-84 



43-5  44-0 
0  09 

43-0  35-5 
1-20 

320  31-0 
1-03 

[39-0' RÖ-O] 
[35 -5j 

68  5    73  5 
0-93 

48-0  47-0 
1-02 

305  330 
0  92 

62-0  61-0 
1  -02 

02-0  46-0 
1  -35 

430  400 
1-08 

54  0  56-5 
0-95 

47-0  47-0 
1  00 

48-0  46-0 
1-04 

38-0  38-5 
0-99 

48 -5  42-0 
115 

47-0  48-0 
0-98 

400  450 
0-89 
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Anhang  B. 


Datum 

Stunde 

A_  .  10* 

Z_  1 

r_ 

VII.  15. 

16* 

67-0 

470 

1  -42 

16. 

16h 

645 

450 

T43 

17. 

10^ 

81  5 

545 

1  49 

18. 

15»' 

680 

50-0 

136 

20. 

10h 

89  5 

545 

1-64 

20. 

14h 

860 

58-0 

I  .  IC 

1  4a 

23. 

10t 

935 

700 

i  -  Ii 

25. 

11h 

108-5 

72-5 

1  w 

28. 

11h 

820 

690 

i .  i<j 

31. 

11h 

68-0 

475 

1  4o 

VIII.  3. 

11h 

71-5 

535 

l -33 

5. 

15h 

89-0 

735 

1-21 

8. 

15h 

555 

430 

1-30 

11. 

11h 

545 

460 

IIS 

11. 

15h 

575 

390 

147 

13. 

11h 

74-5 

58-0 

1-28 

18. 

15>/2h 

57-5 

400 

1-44 

20. 

15h 

04-5 

515 

1  25 

25. 

11h 

71  5 

530 

1-35 

27. 

15>> 

510 

36-5 

1-40 

29. 

15h 

5P0 

385 

1-32 

30. 

15h 

560 

39-0 

1-44 

31. 

15h 

575 

480 

1-20 

Digitized  by  Googl 


Atmosphärische  Elektrizität. 


1 283 


Datum 

Stunde 

A   .  103 

7 
«*  

T  

1A.  ö. 

10" 

qo  .  a 
oi  0 

ol  "0 

1  "32 

A 

4. 

1D" 

"70 .  a 
78  0 

A  1  •  A 
Ol  *0 

l  28 

5. 

15^ 

80-0 

545 

l  "47 

8. 

15»» 

645 

450 

T43 

12. 

15h 

85-5 

68-0 

1-26 

14. 

11»» 

575 

47-0 

T22 

14. 

15h 

630 

480 

I3l 

Datum 

Stunde 

>L  .  10s 

+ 

Uli      1  r. 
VII.  1,). 

f  Ah 

A"  •  A 
Ol  \) 

aa  •  a 
40  V 

1  nO 

In. 

Iis  U 

4  1  U 

1  OÖ 

1  i . 

1  Ali 
10" 

HO  •  A 

08  U 

1  •  1  7 

L\>. 

1  4  h 
14" 

<»1  ■  A 

93  0 

DO  0 

1  04 

-o. 

1  All 
10" 

ud  .  A 

»9  0 

Aß  ■  A 
OÖ  II 

1    «5  l 

Jö. 

1  1  h 
1  1  n 

rio  .  A 
9o  0 

7*>  •  fl 

ia 
30. 

1  1  Ii 
1  1" 

(34  ;> 

40  U 

•5  1 . 

1  1  h 
1  1  a 

d.7  •  S 
4  /  O 

|  -Ol 

VII!  1 
vlll.  .5. 

1  1  Ii 
1  1  " 

i  1  0 

t,  i  .  r. 
«J  1  O 

.-. 
O. 

lDn 

ori .  a 
S9  0 

OO  O 

1  •  'Mi 

9. 

15^ 

645 

48-0 

134 

11. 

15^ 

Gl-0 

425 

1  44 

12. 

15h 

71  r> 

530 

1-35 

13. 

15h 

71-5 

500 

1-43 

18. 

t51' 

71  -5 

5T5 

1-39 
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Datum 

Stunde 

A+  .  10» 

u 

VIII.  21. 

7h 

510 

375 

1-36 

24. 

9h 

645 

47-5 

T36 

25. 

15^ 

61-0 

515 

1-18 

27. 

11h 

51-0 

32-5 

1-57 

27. 

15h 

480 

35*5 

1-35 

28. 

11h 

910 

70-5 

1-28 

29. 

15h 

54-5 

41-0 

1-33 

30. 

15h 

49-5 

41-0 

1-18 

31. 

15h 

82-0 

505 

1-62 

IX.  1. 

15h 

74  5 

55*5 

1-34 

5. 

15h 

80-0 

580 

1-38 

8. 

15h 

61-0 

46'0 

1-33 

12. 

11h 

545 

41-0 

1  -33 

12. 

15h 

89-0 

73'5 

1-21 

lH/8h 

74-5 

535 

1-39 
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Beiträge  zur  Kenntnis  der  atmosphärischen 

Elektrizität.  XXVI. 

Beobachtungen  über  Niederschlagselektrizität 

von 

Dr.  E.  Weiss. 

Aus  dem  II.  physikalischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

(Mit  3  Textflguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  11.  Oktober  1906.) 

Bisher  wurden  Beobachtungen  über  die  Elektrizität  der 
Niederschläge  nur  von  Elster  undGeitel1  und  von  Gerdien8 
ausgeführt.  Die  von  ihnen  angewandte  Methode  war  folgende: 
Die  Niederschläge  wurden  in  einer  im  Freien  gut  isoliert  auf- 
gestellten Blechschale  aufgefangen,  die  durch  einen  Draht  mit 
einem  Elektrometer  in  Verbindung  stand.  Zum  Schutze  gegen 
die  Influenzwirkungen  der  atmosphärischen  Elektrizität  war 
die  Schale  von  einem  oben  offenen  Blechzylinder  umgeben, 
der  mit  der  Erde  in  leitender  Berührung  stand.  Auch  der  Zu- 
leitungsdraht  zum  Elektrometer  lief  in  einer  geerdeten  Blech- 
röhre. Trotz  vieler  Vorsichtsmaßregeln  war  es  nicht  aus- 
geschlossen, daß  Tropfen,  die  von  der  Schutzhülle  absprangen, 
in  die  Schale  gelangen  und  diese  so  mit  einer  der  atmosphäri- 
schen entgegenbezeichneten  Influenzelektrizität  laden  konnten. 
Diesen  Fehler  könnte  man  nun  dadurch  vermeiden,  daß  man 
die  Schale  nicht  von  vornherein  mit  dem  Elektrometer  in 

1  Met.  Zeitschr.,  V,  95  (1888);  diese  Sitzungsber.,  XCIX,  421  (1890); 
Terr.  Magn.,  IV,  15  (1899). 

2  Münch.  Ber.,  XXXIII,  II  (1903);  Phys.  Zeitschr.,  IV,  837  (1903). 
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Verbindung  setzt,  sondern  sie  ohne  Schutzhülle  dem  Regen 
aussetzt  und  nach  einiger  Zeit  in  einem  vor  dem  Erdfeld 
geschützten  Raum  mit  dem  Elektrometer  in  Berührung 
bringt.  In  diesem  Falle  könnten  aber  die  von  der  Schale 
abspritzenden  Tropfen  diese  mit  einer  der  Luftelektrizität 
gleich  bezeichneten  Influenzelektrizität  laden.  Um  dies  zu 
vermeiden,  fing  ich  die  Niederschläge  nicht  auf  einer  Schale, 
sondern  auf  einer  gut  isolierten  Bürste  auf.  Ein  Abspringen 
von  Tropfen  konnte  ich  an  dieser  nie  bemerken.  Ebenso  wie 
Elster  und  Geitel  und  Gerdien  beobachtete  ich  gleichzeitig 
den  Gang  der  Luftelektrizität.  Ferner  verband  ich  mit  den 
Beobachtungen  eine  Messung  der  Zahl  und  Gröfle  der  Tropfen, 
respektive  der  Flocken  nach  der  von  J.  Wiesner1  angegebenen 
Absorptionsmethode. 

Die  Beobachtungen  stellte  ich  auf  der  Wiener  Universität*- 
Sternwarte  an,  und  zwar  auf  einer  Terrasse,  die  gegen  S  und  W 
vollkommen  frei  und  gegen  N  und  E  von  den  Mauern  de> 
Gebäudes  begrenzt  ist.  Der  Punkt,  wo  der  Kollektor  und  die 
Bürste  aufgestellt  wurden,  ist  von  der  nördlichen  Begrenzungs- 
mauer Im  entfernt,  von  der  östlichen  11«.  Es  finden  sie 
auch  in  der  Nähe  keine  Bäume,  die  die  Terrasse  überragen. 
Die  Möglichkeit,  daß  vom  Dach  oder  von  Bäumen  absPr,"^en 
Tropfen  auf  die  Bürste  gelangen  könnten,  ist  also  bei  südic  ^ 
und  westlichen  Winden  ganz  ausgeschlossen  und  auc 
leichten  nördlichen  und  östlichen  Winden  sehr  unwahrsc  ein 
lieh.  Die  Bürste,  die  zum  Auffangen  der  Niederschläge  dien^ 
war  durch  Ebonit  mit  Natriumtrocknung  isoliert.  Die  Bort 
standen  sehr  dicht  beisammen,  der  Durchmesser  der  o  e 
Fläche  betrug  13««.  Nach  der  Exposition,  die  «wsc"e  /J 
und  5  Minuten  variierte,  wurde  die  Bürste  unter  einem  ben 
in  den  an  die  Terrasse  anschließenden  Beobachtung^  ^ 
gebracht  und  dort  mit  einem  Hankel'schen  Elektrosk  p  ^ 
Verbindung  gesetzt.  Die  Empfindlichkeit  desselben  wuro  ^ 
reguliert,  daß  einem  mittleren  Teilstrich  ungefähr  13  o 
sprach.  Die  Kapazität  des  Systems  HankelH- Bürste  wur 
23  cm  bestimmt. 

i  Diese  Sitzungsber.,  CIV,  I,  1397  (1895). 
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Da  die  Kapazität  bekannt  ist,  kann  man  die  Elektrizitäts- 
menge, die  der  Niederschlag  mit  sich  bringt,  aus  der  Spannung 
berechnen.  Die  Niederschlagsmenge  wurde  nach  der  Wiesner- 
schen  Absorptionsmethode  gemessen:  Ein  mit  Eosin  und  Feder- 
weiß  eingeriebenes  Filtrierpapier  von  immer  gleicher  Qualität 
(aus  der  Fabrik  Max  DreverhofT,  Dresden:  Barytfiltrierpapier 
Nr.  311)  wurde  in  einem  Rahmen  (entweder  400  oder  100  cm3) 
einige  Sekunden  dem  Regen  ausgesetzt.  Die  Tropfen  hinter- 
lassen runde  rote  Flecken,  aus  deren  Durchmesser  nach  der 
von  Defant1  angegebenen  Methode  und  den  von  ihm  berech- 
neten Tabellen  das  Gewicht  der  Tropfen  bestimmt  wurde.  Aus 
der  Zahl  der  Tropfen  kann  man  dann  die  Niederschlagsmenge 
rechnen.  Bei  Schneeflocken  ist  diese  Methode  allerdings  ziem- 
lich ungenau,  da  dieselben  keine  runden  Flecken  hinterlassen. 
Aber  einen  Anhaltspunkt  über  die  Zahl  und  Größe  der  Flocken 
gibt  sie  doch. 

Die  Luftelektrizität  wurde  durch  einen  Tropfkollektor 
gesammelt,  der  ganz  in  der  Nähe  der  Bürste  stand.  Vom  Kol- 
lektor geht  quer  über  die  Terrasse  ein  Schlauch  zu  einer  durch 
Paraffin  isolierten  Wasserflasche.  In  diese  taucht  der  Draht, 
der  zu  einem  Exner'schen  Elektroskop  führt.  Der  Kollektor  ist 
an  einem  Stativ  beweglich;  vier  Stellungen  waren  durch  Marken 
bezeichnet;  die  Reduktion  der  Angaben  einer  Stellung  auf  die 
andere  geschah  durch  Beobachtungen  bei  konstantem  Potential- 
gefälle. 

Die  Beobachtungen  wurden  folgendermaßen  ausgeführt. 
Unmittelbar  vor  der  Exposition  der  Bürste  wurde  das  Exner- 
sche  Elektroskop  abgelesen  und  das  Zeichen  der  Luftelek- 
trizität bestimmt  (durch  Annäherung  eines  geriebenen  Ebonit- 
stabes). Darauf  wurde  die  Bürste  unter  einem  Schirm  ins  Freie 
getragen,  in  einem  Stativ  befestigt  und  dem  Regen-,  respektive 
Schneefall  ausgesetzt.  Dann  wurde  der  Rahmen  mit  dem  prä- 
parierten Filtrierpapier  einige  Sekunden  exponiert.  (Im  Ver- 
laufe des  Regens  wurden  nur  dann  solche  Blätter  exponiert, 
wenn  eine  Änderung  der  Intensität  oder  der  Tropfengröße 
bemerkt  wurde.)  Ehe  die  Bürste  weggenommen  wurde,  wurde 

1  Diese  Sitzungsber,  CXIV,  585  (1905). 
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wieder  die  Luftelektrizität  abgelesen  und  ihr  Zeichen  bestimmt. 
Die  Bürste  wurde  unter  einem  Schirm  in  den  Beobachtungs- 
raum gebracht,  mit  dem  Hankel'schen  Elektroskop  in  Ver- 
bindung gesetzt  und  der  Ausschlag  abgelesen.  Da  die  Exposi- 
tion der  Bürste,  damit  ein  gut  ablesbarer  Ausschlag  entstand, 
im  Mittel  3  Minuten  betrug,  so  konnten  die  Beobachtungen  alle 
4  bis  5  Minuten  gemacht  werden. 

Der  Tropfkollektor  hat  zwar  andern  Kollektoren  gegen- 
über den  Nachteil,  daß  er  die  mit  ihm  verbundenen  Apparate 
nur  langsam  aufladet;  da  aber  die  Niederschlagsbeobachtungen 
nicht  so  rasch  aufeinanderfolgen,  so  hat  es  auch  keinen  Zweck, 
alle  geringen  Schwankungen  der  Luftelektrizität  zu  beobachten, 
deren  Gang  nur  zum  Vergleiche  dienen  soll. 

Meine  Beobachtungen  umfassen  die  Monate  Jänner  bis 
April  1906  und  betreffen  daher  hauptsächlich  Schneefalle  und 
ruhige,  schwache  Regenfälle  und  einige  Regenböen. 

Bei  den  ersten  Versuchen  im  Jänner  und  Anfang  Fe- 
bruar beobachtete  ich  noch  nicht  den  gleichzeitigen  Gang 
des  atmosphärischen  Potentialgefälles;  vom  15.  Februar  an 
geschah  auch  dies  regelmäßig.  Die  bisher  erhaltenen  Resultate 
stimmen  mit  denen  von  Elster  und  Geitel  und  von  Gerdjen 
gut  überein.  Bei  schwachen  Niederschlagsfällen  ist  gewohnlic 
auch  die  elektrische  Tätigkeit  gering;  sowohl  die  Störungen 
des  normalen  Erdfeldes  als  auch  die  Niederschlagsladungen 
sind  schwach.  Die  schon  öfter  beobachtete  Tatsache,  da 
Schneefällen  das  Zeichen  von  Luft-  und  Niederschlags^  - 
trizität  dasselbe  ist  und  auch  der  Gang  beider  gut  u  e  • 
cinanderstimmt,  konnte  ich  fast  immer  bemerken  (Beo  ac  * 
tungen  Nr.  6,  7,  8,  9,  15).  Bei  Regenfällen  tritt  das  Umße*en 
öfter  ein:  das  Zeichen  ist  gewöhnlich  entgegengesetzt,^ 
Gang  der  Niederschlagselektrizität  ungefähr  das  Spicge  ^ 
desjenigen  der  Luftelektrizität  (Beobachtungen  Nr.  11,1 ^2,   ,  » 
respektive  Fig.  2;  Ausnahme  Beobachtung  Nr.  10,  Fig.  !)•  " 
konnte  ich  bei  einer  Änderung  im  Charakter  des  Niede^cn^n. 
falles  (Änderung  der  Intensität  des  Falles  oder  der  li^ 
große  oder  der  Windstärke)  auch  eine  Änderung  der  ee 
sehen  Faktoren  beobachten  (9,  26,  107,  172,  193).  Der  bc : 
ist  zwar  vorwiegend  positiv  elektrisch,  aber  nicht  ausschlie 
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es  kommen  auch  starke  negative  Ladungen  vor.  Bei  Regen  ist 
das  Vorzeichen  sehr  wechselnd;  ein  Überwiegen  der  negativen 
Ladungen,  wie  es  besonders  die  Theorie  der  Luftelektrizität 
von  Gerdien  verlangt,  konnte  ich  bisher,  wahrscheinlich  des 
spärlichen  Beobachtungsmaterials  halber,  nicht  bemerken.  Aber 
fast  immer  fand  ich  eine  schöne  Übereinstimmung  zwischen 
dem  Gang  der  Niederschlags-  und  der  Luftelektrizität.  Sogar 
bei  schnellen  Änderungen  tritt  diese  Übereinstimmung  (Fig.  2), 
sei  es  durch  parallelen,  sei  es  durch  entgegengesetzten  Ver- 
laul, ein.  Die  wenigen  Ausnahmen  davon  betreffen  eine  sehr 
schwache  elektrische  Tätigkeit,  wo  auch  die  Angaben  der 
Elektroskope  bereits  ungenau  sind. 

Gerdien  stellt  fest,  daß  die  Elektrizitätsmengen,  welche 
bei  ruhigen  Niederschlägen  vom  Charakter  des  Landregens 
mit  den  Niederschlägen  herabkommen,  Stromstärken  bis  zu 
1A-W  Amp 

cm3     entsPrecnen>  was  mit  meinen  Beobachtungen 

gut  übereinstimmt.  Bei  böigem  Wetter  fand  ich  Stromstärken 

bis  zu  10-1S  ~^~f  - .  Die  Ladung  der  Regentropfen  ist  sehr  ver- 

änderlich;  die  Größenordnung  beträgt  10~4  elektrostatischer 
Einheiten,  die  Spannung  beträgt  manchmal  mehr  als  10  Volt, 
ganz  entsprechend  der  Schätzung  von  Elster  und  Geitel.  Bei 
der  Berechnung  der  letztgenannten  Zahlen  verfuhr  ich  so.  daß 
ich  mir  Tropfengruppen  bildete.  Die  Ausmessung  der  Flecke 
auf  dem  Filtrierpapier  geschah  in  der  von  Defant  angegebenen 
Weise  mit  Hilfe  eines  auf  Pauspapier  gezeichneten  Winkels. 
Er  wird  so  auf  den  Fleck  des  Tropfens  gelegt,  daß  dieser  die 
Schenkel  des  Winkels  eben  berührt.  Bezeichnet  man  auf  dem 
Winkel  die  Tropfengruppen,  so  geht  die  Ausmessung  sehr 
rasch  vor  sich.  Aus  den  so  erhaltenen  Tropfen  denke  ich  mir 
mittlere  Tropfen  gebildet  und  darauf  gleichmäßig  die  Elck- 
trizitätsmenge  verteilt.  Größe  der  Tropfen,  Ladung  und  Span- 
nung variieren  ungeheuer  stark;  am  konstantesten  ist  nocii, 
wenigstens  bei  Regenfällen,  die  Ladung  der  Gewichtseinheit. 
Diese  ist  pro  Milligramm  von  der  Größenordnung  10~3  elektro- 
statischer Einheiten. 
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Bei  den  nun  folgenden  Einzelbesprechungen  ist  in  den 
Tabellen  außer  Nummer  und  Zeit  der  Beobachtung  Nummer 
und  Expositionszeit  des  präparierten  Blattes  Filtrierpapier  an- 
gegeben, dann  die  Ladung  und  Expositionszeit  der  Bürste, 
ferner  die  Zahl  der  in  1  Sekunde  auf  eine  Fläche  von  400c»: 
(größerer  Rahmen)  fallenden  Tropfen,  respektive  Flocken  und 
ihr  mittleres  Gewicht  in  Milligramm,  dann  die  Niederschlags- 
menge in  Milligramm  pro  100  cm'  in  1  Sekunde,  weiters  die 
Ladung  eines  mittleren  Tropfens  in  10~*  elektrostatischen  Ein- 
heiten und  in  Volt,  dann  die  Ladung  der  Gewichtseinheit  (l  mg) 
in  10~8  elektrostatischen  Einheiten  und  schließlich  die  Strom- 
stärke, welche  der  vom  Niederschlage  transportierten  Elek- 

Amp 

tnzitätsmenge  entspricht,  in  10~15- — 

In  der  Kolumne  Luftelektrizität  bedeuten  die  angegebenen 
Zahlen  Volt;  das  sind  jedoch  nur  relative  Zahlen,  auf  die 
oberste  Stellung  des  Kollektors  reduziert.  Das  Zeichen  oo 
bedeutet,  daß  die  Blättchen  des  Elektroskopes  anschlugen,  das 
Zeichen  ?,  daß  die  Ablesung  infolge  der  raschen  Bewegung  der 
Blättchen  nicht  möglich  war. 

Bei  der  graphischen  Darstellung  zeigt  die  obere  Kurve 
den  Gang  der  Niederschlagselektrizität;  die  Ordinate  gibt  die 
auf  eine  Expositionszeit  von  3  Minuten  reduzierte  Ladung  der 
Bürste  an.  Die  untere  Kurve  stellt  den  Gang  der  Luftelek- 
trizität dar;  die  Ordinaten  sind  dem  atmosphärischen  Potential- 
gefälle proportional,  indem  sie  die  Ladung  des  Exner'schen 
Elektroskopes,  bezogen  auf  die  höchste  Stellung  des  Kollektors, 
angeben. 
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10.  Schwacher  Regen. 

28.  Februar  1906. 
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Dies  ist  ein  Fall,  wo  der  Gang  beider  Elektrizitäten  ein- 
mal bei  Regen  parallel  ist.  Besonders  beim  zweiten  Teile  des 
Regens  ist  die  Übereinstimmung  auffallend.  Sowohl  das  Maxi- 
mum der  Positivität  und  der  Durchgang  durch  Null  als  auch 
das  Maximum  der  Negativität  fällt  beim  Gange  beider  Elek- 
trizitäten sehr  gut  zusammen.  Beim  Durchgange  durch  Null 
(Nr.  107)  trat  eine  Verstärkung  des  Regens  ein. 


11.  Stärkerer  Regen. 

2.  März  1906. 
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Der  Zeichengegensatz  tritt  hier  deutlich  hervor,  ebenso 
der  entgegengesetzte  Gang  der  beiden  Kurven.  Die  großen 
Elektrizitätsmengen  werden  hier  durch  hohe  Ladungen  der 
Tropfen  veranlaßt.  Der  Regen  war  lange  nicht  so  stark  wie 
Nr.  12.  Die  Beobachtung  mußte  abgebrochen  werden,  weil  das 
Hankel'sche  Elektroskop  nicht  funktionierte.  [ 

-i 

15.  Schneefall. 


22.  März  1906. 
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Beiträge  zur  Kenntnis  der  atmosphärischen 

Elektrizität.  XXVII. 

Über  Radiuminduktion  in  der  atmosphärischen  Luft  und  eine 
Methode  zur  absoluten  Messung  derselben 

von 

K.  W.  Fritz  Kohlrausch. 

Aus  dem  II.  physikalischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  11.  Oktober  1906.) 

Im  Jahre  1902  erbrachten  KI  st  er  und  Geitel1  durch  ihre 
grundlegende  Arbeit  den  Nachweis  für  das  Vorhandensein 
radioaktiver  Induktionen  in  der  atmosphärischen  Luft.  Elster 
und  Geitel8  selbst  sowie  Rutherford  und  Allan,3  Saacke* 
GockeP  und  insbesondere  G.  C.  Simpson6  in  seiner  einen 
Zeitraum  von  zwölf  Monaten  umfassenden  Arbeit,  setzten  diese 
Untersuchungen  fort  und  gaben  ein  ziemlich  klares  Bild  der 
Abhängigkeit  der  Induktion  von  den  meteorologischen  Faktoren. 
Alle  diese  Arbeiten  liefern  aber  keine  absoluten  Werte  und 
außerdem  wies  H.  Gerdien7  nach,  daß  die  Elster-Geitel'sche 
Methode  zur  Bestimmung  des  Induktionsgehaltes  der  Luft 
nicht  ganz  einwandfrei  sei,  indem  dabei  der  Einfluß  der  spezi- 


1  Elster  und  Geitel,  Phys.  Zeitschr.,  3,  p.  305  (1902);  ibid.  4,  p.  138 
(1902). 

2  Elster  und  Geitel,  Phys.  Zeitschr.,  4,  p.  522  (1903). 

3  Rutherford  und  Allan,  Phil.  Mag.  (6).  4,  p.  704  (1902). 
*  Saacke,  Phys.  Zeitschr.,  4,  p.  626  (1903). 

5  Gockel,  Phys.  Zeitschr.,  5,  p.  591  (1904). 

6  G.  C.  Simpson,  Proc.  Roy.  Soc,  73,  Nr.  491  (1904). 

7  H.  Ger  dien,  Phys.  Zeitschr.,  6,  p.  465  (1905). 
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fischen  Geschwindigkeiten  der  Induktionsträger  und  die  Strö- 
mungsverhältnisse der  Luft  vernachlässigt  werden.  Aus  dieser 
Arbeit  von  Gerdien  schöpfte  Dr.  H.  Mache1  die  Idee  zu  einer 
Untersuchungsmethode,  die  sowohl  Resultate  in  absoluten 
Maßzahlen  zuläßt  als  auch  die  oben  erwähnte  Ungenauigkeit 
vermeidet;  außerdem  bietet  sie  den  Vorteil,  daß  sie  eine  gleich- 
zeitige Messung  der  Ionenzahlen  gestattet. 

Der  benützte  Apparat  war  im  wesentlichen  ein  Ebert'scher 
Aspirationsapparat2  mit  bedeutend  erhöhter  Fördermenge.  Eine 
100  cm  lange  und  16  cm  im  Durchmesser  breite,  horizontal 
gestellte  Röhre,  die  an  beiden  Enden  durch  Deckel  verschließ- 
bar war,  saß  auf  dem  Hals  eines  Exner-Elster-Geitel'schen 
Aluminiumblattelektrometers  auf.  Auf  den  Blättchenträger  des- 
selben konnte  ein  T-Stück  so  aufgesteckt  werden,  daß  der 
30  cm  lange,  wagrechte  Teil  zentral  und  parallel  zur  Röhre 
stand. 

Mit  Hilfe  eines  elektrisch  betriebenen  Ventilators  wurde 
Luft  durch  die  Röhre  gesaugt  und  die  in  ihr  enthaltenen 
Induktionsträger  auf  den  T-Stab  niedergeschlagen,  der  mittels 
einer  Zambonisäule  zu  einem  Potential  von  zirka  —200  Volt 
geladen  worden  war.  Da  drei  solche  ganz  gleich  geformte  Stabe 
zur  Verfügung  standen  und  täglich  drei  Versuche:  früh,  mittags 
und  abends,  durchgeführt  wurden,  so  wurde  jeder  Stab  erst 
nach  24  Stunden  wieder  benützt.  Die  Windgeschwindigkeit 
wurde  an  einem  geeichten  Anemometer  während  jedesmaliger 
Aspiration  6-  bis  8 mal  kontrolliert.  Man  kann  sich  durch  Rech- 
nung leicht  überzeugen,  daß  nach  halbstündiger  Aspiration 
50%  des  erhältlichen  Induktionsgehaltes  abgefangen  sind; 
nach  dieser  Zeit  wurde  die  Röhre  geschlossen  und  m  dem 
so  entstandenen  Kondensator  der  Spannungsabfall  gemessen. 
Sowohl  der  Genauigkeit  als  der  Zeitersparnis  halber,  da  das 
hauptsächlich  in  Betracht  kommende  Radium-C  in  28  Minuten 
auf  die  Hälfte  abklingt,  wurde  mit  Mikroskop  und  0*ular- 
mikrometer  gearbeitet,  so  daß  auf  Vio  mm  SenaU  abSeleben 
werden  konnte. 

1  Mache  und  Riemer,  I'hys.  Zcitschr.,  7,  p.  617  (1906). 

2  Eberl,  Phy*.  Zcitschr.,  2  p.  662  (1901). 
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Die  Apparatkonstanten  waren: 
Kapazität:  19*8  cm; 

Windgeschwindigkeit  im  Mittel:  100  m  in  48  Sekunden, 
was  einer  Fördermenge  4>  =  0  05  m'  pro  Sekunde  entspricht. 

Spannungsverlust  vor  der  Aspiration:  10  Volt  in  48  Mi- 
nuten. 

Wird  während  der  Zeit  tx  aspiriert,  so  ist  zu  Ende  der 
Zeit  tv  d.  i.  also  zu  Anfang  der  Beobachtungszeit  /8,  auf  dem 
Stabe  die  Induktionsmenge: 


abgelagert;  dabei  ist  e  der  den  Induktionsträgern  in  einem 
Kubikmeter  Luft  zuzuschreibende  Sättigungsstrom,  4>  die 
Fürdermenge  in  Kubikmeter  pro  Sekunde  und  X  die  Abklin- 
gungskonstante  der  Induktion.  Der  für  diese  Konstante  ein- 
gesetzte Wert  müßte  sowohl  die  Abklingung  von  Radium-i? 
als  auch  die  von  Radium-C  berücksichtigen.  Da  für  die  vor- 
liegende Arbeit  Näherungswerte  genügen,  so  wurde  bei  der 
Berechnung  X  gleich  4  - 1  X  10~4,  also  gleich  der  Abklingungs- 
konstante  von  Radium-C  gesetzt  und  Radium-J?  vernachlässigt. 
Die  Menge  Mx  klingt  während  der  Beobachtung  nach  dem 
Gesetz  ab,  so  daß  die  während  der  ganzen  Zeit  i2  wirk- 
same Induktionsmenge  gegeben  ist  durch: 


wenn  C  die  Kapazität  und  V  der  der  Induktionsmenge  M2  zu- 
zuschreibende Spannungsverlust  in  Volt/Sekunden  ist.  Daraus 
läßt  sich  e  in  elektrostatischen  Einheiten  berechnen. 

Die  Messungen  wurden  in  Gleinstätten,  einem  eben 
gelege  nen  Dorf  in  der  Nähe  von  Graz  (Steiermark)  während 
des  Monates  Juli  vorgenommen.  Der  Apparat  stand  knapp 
neben  einem  nach  SW  gerichteten  Fenster  eines  ebenerdigen 
Zimmers. 


=  -*     (1—  e  *'»)(!—  c~''*)  = 
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Der  aus  allen  Messungen  berechnete  Mittelwert  für  e  war 

e  =  0'5.10-6  st.  E., 

also  20-,  beziehungsweise  200mal  kleiner  als  die  von  Eve1 
und  Hofmann2  durch  indirekte  Beobachtung  erhaltenen 
Werte.  Die  in  folgendem  gegebenen  Resultate  über  den  Zu- 
sammenhang von  e  mit  den  meteorologischen  Faktoren  können 
wegen  der  geringen  Anzahl  von  Beobachtungen  —  es  sind 
deren  nur  37  —  keinen  Anspruch  auf  große  Verläßlichkeit 
machen.  In  Tabelle  1  ist  e  mit  dem  Barometerstande  b,  der 
Temperatur  /,  dem  relativen  Feuchtigkeitsgehalte /  und  mit  k+, 
der  in  einem  Kubikzentimeter  enthaltenen  Anzahl  positiver 
Ionen,  in  der  Weise  zusammengestellt,  daß  e  der  Größe  nach 
absteigend  geordnet  und  aus  je  10  Werten  das  Mittel  genommen 
wurde;  diesem  wurde  das  Mittel  über  die  entsprechenden 
10  Werte  der  meteorologischen  Daten  zugeordnet. 

Tabelle  1. 


1  . 

1 

b 

/ 

f 

*+ 

10-40. 10-C 

736  -Ü 

22-2 

0-725 

631 

5-79. 10-6 

736-5 

211 

072 

610 

2-70.10-6 

737-7 

22-9 

0-635 

541 

1-20.10-6 

735-7 

21-8 

0-61 

600 

Aus  dieser  Tabelle  wäre  zu  entnehmen,  daß  großer 
Feuchtigkeit  hohe  Induktionswerte  entsprechen  und  daß  die 
Ionenzahlen  im  allgemeinen  zugleich  mit  dem  Induktions- 
gehalte zunehmen.  Ersteres  Resultat  wird  auch  von  Simpson 
ausgesprochen  und  letzteres  würde  der  Auffassung  entsprechen, 
daß  die  Emanation  und  deren  Zerfallsprodukte  Hauptursachen 
des  ständigen  Ionengehaltes  der  Luft  sind. 


1  Evc,  Phil.  Mag.  X,  p.  98  (190ö). 

-  ilofmann,  Fhys.  Zeitschr ,  0,  p.  340  (1905). 
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In  Tabelle  2  sind  die  Messungen  nach  der  Tageszeit 
geordnet;  die  Mittelwerte  geben  eine  die  bisherigen  Er- 
fahrungen bestätigende,  tägliche  Periode  mit  einem  Maximum 
in  den  Nachtstunden  und  einem  Minimum  in  den  Mittagstunden. 


Tabelle  2. 


Vormittag 

Mittag 

Abend 

Anzahl  der  Messungen  

14 

16 

7 

Mittel  daraus  

5-13.10-6 

476. 10-« 

6-49. 10-« 

In  dieser  sowie  in  den  folgenden  Tabellen  ist  in  der  ersten 
wagrechten  Reihe  die  Anzahl  der  Beobachtungen  angegeben» 
aus  denen  das  Mittel  gewonnen  wurde.  Die  geringe  Zahl  der 
Abendmessungen  erklärt  sich  daraus,  daß  die  Nachtschmetter- 
linge nicht  abzuwehren  waren,  die  des  öfteren,  da  bei  Licht 
und  offenem  Fenster  gearbeitet  werden  mußte,  bis  in  das 
Elektrometergehäuse  hineingerieten  und  so  jedes  Messen  un- 
möglich machten. 

Eine  Abhängigkeit  des  Induktionsgehaltes  von  der  Wind- 
richtung konnte  nicht  konstatiert  werden.  Dagegen  zeigt  sich 
ein  deutlicher  Zusammenhang  mit  der  Bewölkung,  indem  bei 
klarem  Himmel  (labeile  3)  größere  Werte  für  e  erhalten  wurden 
als  bei  teilweise  oder  ganz  bedecktem  Himmel  und  bei  oder 
unmittelbar  nach  Regen  e  bis  auf  den  halben  Wert  sank. 


Tabelle  3. 


Wolkenlos 

Bewölkt 

Regen 

Anzahl  der  Messungen. 

19 

12 

6 

4-83.10-« 

3-25. 10-e 

Sitzb.  der  mathem.-naturw.  KI.;  CXV.  Bd.,  Abt.  lln.  S7 
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Während  ferner  eine  Beziehung  zum  Barometerstande,  wie 
aus  Tabelle  1  ersichtlich  ist,  nicht  gefunden  werden  kann,  be- 
stätigt sich  die  Abhängigkeit  der  Induktion  von  der  Barometer- 
bewegung. Bei  fallendem  Luftdruck  ist  s  größer  als  bei  statio- 
närem oder  steigendem  (Tabelle  4). 

Tabelle  4. 


Fallend 

Stationär 

Steigend 

10 

13 

14 

629. 10-« 

5-3. 10c 

4-4i.  \<r* 

Zum  Schlüsse  spreche  ich  auch  an  dieser  Stelle  noch 
meinen  besten  Dank  Herrn  Baron  Wucherer  in  Gleinstätten 
aus,  der  mir  in  liebenswürdigster  Weise  die  Benützung  des 
elektrischen  Stromes  gestattete. 
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Elementare  Darstellung  zweier  elektrischer 
Fundamentalsätze  vom  Standpunkte  der 

Elektronentheorie 

von 

E.  Lecher, 

k.  M.  k.  Akad. 

Aus  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  deutschen  Universität  in  Prag. 

(Mit  1  Textflgur.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  26.  Oktober  1906.) 

Riecke,1  Drude,2  J.  J.  Thomson8  und  H.  A.  Lorcntz4 
lieferten  für  eine  Reihe  von  elektrischen  Erscheinungen  in 
Metallen  ein  mechanisches  Bild,  indem  sie  annahmen,  daß 
zwischen  den  festsitzenden  Metallatomen  eine  große  Anzahl 
von  freien  Elektronen  hin-  und  herfiiegen. 

Man  hat  so  Ausdrücke  für  das  elektrische  und  thermische 
Leitvermögen  und  für  die  thermoelektrischen  Größen  (thermo- 
elektrische  Kraft,  Peltier-  und  Thomsoneffekt)  gefunden,  die  in 
ungezwungener  Weise  eine  klare  Vorstellung  des  Ablaufes 
dieser  Erscheinungen  ermöglichen.  Besonders  die  Darstellung 
Drude's  eignet  sich  infolge  ihrer  Durchsichtigkeit  auch  sehr 
fiut  für  elementarere  Vorlesungen.  Diese  einfache  Übersichtlich- 
keit geht  auf  anderen  Gebieten  verloren.  Ich  sehe  ab  vom 
Halleffekt  und  ähnlichen  entlegeneren  Erscheinungen,  denen 


1  E.  Riecke,  Ann.  der  Phys.,  66,  345,  545  (1899);  2,  835  (1900).— Jahr- 
buch der  Radioaktivität  und  Elektronik,  III,  24  (1906). 

2  Drude,  Ann.  der  Phys.,  /,  566;  3,  369  (1900). 

s  J.  J.  Thomson,  Rapport  du  Congres  de  phys.  de  1900,  Paris.  3,  318. 
4  H.  A.  Lorentz,  k.  Akad.  v.  Wetcnschappen,  Amsterdam,  XIII,  II.  Teil, 
P-  493,  565,  710(1905). 
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gegenüber  die  Elektronentheorie,  vielleicht  wohl  nur  infolge 
mangelnder  experimenteller  Ausarbeitung,  derzeit  noch  zu 
versagen  scheint. 

Dagegen  hat  schon  früher  H.  A.  Lorentz1  für  die  elektro- 
dynamischen Vorgänge  eine  Betrachtung  mittels  Elektronen 
eingeführt.  Seine  allgemeine  rechnerische  Behandlung  läßt  aber 
das  mechanische  Bild  weniger  klar  hervortreten  als  dies  in 
den  viel  später  bearbeiteten,  eingangs  erwähnten  Gebieten 
geschieht. 

Darum  ist  es  vielleicht  gestattet,  eine  Versinnbildlichung 
zweier  dieser  Haupterscheinungen  in  elementarer  Weise  mittels 
einer  einfachen  mechanischen  Vorstellung  zu  geben. 

Wir  stellen  uns  zunächst  auf  einen  Standpunkt,  den 
Lorentz  in  einer  seiner  letzten  Arbeiten  entwickelt.  Dieser 
Forscher  spricht  sich  infolge  wichtiger  Gründe8  für  Einführung 
von  nur  einer  einzigen  Art  freier  Elektronen  aus.  Das  macht 
die  Sache  übersichtlicher,  doch  bleiben  die  Resultate,  wie 
später  gezeigt  werden  soll,  die  gleichen,  wenn  wir  mit  mehreren 
Arten  von  freien  Elektronen  arbeiten. 

Es  seien  also  die  positiven  Molekel  fest  im  Räume  fixiert 
gedacht,  während  im  Zwischenräume  zwischen  denselben  sich 
die  negativen  Elektronen  frei  bewegen.  Die  Anzahl  dieser 
Elektronen  sei  .V  pro  Kubikzentimeter  und,  da  wir  stets  bei 
gleichen  Temperaturen  arbeiten,  konstant.  Ihre  negative  Ladung 
sei  e  (el.  stat.).  Die  Geschwindigkeit  irgend  eines  Elektrons 
sei  n.  Richtung  und  Größe  dieses  u  kann  nach  dem  Maxwell- 
sehen  Wahrscheinlichkeitsgesetze  verschiedene  Werte  haben. 
Wenn  die  Komponenten  dieser  Geschwindigkeit  nach  den 
Achsen  eines  rechtwinkeligen  Koordinatensystems  ux,  «»>  tii 
sind,  so  muß  die  Beziehung  gelten: 


1  H.  A.  Lorentz,  Versuch  einer  Theorie  der  elektrischen  und  optischen 
Krscheinungcn  in  bewerten  Körpern.  Leiden  1895,  p.  21  und  45.  -  E«>'  °" 
püdic  d.  matli.  Wiss.  Leipzig  1904,  V8,  p.  223  und  255.  ( 

2  H.A.  Lorentz,  k.  Akad.  v.  Wetenschappen,  Amsterdam,  XIII,  I».  o. 

p.  712  ( i  i>05). 
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weil  ja  sonst  eine  dauernde  Strömung  nach  einer  dieser  Rich- 
tungen stattfände,  was  in  einem  isolierten  und  gleichtemperierten 
Metall  unmöglich  ist. 

Denken  wir  uns  ein  Stück  aus  einem  beliebigen  Leiter, 
z.  B.  eine  parallelepipedische  Platte,  deren  Kantenlängen  $tjC 
parallel  den  rechtwinkeligen  Ordinatenachsen  xyz  seien.  In 
diesem  Metallstücke  haben  wir  JV^C  freie  Elektronen.  Die 
Kraftlinien  eines  homogenen  magnetischen  Feldes  von  der 


Stärke//  (el.stat.)  gehen  in  der  positiven  «-Richtung,  die  Zeich- 
nungsebene von  hinten  nach  vorne  durchdringend. 

Infolge  der  Elektronenbewegung  im  magnetischen  Felde 
tritt  eine  Kraft  auf,  welche  die  geradlinige  Bahn  der  Elekt 
zu  Kreisen  krümmt,  genau  in  dem  Sinne,  wie  dies  ein  magne- 
tisches Feld  mit  einem  Kathodenstrahl  macht. 

Die  Bahnrichtung  von  bleibt  als  in  der  Richtung  der 
Kraftlinien  gehend,  ungeandert. 

Die  Kraft  auf  ein  mit  +ux  nach  rechts  fliegendes  Teilchen 

ist 


z 


+eHu 


X  • 
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Diese  Kraft  wirkt  in  der  positiven  ^-Richtung  nach  auf- 
wärts. Ein  mit  derselben  Geschwindigkeit  nach  links  fliegendes 
Teilchen  erfährt  dieselbe  Kraft  nach  abwärts.  Wenn  somit 
Ni-tiH  Teilchen  in  unserem  Metallstück  sind,  ist  die  Komponente 
der  gesamten  Kraft  nach  y 

Ky  =  eHluXi 

wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Summierung  von  Ni^ 
verschiedenen  Summanden  bezieht.  Da  letztere  Summe  gleich 
Null  ist,  so  ist  auch 

Ky=  0. 

Aus  denselben  Gründen  ist  auch  die  auf  die  Geschwindig- 
keiten uy  nach  der  ^-Richtung  wirkende  Komponente 

Kx  -  0. 

Dieses  selbstverständliche  Resultat  sagt  also  aus,  daö  auf 
das  ruhende  Metall  als  Ganzes  (von  direkten  magnetischen  An- 
ziehungs-  oder  Abstoßungskräften  wurde  abgesehen)  keinerlei 
Kraft  ausgeübt  wird.  Die  Sache  wird  aber  ganz  anders,  wenn 
das  Metallstück  entweder  bewegt  oder  aber  von  einem  Strom 
durchflössen  wird. 


Elektromagnetische  Induktion. 

Es  werde  unsere  Metallplatte  in  der  Richtung  der  negativ 
.r-Achse  (in  der  Figur  nach  links),  parallel  mit  sich  selbst  un 
mit  der  Geschwindigkeit  v  verschoben.  Dadurch  wird  die  rea- 
tive  Geschwindigkeit  der  Elektronen  gegen  das  Magnete 
geändert.  .  . 

Eine  einfache  Überlegung  zeigt,  daö  diese  Änderung  sj^ 
nur  auf  die  ^-Komponente  beziehen  kann.  Nehmen  wir  nanu 


en 


Digitized  by  Google 


Darstellung  zweier  elektrischer  Fundamentalsätze.  1 33 1 


an,  daß  auf  ein  in  der  z-Richtung  fliegendes  Teilchen  eine  Kraft 
ausgeübt  würde  (d.  h.  daß  ein  den  Magnetkraftlinien  paralleler 
Kathodenstrahl  durch  eine  Parallelverschiebung  mit  sich  selbst 
und  senkrecht  zu  den  Kraftlinien  geändert  würde),  so  würde 
ein  nach  vorwärts  fliegendes  Elektron  sicher  entgegengesetzt 
beeinflußt  als  ein  nach  rückwärts  fliegendes  und,  da  bei  der 
großen  Elektronenzahl  sicher  jedem  +uz  ein  dem  absoluten 
Betrage  nach  gleich  großes  — uz  entspricht,  würde  die  Gesamt- 
kraft Null  sein.  Aus  ähnlichen  Gründen  ist  auch  die  Gesamt- 
kraft auf  alle  mit  uy  fliegenden  Elektronen  gleich  Null. 

Wir  haben  also  nur  die  Veränderung  von  ux  in  Rechnung 
zu  ziehen.  Durch  die  mechanische  Bewegung  des  Metallstückes  , 
wird  die  relative  Geschwindigkeit  des  Elektrons  gegen  das 
magnetische  Feld  ux — v,  d.  h.  für  ein  positives  ux  haben  wir 
eine  scheinbare  Verkleinerung  der  Geschwindigkeit  und  für  ein 
negatives  ux  eine  scheinbare  Vergrößerung.  Die  Kraft  in  der 
positiven  ^-Richtung  auf  ein  Elektron  ist  also 

ky  —  +eH(ux—v) 

und  für  alle  Elektronen  ist  die  Gesamtkraft 

Ky  =  eHl  (ux—v)  =  <r//(E  ux-l  v) 

nach  aufwärts  wirkend. 

Nun  ist  £ux  —  0  und,  da  Iv  sich  auf  Summierung  einer 
Anzahl  At£yjC  von  gleichen  v  bezieht,  haben  wir 

Ky  =  —  ii^NeHv. 

Diese  Kraft  zieht  die  im  Metailstück  £t|C  vorhandenen 
negativen  Elektronen,  d.  i.  die  gesamte  bewegliche  Elektrizitäts- 
menge nach  abwärts.  Die  Kraft  auf  die  Elektrizitätseinheit  ist 

also 

Ky 
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und  diese  Kraft  (der  Differentialquotient  des  Potentials  nach  j-) 
ist  hier  infolge  des  linearen  Gefälles  gleich  der  Potentialdifle- 
renz  pro  Einheit  oder  der  in  unserem  Metallstück  faktisch 
erzeugten  Potentialdifferenz  <p,  dividiert  durch  die  Ausdehnung 

in  der  ^-Richtung  t,  also 
Wir  haben  somit 


-2-  =  - 


oder 


Wir  nehmen  hier  das  positive  Zeichen,  weil,  wenn  die 
negativen  Elektronen  nach  abwärt  s  gezogen  werden,  ein  Strom 
nach  aufwärts  fließt,  die  Potentialdifferenz  im  gewöhnlichen 
Sinne  also  gleichfalls  in  diesem  Sinne  wirkt. 

Diese  Gleichung  gilt  für  elektrostatisches  Maßsystem,  aber 
auch  für  elektromagnetisches  Maßsystem,  weil  hier  sowohl  ? 
als  auch  H  beide  durch  die  Lichtgeschwindigkeit  zu  dividieren 
sind. 

Die  eben  abgeleitete  Gleichung  ist  das  bekannte  Induktions- 
gesetz. Ein  zu  den  Magnetkraftlinien  senkrecht  bewegter, gerad- 
liniger Leiter  von  beliebigem  Querschnitt  und  der  Länge  r,, 
parallel  mit  sich  selbst  verschoben,  erhält  eine  elektromotorische 
Kraft,  welche  gleich  ist  dem  obigen  Produkt  in  Größe  und 
Richtung.  Das  Material  des  Leiters  ist  ganz  ohne  Einfluß, 
wenn  nur,  was  bei  der  Definition  des  Leiters  selbstverständ- 
lich ist,  bewegliche  Elektronen  vorhanden  sind. 

Es  wirkt  eine  gleich  große,  aber  entgegengesetzte  Kraft 
auf  die  positiven  Metallmolekel;  dieselbe  kann  einen  Strom 
nicht  hervorbringen,  da  unserer  Annahme  nach  diese  Molekel 
festsitzen.  Die  durch  diese  letztere  Kraft  hervorgerufene  pon- 
deromotorische  Wirkung  wird  aufgehoben  durch  den  entgegen- 
gesetzten Druck  der  negativen  Elektronen,  deren  Bewegung  ja 
nach  ganz  kurzen  Wegelängen  durch  den  Anprall  an  die  fest- 
sitzenden positiven  Molekel  gehemmt  wird. 
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Will  man,  weil  es  für  die  Erklärung  anderweitiger  Er- 
schwungen, 2.  B.  des  Halleffektes,  notwendig  wäre,  mehrere 
Arten  von  freien  Elektronen  einführen,  so  erhielte  man  mit 

Ky  =  H[e'  1  {u'x-v)+e!'  I  (u»-v)+  . . .] 
dasselbe  Resultat  wie  früher. 

Magnetische  Wirkungen  auf  einen  Stromträger. 

Nun  denken  wir  uns  unsere  Metallplatte  in  Ruhe,  aber 
im  Sinne  der  positiven  ^-Richtung  gleichmäßig  von  einem 
Strom  i  (el.  stat.)  durchflössen.  Die  Intensität  dieses  Stromes  ist 
dann,  wenn  wir  wieder  nur  eine  einzige  Art  von  Elektronen  als 
beweglich  voraussetzen: 

Hier  bedeutet  v  die  unter  dem  Einflüsse  der  angewandten 
elektromotorischen  Kraft  erreichte  Durchschnittsgeschwindig- 
keit eines  negativen  Elektrons  in  der  Richtung  der  negativen 
*-Achse.  Der  obige  Ausdruck  gibt  somit  auch  die  durch  den 
Querschnitt  Ct]  in  der  Sekunde  strömende  Elektrizitätsmenge. 

Die  Geschwindigkeit  eines  in  der  *-Achse  fliegenden 
Elektrons  ist  also  wieder  relativ  gegen  die  Magnetkraftlinien 
wie  früher  (ux—v)  und  das  gibt  wieder  eine  Gesamtkraft  in  der 
J'-Richtung  wie  früher 

oder 

Ky   ~  -tHi. 

Das  gilt  im  elektrostatischen  Maßsystem,  aber  auch  im 
elektromagnetischen,  da  dann  H  durch  die  Lichtgeschwindig- 
keit zu  dividieren  und  i  mit  der  Lichtgeschwindigkeit  zu  multi- 
plizieren ist. 

Diese  Kraft,  unabhängig  vom  Material  und  Querschnitt,  ist 
der  ponderomotorische  Druck  des  Stromträgers  gegen  das 
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Magnetfeld,  in  Größe  und  Richtung  übereinstimmend  mit  dem 
bekannten  Fundamentalgesetz.  Auch  hier  würde  das  Resultat 
durch  Einführung  mehrerer  Arten  von  freien  Elektronen  nicht 
geändert. 

Enthalten  die  eben  gegebenen  Ableitungen  auch  nichts 
prinzipiell  Neues,  so  dürften  sie  doch  vielleicht  infolge  ihrer 
Übersichtlichkeit  manchem  Leser  willkommen  sein. 
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Notiz  über  das  Leuchten  von  Aluminium- 
elektroden in  verschiedenen  Elektrolyten 

von 

Dr.  Ernst  Kielhauser. 

Aus  dem  physikalischen  Institute  der  Universität  Graz. 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  22.  November  1906.) 

Das  Leuchten  von  Aluminiumelektroden  in  verdünnter 
Schwefelsäure  beim  Durchgange  eines  genügend  dichten 
elektrischen  Stromes  ist  bereits  von  F.  Braun,1  F.  Eichberg 
und  L.  Kallir2  beobachtet  und  beschrieben  worden.  Eine 
ganz  befriedigende  Erklärung  dieser  Erscheinung  liegt  aber 
bis  heute  nicht  vor.  Am  ehesten  könnte  man  dieselbe  als  einen 
herabgesetzten  Wehnelt-Effekt  ansehen.  In  der  Tat  geht  die 
Leuchterscheinung  in  den  Wehnelt-Effekt  über,  wenn  man 
einen  Aluminiumstift  als  Anode  verwendet,  welcher  zum 
größten  Teile  durch  Kautschuk  isoliert  ist,  so  daß  nur  eine 
Spitze  hervorragt.  Auch  ist  dieselbe  Abhängigkeit  von  Strom- 
dichte und  Temperatur  vorhanden.  Daß  gerade  das  Aluminium 
die  Leuchterscheinung  zeigt  und  nicht  die  anderen  Metalle 
auch,  die  doch  den  Wehnelt-Effekt  ermöglichen,  dürfte  mit  der 
bekannten  auf  Polarisation  mit  einer  sehr  schlecht  leitenden 
Oxydschichte  beruhenden  Ventilwirkung  der  Aluminium- 
elektroden zusammenhängen.  Diese  Oxydschichte  dürfte  zu 
starker  Wärmeentwicklung  infolge  Joule-Effekts  Anlaß  geben. 

Indem  der  Verfasser  eine  Reihe  sehr  sauerstoffreicher 
Elektrolyte  untersuchte,  stieß  er  bei  Anwendung  von  Chrom- 


1  Wied.  Annalen,  65,  361  (1808). 

2  Diese  Sitzungsberichte,  108,  2 12  (1899). 
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säure-,  Kaliumbichromat-  und  Eisenchloridlösungen  auf  neu- 
artige, reizvolle  Erscheinungen,  welche  von  den  bisher  be- 
schriebenen Leuchtphänomenen  erheblich  abweichen. 

Bei  all  den  zuletzt  genannten  Elektrolyten  ist  das  Auf- 
leuchten der  Anode  kein  kurz  andauerndes  mehr,  sondern  es 
leuchtet  die  betreffende  Platte  so  lange,  als  sie  Anode  ist.  Das 
Licht  war  in  Kaliumbichromat,  solange  die  Lösung  sehr  stark 
verdünnt  war,  dem  Anodenlicht  in  Schwefelsäure  gleich,  d.h. 
der  eingetauchte  Plattenteil  wies  auf  seiner  ganzen  Fläche  ein 
gleichmäßiges  weißliches  Licht  auf.  Wurde  jedoch  zu  stärkeren 
Konzentrationen  (über  7%)  vorgeschritten,  so  ging  das  gleich- 
mäßige Leuchten  in  ein  Flimmern  über.  Dabei  traten  an 
den   in  die  Flüssigkeit  getauchten  Plattenrändern 
intensiv   leuchtende,   gelbliche  Lichtpunkte  gleich 
kleinen  Sternchen  auf;  an  der  Trennungsschichte,  d.  h. 
dort,  wo  die  Platte  die  Flüssigkeit  verläßt,  bildete  sich  eine 
ganze  Kette  solcher  leuchtender  Punkte,  die  entstanden,  wenn 
die  sich  zahlreich  entwickelnden  Gasblasen  verpafften;  das 
Phänomen  war  dabei  so  lichtstark,  daß  es  selbst  bei  Tageslicht 
noch  deutlich  wahrnehmbar  war.  Wurde  die  Platte  etwas 
höher  gezogen,  so  bildete  sich  nach  einer  Weile  an  der  neuen 
Trennungsschichte  ebenfalls  eine  Kette  leuchtender  Punkte. 
An  der  Kathode  konnte  keine  Lichterscheinung  wahrgenommen 
werden.   Elektroden,  welche  zu  diesen  Versuchen  gedient 
hatten,  erschienen  nach  Gebrauch  dort,  wo  die  Kette  von  Lieh* 
punkten  aufgetreten  war,  geschwärzt,  was  darauf  schlie  er. 
läßt,  daß  jene  Lichtpunkte   durch  chemischen  Angriff  es 
Aluminiumsinfolge  des  in  statu  nascendi  besonders  aktiven 
Sauerstoffes  entsteht.  Das  Flimmern  dürfte  seine  Erklärung  m 
der  heftigen  Gasentwicklung  finden,  die  die  Flüssigkeit  in 
Bewegung  bringt  und  daher  Ursache  einer  unregelmäßigen 
Reflexion  wird.  Nimmt  die  Temperatur  des  Elektrolyten  zu,  so 
vermindert  sich  die  Intensität  der  Erscheinung,  indem  ^ 
Lichtpunkte  spärlicher  werden;  nahe  an  der  Siedetempe  ^ 
der  Lösung  verschwindet  die  Lichterscheinung  gänzlic  . 
Hoffnung,  über  die  Natur  und  die  Entstehungsursache  ^ 
Lichtes  auf  spektroskopischem  Wege  nähere  Aufschlüsse 
erhalten,  scheiterte  an  der  zu  geringen  Intensität  desse 
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Im  Wechselstromkreise  war  die  Erscheinung  wohl  infolge  der 
weniger  starken  Elektrolyse  noch  bedeutend  lichtschwächer. 

Wurde  Eisenchlorid  als  Elektrolyt  verwendet,  so  trat 
statt  des  Flimmerns  wieder  das  gleichmäßige  Leuchten  des 
eingetauchten  Teiles  der  Anodenplatte  auf;  dabei  konnten  nur 
vereinzelte  Lichtpunkte  wahrgenommen  werden. 

In  Chromsäure  trat  an  die  Stelle  der  Kette  von  leuchtenden 
Punkten,  wie  sie  in  Kaliumbichromat  beobachtet  wurden,  ein 
heller  weißer  Streifen.  Der  übrige  Plattenteil  flimmerte  und 
besaß  an  seinen  Rändern  nur  vereinzelte  leuchtende  Punkte. 
Beim  Kommutieren  des  Stromes  blieb  an  der  Platte,  die  nun- 
mehr Kathode  geworden  war,  nur  der  helle  weiße  Streifen 
erhalten.  Im  Wechselstromkreise  trat  die  oben  beschriebene 
Erscheinung  gleichzeitig  an  beiden  Platten  auf. 

In  Kaliumpermanganat  stellten  sich  dieselben  Erschei- 
nungen ein,  die  man  in  Schwefelsäure  beobachtet.  Wurden  bei 
den  genannten  Elektrolyten  andere  Metalle,  wie  Zink,  Kupfer, 
Eisen,  Silber,  Platin,  als  Elektroden  verwendet,  so  blieb  jedwede 
Lichterscheinung  aus. 
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Uber  die  Darstellung  der  Legendre'sehen 
Symbole  der  biquadratischen,  kubischen 
und  bikubischen  Reste  durch  Thetareihen 

von 

F.  Mertens, 

w.  M.  k.  Akad. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  8.  November  1908.) 

1. 

Eisenstein1  hat  das  Legendre'sche  Zeichen  in  der 
Theorie  der  quadratischen,  biquadratischen  und  kubischen2 
Reste  durch  Ausdrücke  dargestellt,  welche  aus  Kreisfunktionen, 

beziehungsweise  elliptischen  Funktionen  vom  Modul  k  =  -J— 

V2 

und  (nach  einer  Bemerkung  Kumrner's8)  k  =  sin  —  zu- 

12 

sammengesetzt  sind  und  sehr  elegante  Beweise  der  in  den 
genannten  Theorien  geltenden  Reziprozitätsgesetze  ergeben. 

1  Eisenstein,  Applications  de  l'algebre  a  l*arithmetique  transcendante. 
Crelle's  Journal,  Bd.  29. 

2  In  Bezug  auf  die  kubischen  Reste  findet  sich  in  der  angeführten  Ab- 
handlung Eiscnstein's  nur  die  Bemerkung,  daG  der  Beweis  sich  ähnlich  wie 
bei  den  biquadratischen  Resten  rühren  lasse.  Eine  Ausrührung  des  Beweises 
verdankt  man  Herrn  v.  Dan t scher,  Mathematische  Annalcn,  Bd.  XII.  Vcrgl. 
Eisenstein,  Genaue  Untersuchung  der  unendlichen  Doppclprodukte,  aus 
welchen  die  elliptischen  Funktionen  als  Quotienten  zusammengesetzt  sind,  und 
der  mit  ihnen  zusammenhängenden  Doppelreihen;  Crelle's  Journal,  Bd.  35. 

Scheibner,  Zur  Theorie  des  Legendre-Jacobi'schen  Symbols  (^~)  »  Abhand- 
lung II  im  XXVII.  Bande  der  Abhandl.  der  math.-phys.  Klasse  der  königl.  sächsi- 
schen Gesellsch.  der  Wissenschaften. 

3  Kummer,  Über  die  allgemeinen  Reziprozitätsgesetze  unter  den  Resten 
und  Nichtrestcn  der  Potenzen,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist.  Abhandl.  der  königl. 
Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1S59. 
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In  dem  folgenden  werden  Darstellungen  des  Legendre- 
schen Symbols  der  kubischen  und  biquadratischen  Reste  aus 
der  Transformation  der  Thetareihen  hergeleitet.  Diese  Reiben 
sollen  in  folgender  Bezeichnung  gebraucht  werden: 

q  =  e'™ 

Id.  ±« 

2     _  4  ] 


z=  — fS(_i)  z  q4    ef«*        (»  =  0,±l,±2f... 
-P 

&2(x)  =  Sq4    ef**  (/=  ±1,±3,±5,.. 

2. 

Für  das  Legendre'sche  Zeichen  der  kubischen  Reste 
empfehlen  sich  die  Thetareihen  vom  Parameter 

—  1  +  *V3 

to  —    

2 

Es  werde  zur  Abkürzung 
—  1+iVs 

 2          =  r        l-r  =  p 

gesetzt.  Eine  Zahl  a+fcr  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  a,b 
soll  kurz  eine  ganze  komplexe  Zahl  in  r  genannt  werden.  Eine 
zu  p  teilerfremde  komplexe  Zahl  wird  primär  genannt,  wenn 
sie  der  Kongruenz 

m  =f  1    (mod  3) 

genügt. 

Nach  den  Haupttransformationen  erster  Ordnung  ist 
r)  =  e  4         1  +  r)  =  e  4  *t      — J 
&,  (*,  —       =  —  i  V^77  r), 

wo  die  Quadratwurzel  mit  positivem  reellen  Bestandteil  aus- 
zuziehen ist.  Daher  ist 
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—  tr  —  r2e4 
^(rx)  =  re-*"*bx(x). 

In  derselben  Weise  ergeben  sich  die  Formeln 

ix 

%{rx)  =  —re4 

^(rx)  =  —re4  e~^\{x). 
Hienach  genügt  die  Funktion 

Q(x)  =   "  i— 

«IM 

der  Gleichung 

%{rx)  =  r%(x). 

Dieselbe  hat  die  Perioden  l,r  und  ändert  sich  demnach 
nicht,  wenn  x  um  eine  ganze  komplexe  Zahl  in  r  vermehrt 
wird. 

Es  sei  p  =  a+br  eine  zweigliedrige  komplexe  Primzahl 
in  r,  p  ihre  Norm  und  /  eine  reelle  Zahl,  welche  den  Bedin- 
gungen 

/  =  —  r    (mod  a-hbr2) 
l  ~  0       (mod  8) 

genügt.  Setzt  man 

4 

l+r  ~  (c+dr)(a-hbrt), 

so  wird 

ad—bc  —  1 
/-f-r       c+dr  c+dr 


3 

—  Kl 


a  +  br 


Auf  Grund  derjenigen  Transformation  p^r  Ordnung,  welche 
in  der  Division  des  Parameters  durch  p  besteht,  ist  der  Quotient 

Sitzb.  d.  mathem.-natunv.  KL;  CXV.  P.J.,  Abt.  II  a.  88 
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II*,  (x+h  !±ü  ,  l+r) 


A  =  0,  ±1,  :fc2,...±^— 


P  I 

eine  Konstante.  Infolge  der  Gleichungen 
nimmt  derselbe  die  Gestalt 

n»,(»+A£±^,r) 

an.  Da  ferner  die  Ersetzung  von  r  durch  -+^r-  eine  Trans' 
formation  erster  Ordnung  bildet,  so  ist  auch  der  Quotient 

^(^)  — 
^(par.r) 
eine  Konstante  und  man  hat 

(x+h  —*-)  =  ^»""^(p*).  (1) 

wo  A  eine  Konstante  bezeichnet. 

Eine  ähnliche  Gleichung  gilt  für  eine  reelle  Primzahl  p 
von  der  Form  dr  (6  *+;">).  Denn  auf  Grund  der  Multiplikation^ 
formein  der  Thetareihen  ist  der  Quotient 

— Äft  =  a±i,±2....±I(li»H) 
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eine  Konstante  A  und  man  hat 

Die  Primzahl  2  erfordert  eine  besondere  Behandlung.  Die 
Gleichungen 


2 

i 


»,  (*  +  y)  =  -*i  (~  *  +  ^  =        T  «'■•*.(*) 

*o(*W*)*.<*)  V*)  =  4"  V0)V0)*,(0)*i(2*) 

ergeben 

»lW»,(,+  I.)»I(,+  i-r)»1(»+J)  = 

Hienach  gilt  für  jede  zweigliedrige  und  jede  reelle  kom- 
plexe Primzahl  p  —  a  +  br  die  Gleichung 

n*x(*+       =  Ae»"**^),  (2) 

wo  i4  eine  Konstante  bezeichnet  und  h  ein  beliebiges  Rest- 
system des  Moduls  p  zu  durchlaufen  hat,  bei  welchem  das 

(  h\ 

Produkt  Ildj  [x+  —J  eine  ungerade  Funktion  von  x  ist. 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  ergibt  sich  für  eine 
primäre  Primzahl  p  =  a  +  br 

=   wr  

88* 


Digitized  by  Google 


1344 


F.  Mertens, 


Setzt  man  aber 


Np=p 


^— -  =  7+5r     T  =  ±(2(a-\)-b)     8  =  i(a-l+*fc 
"da 


so  wird 


2bpxi 


2  2 
--bpnir*  ±ab 


*'(p*+7) 


(-1)— i^-«i«-««'(p»+7) 


»'(>*-}) 
4—7) 


i  (!-*>- T«' 


und  der  Kongruenz 

p  =  a*+b*—ab  =  (a-r-*)2-3a£  ==  (1+38)» 
=  1+68    (mod  9) 


zufolge 


28  =  P    -    (mod  3). 


Somit  ist 


2^«;  &,(p*+  -P-W(p*— 1  2,,  . 


und  es  ergibt  sich 


(•♦{■)• 


(3! 
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wo  o  alle  zu  p  teilerfremden  Zahlen  eines  beliebigen  Rest- 
systems von  p  zu  durchlaufen  hat. 

3. 

Es  seien  nun  m,  n  zwei  voneinander  und  von  p  ver- 
schiedene primäre  komplexe  Primzahlen  in  r  und  My  N  ihre 
Normen.  Bezeichnet  T  die  Gruppe  der  Zahlen  l,r,r»  und  zT 
den  Inbegriff  der  Zahlen  z,  zr,  zr\  so  lassen  sich  alle  zu  n 

teilerfremden  Zahlen  eines  Restsystems  von  n  in  —  (jV— 1) 
Inbegriffe  3 

verteilen.  Jedes  Produkt  «tv,  ist  einem  Produkte  e,«,  nach  dem 
Modul  n  kongruent,  wo  *,  eine  Potenz  von  r  und  «,  eine  der 
Zahlen  v„  v8, . . .  ist,  und  der  dem  Gauß'schen  Lemma  aus  der 
Theorie  der  quadratischen  Reste  entsprechende  Satz  lautet: 


i  =  l,2f...-i(A'— l). 


Da 


S|  =  - 


(?) 


ist  und  die  Zahlen  .  . .  bis  auf  die  Reihenfolge  mit  den 

Zahlen  v„  v8, . . .  zusammenfallen,  so  wird 


(üUn-i-ü-'. 


wo  v0  alle  Zahlen  v„  v4, . .  .  zu  durchlaufen  hat.  Nach  (3)  folgt 
hieraus 
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wo  das  Produkt  über  alle  Zahlen  v0  und  alle  zu  m  teiler- 
fremden Zahlen  \l  eines  Restsystems  von  m  zu  erstrecken  ist 

Verteilt  man  auch  die  Zahlen  n  in  ~  (iM—l)  Inbegriffe 

3 

k^i  » m^»'  •  • 

und  bezeichnet  die  Zahlen  |xp      . . .  allgemein  mit  fc,  so  wird 

£)  =  "  n.fj  +  *). 

wo  das  Produktzeichen  auf  alle  Zahlen  iv  v0  und  die  Werte 
0, 1,  2  von  a  zu  beziehen  ist. 

Diese  Gleichung  ergibt  unmittelbar  das  kubische  Rezipro- 
zitätsgesetz 

(-)  =  &■ 

da  der  Gleichung 
zufolge 

ist  und  der  für  (  ^)  gefundene  Ausdruck  bei  der  Vertauschung 
der  Zahlen  w,  «  ungeändert  bleibt. 

4. 

Um  den  auf  die  Primzahl  p  sich  beziehenden  Erganzungs 
satz  zu  erhalten,  sei 

*<*>  =  ->—  TT7  ry 
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Die  Funktion  <p(*)  bleibt  bei  der  Vermehrung  von  x  um 
eine  ganze  komplexe  Zahl  in  r  ungeändert  und  es  ist 

9(*)  =  —  i      "J    V       P  pV 


vir*. 


9  9 

—  e  q 


<p(r2*)  = 


r»*-*«'>"d;(*)e(r*) 

*'K'+?))*-H'-f)) 

4*'(*+r)4-i'') 


Hieraus  folgt 
<?(*)<p(r;r)<p(r*;r)  = 

?».('+?W*-?)M*-F)e(*-7) 


—  *9  \»9 


*.<*)•*(*)' 
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Aus  (1)  ergibt  sich  aber  für  p  =  p  die  Gleichung 

und  es  wird,  wenn  man  derselben  die  Ausdrücke  für  das 
Quadrat  von  d*(x)Q(x)  und  das  Produkt  von 

entnimmt, 


Es  ist  demnach 


2  .  * 
=  e  f 


,1). 


B(ar) 

Ist  nun  tw  —  a+br  eine  primäre  komplexe  Primzahl, 
p  ihre  Norm, 

eine  Verteilung  der  zu  m  teilerfremden  Zahlen  eines  Rest- 
systems von  m  mittels  der  Gruppe  X  und  werden  die  Zahlen 
Pi,  H>-  -  •  allgemein  mit     bezeichnet,  so  ergibt  sich  wie  oben 

und  es  wird  auf  Grund  der  vorstehenden  Gleichung 


=  q 
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wo  \Lq  die  Zahlen  {ap  ^, . . .  und  \i  alle  zu  m  teilerfremden 
Zahlen  eines  Restsystems  von  m  zu  durchlaufen  haben.  Nach 
(2)  folgt  hieraus 


5. 

Das  Reziprozitätsgesetz  für  die  sechsten  Potenzreste  geht 
aus  einer  Verbindung  des  kubischen  Reziprozitätsgesetzes  mit 
dem  in  dem  Körper  der  dritten  Einheitswurzeln  geltenden 
quadratischen  hervor.  Denn  es  ist,  wenn  p  eine  von  2  und  p 
verschiedene  Primzahl  in  r,  p  ihre  Norm,  c  eine  zu  p  teiler- 
fremde Zahl  und 
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beziehungsweise  die  Legendre'schen  Symbole  für  quadratische, 
kubische  und  bikubische  Reste  bezeichnen, 

P-l  s  P~{  +2^=i  (modp-1) 
6  2  3 

und  daher 

c  ö  =c  2       3     (mod  p) 

(?••)=(?••)(?■■; 

Das  quadratische  Reziprozitätsgesetz  in  dem  Körper  der 
dritten  Einheitswurzeln  ergibt  sich  aus  den  Eigenschaften  der 
Funktion 

Hv)  -  m  

nx)  -  www 

Dieselbe  ist  ungerade,  hat  die  Perioden  1,  r  und  genügt 
der  Gleichung 

4»  (rar)  = 

Es  sei  p  =  a+br  eine  komplexe  Primzahl  in  r,  in  welcher 
a  ungerade,  b  gerade  ist.  Ersetzt  man  in  Gleichung  (2)  *  der 


r  1 

Reihe  nach  durch  x-\  ,*H — 


)X+i±l  und  nimmt  an,  was 


V  V  £ 

erlaubt  ist,  daß  die  von  h  durchlaufene  Wertereihe  die  Null 
zur  Summe  hat,  so  ergeben  sich  die  drei  weiteren  Glei- 
chungen 


Aeb» 


1-tt-  ^ob 


und  man  hat 


•>(p.r)  :  :  (-1) 


)s"n*(*+~} 


8^e 
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Eine  primäre  Primzahl  m  =  a+br,  welche  durch  die 
Bedingung 

m  =  1    (mod  3) 

definiert  ist,  sowie  die  Primzahl  p  =  1— r  kann  durch  Multi- 
plikation mit  einer  geeigneten  Potenz     von  r  in  eine  Zahl 

mrx  =  a  +  br 

verwandelt  werden,  in  welcher  a  ungerade,  b  gerade  ist.  Zu 
diesem  Ende  ist  in  den  Fällen 

a  ungerade,  b  gerade  X  =  0 

a  gerade,  b  ungerade  X  =  2 

a  ungerade,  b  ungerade        X  =  1 

zu  setzen.  Die  vorstehende  Gleichung  gibt  dann,  wenn 

p  =  mrx 

(-nvn*(»+£),  (4) 

wo  [i  alle  zu  m  teilerfremden  Zahlen  eines  beliebigen  Rest- 
systems von  m  zu  durchlaufen  hat. 

Ist  nun  n  irgend  eine  von  m  verschiedene  primäre  kom- 
plexe Primzahl  oder  p,  N  ihre  Norm  und 

rvi»  rva, . . . 

eine  Verteilung  der  zu  n  teilerfremden  Zahlen  eines  Rest- 
systems von  n  mittels  der  aus  den  Zahlen  1, — 1  bestehenden 
Gruppe  F,  so  ist 

+  (— 

[n    }  ♦(*) 
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wo  v0  alle  Zahlen  v,,  v2, . . .  zu  durchlaufen  hat,  und  es  wird 
nach  (4) 


a-l  tf-l 


(=.2)  =  (-■)-  Tnf(i  +  1), 

wo  das  Produkt  über  alle  Zahlen  \i  und  v0  zu  erstrecken  ist. 
Verteilt  man  auch  die  Zahlen  \i  in  Inbegriffe 

und  bezeichnet  die  Zahlen  ft,,  ji,,  . . .  allgemein  mit  p,,  so  wird 

Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  das  quadratische  Rezipro- 
zitätsgesetz in  der  Gestalt 

£..)  =  +  2), 

wo  JW  ~  ATf«  ist  und  a'  in  Bezug  auf  n  dieselbe  Bedeutung  hat 
wie  a  in  Bezug  auf  w. 
Insbesondere  ist 

A/-1  ,  a-l 

und  der  Gleichung 


zufolge 


&-2)  =  <-')2 


Jtf-l  ,  o-l 


6. 


Zur  Darstellung  des  Legendre'schen  Symbols  der  biqua- 
dratischen Reste  eignen  sich  die  Thetareihen  vom  Parameter 


Oi  —  t. 


Digitized  by  Goog 


Darstellung  der  Legendre'schen  Symbole.  1 353 

Die  hier  in  Betracht  kommenden  ganzen  komplexen  Zahlen 
haben  die  Form  a+bi,  wo  a,  b  ganze  Zahlen  sind.  Eine  zu 
1+t  teilerfremde  komplexe  Zahl  m  wird -primär  genannt,  wenn 
sie  der  Kongruenz 

(mod  2  +  2/) 

genügt. 
Es  ist 


Die  Funktion 


besitzt  demnach  die  Eigenschaft 

und  hat  die  Perioden  2,1+/,  so  daß  sie  ungeändert  bleibt, 
wenn  x  um  irgend  eine  durch  l+i  teilbare  komplexe  Zahl  ver- 
mehrt wird. 

Es  sei  p  =  a  +  bi  eine  primäre  zweigliedrige  komplexe 
Primzahl  und  p  ihre  Norm.  Bestimmt  man  eine  reelle  Zahl  /, 
welche  den  Bedingungen 

/+*  ~:  0    (mod  a  —  bi) 
l  ~  0    (mod  8) 

genügt,  und  setzt 

/+/  =  (c+di)(a—bi), 

so  wird 

l+i    _  c+di  c+di 
P    ~  a+bi  ~  ~"p 

und  es  erhellt  aus  den  Formeln  der  Transformation  pter  Ord- 
nung, daß  der  Quotient 

>     P  i  *  a+bt' 

*  =  o,±i,...±.^:-1. 
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eine  Konstante  ist.  Da  ferner  der  Quotient 

«-'"»■(«Sri) 

auf  Grund  einer  linearen  Transformation  konstant  ist,  so  er- 
gibt sich 

wo  A  eine  Konstante  bezeichnet. 

Eine  ähnliche  Gleichung  gilt  für  eine  reelle  primäre  Prim- 
zahl. Denn  die  Multiplikationsformeln  der  Thetareihen  ergeben, 
wenn  — n  eine  reelle  Primzahl  von  der  Form  4Ä+3  ist, 

wo  A  eine  Konstante  bezeichnet. 

Hienach  ist  für  jede  primäre  Primzahl  p  =  a+bt 

wo  A  eine  Konstante  bezeichnet;  h  durchläuft  ein  Restsystefl 
von  p,  welches  aus  der  Null  und  ±(Np-D  Zahlenpaaren 
besteht,  deren  Zahlen  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  unter- 
scheiden. 

Die  Ersetzung  von  x  durch  x-i — —  ergioi 

2 


und  man  hat 


(5! 
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7. 

Es  seien  nun  m,  n  zwei  untereinander  und  von  1+i  ver- 
schiedene primäre  Primzahlen  und  M,  N  ihre  Normen.  Mittels 
der  Gruppe  T  der  Zahlen  1,  i,  #*  p  können  alle  zu  n  teiler- 
fremden Zahlen  eines  Restsystems  von  n  in  ~(Nn  1)  In- 

4 

begriffe 

^iT»       . .  . 

verteilt  werden  und  jedes  Produkt  wv*  ist  nach  dem  Modul  u 
einem  Produkte  sknk  kongruent,  wo  s*  zu  T  gehört  und  nk  eine 
der  Zahlen  vv  va, . . .  ist.  Wird  daher  das  Legendre'sche  Symbol 

(  »")  auf  bi(luadra"*sche  Reste  bezogen,  so  ergibt  das  Analogon 
des  Gauß'schen  Lemmas 

(?)= 


Da 


/»,(l  +  i)T~ 
\     n  ) 


s*  = 

e 


ist  und  die  Zahlen  «1}  . . .  bis  auf  die  Reihenfolge  mit 
v„v8, . . .  zusammenfallen,  so  wird 


H 


wo  v0  alle  Zahlen  vlf  v2, .  . .  zu  durchlaufen  hat.  Nach  (6)  folgt 
hieraus 
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*»(Lt-+*) 


'  Sehe  ihn  er,  I.  c,  Nr.  IVI. 


wo  das  Produkt  über  alle  Zahlen  v0  und  alle  zu  m  teiier- 
fremden  Zahlen  |i  eines  Restsystems  von  m  zu  erstrecken  ist. 

Verteilt  man  auch  die  Zahlen  (i  in  —  (Nm— 1)  Inbegriffe 

4 

ji,r,  ^r,. . . 

und  bezeichnet  die  Zahlen  jij,  [j^, . . .  allgemein  mit  fo,  so  wird 

g)  =  n,(^  +  S0±O), 

wo  das  Produkt  auf  alle  Zahlen  \Lq,  v0  und  die  Werte  0, 1,2,3 
von  a  zu  beziehen  ist. 

Diese  Darstellung  ergibt  unmittelbar  das  biquadratische 

Reziprozitätsgesetz 

da 

iie  ,'''>iL-tl)  +  >(>+'))  =  _ne         +  '^-") 

V      »j  *i     /  \  tn 

ist,  wenn  das  Produktzeichen  nur  auf  a  bezogen  wird.1 

Man  erhält  die  Eisenstein'sche  Darstellung,  wenn  man 
von  dem  Parameter  /  zu  dem  Parameter  l+i  oder  zu  den 
elliptischen  Funktionen  vom  Modul  k  r=  *  übergeht. 

8. 

Der  auf  die  Primzahl  1+i  sich  beziehende  Ergänzungs- 
satz ergibt  sich  aus  einem  Ausdrucke  für  die  Funktion 

H  ((!-/>)' 
Setzt  man 
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so  wird 

?(*)?(—*)  =  


in 

-.-  —  IXX 


4 


Hieraus  folgt 


Es  ist  aber 

n*«to  =  y*ü(0)^(0)^(0)^(2.v) 


und  daher 


1  -- 
=  y»»(0)»,(0)»3(0)?    4  «-«■"•,(2*) 


II       *'W        =  <?4  ^"••»(2*). 


Sitzh.  der  mathem.-naturw.  Kl.;  CXV.  HJ.  Ahl.  IIa.  80 
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Ferner  ist  auf  Grund  der  Transformation  zweiter  Ordnung, 
welche  in  dem  Übergange  von  dem  Parameter  »  zu  -  — 
besteht, 

»oW »«(*)  _      V      2  /  \  l-'7 

und  auf  Grund  einer  linearen  Transformation 


j»0((i— 1)*,/— 1)  »,((1-0*0, 


/         1     \         — I»,«!— 1)^,1  — 1) 


II 

4 


Somit  ist 


e((i—i» 

i 


e«i-/» 

Ist  nun  m  =  a+&*  eine  primäre  komplexe  Primzahl 
/>  ihre  Norm  und  verteilt  man  die  zu  m  teilerfremden  Zahlen  * 

eines  Restsystems  von  m  in  -  —  Inbegriffe 


so  ist 


o = 


1^,1',  n,r,. . ., 


V  7« 
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wo  alle  Zahlen  \lv  (i,, ...  zu  durchlaufen  hat.  Durch  Division 
folgt  hieraus 


•(<1-,>*<1±2) 

und  man  hat  nach  (7) 

=  ^<'-%?(^±i>), 

wo  ^  alle  Zahlen  p,,  ^  ...  und  |jl  alle  zu  m  teilerfremden 
Zahlen  eines  Restsystems  von  m  zu  durchlaufen  haben.  Die 
Formel  (5)  ergibt 

Es  ist  aber 


-  i  («_!+»).   _£(,+,■,(„_,+»  /,+(-, 
=  «  «  »»(— / 

—  *  ? 
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1 360  F.  Mertens,  Darstellung  der  Legendre'schen  Symbole, 
und  der  Kongruenz 

a  =  \—b    (mod  4) 

zufolge 


Daher  wird 

(— )=  i^"1^"^. 


i 
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Die  Radau'sehe  Theorie  der  Refraktion 

von 

Dr.  L.  de  Ball, 

Direktor  der  v.  Kuffiter  sehen  Sternwarte. 
(Mit  2  Textfiguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  28.  Oktober  1906.) 

Die  von  Herrn  Radau  über  die  astronomische  Strahlen- 
brechung veröffentlichten  Arbeiten  enthalten,  neben  einer  kriti- 
schen Übersicht  über  die  wichtigsten  bisher  bekannten  Theorien 
der  Refraktion,1  eine  Fülle  neuer  und  für  die  weitere  Forschung 
unentbehrlicher  Untersuchungen.  Seiner  letzten  größeren  Ab- 
handlung: Essai  sur  les  refractions  astronomiques  (Annales 
de  l'Observatoire  de  Paris,  Memoires,  t.  XIX)  hat  Herr  Radau 
überdies  ausführliche,  auf  Grund  seiner  eigenen  Theorie  be- 
rechnete Tafeln  beigegeben,  welche  sich  bei  mehreren  in  der 
neuesten  Zeit  veröffentlichten  Untersuchungen  über  die  astro- 
nomische Strahlenbrechung  als  äußerst  wertvoll  erwiesen 
haben.  Die  Berechnung  der  Refraktion  nach  den  Vorschriften 
und  Tafeln  von  Herrn  Radau  im  Gegensatze  zu  der  bisher 
üblichen  empfiehlt  sich  aus  mehreren  Gründen.  Es  wird  zu- 
nächst Rücksicht  genommen  auf  die  Schwerekorrektion  des 


1  Diese  Theorien  werden  hauptsächlich  in  den  Recherches  sur  la  theorie 
des  refractions  astronomiques  (Annaies  de  l'Observatoire  de  Paris,  Memoires, 
t.  XVI)  behandelt.  Weitere  Belehrung  über  diesen  Gegenstand  findet  man,  außer 
in  der  bekannten  Preisschrift  von  C.  Bruhns  (Die  astronomische  Strahlen- 
brechung in  ihrer  historischen  Entwicklung),  auch  noch  in  der  von  Herrn 
A.  Bemporad  in  den  Memorie  della  societa  degli  spettroscopisti  italiani, 
Vol.  34,  disp.  10,  begonnenen  Artikelserie:  Sulla  teoria  della  refrazione  astro- 
nnmica. 
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Barometers»  und  auf  die  Feuchtigkeit  der  Luft  Letzterer 
Umstand  ist  von  besonderer  Wichtigkeit,  denn  die  vor  dem 
Erscheinen  der  Radau'schen  Tafeln  stets  begangene  Vernach- 
lässigung des  Einflusses  des  Dampfdruckes  verursacht  Fehler 
von  jährlicher  Periode,  welche  schon  bei  mittleren  Zemth- 
distanzen  einen  merkbaren  Betrag  ausmachen.2  Ferner  berück- 
sichtigen die  Radau'schen  Tafeln  ein  in  den  andern  vernach- 
lässigtes Glied,  welches  bei  großen  Zenithdistanzen  freilich 
nur  einige  Zehntel  der  Bogensekunde  ausmacht,  das  aber 
auch  noch  bei  mittleren  Zenithdistanzen  das  Zehntel  der 
Bogensekunde  beeinflußt  und  deshalb  nicht  vernachlässig, 
werden  sollte.8  Weiterhin  läßt  sich  mit  Hilfe  der  Radau  sehen 
Tafeln  die  für  den  jeweiligen  Barometer-  und  Thermometer- 
stand gültige  Refraktion  aus  der  für  fest  gewählte  Angaben 
des  Barometers  und  Thermometers  gültigen  (der  sogenannte 
mittleren)  Refraktion  strenger  berechnen,  als  wie  solches 
Anwendung  der  Bessel'schen  und  Pulkowaer  bezieh 
weise  der  aus  diesen  abgeleiteten  Tafeln  ^lic^s\Ln 
gestatten  die  Radau'schen  Tafeln  auch  noch,  die  Andern 
der  Refraktion  zu  berechnen,  welche  beispielsweise  e.ner« 
der  Tages-  oder  Jahreszeit  abhängigen  Änderung ;  des  Verlud 
nisses  der  Temperatur-  zu  der  Dichtigkeitsabnahme  L 
(bei  zunehmender  Entfernung  von  der  ErdoberfW« en 
spricht;  die  Möglichkeit,  eine  derartige  für  die  Theene  d 
Refraktion  sehr  wichtige  Berechnung  ausführen  zu 
wird  durch  keine  andere  Tafel  geboten. 

Den  Radau'schen  Tafeln  liegt  der  von  Bessel  au 
Königsberger  Beobachtungen  abgeleitete  Wert  der 
konstante  zu  Grunde,  welcher  aber,  wie  die  Unter    ^  ich 
an  andern  Sternwarten  ergeben  haben,  zu  groß  is 
nun  mit  dem  Plane  umging,  unter  Anwendung  der  v 

1  Clcveland  Abbe,  A  correcüon  for  gravity  in i  *e  use  ^  ^ 
Tables.  Astronomische  Nachrichten,  Bd.  116.  —  L.  de    a  , 

constant  of  refraction.  Monthly  Notices  of  R.  A.  S.,  Vol.    •  RtfrSkdor 

2  L.  de  Ball,  Über  den  Einfluß  des  Dampfdruckes  am 
Astronomische  Nachrichten,  Bd.  109.  RCfr»W°n 

3  Th.  v.  O  p  p  o  1  z  c  r,  Eine  Bemerkung  über  die  Berechnung 
Astionomischc  Nachrichten,  Bd.  92. 
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Bausch inger  aus  sieben  neueren  Beobachtungsreihen  abge- 
leiteten Refraktionskonstante  neue  Refraktionstafeln  zu  be- 
rechnen, kam  mir  der  Gedanke,  daß  die  Refraktionsrechnung 
sich  vermutlich  einfacher  gestalten  würde,  wenn  man  das  bis- 
her stets  befolgte  Prinzip,  den  Ausdruck  für  die  Refraktion  als 
Punktion  der  Barometerhöhe  und  der  Temperatur  zu  betrachten 
und  zu  entwickeln,1  durch  ein  anderes  ersetzte.  Da  nämlich 
der  Ausdruck  für  die  Refraktion  bei  gegebener  Zenithdistanz 
nur  die  Dichtigkeit  und  die  Temperatur  der  Luft  als  Veränder- 
liche enthält,  so  erschien  es  ganz  naturgemäß,  ihn  auch  nach 
diesen  zwei  Variablen  zu  entwickeln;  ein  solches  Vorgehen 
empfahl  sich  um  so  mehr,  als  diejenigen  Glieder,  in  denen  die 
Temperatur  explizite  vorkommt,  selbst  bei  80°  Zenithdistanz 
höchstens  0*5%  der  ganzen  Refraktion  ausmachen.  Das  ein- 
zige Bedenken,  welches  man  haben  könnte,  daß  nämlich  die 
Dichtigkeit  der  Luft  erst  aus  den  Ablesungen  der  meteorologi- 
schen Instrumente  berechnet  werden  muß,  läßt  sich  durch  die 
Konstruktion  geeigneter  Tabellen  ohne  jede  Mühe  beseitigen. 
Die  Berechnung  der  Refraktion  wird  nun  auf  dem  angegebenen 
Wege  in  der  Tat  vereinfacht;  außerdem  hat  sich  aus  den  an 
der  v.  Kuffner'schen  Sternwarte  ausgeführten  Versuchen  er- 
geben, daß  man  bei  der  Anwendung  meiner  Tafeln2  erheblich 
weniger  Zeit  für  eine  Refraktionsrechnung  gebraucht  als  wie 
bei  Benutzung  irgend  welcher  anderer  Tafeln. 

Die  Gelegenheit,  jene  Formeln  mitteilen  zu  können,  zu 
denen  die  Entwicklung  des  Ausdruckes  für  die  Refraktion 
nach  der  Dichtigkeit  und  Temperatur  der  Luft  führt,8  habe  ich 
nun  auch  dazu  benutzen  wollen,  den  meinen  Tafeln  zu  Grunde 


1  Herr  Radau  hat,  abweichend  von  dem  bisherigen  Gebrauch,  die  für 
verschiedene  Temperaturen  und  Barometerstände  gültige  Refraktion  direkt 
berechnet  und  mit  Hilfe  der  so  gewonnenen  Resultate  die  numerischen  Werte 
der  Differentialquotienten  der  Refraktion  nach  der  Barometerhöhe  und  der 
Temperatur  abgeleitet.  Er  bemerkt  hiezu  (Essai,  p.  45):  »Cc  n'est  que  de  cette 
maniere  que  je  pouvais  esperer  d'obtenir  avec  quelque  rigeur  les  corrections 
en  question  pour  les  grandes  distances  zcnithales,  car  les  formules  differen- 
tielles,  dont  on  s'etait  toujours  contente  jusqu'a  ce  jour,  n'y  suffiraient  pas. 

2  L.  Je  Bai:,  Refraktionstnfcln,  Leipzig  1900  (W.  EngelmannV 
8  Artikel  7  dieser  Arbeit. 
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liegenden  Teil  der  Radau'schen  Theorie  in  einer  Form  dar- 
zustellen, die,  wie  ich  hoffe,  geeignet  ist,  die  nicht  unerheb- 
lichen Schwierigkeiten,  welche  das  Studium  der  hier  in  Be- 
tracht kommenden  Abschnitte  der  Originalabhandlungen  bietet, 
aus  dem  Wege  zu  räumen.  Um  dieses  Ziel  zu  erreichen,  war 
es  wiederholt  nötig,  durch  neue  Erörterungen  und  Entwick- 
lungen die  Ausführungen  Herrn  Radau's  zu  ergänzen.  Außer- 
dem habe  ich  die  Ableitung  der  Radau'schen  Formeln  teil- 
weise abgeändert.  In  einigen  Fällen  wurden  diese  Formeln 
selbst  vereinfacht,  beziehungsweise  durch  andere,  für  die 
Rechnung  bequemere  ersetzt;  dies  bezieht  sich  u.a.  auf  die 
Berechnung  der  Koeffizienten  in  der  nach  den  ungeraden 
Potenzen  der  Tangente  der  Zenithdistanz  entwickelten  Reihe 
für  die  Refraktion  und  auf  die  Berechnung  der  für  die  Ermitt- 
lung der  Refraktion  bei  großen  Zenithdistanzen  auftretenden 

Funktion  <|>(Z)  =  e*j*™  e~*dx.  Endlich  machte  ich  noch 

erwähnen,  daß  ich  auch  stets  auf  die  praktische  Anwendung 
der  Formeln  Rücksicht  genommen  habe.  Um  die  jetzt  begin- 
nende Auseinandersetzung  der  Theorie  möglichst  übersicht- 
lich zu  gestalten,  sollen  zunächst  einige  Formeln  abgeleitet 
werden,  deren  man  in  der  Folge  bedarf;  diesem  Zwecke  dienen 
die  drei  ersten  Artikel  der  vorliegenden  Arbeit. 

1 .  Die  Theorie  der  Refraktion  beruht  auf  der  Annahme, 
daß  die  Atmosphäre  aus  unendlich  dünnen,  zum  Mittelpunkte 
der  Erde  konzentrischen  Kugelschichten  bestehe;  die  Dichtig- 
keit der  Luft  wird  innerhalb  einer  Schicht  als  konstant,  aber 
von  Schicht  zu  Schicht  als  stetig  veränderlich  betrachtet,  bs 
sei  P  der  Druck,  t  die  Temperatur,  A  die  Dichtigkeit  der 
in  der  Entfernung  r  vom  Mittelpunkte  der  Erde  und  T  e 
dieser  Entfernung  entsprechende  Wert  der  Beschleunigung 
durch  die  Schwere;  dann  ist  die  Änderung  des  Luftdrucks, 
welche  einem  Übergange  von  dem  Abstände  r  zu  dem 
stände  r+dr  entspricht,  gleich 

dP  =  -7AJr.  (1) 
Wenn  ferner  P0,  t0,  A0,  To  der  Reihe  nach  den  Luftdruck, 
die  Temperatur,  die  Dichtigkeit  der  Luft  und  die  Scnwe 
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Beobachtungsortc  bedeuten  und  wenn  /0  die  Höhe  einer  Luft- 
säule angibt,  welche  ebenfalls  den  Druck  P0  ausübt  und  für 
deren  sämtliche  Teile  die  Temperatur,  die  Dichtigkeit  und  die 
Schwere  dieselben  Werte  haben  wie  am  Beobachtungsorte,  so 
gilt  die  Gleichung 

/Jo=T0/oV  (2) 

Als  Maß  des  Luftdruckes  wählt  man  den  Druck  einer 
Quecksilbersäule  von  0"760  Höhe  und  der  Temperatur  0°  C. 
unter  der  geographischen  Breite  45°  und  im  Meeresniveau, 
oder  kurz  ausgedrückt  den  Druck  einer  Atmosphäre.  Wenn  m 
die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  für  die  Temperatur  0°  be- 
zeichnet und  T  die  durch  die  Schwere  im  Meeresniveau  und 
unter  der  Breite  45°  bewirkte  Beschleunigung  angibt,  so  ist 
der  Druck  einer  Atmosphäre  durch  die  Gleichung  bestimmt 

P'  =  0,!760  Ym. 

Es  läßt  sich  nun  auch  leicht  die  Höhe  einer  Säule 
trockener  Luft  von  der  Temperatur  0°  und  der  Dichtigkeit  A', 
deren  sämtliche  Teile  als  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  Y 
stehend  angenommen  werden,  so  bestimmen,  daß  der  Druck 
dieser  Säule  ebenfalls  gleich  P'  ist.  Wird  nämlich  die  gesuchte 
Höhe  mit  /'  bezeichnet,  so  hat  man 

P'  -  T/'A'  (3) 

also,  wenn  für  P'  sein  durch  die  vorige  Gleichung  festgelegter 
Wert  eingesetzt  wird, 

/'  =  0'!760  -• 
A' 

Nach  Regnault  wiegt  aber  ein  Kubikmeter  trockener 
Luft  bei  0°  C.  und  760m"  Barometerhöhe  1292?74  und  ein 
Kubikmeter  Quecksilber  bei  0°  C.  13595930«;  somit  ist 

V  =  13595930  0*760  =  7993». 
1292-74 
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Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (.3)  ergibt  sich,  wenn  man 
berücksichtigt,  daß  P'  eine  Konstante  ist, 

\P'J  H'A' 
Ferner  folgt  aus  (2)  und  (3) 


p'  r/'A' 


Setzt  man 


die 


und  nennt  p  den  Luftdruck,  p  die  Dichtigkeit  der  Luft, 
Schwere  in  der  Entfernung  r  vom  Mittelpunkte  der  Erde,  also 
p0  den  Luftdruck,  p0  die  Dichtigkeit  der  Luft,  g0  die  Schwere 
am  Beobachtungsorte,  so  ist  damit  als  Einheit  des  Luftdrucke? 
der  Druck  einer  Atmosphäre,  als  Einheit  der  Dichtigkeit  die 
Dichtigkeit  der  trockenen  Luft  von  der  Temperatur  0°  C.  un 
unter  dem  Druck  einer  Atmosphäre,  als  Einheit  der  Schwere 
die  Schwere  unter  der  geographischen  Breite  45°  und  «m 
Meeresniveau  gewählt,  und  die  Gleichungen  (4)  und  (o)  lassen 

sich  schreiben  <s.\ 

l'dp  =  -gpdr 

(1) 

l'Po  -  Molo 
Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 

oder,  wenn 


P 

gesetzt  wird, 


zzz  l-o),         ^  = 
Po  ' 

dp  =  —Por°(\-«>)ds. 
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Aus  der  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  einer  im 
nächsten  Artikel  abzuleitenden  Differentialgleichung  zwischen 
p  und  <ü  wird  sich  eine  Beziehung  zwisch  en  s  und  o>,  also 
nach  der  Bedeutung  dieser  Größen,  das  Gesetz  ergeben,  nach 
dem  sich  die  Dichtigkeit  der  Luft  mit  der  Höhe  ändert  Zu- 
nächst aber  soll  die  Bestimmung  der  in  der  Differential- 
gleichung (8)  vorkommenden  Größe  /0  vorgenommen  werden. 
Dazu  ist  nun  die  Kenntnis  einer  zwischen  dem  Druck,  der 
Dichtigkeit  und  der  Temperatur  der  Luft  stattfindenden  Be- 
ziehung erforderlich,  welche  sich  in  folgender  Weise  gewinnen 
läßt.  Die  Luft  enthält  stets  eine  gewisse  Menge  Wasserdampf. 
Nach  den  Versuchen  Dalton's  ist  aber  der  Druck  eines  Ge- 
menges von  trockener  Luft  und  Dampf  bei  der  Temperatur  / 
gleich  der  Summe  der  Drucke,  welche  diese  beiden  Sub- 
stanzen, bei  derselben  Temperatur  /,  jede  für  sich  ausüben. 
Ist  also  p  der  Druck,  welchen  die  feuchte  Luft  ausübt,  und  it 
der  Druck  des  in  der  Luft  enthaltenen  Wasserdampfes,  so  ist 
p  —  ir  der  Druck,  welchen  die  trockene  Luft  allein  ausübt. 
Wenn  aber  a  den  Ausdehnungskoeffizienten  der  trockenen 
Luft  bedeutet,  so  ist  für  diese  (nach  dem  Gay-Lussac-Mariotte- 
schen  Gesetz)  der  Quotient :  Druck  dividiert  durch  das  Pro- 
dukt aus  Dichtigkeit  und  dem  Aggregat  \-hat  gleich  einer 
Konstanten.  Da  nach  der  oben  getroffenen  Bestimmung  für 
p  =  1  und  t  —  0°  C.  die  Dichtigkeit  der  trockenen  Luft  gleich  1 
werden  soll,  so  muß  die  eben  erwähnte  Konstante  gleich  1 
sein;  somit  ist  für  trockene  Luft  von  der  Temperatur  /  die 

Dichtigkeit  =  ?rUCk.  (A) 
l+at 

Bezeichnet  man  die  Dichtigkeit  der  trockenen  Luft  von 
der  Temperatur  /  und  unter  dem  Druck  p — jc  mit  pv  so  gilt 
demnach  die  Gleichung 

p  —  z 
P'-  l  +  at 

Würde  der  Wasserdampf  von  der  Temperatur  dessen 
Druck  mit  x  bezeichnet  wurde,  durch  trockene  Luft  von  der 
Temperatur  /  ersetzt,  welche  ebenfalls  den  Druck  it  ausübt,  so 
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würde  nach  der  Gleichung  (A)  die  Dichtigkeit  dieser  Luft 

gleich    sein.  Der  Versuch  lehrt  aber,  daß  das  Gewicht 

1  -4-  at 

eines  Volumens  Wasserdampfes  nur  0*622  des  Gewichtes  des 
gleichen  Volumens  trockener  Luft  von  gleicher  Temperatur 
und  unter  gleichem  Druck  beträgt;  für  gleiche  Temperatur  und 
gleichen  Druck  ist  also  auch  die  Dichtigkeit  des  Wasser- 
dampfes gleich  0*622  mal  der  Dichtigkeit  der  trockenen  Luft 
Somit  ergibt  sich  für  die  Dichtigkeit  p8  des  Wasserdampfes, 
dessen  Temperatur  gleich  /  und  dessen  Druck  gleich  %  ist, 

p8  =  0-622  ■— ■  • 
8  1  +  at 

Die  oben  mit  p  bezeichnete  Dichtigkeit  der  feuchten  Luft 
ist  nun  gleich  der  Summe  Pj  +  p2  und  man  erhält  durch  Sub- 
stitution der  Werte  von  pl  und  pÄ  die  gesuchte  Beziehung 

p— 0-378  k 

p  =  

\  +  at 

3 

Ersetzt  man  0-378  durch  ---  ,  so  folgt 

8 

_  pQ  +  gQ..  (9) 

1  —  —  — 
8  P 

Wenn  also  die  für  den  Beobachtungsort  gültige  Werte 
von  durch  den  angehängten  Index  0  gekennzeichnet 

werden,  so  ist 

p0(l+a/0)  (10) 
8  Po 

Mit  Benutzung  dieser  Gleichung  erhält  man  aus  (7) 
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Zur  vollständigen  Bestimmung  von  lQ  erübrigt  also  nur 
noch  diejenige  von  g0\  es  empfiehlt  sich  jedoch,  zuerst  die  in 
der  Gleichung  (8)  auftretende  Entfernung  r0  des  Beobachtungs- 
ortes vom  Mittelpunkte  der  Erde  zu  bestimmen.  Bezeichnet  R 
die  Entfernung  eines  Punktes  im  Meeresniveau  und  unter  der 
Breite  cp  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  und  ist  h  die  Höhe 
des  Beobachtungsortes  über  dem  Meeresniveau,  so  ist 

rQ  =  R+h. 

Bezeichnen  aber  a  und  b  beziehungsweise  den  Äqua- 
torial- und  Polarhalbmesser  der  Erde  und  wird  zur  Abkürzung 

tz8 


-1  =  e* 
b* 


gesetzt,  so  ist  bekanntlich 

—  ~  1-       c-  sinJ  s-f- .  .  , 
a  2 

wo  auf  der  rechten  Seite  statt  der  geozentrischen  die  geo- 
graphische Breite  eingeführt  wurde.  Nimmt  man 

a(\  —  —e*J  ~  6366000m,         ■— -  =  0-00168 
\       4    /  4—c2 

an,  so  wird 

R  =  6366000»(1 +0-00168  cos  2 ff). 

Folglich  erhält  man,  wenn  auch  h  in  Metern  ausgedrückt  ist, 

r0  =  6366000m(l +0-00168  cos  2 ?+ 0-000000 157 h).  (12) 

Was  nun  die  Bestimmung  von£0  betrim,  so  findet  Helmert 
aus  einer  großen  Zahl  von  Schwerebestimmungen  für  die  auf 
das  Meeresniveau  reduzierte  Beschleunigung  durch  die  Schwere 
den  Wert  9*80604  —  0*02595  cos  2<p,  wo  <p  die  geographische 
Breite  bedeutet.  Um  aus  diesem  Werte,  der  mit  rj0)  bezeichnet 
werden  möge,  die  für  einen  in  der  Höhe  h  über  dem  Meeres- 
niveau liegenden  Beobachtungsort  auf  dem  Festlande  gültige 
Schwere  y0  zu  erhalten,  ist  auf  die  Anziehung  des  Festlandes 
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Rücksicht  zu  nehmen,  und  zwar  genügt  es  lür  unsere  Zweck 
die  folgende,  von  Poisson  abgeleitete  Formel  anzuwenden: 


,=..,|,-KKI 


Hierin  hat  R  die  oben  angegebene  Bedeutung,  ferner 
bezeichnet  8'  die  Dichtigkeit  an  der  Oberfläche  und  8  die 
mittlere  Dichtigkeit  der  Erde.  Nimmt  man  8'  =  0*5  8  an 
und  wählt  für  R  den  mittleren  Wert  6366000m,  so  ergibt  sich 
nach  Substitution  des  Wertes  von  (?0) 

To  =  9^80604(1  -0-00265  cos  2  <p— 0-0000001 96  ft). 
Da  nun 

£o  —  ~y 

ist  und  P  den  Wert  von  (f0)  für  <p  =-45°  bedeutet,  also  gleich 
9'M80604  ist,  so  erhält  man 

)196A.  (13' 


g0  —  1-  0  00265  cos2<p  — 0* 


Die  Substitution  dieses  Wertes  in  die  Gleichung  (H)  gibt 
den  Wert  von  /0,  und  zwar  folgt,  wenn  der  mit  a  bezeichnete 
Ausdehnungskoeffizient  der  trockenen  Luft  nach  Regnault 
gleich  0-003663  angenommen  wird, 


='( 


1+0  003663  L 


^.+0-00265  cos2<p+ 
8  Po 


+0-000000196*]-  \W 

Unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (12)  und  mit  Ein- 
setzung des  früher  für  /'  gefundenen  Wertes  /'  =  7993ra  erhalt 
man  schließlich  für  den  reziproken  Wert  des  in  der  Gleichung  (8) 

vorkommenden  Quotienten 


'o  _ 


7993 
6366000 


3  %0 


1  +  0- 003663  /ü+  -  + 

8  Po 

+0  00097  cos  2T+O-OÖ0ÖOO«)30*j 
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oder  mit  vollkommen  ausreichender  Genauigkeit 


l0  7993 


1  + 0- 003663 /0  + 


8  Po 

4-0-0010  cos  2'A  (15) 


r0  6366000 


2.  Um  die  im  vorigen  Artikel  angekündigte  Differential- 
gleichung zwischen  p  und  o>  ableiten  zu  können,  ist  man 
genötigt,  auf  Grund  der  bei  Ballonfahrten  ausgeführten  Mes- 
sungen des  Luftdruckes,  der  Temperatur  und  des  Dunst- 
druckes sowie  der  hieraus  berechneten  Werte  der  Dichtigkeit 
der  Luft  (Artikel  3)  einige  Hypothesen  zu  machen.  Die  seit 
mehreren  Jahren  sehr  intensiv  betriebene  Erforschung  der 
höheren  Luftschichten  mittels  Drachen,  bemannten  und  un- 
bemannten Ballons  muß  uns  zweifellos  mit  der  Zeit  ein  Beob- 
achtungsmaterial verschaffen,  mit  dessen  Hilfe  es  möglich  sein 
wird,  die  im  folgenden  gemachten  Annahmen  zu  verbessern; 
immerhin  aber  kann  man  sagen,  daß  die  unter  Benutzung  der 
nachstehend  angegebenen  Hypothesen  berechneten  Werte  der 
Refraktion  den  astronomischen  Beobachtungen  in  erträglicher 
Weise  Genüge  leisten. 

Die  erste  Annahme,  welche  gemacht  werden  soll,  ist, 
daß  für  alle  Schichten  der  Atmosphäre 


vorausgesetzt  wird.  Aus  den  Gleichungen  (9)  und  (10)  folgt 


- 


(16) 


dann 


p  =  ?(\+dt) 
Po  p0(l+«'o)' 


oder,  da 


0-003663  - 


1 


c7 


273 


ist, 


Digitized  by  Google 


1374 


L.  de  Ball, 


Macht  man  die  weitere  Annahme,  daß  bei  zunehmender 
Entfernung  von  der  Erdoberfläche  die  Änderung  der  Temperatur 
derjenigen  der  Dichtigkeit  proportional  ist,1  so  hat  man 

t0-t  =  C<p0-p),  (18) 

wo  C  noch  von  der  Tages-  oder  Jahreszeit  abhängig  gedacht 
werden  kann. 

Wenn  diese  Gleichung  in  aller  Strenge  richtig  wäre,  so 
würde,  wenn  an  der  Grenze  der  Atmosphäre  (/>  =  0)  die  Tem- 
peratur /  =  —  273° +T  herrschte, 

/0+273-7-=  Cp0  (18*) 
sein  und  man  erhielte  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen 


273+/, 

Setzt  man 


73+/0  Po    \  /0H-273/ 


so  wird  * 


i  T—  =/,  w 

/0+273 


273 +/0  Po 


»  Th.  v.  Oppolzer,  Über  die  astr.  Refr.,  p.  1 1  (Denkschriften  der  math.- 
naturw.  Klasse  der  kaiserl.  Akad.  der  Wissensch.,  Bd.  53). 

»  Die  durch  die  Gleichung  (20)  dargestellte  Beziehung  zwischen  der 
Temperatur-  und  Dichtigkeitsänderung  ist  unter  dem  Namen  der  Ivory  sehen 
Hypothese  bekannt.  Nimmt  man  mit  Ivory  für  /  einen  konstanten  Wert  an, 
so  wird  T,  also  auch  die  Temperatur  der  Grenzschicht  der  Atmosphäre 
=  _273°-f-r  in  einer  durch  die  Gleichung  (19)  bestimmten  Weise  von  der 
Temperatur  an  der  Oberfläche  der  Erde  /0  abhängig  gedacht  Wird  j^06^ 
auf  irgend  eine  andere  Weise  als  veränderlich  vorausgesetzt  oder  auch  ^ 
konstant  angenommen,  so  ändert  sich  /  mit  /0,  d.  h.  der  Wert  von  /»' 
abhängig  von  der  Tages-  und  Jahreszeit  Es  möge  hier  noch  eine  Bemerkung 
von  Herrn  J.  Hann  (Lehrbuch  der  Meteorologie,  2.  Aufl.,  p.  124)  Platz 
welche  lautet:  »Die  zahlreichen  neueren  Ballonaufstiege  bis  zu  sehr  gro 
Höhen  haben  noch  ein  anderes  sehr  unerwartetes  Resultat  ergeben  . .  •  ^  <r 
dachte  man,  daß  schon  in  Höhen  von  7  bis  9  km  die  Temperatur  das  gan» 
Jahr  hindurch  nahezu  konstant  sei,  während  die  Jahrcsschwankung  in  >ese 
Höhe  kaum  schon  abgenommen  hat.« 
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und  nach  (17) 

P 

-  =  (1— ».  (21) 

Es  ändern  sich  aber  p  und  p,  also  auch  p  und  a>  von 
Schicht  zu  Schicht;  wenn  nun  p0  und /  gegebene  Werte  haben, 
so  erhält  man  aus  (21)  die  gesuchte  Differentialgleichung 

dP  =  -A>tO- -/)+2/(l— 
Aus  der  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  (8)  ergibt  sich 

-5?.</5  =  (l-/).</-   +  2/<*a>. 

/„  1  — (0 

Integriert  man  diese  Gleichung  und  bestimmt  die  Integra- 
tionskonstante durch  die  Bedingung,  daß  für  den  Beobach- 
tungsort ü)  =  5  =  0  sein  muß,  so  erhält  man  die  für  die  Folge 
wichtige  Beziehung 

7^  =    -(!-/)  log  (1  -«)  +  2/».  (22) 
'o 

3.  In  dem  Vorigen  war  wiederholt  von  dem  Druck  und 
der  Dichtigkeit  der  Luft  die  Rede;  es  soll  nun  gezeigt  werden, 
in  welcher  Weise  sich  diese  aus  den  Ablesungen  der  meteoro- 
logischen Instrumente  bestimmen  lassen.  Ist  8  die  wahre 
Barometerhöhe,  t  die  Temperatur  des  Quecksilbers,  m'  die 
Dichtigkeit  des  Quecksilbers  bei  der  Temperatur  t  und  y0  die 
Schwere  für  den  Beobachtungsort,  so  erhält  man  für  den 
Druck  der  Luft  am  Beobachtungsort 

P0  =  i0m'i&.  (23) 

Die  abgelesene  Barometerhöhe  B  ist  im  allgemeinen 
von  der  wahren  verschieden.  Nimmt  man  an,  daß  B  schon 
wegen  eventueller  Teilungsfehler  der  Skala  oder  des  Nonius 
und  auch  wegen  einer  etwaigen,  durch  die  Kapillarität  be- 
wirkten Depression  des  Quecksilbers  korrigiert  worden  ist,  so 
muß,  damit  93  =  B  sei,  außerdem  noch  die  Temperatur  des 
Quecksilbers  derjenigen  gleich  sein,  bei  der  die  Skala  geteilt 
wurde.  Wurde  die  Skala  bei  der  Temperatur  0°  C.  geteilt  und 


Digitized  by  Google 


1376 


L.  de  Ball, 


sind  die  Teilstriche  auf  einer  messingenen  Röhre  eingraviert, 
welche  das  eigentliche  Barometerrohr  fast  in  seiner  ganzen 
Länge  umgibt,  so  erhält  man  die  wahre  Barometerhöhe  8  aus 
der  bei  der  Temperatur  des  Quecksilbers  t  abgelesenen  mittels 
der  Formel 

)ö  =  £(1  +  0-  000019t). 

Die  Dichtigkeit  m'  des  Quecksilbers  für  die  Temperatur; 
ergibt  sich  aus  der  für  die  Temperatur  0°  gültigen  Dichtig- 
keit m  mit  Hilfe  der  Formel 

'    -  m 
m  ~  l  +  0'00O181t 

Somit  folgt  aus  (23),  wenn  die  Skala  bei  der  Temperatur  0' 
geteilt  ist, 

p  =     mJ(l+0-0q0019t)  =  5(1_O-000I62r). 
°      l  +  0'000181r 

Oben  wurde  für  den  Druck  P*  einer  Atmosphäre  der  Aus- 
druck gefunden: 

P'  -  Ym  760mm. 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  B  in  Millimetern  aus- 
gedrückt ist,  ergibt  sich  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen, 
wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird  und  somit  pQ  den  Druck  der  Luft  am  Beob- 
achtungsort in  Einheiten  des  Druckes  einer  Atmosphäre  e- 
deutet, 

_  tnB{\— 0'000l62t)  (24) 
Po  "  76ÖT 

Substituiert  man  für  ^  =  g0  seinen  durch  die  Gleichung 

(13)  bestimmten  Wert,  so  folgt 

pQ  —  (1-—0- 00265  COS  2?—  ^aoA 

5(1— 0  000162t) 

-o-ononnoifm*)— ^  - 
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Der  Gleichung  (10)  zufolge  hat  man  aber  auch,  wenn 
a  =  0*003663  gesetzt  wird, 

l  +  0-003663/ft 

Po~Po  t~z —  (2ß) 

8  Po 

Mit  Hilfe  eines  Psychrometers  läßt  sich  die  Höhe  einer 
Quecksilbersäule  bestimmen,  deren  Druck  gleich  ist  dem- 
jenigen des  in  der  Luft  vorhandenen  Wasserdampfes;  der 
Druck  selbst  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  (25),  wenn  man 
für  B  die  Höhe  jener  Quecksilbersäule,  ausgedrückt  in  Milli- 
metern, substituiert.  Bezeichnet  man  nun  diese  Höhe  ebenfalls 

mit  *0,  so  kann  in  der  Gleichung  (26)  -S.  =  üe.  gesetzt  werden. 

Po  B 

Es  ergibt  sich  dann  aus  (25)  und  (26) 

B    1-  0-000162 /0ri    n  _ 

h  ~  TcTr,  1 — TTZ^  2[l-r-0-000162(/ü--r)  — 

760  l  +  0-003663/0  Vü  J 

— 0-00265  cos  2?— 0-000000196A](l-~  -*P-|  (27) 

Wird  der  Wert,  welchen  p0  für  B  —  760,nm,  /0  =  t  =  0°  C, 
h  —  0,  <p  =  45°,  :r0  =  6mm  annimmt,  mit  pj  bezeichnet,  so  folgt 

pj-l—  (28) 
8    760  ' 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  ergibt  sich  mit  aus- 
reichender Genauigkeit 

Po  l  +  0-003663/n  _ 
A  1— 0-000162 10 

B 

=  —  t 1  +  0  •  000 1 62  (V  - 1)  —  0  •  00265  cos  2  <p  — 


0-000000196Ä]  +         -  (ö  -  B  *0) 

760   8  ^    760  / 


Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  läßt  sich  sowohl  in 
den  Produkten  aus  B  und  den  von  /0— r,  h  und  cos  2 <p  abhängigen 

Sitrb.  d.  mathem.-naturw.  Kl. ;  CXV.  Bd.,  Abt.  1  a.  91 
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Gliedern  als  auch  in  dem  letzten  Gliede  die  beobachtete  Baro- 
meterhöhe B  durch  die  mittlere  für  den  Beobachtungsort 
gültige  Barometerhöhe  B,„  ersetzen.  Schreibt  man  demnach 
zur  Abkürzung 


ß  -  £+£m[0-0O0162(/o 

--0- 

so  erhält  man 

P.»  _ 


r)— 0  00265  cos2<p- 
8  V  760 


ß     1— 0-000162  tn 


760  1  +  0-  003663 10 


(30) 


4.  Ein  Lichtstrahl  bB  treffe  in  B  auf  die  Grenzfläche  FF 
zweier  Medien  M  und  W  und  werde  nach  Bc  gebrochen.  Aus 

physikalischen  Versuchen  ergeben 
ir  sich  dann  folgende  drei  Sätze:  I.  Bc 

liegt  mit  Bb  und  der  Normalen  BS 
in  einer  Ebene.  2.  Bezeichnen  i  und  i 
die  Winkel,  welche  beziehungsvve.se 
der  einfallende  und  der  gebrochene 
Strahl  mit  der  Normalen  BN  bilden, 
und  bedeutet  v  eine  Konstante,  so  ist 


/ 


M 


sin  i 


—  v. 


Fig.  t. 


(31) 

sins 

Die  Konstante  v  wird  der  Bre- 
chungsexponent des  Mediums  Jf  «> 
Bezug  auf  das  Medium  M  genannt;  ist  v>l,  so  bezeic  w 
man  M'  als  optisch  dichter  wie  M.  3.  Es  seien  |i  und  |t 
Brechungsexponenten  von  M',  beziehungsweise  M  m  e 
auf  ein  Medium  L,  dann  ist 

(32) 


p- 


Aus  den  zwei  letzten  Gleichungen  ergibt  sich 


sin  i  fi' 

 ■    ■  ♦ 

sin  s  (x 


(33) 
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Ist  unter  dem  Medium  L  der  luftleere  Raum  zu  verstehen, 
so  werden  und  >x  kurzweg  die  Brechungsexponenten  der 
Medien  M\  beziehungsweise  M  genannt. 

Wenn  \i!  sich  nur  wenig  von  jx  unterscheidet,  so  ist  auch 
die  Differenz  * — s  klein;  setzt  man 


so  folgt  aus  (33) 


;  _  dp 


äi  - 


tang  /. 


(34) 


Es  werde  jetzt  angenommen,  daß  die  Atmosphäre  aus 
einer  Reihe  sehr  dünner  Kugelschichten  Mv  M2t. .  .  bestehe, 
deren  Zentrum  der  Mittelpunkt  der 
Erde  C  sei.  Wir  setzen  ferner  vor- 
aus, daß  der  Brechungsexponent 
innerhalb  jeder  Schicht  konstant 
ist  und  sich  von  Schicht  zu  Schicht 
nur  wenig  ändert.  Ein  Lichtstrahl 
Sa,  der,  aus  dem  luftleeren  Räume 
kommend,  die  Grenze  der  Atmo- 
sphäre in  a  trifft,  werde  in  der 
ersten  Schicht  nach  ab  gebrochen, 
in  der  zweiten  nach  bc,  in  der 
dritten  nach  cE  u.  s.  w.  Ist  E  ein 
Punkt  der  Erdoberfläche,  so  wird 
ein  dort  befindlicher  Beobachter 
den  Stern  S,  welchen  wir  als  die 
Lichtquelle  annehmen,  in  der  Rich- 
tung EcS'  wahrnehmen.  Der  Winkel  ZES',  wo  Z  das  Zenith 
des  Beobachters  in  E  bezeichnet,  wird  die  scheinbare  Zenith- 
distanz  des  Sternes  genannt. 

Aus  dem  Dreiecke  Geb  folgt,  wenn  Cb  =  rv  Cc  =  r2,  der 
Winkel  Ccb~  180°— /2  und  der  Winkel  Cbc  —  zx  gesetzt  wird, 


Fi«.  2. 


sin  *, 


sin  s. 


2  _ 


Ferner  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  (33),  wenn  der 
Winkel  Cba  mit  180°— /,  und  die  Brechungsexponenten  der 


Öl* 
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Medien  Mx  und  Mt  mit  jt,,  beziehungsweise  ^  bezeichnet 
werden, 

sin  ij  {Ji, 
sin  s,  (J4 

Aus  den  zwei  letzten  Gleichungen  folgt 

rfH,sini,  =  r^sini,. 

Da  diese  Gleichung  für  je  zwei  aufeinander  folgende 
Schichten  gilt,  so  gilt  sie  auch  für  zwei  beliebige  von  ihnen. 
Nimmt  man  die  Schichten  als  unendlich  dünn  an,  so  wird  der 
Weg  des  Lichtes  eine  Kurve  und  die  letzte  Gleichung  drückt 
jetzt  folgendes  aus:  Bedeutet  r  die  Entfernung  eines  Punktes 
der  Kurve  vom  Mittelpunkte  der  Erde,  p  den  ihm  entsprechenden 
Wert  des  Brechungsexponenten  der  Luft,  i  den  Winkel  zwischen 
der  in  dem  betrachteten  Punkte  zur  Kurve  gezogenen  Tangente 
und  seiner  Verbindungslinie  mit  dem  Mittelpunkte  der  Erde,  so 
hat  das  Produkt  rjx  sin  i  für  alle  Punkte  der  Kurve  denselben 
Wert.  In  dem  Punkte  E,  in  dem  das  Licht  den  Beobachter  tnffl, 
ist  aber  r  =  EC=  r0,  fi  =  (v  /  =  z,  wo  z  dre  scheinbare  Zemth- 
distanz  des  Sternes  bedeutet;  somit  ist 

rfi.  sin  /  =  r0    sin  z.  v 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Gleichung  erhält  man 

aus  (34) 

sing       _  (36) 


di  - 


\ — sin2- 


Man  verlängere  (Fig.  2)  den  die  Grenzschicht  der  Atmo- 
sphäre in  a  treffenden  Strahl  Sa  und  den  gebrochenen  Stra  * 
bis  zum  Durchschnitt     beziehungsweise  v  mit  CZ.  Bezei  ^ 
man  die  Winkel  Zsa,  Zva  mit  C,  beziehungsweise  zv  so  i 

C  -z.  gleich  dem  Werte,  den  di  im  Punkte  a  hat;  ferner  ist 

1  •  v,  i  na  für  den 
dem  Punkte  a  entsprechende  Wert  von  p,  gleicn  i.  v*^ 

Beobachter  /s  an  der  Oberfläche  der  Erde    =  s  und  |i  -  H»  " 

so  erhält  man  durch  Integration  der  Gleichung  (3Ü) 
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Wäre  keine  Atmosphäre  vorhanden,  so  würde  der  Beob- 
achter ,n  E  die  wahre  Zenithdistanz  ZES  beobachten;  be- 
zeichnet man  die  wahre  Zenithdistanz  mit  z0  und  den  Winkel 
sSE  mit  o,  so  ist 

~o  =  C  — s.  (38) 

Wegen  der  im  Verhältnis  zu  den  Entfernungen  der 
Himmelskörper  kleinen  Erddimensionen  ist  o  selbst  für  den 
Mond  ein  sehr  kleiner  Winkel.  Setzt  man  noch  Es  =  X>ES-  A, 
so  folgt  aus  dem  Dreiecke  sSE 


osinl»  =  -*  sin  C  =  —  3*  sin  C. 

Aus  dem  Dreiecke  saC  ergibt  sich,  wenn  aC  =  H  und 
der  Winkel  saC  —  y  gesetzt  wird, 

//sintp 
r0+x  =  — 

sin  C 

Oben  wurde  aber  gefunden,  daß  das  Produkt  sin  i  in 
allen  Punkten  eines  Lichtstrahles  denselben  Wert  besitze.  Im 
Punkte  a  des  Strahles  SabcE  ist  nun  r  =  //,  n  =  l,  /  -  <p 
und  im  Punkte  E  ist  r  =  rQ}  p  =  (V  j  =  s;  somit  ist 

H  sin     =  r0  [i0  sin  c. 
Demnach  wird  die  vorige  Gleichung 

1  +  .£  ■  •  fysinc 

und  die  Gleichung  für  o  verwandelt  sich  in 


*0 


Asinl" 
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Bezeichnet  man  das  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (37, 
befindliche  Integral  zur  Abkürzung  mit  9t,  so  wird 


und  man  erhält 


~  Asinl"[(!A° 


C  =  z+9t 


1 )  sin  z-  2  sin  ~  91  cos (z  +  y  »y 


Die  später  folgende  Berechnung  des  Integrals  91  lehrt, 

man  2  sin  — SR  =  91  sin  1"  setzen  kann.  Ferner  ist  es  erlaubt, 
2 

A  gleich  der  Entfernung  des  Gestirnes  vom  Mittelpunkte  der 
Erde  anzunehmen;  bezeichnet  dann  k  die  Horizontalparallaxe 
des  Gestirnes,  so  wird 


=  *  [(Ii*— 1)  sin  z— 9?  sin  1"  cos  f z  +  y 


Um  also  für  gegebene  Werte  von  n  und  z  den  Winke  <t 
berechnen  zu  können,  muß  man  ^  und  91  kennen;  in  wetttf 
Weise  sich  ^  und  91  bestimmen  lassen,  wird  im  folgen* 
gezeigt  werden.  Hier  sei  aber  schon  bemerkt,  daß  ö  tur 
Sonne  und  die  Planeten  verschwindend  klein  ist;  für  den  Mon 
beträgt  a  bei  z  =  84°  nur  OM  und  bei  z  =  90°  rund  1  .  w 
durch  die  Gleichung  (38)  bestimmte  wahre  Zen.thd.stanz  *, 
also  nicht  wesentlich  von  dem  durch  die  Gleichung  w 
bestimmten  Winkel  C  verschieden.  Aus  diesem  Grunde 
gewöhnlich  der  Winkel  C  als  wahre  Zenithdistanz  bezcic  ^ 

5.  Es  handelt  sich  jetzt  darum,  den  Wert  des  in  {6  ) 
kommenden  Integrals 


(»■•  sin  z 

Ii  u.r  \»     .  „ 
v/( J—  ] — sm2s 

V  Wo/ 


 r  

VW 


-0' 


(40) 
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zu  bestimmen.  Aus  physikalischen  Versuchen  ergibt  sich,  daß 
der  Ausdruck  {ia — 1,  also  die  sogenannte  brechende  Kraft  der 
Luft,  der  Dichtigkeit  proportional  gesetzt  werden  kann.  Be- 
zeichnet demnach  2c  eine  Konstante  und  p  die  Dichtigkeit  der 
Luft  in  der  Entfernung  r  vom  Mittelpunkte  der  Erde,  so  ist 

|i2  =  l+2<*p.  (41) 

Wird  also  die  Dichtigkeit  der  Luft  am  Beobachtungsort 
mit  p0  bezeichnet,  so  gilt  auch  die  Gleichung 

Vi  =  l+2cp0. 
Somit  erhält  man,  wenn  noch 

l-f  =  »,  =  «  (42) 

Po  l+2cp0 

gesetzt  wird, 

=  1-2  ...  (43) 
Die  logarithmische  Differentiation  dieser  Gleichung  gibt 

ci±  =  (44) 

r1  1  — 2ao> 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (43)  und  (44)  läßt  sich  in  dem 
Integral  (40)  die  Variable  p,  durch  a>  ersetzen.  Um  die  neuen 
Integrationsgrenzen  zu  bestimmen,  berücksichtige  man,  daß 
nach  (41)  der  Wert  (jl  =  1  dem  Werte  p  =  0  entspricht;  für 
p  =  0  ist  aber  nach  (42)  w  =  1.  Der  Wert  |x  —  \^  gilt  für  den 
Beobachtungsort  und  für  diesen  ist  p  =  p0,  folglich  to  =  0. 
Wird  noch 


r°  =1-5  (45) 


gesetzt  und  die  Gleichung 


1 

sin-  z 


—  1  +cotg~z 
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benutzt,  so  ergibt  sich 


9i 


f 

/o 


<x(l— s)(l— 2oca>)    '  dm 


S/coig*z+(2s— 2aco  — s*)(l— 2a»)-1 


Dieses  Integral  läßt  sich  vereinfachen,  wie  jetzt  gezeigt 
werden  soll.  Zuvor  aber  erscheint  es  wünschenswert,  sich  eine 
Vorstellung  über  die  Größe  von  a  und  s  zu  verschaffen.  Die 
physikalischen  Versuche  ergeben  für  den  Brechungsexpo- 
nenten  der  Luft  bei  der  Dichtigkeit  1  den  Wert  jt  =  1*0003; 
den  Gleichungen  (41)  und  (42)  zufolge  ist  somit  a  =  0'0003. 
Der  Wert  von  ot  ändert  sich  etwas  mit  der  Dichtigkeit  der  Luft 
und  beträgt  im  Maximum  0-00035.  Die  durch  die  Gleichung (45) 
definierte  Größe  s  ist  an  der  Oberfläche  der  Erde  gleich  0  und 
würde  für  r  =  oo  gleich  1  werden.  Die  Höhe  der  Atmosphäre 
aber,  insoweit  letztere  noch  einen  merklichen  Beitrag  zur 
Refraktion  geben  kann,  darf  zu  50  km  veranschlagt  werden;1 
nimmt  man  also  für  r0  den  mittleren  Radius  der  Erde  (6366 
an,  so  ist  r  höchstens  gleich  6416  km,  und  dem  entspricht  als 
Maximalwert  von  s  der  Betrag  0*0078.  Vernachlässigt  man 
nun  in  dem  Zähler  des  oben  unter  dem  Integralzeichen  vor- 
kommenden Bruches  die  Glieder  von  der  Ordnung  "nd 
von  höherer  Ordnung,  so  wird 

a(l— 5)(1—  2<xü>)    2  =  a(l— s+3«»). 

Ferner  erhält  man,  wenn  in  dem  Nenner  des  genannten 
Bruches  das  Glied  von  der  Ordnung  s*a  und  die  Glieder 
höherer  Ordnung  unberücksichtigt  bleiben, 

(25— 2«<o— s2)(l  —  2  au)-1  =  2s— 2aco— s*  +  4saco-4«,»< 


5 — am  =  u 


oder,  wenn 

gesetzt  wird, 

(25— 2aa>— s*)(l— 2*»)-1  =  2w— («— **>)*• 


(46) 


i  Nach  J.  Hann  (Lehrbuch  der  Meteorologie,  U.  Aufl.,  P 


9)  beträgt  die 


Luftdichte  in  dieser  Höhe  nur  mehr  0-0004  von  jener  an  der  Erdoberflache. 
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Dividiert  man  noch  den  Wert  des  Integrals  9t  durch  sin  1" 
und  setzt 

«     =  «», 


sin  1" 

so  ergibt  sich  für  9t,  ausgedrückt  in  Bogensekunden, 


9t  -  •  a"  f 1         (1  —  it  +  2aa>)f/ 

/o 


'o    V/cotg85-+-2«— aü>)2 


(47) 


Von  den  Entwicklungen,  welche  dieser  Ausdruck  zuläßt, 
sollen  hier  nur  zwei  vorgenommen  werden.  Wie  sich  ergeben 
wird,  eignet  sich  die  erste  dieser  Entwicklungen  für  z  ^  80°, 
die  zweite  für  ^>  80°. 

6.  Das  Integral  (47)  läßt  sich  schreiben 


9t  r=  a"  tang  z ^ 


(1  —  **+2aa>)Ja> 


{1+2|„__(^]tang,^ 


^  a"  tang       ( 1  -  u  +  2  a  <o)  { 1  —  [«  —  (*  1  tang8  s+ 

1.3  |        (M_a<ü)*l*       ,  \, 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

a"  f  (1  — «  +  2ao>)</<o  =  i40 

(i ~ "+2 aa,) [w ~ ""f"' I dm = a  m 

1.3.5...(2»-1)  „  r*  I  (u—av>)''\" 

-uhr^'i  c'—+2.->[.-L-5-H*.  =  * 

so  lautet  die  vorige  Reihe 

$1  ~  A0  tang  z — Ax  tang3  z  + 

-1-^  langte— .  .  .  +(— i)M„  tang^+'s^-.  . .  (49) 
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Um  die  Koeffizienten  An  berechnen  zu  können,  bedarf  man 
der  Kenntnis  der  Integrale  jf*  *Mo>  undjf  ffWca.  Man  setze 


undiü  —  U„. 


Soll  die  Integration  sich  ausführen  lassen,  so  muß  «  als 
Funktion  von  <o  dargestellt  werden.  Nun  ergibt  sich,  wenn 
man  von  beiden  Seiten  der  Gleichung  (22),  nämlich 

^  s  =  —(1—/)  log  (1— ö»)+2/ü), 

In 


^aw  subtrahiert  und  zur  Abkürzung 


I5a  =  e 


(51) 


setzt, 


5>u  =  —  (1— /)  log(l— «)+(2/— »)•• 


Wird  jetzt  noch 


(52) 


gesetzt,  so  ergibt  sich  die  gesuchte  Beziehung  zwischen  « 
und  o> 

=  -log(l—.)+V«-  (53) 

Es  empfiehlt  sich  aber,  statt  w  eine  andere  Variable  x  ein- 
zuführen, wo  x  durch  die  Gleichung 

(54) 

definiert  werden  soll.  Dann  wird 
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und 

Vn  =  ~y  ^°°n»e-*dx.  (56) 

Durch  Substitution  des  aus  (55)  folgend  en  Wertes  von  u 
in  (56)  erhält  man 

Schreibt  man  diese  Reihe  in  der  Form 
1  Un  =  R?+K>^+  1  ß(^5  + . . .  +  1  ß(*)*;+ . . . 

«! 

so  sind  damit  die  Koeffizienten  ß  durch  die  Gleichungen 
definiert 


1  r°° 


ne~xdx 


ß<*>=  r°°^-*(i— e-*y*-*dx 

(u—h)\)0 

ßf)  =  r°°(l— e-*)»e-*dx. 

Nun  erhält  man  durch  partielle  Integration 

XW,^  -1-  f°°  e~*xndx. 


(58) 
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(59) 


Setzt  man  zur  Abkürzung 

Xoo 
e-*x»~i dx  -  T(n), 

so  sagt  die  vorige  Gleichung,  daß 

r(fi  +  i)  =  «i» 

ist.  Der  Definition  nach  ist 

r(l)  =j  °°e  *dx  -  1. 

Substituiert  man  also  in  der  Gleichung  (60)  für  «  der 
Reihe  nach  die  Zahlen  1, 2, ...  ff,  so  erhält  man 

!>  +  !)  =  m!  W 


Da 


ist,  so  wird 
Ferner  ist 


ß(0)  —  _1  r°°x*e-*dx  =  -Lr(n  +  1) 


P»  =  1. 


(63) 


00 


'0 

oder 


(CO 
0- 


M°  = 


(64) 


Um  den  Wert  von 

ß<*>  =   -—  f°°«"-*(l— e-ye-*dx 

(n—h)\J0 

zu  erhalten,  entwickle  man  (1—^-*)*  und  berücksichtige,  daß, 
wenn       =  1;  gesetzt  wird, 

Xoo                                       1  /»oo 
xn-he-pxjx  _    /       v*-he-vdV  = 

 L_r(«-*+|) 

ist,  folglich  nach  (62) 
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Man  erhält  so  für  0  <  h  <  n 


ß(»  =  1- 


 h_        h{h—\)  1 

2«-a+i         J2  3«-a+i 

...+(—  I)*-1/»  1  +  (— 1) 


1 


(A  +  l)»-*+1 


(66) 


Durch  die  Gleichungen  (63),  (64)  und  (66)  sind  die  Koeffi- 
zienten ß  bestimmt;  für  die  Logarithmen  von  ß^>, 

beziehungsweise  von  —  ßj,2),  -1  ßf , ...  u.  s.  vv.  ergeben  sich 

2  2 

die  folgenden  Werte: 


log 

ßj»  9-6989700 
ßi»  9-8750613 

ßj,l)  9-9420081 


log 

1  ßi*»  9-221849 
2 


I 

y  ßs2)  9-485090 


log 


-ßä»>  8-61979 
6 


ßi1'  9-9719713  ß<«>  9 '594905       —  ß^  8-93855 


log 


1 


6 


ß?>  7-9208 
24 


ß£1}  9-9862117        --ß£»  9-647063       —  ß!>8'  9  07947       —  ß£*>  8*2794 


2 

—  ßlÄ)  7-143 
120  r& 


6 


24 


ß^'  9-9931806       —  ß£>  9-672843  ß^'  914903 


2  6 

—  ßi,s>  7-532 

120™  720 


6  -30 


—  ßk*>  8'4444 
24  ™ 


ßV*  9-9965937       —  ß'^  9  685796       --  ß?>  9- 18451 

2  6 


24 
1 


-ßö»  7-716  —  ß'i»  6-71 

120   '  720  7  5040 


ß',*'  8  5283 
ß$»  5-39 
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Zur  numerischen  Berechnung  der  U„  ist  jetzt  noch  die 
Kenntnis  der  Werte  von  a0  und  k0  erforderlich.  Diese  ergeben 
sich  aus  den  Gleichungen  (52)  in  Verbindung  mit  (51)  und  (15), 
vorausgesetzt,  daß  die  in  diesen  Gleichungen  vorkommenden 
Größen  ot  und  /  anderweitig  bekannt  sind.  Der  zweiten  der 
Gleichungen  (42)  zufolge  ist  a  definiert  durch 


wo  p0  die  Dichtigkeit  der  Luft  am  Beobachtungsorte  bedeutet 
Bezeichnet  den  Wert  von  ot,  welcher  der  Dichtigkeit  pj  ent- 
spricht, ist  also 

-/  -  'CÄ 


„/  

ot  — 


so  folgt  aus  den  zwei  letzten  Gleichungen 

_  Po.  «' 


et  = 


Ist  also  der  für  irgend  eine  Dichtigkeit  der  Luft  f>i  gültige 
Wert  a!  bekannt,  so  läßt  sich  auch  der  jeder  andern  Dichtig- 
keit p0  entsprechende  Wert  von  a  angeben.  Für  pj  soll  nun  ie 
durch  die  Gleichung  (28)  definierte  Dichtigkeit 


6 

760 


gewählt  werden.  Wie  schon  oben  erwähnt  wurde,  folgt  aus  er 
im  Laboratorium  ausgeführten  Bestimmung  des  Brechungs- 
exponenten der  Luft,  daß  der  der  Dichtigkeit  p0  entsPreCJn' 
Wert  von  a'  beiläufig  gleich  0  0003  (genauer  0-00029., 
die  Maximalintensität  des  Spektrums)  ist.  Im  folgenden  \w 

al  —  60?15  sin  1"  —  0-0002916... 

angenommen  werden,  ein  Wert,  der  von  Herrn  Bauschinger 
im  Mittel  aus  den  besten,  durch  astronomische  BeobachtUnj)(jr 
gewonnenen  Bestimmungen  von  a'  abgeleitet  wurde.  In  we  c 
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Weise  sich  aus  den  Ablesungen  der  meteorologischen  Instru- 
mente die  jeweilige  Dichtigkeit  der  Luft  ermitteln  läßt,  ist  in 
Artikel  3  gezeigt  worden;  insbesondere  ermöglichen  es  die 
dortigen  Gleichungen  (29)  und  (30),  den  in  (67)  vorkommenden 

Quotienten  ^  zu  berechnen.1  Wenn  die  in  der  Gleichung  (30) 

mit  ß  bezeichnete  reduzierte  Barometerhöhe  zwischen  690  und 
790  mm  und  die  Temperatur  zwischen      30°  und  +38°  C. 

liegt,  so  ist  der  Wert  von  ^  zwischen  den  Grenzen  0*79  und 

Po 

118  eingeschlossen. 

Um  /  zu  bestimmen,  kann  man  sich  der  gelegentlich 
einer  Ballonfahrt  gewonnenen  Messungen  des  Luftdruckes, 
der  Temperatur  und  des  Dunstdruckes  in  den  durchstrichenen 
Schichten  bedienen.  Mit  Hilfe  dieser  Angaben  berechne  man 
nämlich  zunächst  die  Werte  für  die  Dichtigkeit  der  Luft;  ver- 
bindet man  hiemit  und  mit  den  im  Ballon  beobachteten  Tem- 
peraturen die  für  die  Luft  an  der  Erdoberfläche  geltenden 
Werte  der  Dichtigkeit  und  Temperatur,  so  ergibt  sich  aus  der 
Gleichung  (20)  der  gesuchte  Wert  von  /  Auf  Grund  der  Ergeb- 
nisse der  in  früheren  Jahren  unternommenen  Ballonfahrten  ist 
man  dazu  gekommen,  f  ~0'2  anzunehmen. 

Der  in  (52)  vorkommende  Quotient  -°-  läßt  sich  mit  Hilfe 

der  Gleichung  (15)  berechnen.  Für  die  Praxis  empfiehlt  es  sich, 
von  den  zwei  letzten  von  cos  2<p  und  ir0  abhängigen  Gliedern 
der  Gleichung  (15)  zunächst  abzusehen  und  den  Einfluß  der- 
selben nachträglich  zu  bestimmen.  Man  setze  also 

lo  _  1^  (1+0- 003663 /0). 
r0  6366 

Aus  dem  vorhin  Gesagten  geht  nun  hervor,  daß  von 
den  durch  die  Gleichungen  (51)  und  (52)  bestimmten  Größen 
s,  k0  und  a0  die  beiden  ersten  von  der  Dichtigkeit  und  der 


1  Die  Berechnung  von       wird  sehr  einfach,  wenn  man  sich  der  Tabellen 

Po  p 
1  und  2  meiner  Rcfraktionstafeln  bedient;  dort  wird  y-  mit  p  bezeichnet. 
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Temperatur  der  Luft,  die  letzte  aber  von  der  Temperatur  allein 
abhängt.  Für 

Po  =  ]~~ 


8   760  ' 


/0  =  0'  C. 


erhält  man 


log  e  =  9-365967,    log  a0  =  7  001933,    log*0  =  9  321556. 

Die  Gleichung  (57)  in  Verbindung  mit  (63)  und  den  oben 

angegebenen  Werten  von  —  ßf>  liefert  dann  die  nachstehenden 

für  p'  =  1—  —  —  und  t0  -  0°  C.  gültigen  Werte  von  log  b\ 
ro  8  760 


log  6^  =  7-045233—10 
»  U9  =  4-070038—10 
»  Us  =  1  083999— 10 
>  U4  -  8-092199—20 


\0gU6  =  5  097368-  20 
,  Ua  =  2-10096  -20 
,  U7  =  9-1037  —30 


Nachdem  im  vorigen  die  Mittel  angegeben  worden  sind, 
die  für  eine  beliebige  Dichtigkeit  und  Temperatur  der  Luft 
gültigen  Werte  von  Un  zu  bestimmen,  ist  jetzt  noch  die 

Berechnung  des  Integrals  j  u»<öd<o  erforderlich.  Da  aber 

dieses  Integral  in  An  mit  dem  kleinen  Faktor  a"a  versehen 
auftritt,  so  genügt  es,  einen  genäherten  Wert  desselben  zu 
kennen.  Nun  ist  nach  (53)  und  (54) 


somit  hat  man 


°L«!  /  („-!)!  X 


Den  Gleichungen  (58)  zufolge  und  unter  Berücksichtigung 
von  (54)  ist  aber 
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Folglich  wird  die  vorige  Gleichung 

J;-  f«"i.rf-  =  fl0-(P,A,+pS5.l*0+...). 
«/o 

Ferner  ist  nach  (57)  und  (63) 

Vernachlässigt  man  jetzt  die  von  k0  abhängigen  Glieder, 
so  wird 

-T  /    «'Wco  =  <7„  (68) 
In  gleicher  Weise  ergibt  sich 

(w-ouT ,ö,2jw = U"  (68#) 

Nach  diesen  Vorbereitungen  kann  an  die  Berechnung 
der  An  geschritten  werden.  Die  erste  der  Gleichungen  (48) 
liefert  ohne  weiteres 

AQ  =  ^(I+a-tg  =  a"(l  +  |a-i).  (69) 
Für  ^  erhält  man  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (48) 

4  =  a-J\l-n+2aW)|»-(":-^Jt/cu  = 

3  j  j 

»-  4- 3  «  a oj  H  ms     —  a-  a>2  —  2    a  w  + 

42  2  2 

5  N 
2  / 

Unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (50)  und  (68) 
wird  der  Beitrag,  den  die  letzten  fünf  Glieder  in  der  Klammer 
unter  dem  vorigen  Integral  zu  «R  liefern,  gleich 

-a"  tang»  ^3r:,—  J-  or     4aß:V'6r2+  ^-  a«^,6r1—  j  a3)- 

Substituiert  man  hierin  die  oben  gegebenen,  der  Dichtig- 
3  6 

kcit  und  der  Temperatur  0°  entsprechenden  Werte 

Sitzb.  d.  mathem.-naturvv.  KI.;  CXV.  Hd.,  Abt.  II u.  92 
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von  a",  a,  Vx ,  Uv  U„  W\  $?,  so  erhält  man  selbst  für  z  =  80°  eine 
verschwindend  kleine  Größe.1  Somit  wird 

oder,  wenn  man  von  den  Gleichungen  (50)  und  (68)  Gebrauch 
macht'  Ax  =  a"[(l  +3aft»')0;-3Cy. 

Um  allgemein  A„  berechnen  zu  können,  ist  es  nötig,  das 
Produkt 

i  —  ata)* 


(1— u  +  2ao))  [k— 


zu  entwickeln.  Da  vorhin  gezeigt  wurde,  daß  für  «  =  1  nur 
diejenigen  Glieder  des  Produktes  beizubehalten  sind,  deren 
Ordnung  nicht  höher  als  die  von  n2  und  ua  ist,  so  genügt  es 
für  ein  beliebiges  n  nur  die  Glieder  zu  berücksichtigen,  deren 
Ordnung  diejenige  von  und  u«z  nicht  übertrifft.  Man 

erhält  dann  zunächst 


I        (u-au>)2l"  (; 
—  -v- — - — J    =  «w  —  ««"  1 


—  M«        (««+'— 2  »■•«»)  +  ■  ■■ 
2 


und 


Multipliziert  man  diese  Gleichung  mit  1-*+-* 
vernachlässigt  die  Glieder,  deren  Ordnung  höher  als  die  vo 
n"+i  und  »"«  ist,  so  ergibt  sich 


(1  —  «  +  2aw)  |«  —  2 


_  M«__ü±^«''-1  +  (»+2)^R»' 
2 


»  Herr  Radau  behalt  in  seinen  Formeln  das  Produkt 


—  a"tang»z(3tf3-  - -*-) 


bei,  das  aber  für  z  =  SO0  nur  O'OOOl  ausmacht,  also  zu  verno 

^-     m  folcendcn  iur  "i' 

Hicmit  ist  zugleich  der  Grund  angegeben,  warum  die  im  i«b  abvvejChen 
beziehungsweise  für  An  abgeleiteten  Ausdrücke  von  den  Radau  sehen  u 
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Durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  die  unter  (48) 
gegebene  Gleichung  für  An  und  unter  Berücksichtigung  der 
Gleichungen  (50)  und  (68)  erhält  man  schließlich 

An  =  1.3.5. .. (2w  — l)a''{[l  +  (tM-2)aß?;,]£/,,— 

(k  +  1)(»+2)„  \ 

Da  der  Gleichung  (64)  zufolge  ß',1'  =  —  ist,  so  ist  die 

Gleichung  (69)  für  A0  schon  in  (70)  einbegriffen,  wenn  man 
nur  festsetzt,  daß  für  n  =  0  das  Produkt  1.3.5..  ,(2u  —  1)  =  1 
sein  soll  und  wenn  außerdem  UQ  —  1  angenommen  wird.  Setzt 
man  noch 

^M102«+1  =  (AH),  (71) 

so  wird  die  Reihe  (49) 

»  =  (A„)  ^  -W  (;^U  W         J- . . .  (72) 


Für 


ri  =  i— —  — ,      t  =  o°  c. 

8  760 


ist 


log  (A0)  =  2-778880  log  (44)  =  0-887 

>  (-4,)  =  1-823368  »  (4.)  =0-844 

»  (,42)  =  1  -32414  »  (4e)  =  0-886 
»  (il,)  =  1  •  0355 

Substituiert  man  diese  Werte  in  die  vorige  Reihe  für  % 
so  erhält  man  die  für  die  eben  angegebenen  Werte  von  pj 
und  /  gültige  Refraktion  in  Bogensekunden. 

Berücksichtigt  man  nur  das  Hauptglied  von  A„,  so  folgt 
aus  den  Gleichungen  (70),  (57)  und  (63) 

A„  -  1.3.5...(2//  — l)a"t7». 

92* 
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Unter  Benutzung  dieses  Näherungswertes  erhält  man  für 
das  Verhältnis  zweier  aufeinander  folgender  Glieder  der 
Reihe  (72) 

(Atll  (^SA2^  An±i  t     tz  _  (2„  +  l)a0tang2:. 
(A„)    \  10  /  An 

Da  nach  dem  Früheren  log  a0  =  7-0019  ist,  wenn  /  =  0*. 
so  wird  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  letzten 
Gleichung  für  »  =  5  und  z  =  84°  gleich  1;  für  sehr  große 
Zenithdistanzen  ist  also  die  Reihe  (72)  nicht  mehr  brauchbar. 
Um  nicht  allzu  viele  Glieder  berücksichtigen  zu  müssen,  be- 
nutzt Herr  Radau  die  Reihe  (72)  nur  bis  zu  z  =  80°. 

Die  oben  mitgeteilten,  der  Dichtigkeit  Po  — 1     Q  ^ 

und  der  Temperatur  0°  C.  entsprechenden  numerischen  Werte 
von  logt/,,  und  log  (Au)  sind  mit  Vernachlässigung  der  in  der 
Gleichung  (15),  nämlich 

;        7 -Qu*}  /  3  Vi 

>  =  l_^Ld.fi+o-0O3663/0+O-0010cos2f  +  ---r/' 

r0        6366  '\  b 

von  cos  2?  und  *ffl  abhängigen  Glieder  berechnet  worden.  Um 
den  Beitrag  zu  bestimmen,  den  diese  Glieder  zur  Refraktion 
liefern,  kann  man  die  Gleichung  (49)  in  Verbindung  mit  den 
Gleichungen  (69)  und  (70)  benutzen.  Werden  zunächst  nur  ie 
beiden  ersten  Glieder  der  Reihe  (49)  berücksichtigt,  so  ist 


di  —  A0  tang  z—Al  tang3 

wo 

A0  =  «"(1 +«—?/,) 

ist.  Aus  den  Gleichungen  (57),  (52)  und  (51)  folgt  aber 

1       r0  2 
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Berücksichtigt  man  also  in  dem  Ausdrucke  für  At  nur 

das  Hauptglied  %"UX  und  setzt  wieder  -5l  -  3  /p  ]377)  so 

Po       B  h 
erhält  man  für  den  Beitrag,  den  die  von  cos  2?  und  «0  abhän- 
gigen Glieder  in  -°  zu  $  \\eferi}f 


0° 


Das  von  cos  2  <p  abhängige  Glied  macht  selbst  für  <p 
und  z  —  80°  nur  0r01  aus.  Das  von  x0  abhängige  Glied  beträgt 
für  iz0  =  iom»,  B  =  7G0mm,  ot"  r=  60 J 15,  bei 

*  ~  75°    ~0J02,        2  =z  79°    — 0'05 
—  77     —0-03  =  80  —0-07 

Die  Berücksichtigung  dieses  Gliedes  macht  also  keine 
Mühe;  wegen  der  Unsicherheit  der  berechneten  Refraktion  in 
so  großen  Zenithdistanzen  aber  könnte  es  ohne  Nachteil  auch 
ganz  übergangen  werden.  Bei  der  Berechnung  von  U2,  Uv...t 
also  auch  von  A3,AS,. . .  sind  die  von  2?  und  it0  abhängenden 
Glieder  völlig  zu  vernachlässigen. 

7.  Mit  Hilfe  der  im  vorigen  Artikel  gegebenen  Formeln 
würde  man  für  eine  Reihe  äquidistanter  Werte  der  Dichtigkeit 
und  Temperatur  der  Luft  die  Refraktion  berechnen  können; 
durch  Interpolation  ergäbe  sich  dann  die  für  eine  beliebige 
Dichtigkeit  und  Temperatur  der  Luft  gültige  Refraktion.  Ein- 
facher aber  ist  es,  die  betreffenden  Formeln  nur  zur  Berech- 
nung der  sogenannten  mittleren,  d.  h.  der  einer  fest  gewählten 
Dichtigkeit  und  Temperatur  der  Luft  entsprechenden  Refraktion 
anzuwenden  und  durch  Differentiation  die  Korrektionen  zu 
ermitteln,  welche  an  die  mittlere  Refraktion  anzubringen  sind, 
um  die  dem  jeweiligen  Luftzusland  entsprechende  Strahlen- 
brechung zu  erhalten.  Die  für  die  Berechnung  dieser  Korrek- 
tionen erforderlichen  Formeln  sollen  jetzt  abgeleitet  werden. 

Wenn  wie  vorhin  das  Produkt  1 .3.5.  .  .(2n— 1)  für  w  =  0 
gleich  I  und  U0  r-  1  gesetzt  wird,  so  nat  man  den  Gleichungen 

(70)  und  (07)  zufolge 
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-  Po 


sin  1 


1 — 2ot'  1 


-fI(-l)»l.3...(2»-D- 


.{[I+(B+2)«Wtlt/.-fe±i^ü.+Ij  Umr' 

Hierin  ist 

[1.3...(2a— l)]„  =  o  =  l,  ^o=] 

und  nach  (57)  und  (63) 


\        A  =  1 


1I>0 


Aus  der  letzten  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  Glei- 
chungen (51)  und  (52)  ergibt  sich  —  wenn  wiederum 


/0  _  7.993 
r0  ~~  6366 


(1 +0-003663 /0) 


gesetzt  wird  -  daß  U„  von  a  und  t0  abhängt.  Da  aber  a  der 
Gleichung  (67)  zufolge  eine  Funktion  von      ist,  so  kann  man 
auch  sagen,  daß  Un  von  J?  und  rfl  abhängt  Für  ein  gegebenes 
z  und  ein  als  konstant  betrachtetes  /  ist  demnach  log  :^ 
eine  Funktion  von  ^  und  /0.  Zur  Abkürzung  soll  jetzt 

(7* 


pj  "P' 


<o=< 


gesetzt  werden;  der  Taylor  sehe  Satz  gibt  dann,  wenn  no,h 
der  für  p  =  1  und  /  -  0°  C.  gültige  Wert  von  Ä  mit  < . 
bezeichnet  wird, 


log  K-    -  log  M0  +  / 

p 


8  ,  9i 

Ol!  — 


(74) 
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Bei  den  für  die  astronomischen  Beobachtungen  in  Frage 
kommenden  Werten  von  p  und  /  stimmen  die  mit  Hilfe  der 
Formeln  (74)  berechneten  Werte  der  Refraktion,  auch  bei 
z  —  80°,  mit  den  direkt  berechneten  überein;  bis  zu  z  —  80° 
reicht  man  also  mit  den  ersten  DirTerentialquotienten  von 
91 

log  —  aus.  Aus  der  oben  für  SR  gegebenen  Gleichung  folgt 

log  —  =  log  ——  h 

f>  sin       — 2«'(1 — p>] 

+  logS(— 1)"1.3.  ..(2m  —  l){[l+(fi  +  2)a?,fI1;,K/ll  — 

 ^      ~  U„+i  )  tang-"+'  z.  (7o) 

2 

Nun  ergibt  sich  aus  (67) 


=  0.         (-[      =  *'(l-2«'). 


(70) 


Ferner  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (öl)  und  (52) 
unter  Berücksichtigung  des  vorhin  angegebenen  Wertes  von  - 


=  <!_/)  7  * 993  0  003663,  !*=0 

(U'A  =  03(30  0- 003663,  (77) 

\8//f,  =  i./  =  o       1--/  7-993 

g'(l— 2  a')  6366 

l  Vi  =../  =  <•"  1    /  7993 

Unter  den  früher  gemachten  Annahmen 

/=  0-2,        a'  =  60 '■  15  sin  1" 

wird  für  p  =  1,  /  =  0° 

log  —  =  — oo  log  8a  =  6-46455  —  10 

3/  3o 

log  L        =  7-563S4  -10        log        =  — oo 
3/  c,o 

log  -°  =  7-02672  -10        log        =  9-46262-10 
3/  öf' 
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Setzt  man  fest,  daß 
sein  soll,  so  wird 

im  =u±^uA 

L  3/  JP  =  i, /  =  o       l<*0  3/      Jp  =  i,/  =  o 

h  —  n 


p  =  U  =  0 


Da  £/0  =  1  angenommen  wurde,  so  ist 

!Ü  =  =0 
3/ 


Für  p  =  1,  /  =  0°  C.  erhält  man 


3^. 


8/ 

et 
ZV 


8/ 

^; 

3/ 
3/ 
3/ 


=  — oo 

—  4- 60268  — 10 
=  1 -U771G  — 10 
<J- 15898 --20 

6 -  28008—20 
3  •  3836.-)  —20 
0-46302—20 

7-  5302  -30 


8p 

9tt 


3p 
9££ 

8p 
ZU, 

8p 


8Ü 


8p 
8t/, 

8p 
3C/7 

8p 


(78') 


2  — 


—  00 

=  6-  163o2B— 10 

3-  38024,-1« 

0-  47215«-  10 
7  -51 734,-20 

4 -  54096» -20 

1-  55392,,— 20 
8-5614«  -3° 


5  — 
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Schreibt  man  zur  Abkürzung 
{|l+(»  +  2)a'ß'„-i1l}^- 


U"-+  ' )  =  Km 


(n  +  \)(n  4-2)  WH+i 
2 

(79) 


{ (M  +  2)ß',';1^H  ^  4-  [1  +(«  4-2)a'ß^l]  ^  - 
op  op 

(tt  +  l)(«+2)  WH^\  _^ 

2  3p    Jp  =  i,/  =  o  " 


so  wird,  wenn  den  Modul  der  Brigg'schen  Logarithmen 
bedeutet, 

LS/        pJP  =  i,/  =  o 

=  9»  S (—  1 )- 1 . 3 . .  .  (2 n  - \)Kn  tang2»*1  z 

XSin]"  (80) 

13p        pJP  =  t,/  =  o 

=  a»(-2«'+  —  — - -  -S(—  1)"1.3.5...(2»-  l^tang2"*1::}, 
*  9i0sinl'  ' 

wo  w  der  Reihe  nach  gleich  0,1,2,...  anzunehmen  und 
1.3... (2«  —  1)  für  it  —  0  gleich  1  zu  setzen  ist.  Es  werde 
jetzt  wieder  a!  —  60!  15  sin  1"  angenommen  und  den  Glei- 
chungen (80)  die  Form  gegeben 


ö 

8 

G0M5 


'  log  *] 

(km  tang  z+kn)  tang9  z+V2'  tang5  s+  .  .  •) 


[-• 

l8p 


log  - 


(80*) 

9T 


p  =  l./  =  0 


60 J 1 5 

=  1  (f01  tang  s4WM' tang»  s+r' tang5  s+.. 

9i0 
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die  Werte  von  log  k<n\  log  m  und  log      sind  dann 


\ogki0>  =  4- 30046«  — 10 

»  ktv  —  4-29804«  — 10 

*  k(*}  =  2-08852  —10 

.  k'*>  =  9- 96762« —20 

»  k(A)  =  7  -93763  —20 

»  k(:»  =  5  •  9865„  —20 

»  km  =  4-1044  —20 


Iog*w 

,  /«> 
.  /<»> 


6-40363,-10 

6-  27843  -10 
5-79733  -10 
3  49028«— 10 
1-2794  -10 
9-1674«  -20 

7-  143  -20 
5-194«  -20 


Durch  Substitution  dieser  Werte  in  die  Gleichungen 

erhält  man  die  partiellen  Differentialquotienten  von  log-  m 

Bogensekunden  ausgedrückt. 

8.  Wie  oben  erwähnt  wurde,  wendet  Herr  Radau  die  im 
Artikel  6  gegebene  Entwicklung  des  Integrals  (47)  nur  für 
z  ^  80°  an.  Ehe  nun  die  für  z  >  80°  geeignete  Reihe  abge- 
leitet wird,  soll  die  Berechnung  der  dabei  auftretenden  Funktion 


*(Z) 


f  CO 

Z)  =  e* J  e-x" 


dx 


vorgenommen  werden. 

a)  Wenn  Z  =  O  ist,  wird1 


*(0) 


-i 


•oo  1  /- 

e-*dx  =  —  V*. 
2 


(81! 


b)  Wenn  Z  von  0  verschieden  ist.  so  benutze  man  die 
Gleichung 

f  °° e-*'dx  =  f°°  e~*%Jx—fZe-*dxz= 
Jz  Jo  Jo  ,  .  . 

2  A 

i  Biünnow,  Lehrbuch  der  sphär.  Astronomie,  3.  Ann,  F-    •  ^ 
Eine  hübsche  Ableitung  dieser  Formel  gibt  Sch  iö  milch,  Kompen  iu 

Ij.'.Ikmvii  Analysis,  I.  |ij  ,       Aull.,  p.  4;M»  —  4t>0. 


Digitized  by  Google 


Radau'sche  Theorie  der  Refraktion. 


1 408 


Wird  auf  der  rechten  Seite  an  Stelle  von  er*  die  bekannte 
Exponentialreihe  substituiert  und  dann  integriert,  so  ergibt  sich 


WO 


—  \J~  -  0-88622692545 
2 


ist.  Die  vorige  Reihe  für  ty(z)  ist  aber  nur  für  kleine  Werte 
von  Z  brauchbar;  schon  für  Z  —\  ist  noch  das  von  Zn  ab- 
hängige Glied  zu  berücksichtigen,  wenn  man  log  ty(Z)  auf 
7  Dezimalen  richtig  erhalten  will. 

Ein  zweites  Verfahren  ty(Z)  zu  berechnen,  besteht  darin, 
daß  man  wie  vorhin 

4.  (Z)  =  cr  { -t)  V*  —  t  '  er*  dx) 


setzt  und  das  Integral   j     c~*dx  nach  Th.  v.  Oppolzer's 


t/u 


Vorschlag  durch  mechanische  Quadratur  bestimmt.1 

Die  Werte  von  /  V  rV:r  sind  in  der  Oppolzer'schen 

Tafel  X  (l.  c,  p.  587)  auf  10  Dezimalen  mitgeteilt.  Da  e7'  für 
Z~  '2-5  gleich  518  ist,  so  erhält  man  f|# (2 * 5)  noch  auf  7  Dezi- 

malen  richtig,  wenn   /      ex'dx  auf  10  Dezimalen  strenge 

KS  0 

berechnet  ist.  Ist  aber  Z>  2  5,  so  nimmt  die  Anzahl  der  Dezi- 
malen, auf  die  j  c  vV.v  bekannt  sein  muß,  um  6(Z)  auf 

7  Dezimalen  richtig  zu  erhalten,  schnell  zu;  so  z.  B. 
würde  4* (8-035)  [da  t"!     :  —  10009  ist]  um  eine  Einheit  der 

7.  Dezimale  unrichtig  werden,  wenn  das  Integral  /  e~*dx 

um  eine  Einheit  der  11.  Dezimale  fehlerhaft  wäre. 

1  Th.  v.  Op  pol  k er,  Lehrbuch  zur  Bahnbestimmung,  Bd.  2,  p.  30  ff. 
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Für  Z  ^  2  •  5  empfiehlt  es  sich,  von  einer  Reihenentwick- 
lung Gebrauch  zu  machen,  welche  von  Schlömilch  herrührt 
und  die  bisher  nicht  die  ihr  gebührende  Beachtung  gefunden 
hat.  Für  größere  Werte  von  Z  wird  gewöhnlich  die  halb- 
konvergente Reihe 

1  /,       1  1-3       1.3.5  \ 

<b(Z)  =   {  1  1  +•■■( 

2Z  l       2Z*     (2Z2)2     (2Z2)3  > 

oder  der  Kettenbruch 


2Z      t  1 


1  + 


2Z\ 

2 
2Z2 
1  +  . 


benutzt,  doch  darf  dies  erst  von  2  =  4  an  geschehen,  wenn 
4>(Z)  auf  7  Dezimalen  berechnet  werden  soll.  Die  Schlömilch  sehe 
Reihe  ist,  wie  schon  bemerkt,  von  Z=  2-5  an  brauchbar  und 
konvergiert  für  4  bedeutend  schneller  wie  die  obige  hal  - 
konvergente  Reihe.  Die  Ableitung  der  Reihe  soll  hier,  untei 
Einführung  einiger  Vereinfachungen,  nach  Schlömilch  ge- 
geben werden;1  mit  Rücksicht  auf  die  spätere  Anwendung  * 
aber  die  Entwicklung  der  Reihe  weiter  getrieben  worden,  j> 
es  von  Schlömilch  geschehen  ist.  Schlömilch  stützt  sie 

auf  eine  Reihenentwicklung  für  — l-  (wo  x  und  /  positiv  sein 

sollen),  welche  man  in  folgender  Weise  erhält.  Wenn  man  von 
den  identischen  Gleichungen 


190  und 

'  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  4.  Jahrgang,  P-  • 
Schlömilch,  Kompendium  der  höheren  Analysis,  2.  Band:  Die  '» 
funktionen. 
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X+t         .  t 

—- ~  =  1+  v  Faktor:  1 
x+t       .     t—\  t 

—~r  =  lH   >       — _ 

X+\  X+l  x 

*  +  2  x+2  x(x  +  \) 


_1+L_  _  ]  /-(»-!) 
.r+H  —  1  .r+w  —  1 

Faktor:  (_,r!HHzMl 

*f>+l).  ..(*+[« -2]) 

jede  mit  dem  rechts  von  ihr  stehenden  Faktor  multipliziert  und 
sodann  die  Gleichungen  addiert,  so  erhält  man 

J  -  _  (  i  )n  '('--!)(/- -2).  ■.(/■-[»--!])  A_  _ 
*+/  *(*  +  l)(*  +  2).  .  .(*  +  [»  —  1])  *+/  - 

=  ±_      '  '0  

*       *(*  +  !)      *(*  +  l)(*  +  2) 


/  _i  yi-i  /(/-!)■..  (/-[>i-2]) 
V     ;     *(*  +  !).  .  .(*  +  [«  —  !])' 


Von  *  soll  jetzt  vorausgesetzt  werden,  daß  es  zwischen 
zwei  ganzen  positiven  Zahlen  k — 1  und  k  eingeschlossen  sei. 
Ist  n  >  k  und  wird  zur  Abkürzung 

(/_!)(/ _2).  .  .(/_[* -2])(/-[*-l])  =  P 
(/-*)(/-[*  + 1]).  .  .(/_ [„_2]) (/-[«-!])  =  ö 

gesetzt,  so  hat  man 

(/  — 1)(/~2).  .  .(/_f„_2])(/-[«  — 1])  =  PQ. 

Da  &  - \<t<k  sein  soll,  so  sind  alle  Faktoren  von  P 
positiv;  ferner  erhält  man  einen  zu  großen  Wert  für  das  Pro- 
dukt P,  wenn  in  jedem  Faktor  /  =  k  gesetzt  wird.  Bedeutet 
also  Aj  einen  positiven  echten  Bruch,  so  ist 


P  -  \v{k — \){k — 2).  .  .2.1. 


1406  L.  de  Ball, 

Aus  der  Gleichung  für  Q  folgt 


— ^  =  (k-t)([k  +  \]-t). .  .([n-2)-t)([n-\)-t). 

Alle  Faktoren  des  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Pro- 
duktes sind  wieder  positiv.  Da  />0  sein  soll,  so  sieht  man 
außerdem,  daß  man  für  das  Produkt  einen  zu  großen  Wer; 
erhält,  wenn  in  jedem  Faktor  /  =  0  angenommen  wird.  Somit 
ergibt  sich,  wenn  mit  A2  ein  positiver  echter  Bruch  bezeichnet 
wird, 

Q  =  (—  l)"-*Ai*(*  +  l)...(»-2)(»-D. 

Demnach  erhält  man 

<(/-l)(/-2). ..(/-[»-!])  J_  = 
^     ;   *(*  +  l)(*  +  2). ..(*  +  [»  — 1])  x+t 

t 

Da  x  und  /  als  positiv  vorausgesetzt  sind,  so  ist 
ein  positiver  echter  Bruch.  Schreibt  man  noch  zur  Abkürzung 

wo  also  Y]„  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bi 
deutet,  so  erhält  man  die  gesuchte  Reihe 

11  t  Kt-\) 

—  -f  •  •  • 


+  Ti''(T^lKAr4-2)...(^-+-L»-1i) 
*>0,  *>o. 
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Um  nun  die  Schlömilch'sche  Reihe  für  ty(Z)  abzuleiten, 
setze  man  in  dem  Integral 


I 


00  1 


wo  .v  und  X  positiv  sein  sollen, 

v  =  (1  +  n)x 
und  betrachte  u  als  neue  Variable.  Damit  wird 

Krühcr  war  gesetzt  worden 


■  I 


00 


e  >e  --dz  =  P(X). 

0 

Führt  man  an  Stelle  von  z  eine  neue  Variable  /  ein,  indem 
man  setzt 

Z  -  (1 +!!)/, 

wo  n>Q  vorausgesetzt  wird,  so  erhält  man 

(l+»)x  f°°  t'K~]e-^^ldt  -  F(X), 

also 

1  i     /~  00 

(1  +  /Ö 


—  /  <»+«>'</ f. 


Somit  wird  die  Gleichung  (B) 

^  e-*dv  =    --  -  -  /  |  »>'<//. 

v  r(X)  j(»  »'0 

Hier  läßt  sich  die  Reihenfolge  der  Integrationen  umkehren 
und  es  ergibt  sich 
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1  <*-(!+«)/ dt  — 


e-x"dnl  tx 

r oo  reo  roo  t>-\ 

X  X  X  *+' 


Demnach  erhält  man 


/o 


Substituiert  man  jetzt  für  —  die  in  (83)  angegebene 

x  +  t 

Reihe  und  setzt  zur  Abkürzung 

J_  C°°  t(t-\)  .  .  .(t-[m-\))i^e  >dt  =  am,  (83a) 


so  wird 


I 


oo  1 


M»      _  +    

*(*+l)     x(x  +  \)(x+l) 


1  2...(h-1)  

"4~T"'  (.t+i)(*+^T*+,,-,)i 


Aus  der  Annahme  *>0  folgt  aber 


1.2.  .  J/i  — -!_)_ 
l)(.v  +  2).  .  .(x+u 


■1) 


l1 


-)(-f )-('  + 


< 


)gle 
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Da  nun  bei  unendlich  wachsendem  n 
lim  /  1  +  1  +.  .  .  + 


I  2 

ist.  so  hat  man 

lim  )  - 


--■!  =  - 


I  ^^-^  , 

|  f>-H)(*  +  2).  .  .(*+»  —  1)/ 


Oben  wurde  gezeigt,  daß  r<Jf  ein  echter  Bruch  sei;  folglich 
ist  auch  das  Produkt  aus  yJM  und  dem  zuletzt  angeführten 
Grenzwert  gleich  0.  Es  wird  also 


(x+\)(x  +  2) 


LI. 


(.r  +  l)(:r+2)(.r+3) 
t>0,  X>(). 


) 


-+•  .  -  .  J  (84) 


Um  die  Koeflizienten  am  zu  berechnen,  kann  man  sich 
einer  Rekursionsformel  bedienen,  welche  von  Herrn  Dr.  A.  Wil- 
sens gefunden  und  mir  gütigst  mitgeteilt  worden  ist.  Zerlegt 
man  nämlich  das  Integral  (83a)  in  zwei  Integrale,  indem  man 
den  Integranden  mittels  des  Faktors  t-(m-  1 )  in  eine  Summe 
auflöst,  und  schreibt  a%  statt  a„n  so  folgt 

<]  =  J,(1))  jf °°/(/-J)...(/-[w-2])^+») -*c-'dt 
-(»'■■  t{t-\)...{t-[m  -2j)/>-  -ie-'Jt 

Wird  jetzt  m  durch  m  +  1  ersetzt  und  von  der  Gleichung  (60) 
Gebrauch  gemacht,  so  ergibt  sich  die  Wilkens'sche  Formel 

S'"-K  d.  iiuirlH.:„.-n.,i„rw.  Kl  ;  <  X\  .  ];.)  ,  ,\ht.  Ii  i.  ?KJ 


MIO 


L.  de  Boll. 


Nach  (83  a)  hat  man  aber 


r(X)  l  r(X) 


somit 


a?+»>  =  X+l. 


Da  also  af>  und  «if+U  bekannt  sind,  läßt  sich  mit  Hilfe 
der  Gleichung  (83  £)  demnach  auch  <j£+i>  bestimmen  u.s.w. 
Die  sich  auf  diese  Weise  ergebenden  Werte  von  a%  oder,  wie 
jetzt  wieder  geschrieben  werden  soll,  von  am  sind: 


a2  ~ 

az  = 
<h  = 
ai  = 
a*  = 
ai  = 
as  = 


'10 


X 

xa 

X»  +  X 

X*+4X8  — X 

X5+10X8— 5X8+8X 

X«+20X<— 15X84-58X8— 26X 

X7+35X*— 35X<  +  238XS— 217X*+194X 
X»+56X6--7OX5+728X*-l0O8XB+203öX!-ll42X 

X  • + 84  X 7  —  1 26  X6 +  J  848  X5 — 3444  X*  +  1 1 6 1  Us  - 

-  13470X*+9736a 

XI0-+-120X8  —  210X7+4116X6— 9660  X1 +4781 5X4- 

—  85410X8-+-134164X2— 81384X. 


Für  X  —  —  wird  die  Reihe  (84) 
2 


i 


foo     i  (         a  at        —  K 

oder,  wenn      für  *  und  darauf  v  —  t3  gesetzt  wird, 

r-,-,,/  =  ±eWi_--J-+.T--^i-5i-j 
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Wählt  man  Z  als  untere  Grenze  des  Integrals  und  ersetzt 
unter  dem  Integralzeichen  den  Buchstaben  /  durch  *,  so  erhält 
man  schließlich 


UZ) 


=ezi 


oo 


s  dx  — 


=  -L/i. 

2Z{ 


Z*  +  l  (Z*+l)(Z*+2) 


! 


—  (85) 


Hierin  ist 


ax  —  + 


«3 


Hr.  — 


ae  ~  + 


05 
-f-  0  25 
4-  0-625 
-f-  0-5625 
-f-  4  03125 

0-890625 
+  71  -4140625 


aB  = 


a9  = 


ai2  = 


—  144-05859 
+  2793  0645 
-15077-546 
+  204110-94 
-1807850  9 
1-24035187-7 


Für  Z—  2-5  macht  das  von  al2  abhängige  Glied  in  (p(Z) 
nur  3  Einheiten  und  das  von  ain  abhängige  Glied  nur  2  Ein- 
heiten der  8.  Dezimale  aus.  —  Es  sei  zum  Schlüsse  noch 
erwähnt,  daß  Herr  Radau  im  18.  Bande  der  Annalen  der 
Pariser  Sternwarte  eine  Tafel  veröffentlicht  hat,  aus  der  man 
den  log  <|,(Z)  für  die  Werte  von  Z  zwischen  —0-120  und 
+  1010  sowie  für  die  Werte  des  log  Z  zwischen  0-000  und 
l'OOO  auf  7  Dezimalen  entnehmen  kann. 

9.  Mit  Hilfe  der  Funktion  ${Z)  lassen  sich  die  im  folgenden 
vorkommenden  Integrale 


OO    x,,,c  UV 

.  dx 

VZ'+x 


leicht  berechnen.  Setzt  man,  wenn  /;;  -  0  ist, 


Z*+x  =  -?-/* 
n 


03* 


Digitized  by  Google 


1412 


L.  de  Ball, 


wo  /  eine  neue,  an  die  Stelle  von  x  tretende  Variable  bedeuten 
soll,  so  wird 


Xoo  e  -nx 


\fZ?+x  Vit 


m 


Herr  Radau  schreibt  zur  Abkürzung 
die  Gleichung  (86)  lautet  dann 

<dx 


(an 


r°°  e_ 


=  2  fr. 


Damit  ist  der  Fall  m  —  0  erledigt. 
Ist  m  von  Null  verschieden,  so  berücksichtige  man.  daß 
durch  Differentiation  erhalten  wird 

d  { \/Z*+*  xm -  1  = 


■j; 


*  2  ' 

Wird  hierin  m  —  1  gesetzt  und  dann  integriert,  so  er- 
gibt sich  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (88) 

Es  werde  jetzt  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
die  Multiplikation  ausgeführt  und  darauf  die  Gleichung  m  e- 
griert;  man  erhält  dann 

r*>x*»e-nxdx       (2m  — 1       72\  f00*"^!^* 
"1      \'Z-+r  ■     2  V*+' 


+(— »W  -v*?r  1 
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Den  Gleichungen  (88)  und  (90)  zufolge  ist  der  Wert  des 
aufder  linken  Seite  der  Gleichung  (91)  stehenden  Integrals  für 
m  —  0  und  m  ~  1  bekannt;  mit  Hilfe  von  (91)  läßt  er  sich 
also  auch  für  m  =  2  und  weiterhin  für  m  =  3,  4,...  bestimmen 
Für  m  —  2  hat  man 


oo  x*e-nxd x 

VZ2+x'  ~~ 


10.  Nachdem  die  im  vorigen  Artikel  behandelten  Integrale 
als  bekannt  vorauszusetzen  sind,  soll  jetzt  die  für  z  >  80° 
gültige  Entwicklung  des  Integrals  (47) 


(1  —  «+2aw)^w 


\/ cotg*  z+ 2  u  —  (u  -  a  u>)* 


vorgenommen  werden.  Mit  Rücksicht  auf  die  Bequemlichkeit 
der  numerischen  Rechnung  empfiehlt  sich  dabei  der  folgende 
Weg.  Man  hat  zunächst 


0) 


.    1       fl(l  —  «  +  2au>)(«  —  a(ü)2 
+  J*J    8     •-<*«>+...  (92) 

(cotgaz+2«)2 

Um  das  erste  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
befindliche  Integral 

au  \        «  /M    1  —  «-f-2a<*> 

(ÜK0)  =  *"  /    -  Uta  (93) 

zu  berechnen,  erinnere  man  sich  des  Satzes:  Wenn  die  Punk- 
tionen y(x)  und  <[>(*)  innerhalb  der  Grenzen  x~a  bis  x  ~  b 
stetig  sind  und  ty(x)  außerdem  positiv  bleibt,  so  ist,  wenn  0- 
einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet, 

jf  ?(*)*(•»)<'*  =       +  *i)] J  '  $(x)dx.  (94) 
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Für  ty(x)  =  1  würde  sich  hieraus  ergeben: 

y[a+&(b-a))  =  — —  f\(x)äx.  (95) 

In  dem  Integral  (93),  worin  nach  (53)  «  von  cd  abhängt, 
werde  nun  1  —  «  +  2aco  mit  <p(co)  und  die  positive  Quadrat- 
wurzel aus  cotg2z+2w  mit  «K»)  identifiziert.  Die  Gleichungen 
(94)  und  (95)  lehren  dann,  daß  man  einen  Näherungswert  SR0 
des  Integrals  (93)  erhält,  wenn  man  setzt 

oder,  unter  Anwendung  der  durch  die  erste  der  Gleichungen  (48) 
eingeführten  Bezeichnung, 


0  =  A°J0  ^FS' 


wo  der  Wert  von  A0  durch  die  Gleichung  (69)  bestimmt  er- 
scheint. Es  wird  sich  nun  zeigen,  daß  dieselbe  Methode,  nach 
welcher  das  Integral  (96)  sich  berechnen  läßt,  auch  auf  die  in 
der  Gleichung  (92)  vorkommenden  Integrale  anwendbar  ist; 
ferner  wird  sich  ergeben,  daß  für  irgend  eine  Zenithdistanz  der 
aus  (96)  folgende  Wert  von  9i0  nur  ganz  unbedeutend  von  dem 
mittels  der  Gleichung  (92)  berechneten  9t  abweicht.  Da  nun  die 
Berechnung  von  3i  weit  mehr  Mühe  verursacht  als  die  von  % 
so  wird  man  die  Refraktion  —  wenn  es  sich  um  die  Kon- 
struktion einer  Tafel  handelt  —  zunächst  mit  Hilfe  der  sehr 
bequemen  Formeln,  zu  denen  die  Entwicklung  des  Integrals  («. 
führt,  etwa  von  Minute  zu  Minute  der  Zenithdistanz  berechnen, 
nachdem  dies  geschehen  ist,  benutzt  man  die  in  passen  er 
Weise  entwickelte  Formel  (92),  um  die  strengen  Werte  er 
Refraktion  von  Grad  zu  Grad  zu  ermitteln,  und  bildet  dann 
die  Differenzen  9t  — 9i0.  Aus  letzteren  rindet  man  durch  eine 
leichte  Interpolation  die  für  die  einzelnen  Minuten  jedes  Gra  es 
gültigen  Differenzen  9t— 9t0,  welche  also  nur  zu  den  nac  ^ 
Gleichung  (96)  berechneten  Werten  %>  zu  addieren  sind,  u 
die  strengen  Werte  der  Refraktion  zu  erhalten. 
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Die  zunächst  zu  lösende  Aufgabe  bildet  nach  dem  Vor- 
stehenden die  Berechnung  des  Integrals  (96).  Wird  in  (90)  an 
die  Stelle  der  Variablen  o>  die  durch  die  Gleichung  (54)  defi- 
nierte Variable  x  eingeführt,  so  erhält  man 

r°°       e~x  dx 
K  -■  4>  /      -7=== ,  (97) 

X  v/cotg*2+2« 
wo  nach  der  Gleichung  (55)  in  Verbindung  mit  (52) 

r±n  =  (l-/)*+(2/— g)(l—*-*) 
'0 

ist.  Die  letzte  Gleichung  läßt  sich  schreiben 

r«„  -  [i_ y+X(2/— t)]ar—  (2/—  e)(X*— l+e~  *). 
•11 


wobei  X  eine  zunächst  unbestimmt  gelassene  Zahl  bedeuten 
soll.  Wird  hierin 

r*   l-   -  2T° 


/„  l-/+X(2/-t) 
2/— e 


*  (08) 


1-/+X(2/-.) 
£(X*— 1  =  ?p(*) 

gesetzt,  so  lautet  die  Gleichung 

2ttf2  —  *— <p(*).  (99) 

Somit  hat  man 

9,0  =  '4°T        — /=====• 

Jo        V?   C0tg*Z  +  *— <p(*) 

Zur  Abkürzung  werde 

4j  =  C,        y  cotgz  =  Z  (100) 
gesetzt.  Man  erhält  dann 

<R0  =  cf°°—  e~*dx     -  (101) 
J0  s/Z*+x-9(x) 
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Es  werde  jetzt  mittels  der  Gleichung 

x—y(x)  —  w 


an  Stelle  von  x  eine  neue  Variable  tv  eingeführt.  Der  Nenner 
des  Bruches  unter  dem  vorigen  Integral  wird  dann  sofon  zu 
einer  Funktion  von  tv,  anders  aber  verhält  es  sich  mit  dem 
Zähler;  um  auch  diesen  als  Funktion  von  w  darstellen  zu 
können,  erinnere  man  sich  des  Satzes  von  Lagrange:  Wenn 
zwischen  zwei  Variablen  x  und  tv  eine  Gleichung  von  der 
Form  (102)  besteht  und  mit  F(x)  eine  Funktion  von  x  bezeichnet 
wird,  so  ist 

v,  ^      ev  %      /  x  JF(W)       1     d  /r  /  ™äF ML 


Hieraus  folgt 


dF(x) 
dtv 


dFJ?v) 
dtv 


d_ 
dtV 


1.2  dtv*  lm        dn>  > 


also,  wenn  F(x)  —  e  ~x  gesetzt  wird, 


de^ 
dtv 


e-^d* 
dtv 


-er-«'-  — <f 
dtv 


1  Jä 


1.2  t/w2 


Aus  der  durch  die  Gleichung  (102)  gegebenen  Definition 
von  w  in  Verbindung  mit  der  letzten  der  Gleichungen  (98)  folgt 


tv 


—  x--f(x)  -  x— k(kx—  \+c  x), 


somit  ist  für  x—Q  auch  tv  -  0  und  für  x  -  oo  auch  ff  *• 
Substituiert  man  also  die  in  (103)  gegebene  Reihe  für  e'i  l 
in  (101),  so  wird 
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oo 


dw      \  d  , 


1  </* 


1.2  dw* 


{[?(w)j^-}+...J 


oder,  wenn  die  unter  dem  Integralzeichen  angedeuteten  Diffe- 
rentiationen ausgeführt  weiden  und  darauf  der  Buchstabe  tv 
durch  x  ersetzt  wird, 

/"•oo   ß—x  dx  ( 

%"cl   Vz*TxV+k°+x~'k*-~2e  X)+ 

+k*  ^-i-+2X-r-X»  —  (1+2X)X*  + 

+  _L       -4(1  +X)«-*+4X*«-*  + 
2 


2 


H + •  ■ } 


Unter  Berücksichtigung  der  Formeln  (88),  (90)  und  (01*) 
erhält  man  hieraus,  wenn  noch  zur  Abkürzung 

L0  =  24t,        L,  =  (2  +  X)^— 2<|>,— XZ(1  —  2Z^) 

L,      fl+3X+  ^X«)4>|-(4  +  3X)^  +  3^s+  (104) 

H-XZ(1+2Z^  —  4Z^2)  — 


— x*z 

gesetzt  wird. 


7  +  --  ^-pz+z-)*,] 


5R0  =  C(A0 + *  Lx + k*  L2  +  .  .  . ).  ( 1 05) 

Wählt  man  für  die  bisher  unbestimmt  gelassene  Zahl  X 

den  Wert   -  ,  so  ergeben  die  zwei  ersten  der  Gleichungen  (08) 
2 

k=4f^B,         Y*  =  VJ_.  (106) 
2  — s  /0  2-e 

T  wird  also  unabhängig  von/ und,  wie  die  Gleichungen  (100) 
lehren,  hängen  darum  auch  C  und  Z  nicht  von  /  ab;  dieser 
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Umstand  ist  von  Wichtigkeit,  wenn  man  die  Refraktion  unter 
verschiedenen  Annahmen  für  /  berechnen  will,  wie  es  von 
Herrn  Radau  geschehen  ist. 

Im  vorigen  sind  alle  zur  Bestimmung  von  9^  nötiger; 
Formeln  abgeleitet  worden,  es  soll  jetzt  nur  noch  der  bei  der 
numerischen  Rechnung  zu  befolgende  Gang  angegeben  werden. 

Mit  Hilfe  der  nach  Artikel  6  bekannten  Werte  von  ^  und  t 

berechne  man  die  durch  die  Gleichungen  (106)  definierten 
Größen  k  und  f,  wobei  wieder  f=0'2  angenommen  werden 
möge;  ferner  führt  die  Gleichung  (69)  in  Verbindung  mit  dem 
in  Artikel  6  bestimmten  Ux  zur  Kenntnis  von  A^.  Nachdem  ; 
und  A0  gefunden  sind,  erhält  man  mittels  der  ersten  der 
Gleichungen  (100)  den  Koeffizienten  Cund  mittels  der  zweiten 
der  Gleichungen  (100)  das  einer  gegebenen  Zenithdistanz  ent- 
sprechende Z.  Mit  den  Argumenten  Z,  Z\f2t  Zs/S  geht  man  in 
die  im  Artikel  8  erwähnte  Tafel  für  <{>(Z)  ein  und  berechnet 
darauf  nach  (87) 

fK  =  HZ),  -  V2 <KZV2),        ^  =  V3<}(ZV3) 

Wird  jetzt  auch  in  den  Gleichungen  (104)  X  =  i  gesetzt, 

so  lassen  sich  £0,  Lv  1^  ohne  Mühe  bestimmen  und  die 

Substitution  dieser  Werte  sowie  derjenigen  von  C  und  *  in  die 
Gleichung  (105)  ergibt  schließlich  den  Wert  von  9^. 

1 1.  Es  bleibt  nun  noch  übrig  zu  zeigen,  in  welcher  Weise 
der  durch  die  Reihe  (92)  ausgedrückte  strenge  Wert  der 
Refraktion  berechnet  werden  kann.  Das  erste  Glied  dieser 
Reihe,  nämlich 


<%)  =  a"  f    ",:KJ^l-r  dm. 


1  —  tt+2a<a 
\/cotg8z+2tt 


wird,  wenn  man  wie  im  vorigen  Artikel 
setzt, 
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-2aa"T  /       '  J^JL-  (107) 

Substituiert  man  hierin  den  durch  die  Gleichung  (103) 
gegebenen  Wert  von  e~xdx  als  Funktion  von  w  sowie  die  ent- 
sprechende Reihe  für  e  2xdx 

e~2xdx  -  e-2*>dw+—{y(w)e 2»}dfv  + 

dw 

+  /-~{l?(«>)]'e-2^d«<  +  ... 
1.2  dw2 

und  führt  die  angedeuteten  Differentiationen  aus,  wobei 

<p(w)  =  k(kw— l  +  e-"*) 

zu  setzen  ist,  so  stößt  man  wieder  auf  Integrale,  welche  den 
Gleichungen  (88),  (90)  und  (91*)  zufolge  bekannt  sind.  Schließ- 

1 

lieh  kann  man  die  willkürliche  Zahl  X  =  —  und  demgemäß 

2 

für  k  und  y  ihre  aus  den  Gleichungen  (106)  folgenden  Werte 
annehmen.  Die  strenge  Berechnung  des  ersten  Gliedes  der 
Reihe  (92)  bietet  also  keine  prinzipiellen  Schwierigkeiten  dar; 
die  Ausführung  der  Rechnung  soll  hier  unterbleiben,  doch 
möge  bemerkt  werden,  daß  das  Endresultat  nur  ganz  un- 
bedeutend von  dem  durch  die  Gleichung  (105)  gegebenen 
abweicht.  Die  Gleichung  (105)  entspricht  aber  dem  Integral  (97), 
welches,  wie  oben  gezeigt  wurde,  einen  Näherungswert  des 
Integrals  (93)  oder  des  ersten  Integrals  der  Reihe  (92)  darstellt. 

Wendet  man  dieselbe  Schlußweise,  welche  bei  der  Ab- 
leitung des  Integrals  (97)  aus  (93)  angewandt  wurde,  auch  auf 
das  zweite  Glied  der  Reihe  (92),  nämlich 


J,)  =   U«  p'-»  +  2«")(»-™>',/M 

(cotK-c  +  L'H)- 


'1  f 

(cotg-c  +  2«) 
an,  so  erhält  man  als  Näherungswert  sJi,  desselben 
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x,j 


—  aü))! 


diü  — 


"l'  (colgäc+2«)L' 

Entwickelt  man  den  Zähler  des  unter  dem  Integralzeichen 
stehenden  Bruches  und  substituiert  für  e~xdx,  e~2xdx,...  die 
aus  dem  Lagt  angesehen  Satze  sich  ergebenden  als  Funk- 
tionen von  w  erscheinenden  Reihen,  so  erhält  man  lauter 
Integrale  von  der  Form 


X 


00  xme- 


nx 


-Täx> 


welche  sich  in  folgender  Weise  berechnen  lassen. 

Ist  zunächst  m  =  0,  so  berücksichtige  man,  daß  sich 
durch  Differentiation  ergibt 


/  -  .7         ^  I  />"xdr 

J\{Z*+x)    ~  e  "x  j  =   --L  J.  ^ 

'i 


e 

—  »  — ; 


**dx 
\JZ*+x 


Kolglich  wird 


(z*+xy 

00  e-nxjx 


X°°  c  "xdx         2  f 


oder  mit  Anwendung  der  Gleichung  (88) 

»00  c-uxdx 


r 


=  "'■-■4V 
Z 


(109) 


Der  Fall  m  ■-  1  läßt  sich  ohnevveiters  auf  den  vorigen 
zurückführen;  man  hat  nämlich 


r°°  xe  »  *Jx  r 


reo  c  ttXdx__zt  C 
~J0      \/7J+x  Je 


00  e^dx 
(Z'+xf 
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oder  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (88)  und  (109) 


=     ■>Z+Uz°+-),i„.  (HO) 


Kür  m  >  1  benutze  man  die  DifTerentialformel 


e~nxdx 


r   f       1        ,  1 

•r\  +[(w  -i )*»'--  -ha-'" -»kz^)}. 

(Z2+*)- 

Wird  auf  der  rechten  Seite  die  Multiplikation  ausgeführt 
und  dann  die  Gleichung  integriert,  so  folgt 


xm  -\  €    nx  Jx 


z*      x-e—p..  (in) 


(Z*-4-*)2 

Aus  dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen 
(109)  und  (110)  läßt  sich  der  Wert  des  auf  der  linken  Seite 
stehenden  Integrals  zunächst  für  m  —  2  und  weiterhin  für 
m  —  3,  4, .  .  .  bestimmen. 

Da  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (109)  der  rezi- 
proke Wert  von  Z  auftritt,  so  soll  noch  nachgewiesen  werden, 
daß  auch  im  Horizont,  wo  Z  zzz  0  ist,  der  Ausdruck  (108) 
für  5R,  endlich  bleibt.  Ks  kommt  dabei  nur  auf  das  Glied 

«vi  = 

{Z*+n>y 

I  reo  c  x  _2c ~z*+e-:Kx 

=  .,  w 


dx 


Digitized  by  Google 


1 422  L.  d  e  Ball,  Radau'sche  Theorie  der  Refraktion. 

an.  Substituiert  man  hierin  die  aus  der  Gleichung  (103)  und 
den  ihr  entsprechenden  sich  ergebenden  Reihen 

e-*  dx  —  c  "  </w{l+£(l+X-2*-«'-  Xw)+...} 
e~**dx  ~  e-t" dw{\+k{2+K-Ze-«'-2\w)+ . . .) 
e~**dx  =  e-*«dw{\+k(?+\—le- *-3Xw)+...} 

und  wendet  dann  die  Formel  (109)  an,  so  sieht  man,  daß  alle 
Glieder,  in  denen  der  reziproke  Wert  von  Z  auftritt,  sich 
gegenseitig  aufheben;  damit  ist  also  bewiesen,  daß  die  Ent- 
wicklung von  <H,  für  Z  =  0  einen  endlichen  Wert  liefert. 

Es  wurde  bereits  oben  bemerkt,  daß  das  erste  Glied  der 
Reihe  (92)  kaum  von  seinem  Näherungswert  (96),  beziehungs- 
weise (97)  verschieden  ist;  das  an  und  für  sich  schon  sehr 
kleine  zweite  Glied  der  Reihe  (92)  fällt  ganz  mit  dem  ent- 
sprechenden Näherungswerte  (108)  zusammen.  Die  wirkliche 
Ausführung  der  Berechnung  von  9?t  kann  unterlassen  werden, 
es  sollen  aber  die  Differenzen  zwischen  den  aus  (92)  folgenden 
strengen  Werten  3t  der  Refraktion  und  den  der  Formel  (96) 
entsprechenden  genäherten  Werten  %  mitgeteilt  werden,  welche 
Herr  Radau  unter  Zugrundelegung  der  Bessel'schen  Refrak- 
tionskonstante und  unter  der  Annahme  p  =  1,  /  =  0°  ^ 
/=  0-2  gefunden  hat;  dieselben  sind  für 

*  >H-9t0             z  »-«„  z 

80°  +Or02  84°  +0?07  88?0  +0!36 

81  4-0-03  85  4-0-10  89-0  +0  63 

82  4-004  86  +0  14  89  5  4-0-85 

83  4-0  05  87  4-0-21  90'0  +1*14 

Gegenüber  der  Unsicherheit  der  Beobachtungen  und  noch 
mehr  mit  Rücksicht  darauf,  daß  die  für  so  große  Zenithdistanzen 
berechnete  Refraktion  infolge  der  Abweichung  des  wirkhenen 
Zustandes  der  Atmosphäre  von  dem  in  der  Theorie  voraus- 
gesetzten ganz  erheblich  falsch  sein  kann,  würden  die  obigen 
Differenzen  SR-SR0  unbedenklich  vernachlässigt  werden  können. 
Sie  sind  indessen  in  den  von  Herrn  Radau  veröffentlichten 
Refrakuonstafeln  noch  berücksichtigt  worden. 
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Uber  das  elastische  Gleichgewicht  derjenigen 
gleichmäßig  sich  drehenden  Drehungskörper, 
deren  Hauptspannungsrichtungen  die  Koordi- 
natenrichtungen sind 

von 

Ing.  Dr.  Alfons  Leon. 

i  Mit  13  Textilguren.) 
-Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  18.  November  1906.) 

I. 

Bezeichnet  man  mit  p  und  i  die  Verrückungen  eines 
Punktes  mit  den  Koordinaten  r  und  x  eines  halbpolaren  Ko- 
ordinatensystems, mit  ix  die  radiale,  tangentiale,  axiale 
Normalspannung,  mit  t  die  in  den  Meridianebenen  wirkende 
Schubspannung,  endlich  mit  K  und  9  die  Kirchhoff'schen 
Elastizitätskon^tanien,  so  sind  die  Beziehungen  zwischen  Span- 
nungen und  Dehnungen  in  einem  gleichmäßig  um  die  #-Achse 
sich  drehenden  Drehungskörper  gegeben  durch  die  Gleichungen 


tr  —  -  2K 


a,=  -2A:[-£  -4-0v|. 


(3) 


•=-*i:;*ti. 
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wobei 


v  = 


r 


8(r.p) 


+  3-*- 
dr  3* 


die  kubische  Ausdehnung  bedeutet.  Die  Gleichgewichtsbedin- 
gungen für  einen  in  gleichmäßiger  Drehung  befindlicher. 
Drehungskörper  lauten 


8(r.sr)       o,       9r      7»*    _  n 


9T 


wobei  7  das  spezifische  Gewicht  des  Materials,  £  die  Beschleuni- 
gung der  Schwere,  a>  die  Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet 
und  nur  die  Beanspruchung  des  Körpers  durch  die  Fliehkraft 
in  Betracht  gezogen  wird. 

Sollen  die  Hauptspannungsrichtungen  im  ganzen  Bereiche 
des  Körpers  mit  den  Koordinatenrichtungen  übereinstimmen, 
so  muß  t  in  allen  Punkten  verschwinden,  also  nach  Glei- 
chung (7): 

-0 

dx  ' 

somit 

*x=/(r), 

eine  Funktion  von  r  allein  sein. 

Kür  jedes  Oberflächenelement  müssen  die  in  der  Richtung 
der  Klächennormalen  wirkenden  Normal-  und  die  Schubspan- 
nungen Null  sein.  Nennt  man  den  Winkel,  den  die  Oberflächen- 
normale  r1  mit  der  r- Achse  einschließt,  <x,  so  lassen  sich  für 
ein  um  diesen  Winkel  gedrehtes  Koordinatensystem  die  Span- 
nungen aus  den  Gleichungen 


finden. 


cos2  a+a,  sin2 1— 2t  sin  a  cos  a, 
qx  cos*  *  +    sin2a+2t  sin  a  cos  a, 

t(cos»a-sin*a)  +  (ar— *,)  cos  a  sin  a 
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Für  alle  Punkte  der  Oberfläche  muß  s'r  =  *  =  0,  somit 
|<Jr  cos2ot+ar  sin2a— 2t  cos  a  sin  a  =  0|, 
|T(cos*a— sinaa)+(ar— 0,)  cos  ot  sin  a  =  0} 
sein.  Für  die  hier  zur  Untersuchung  kommenden  Körper  ist 

also  '  ^ 

|?,  cos2a+ajrsin2ot  =  0|, 
ir  —  ox  =  0|, 


somit 

|*r  =  a,  =  0|. 

Nachdem  aber  av  im  ganzen  Bereiche  des  Körpers,  also 
auch  an  der  Oberfläche,  nur  eine  Funktion  von  r  ist,  an  der 
Oberfläche  aber  für  jedes  beliebige  r  verschwindet,  so  ergibt 
sich  daraus,  daß 

ix  — ~  0  (y) 

im  ganzen  Bereiche  des  Körpers  ist.  Dies  findet  nach  Glei- 
chung (3)  statt,  w  enn 


1     8(r.p)  BS 


8.r         r     "  9r         8  v 

also 

&i  —  _    0  _ 
f*-v  1+0  r3r 

ist.  Nach  Gleichung  (K)  muß  ferner 

_  So 
3r  3* 


=  0, 


(10) 


(II) 


sein.  Setzt  man  nun  für  ^    den  aus  Gleichung  (10)  sich 

ergebenden  Wert  in  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  ein,  so  erhall 
man  die  folgenden: 

°r-  —  —    1(1  +26)-^-  +6-p-l,  (12) 
1+9  l  8r        rl'  v  } 

bUzb  d-  m»lhem.-naiurw.  Kl. ;  CXV.  Bd.,  Abt.  II  a.  04 
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*  =  _J^[«|p+(,+2e)i 
i  +  ei  3f  r 


iI3i 


Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichgewichtsbedingung  i.O) 
ein,  so  ergibt  sich  daraus 


8r* 


Jp  p  _  J_/?P  +  ?\  __ 


1+6  iw1 


2(1+28) 


daher  ist 


»P_  +  P_  .  .  8^P)  _ 
r 


l+e 


8r 


rdr 


4(1+26)  Äfr 


r'+A',  \I4i 


wobei  X  eine  Funktion  von  x  allein  bedeutet  Durch  eine 
zweite  Integration  der  Gleichung  (14)  erhält  man 


P=  ~ 


1+8 


T?:r.+  J-Xr+-.XI 


I 


16(1+26)  A£ 


JYj  ist  eine  neue  Funktion  von  .r,  welche,  ebenso  wie  X 
weiter  unten  erledigt  werden  soll.  Aus  den  Gleichungen  (10- 
und  (14)  folgt,  daß 


0 


somit 


H  = 

8*       4(1+26)  Kg 
0 


1+6 


■(n>- 


4(1+28)  Ä£ 


i+ej 


Xdx+R  ^ 


ist,  wobei  eine  vorläufig  willkürliche  Funktion  von  r  alle,n 
bedeutet.  Aus  (11)  folgt  ferner 


0         Vv*         dR      r  JA 

•  — rx-\  t-  -— 

2(1+28)    Ä£  2  </* 


„1  3  =ü 


für  jedes  r  und  jedes     und  daraus 
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dX 
dx  ~ 

dx 


1+26  '  Kg 


dR 


 ■  ""-  '  < 


Somit  ist 


dr 
X- 


(17) 


0 


2(1+26)  A£ 
A'j  =  C,#+Cg, 

6 


*»+C, 


Xdx  =  — 


6(1  +  26)  A'£ 


--  -v'+Cr. 


(18) 


C,  Clt  C2,  C,  sind  konstante  Koeffizienten.  Setzt  man  die 
vorstehenden  Werte  in  die  Gleichungen  (15)  und  (16)  ein,  so 
erhält  man  folgende  Lösungen: 


1+6 


16(1+26)    Kg         4(1+26)  Kg 


r+ 


+  ?-  r+C\.  *  +-r»,  (19) 
2         1    r       r  ' 


C  =  •  -—  r-.v+ 

4(1+26)  A£ 


6* 


C(1+6)(1+2Ö)  '  A£ 

 —  Cx—Cx .  /r+  C3 .  (20) 

1  +6 


Somit  ergeben  sich  die  folgenden  Formeln  für  die  Span- 
nungen und  für  die  räumliche  Ausdehnung: 


2K 


(3+76)(l+6)    yu*  t  6(1+36 


in 


1+6  [    16(1  +  26)  Kg 
1+36 


4(1+26)  A£ 


C+(1+8)Q  •  — +(1  +  6)^ 


,  (21) 


94* 
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2K 
1+8 


(l+58)(1+8)    t»»j4i  6(1+36)  Vv9- 


r*+ 


16(1+26)       A£        4(1+26)  Kg 


_i±?»c-(i+e)ci.^-(i+^ 

2  r8  r 


^  =  0, 
t  =  0. 


v  — 


1+8 


6 


Y«>* 

4(1+26)    Kg         2(1+26)'  Ä£ 


1  +  6  Y^a 

r- — 


x*+C 


Die  kubische  Ausdehnung  ist  von  C  allein,  nicht  aber 
von  C,  und  Cs  abhängig.  Die  Flächen  gleicher  räumlicher  Aus- 
dehnung sind  homothetische  Rotationsellipsoide. 

Da  die  radiale  Spannung  or  an  der  Oberfläche  ver- 
schwinden muß,  so  lautet  die  Gleichung  der  Oberfläche: 

(3  +  76)0+8)     7«,-'         6(1+38)  TW^S_ 


10(1+28) 

1+38 


4(1+28)  Kg 
.t 


r 


c+o+e)^.  -  +0+6)^ 


1=0. 


1 


Für  8  ~  —  erhält  man  somit: 
2 


für  0=1: 


39  r*  +  20  r8**+  C'r«+  C"x+C"  =  0, 


f>r«  +  4r^<-+CV-+(;'*+C'//  =  0. 


0*) 


Die  erste  Formel  entspricht  dem  sogenannten  theoretische!. 
Werte  m  ~  4  des  Poisson'schen  Koeffizienten,  die  zweite  dem 
Werte  m  —  3. 

C,  C",  C"  sind  willkürliche,  an  Stelle  von  C,  C,  und  Q 
eingeführte  Koeffizienten.  Sind  C"  und  C"  nicht  gleich  Null 
so  müssen  für  einen  Punkt  der  Drehungsachse,  also  für  r  =  0. 

und  a,  unendlich  groß  werden.  Daraus  folgt,  daß  die  Achse  .» 
im  allgemeinen  nicht  im  Innern  des  Drehungskörpers  liegen 
kann.  Dies  ist  nur  im  besonderen  Falle  möglich,  daß  sowohl  C 
als  auch  C"  Null  sind. 
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In  den  nachstehenden  Figuren  sind  einige  allgemeine  und 
besondere  Fälle  aufgezeichnet.  Spezielle  Fälle  ausgenommen, 
ist  die  .r-Achse  eine  Asymptote,  wie  man  übrigens  aus  der 


Fig.  i  &  =  {). 


Fig.  4(0={).  Fig.  5(6=«). 


Gleichung  (24)  unmittelbar  ersehen  kann.  Wenn  C"  —  C"  ist, 
so  degeneriert  die  allgemeine  Kurve  vierter  Ordnung,  welche 
den  Meridianschnitt  des  Drehungskörpers  darstellt,  in  eine 
Gerade  und  eine  Kllipse.  Auf  diese  Kllipse,  deren  Achsen  im 


1430 
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Verhältnisse  1  :  v /t^TTTT^äT  stehen>  hat  M' 1  LecornU 


aufmerksam  gemacht  (siehe  Comptes  rendus  123,  1896,  p.96 
bis  99,  und  A.  Leon,  Proseminaraufgaben  aus  der  Elastizität 


' 

I 

' 

I 
I 

• 


i 


0  ' 


Fig.  9 
(0=!,C'  =  O). 


Fig.  G  0  =  {).  Fig.  7  0=',  C"  =  0).  Fig.  S  <*  «  I,  C  - 


Fig.  10 
(0  =  i,C  =  C"  =  O). 


Fig.  11 


theorie,  Fromme,  1906)  und  angewendet  zur  lInt'*U^| 
rotierender  Mühlsteine.  In  Abbildung  8  ist  die  Meridiane 

für  0  in  Abbildung  13  für  0  -  1  zu  sehen. 
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Als  reale  Lösungen  der  vorliegenden  Frage  kommen  nur 
die  schraffierten  Teile  in  Betracht.  Jeden  dieser  Körper  kann 
man  durch  Schnitte  normal  zur  Drehungsachse  x  beliebig 
unterteilen,  ohne  das  elastische  Gleichgewicht  irgendwie  zu 
stören. 


Fig.  12  (0  =  |,  C'  =  0). 


Fig.  13(0=  1,  C"  =  C"  =  0). 


IL 

Liegt  eine  rotierende  Scheibe  vor,  welche  um  die  *-Achse 
gleichmäßig  sich  dreht  und  deren  r-Achse  mit  dem  platten- 
förmigen  Körper  in  fester  Verbindung  steht,  so  lauten  die 
Formeln  in  einem  rechtwinkeligen  Koordinatensystem  wie 
lolgt: 


—  (1+2  0)       +  Ö 

1+0  T  3r 


cx 


(27) 


2K 
l+'> 


K 


(28) 


(29) 


er 
or 


dz 

hx 


r  —  0, 

~:  0. 


(30) 


(31) 
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Wird  t  =:  0  angenommen,  so  folgt  in  gleicher  Weise  wie 
früher,  daß  auch  nx  im  ganzen  Bereiche  der  rotierenden  Scheibe 
verschwinden  muß.  Daher  ist  nach  Gleichung  (28) 


2x 


JL  1t 
1  +  26  '  *r  ' 


(32) 


und  somit  nach  Gleichung  (27) 


1r  = 


2Ä'(l+36)  d,* 

    *  ■  •  — — ~  ■ 


1+26 

Die  Gleichung  (30)  lautet  aber 


br 


Es  ist  daher 

f1V 


l«r  Vf_  r 

2r  g 


^  1+2 


2A71+36)  8p 


'8r  ' 


(341 


wobei  AT  eine  vorläufig  noch  willkürliche  Funktion  von  *  be- 
deutet. Somit  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (34)  und  (32) 


3f> 
8r 


1+20 


>0  Y^ 


1+26 


4(1+30)     Ä£  2A'(l+3ö) 


•  A'  — 


Jj-20  8; 

"  8r 


6 


und  daraus 


.     _  1+20 

12(1+30)  '  A>  2ÄT(l+36) 


—  —  .  A  .f+A, . 


5  = 


0 


r2*+ 


0 


(Iii) 

.  f  AV*+*  (»5) 
4(1+30)     Kg       "  '  2A'(l+30)  ,/ 

Xl  ist  eine  Funktion  von  x,  R  eine  von  r  allein.  Soll  abcr 
die  Schubspannung  t  überall  verschwinden,  so  muß 

8*>  1+20 


&.V 


-  H  + 

2A'(l+30)       dx  dx 

0  7ff2  -it 

-l   .  '     rx  +   ,  - 


2A71+3Ö)  g 
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sein.  Die  Funktionen  Xy  Xx  und  R  ergeben  sich  somit  aus  den 
Oleichungen: 

dX  6 


dx        1  -h  26      M  *' 


dXx 
dx 

JR 
dr 

Es  ist  also 

X~ 


6  ""V 


2(1+26)  M 
Xx  =  Cx+C3, 
R=-Cr+Cs, 

J  (5(1  +  26)      g  1 


(38) 


(5(1  +  26)  g 

Es  ist  überflüssig,  in  der  letzten  der  vorstehenden  Glei- 
chungen noch  eine  Konstante  hinzuzufügen. 

Es  lauten  nun  die  Formeln  für  die  Verrückungen  wie  folgt: 

;,  =  .-.  J  +2°     .  W\  r*  ?  _     VV*  rx2_ 

12(1+36)     Kg         4(1+36)  '  Kg** 

1+26 


2A'(l+36) 


L\r+Cx+C2,  (39) 


«  =  -  fJ    -ty-^rH      6*  ^+ 

4(1+30)     ÄV  12(l+36)(l+26)  Ä£ 

6 

+  *-<>+<%.  (40) 

2A'(l+36) 

Für  die  radiale  Spannung  bekommt  man  nun: 
Vi'1  6  '(tv~ 

^       ,.  i-s+  •  '    ^+rr  (4i) 

2A.v         2(1+20)  AV 
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Für  den  Umfang  muß  ix  —  Q  sein;  es  lautet  somit  die 
Gleichung  der  Randkurve: 

6 


r»+    -—  *3  =  C. 
1+20 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse.  Nennt  man  ihr« 
Achsen  a,  und  a2,  so  stehen  diese  in  folgendem  Verhältnisse 
zueinander: 


i  /1+2Q 


l 


Für  8  =  y  erhält  man: 


für  6=1: 


ax :  tf2  =  1 : 2, 

a,  :  a2  =  1  :  \/3~ 

Die  Kurven  gleicher  radialer  Spannung  und  gleicher  räum- 
licher Ausdehnung  sind  nomothetische  Ellipsen. 


Es  sei  vorbehalten,  die  entsprechenden  Verhältnisse  beim 
polaren  Koordinatensysteme  zu  untersuchen. 
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Ein  einfacher  Beweis  für  das  Maxwell'sche 
Gesetz  der  Geschwindigkeitsverteilung 

von 

Dr.  Heinrich  Mache. 

Aus  dem  physikalischen  Institute  der  Universität  Innsbruck. 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  8.  Dezember  1908.) 

Der  von  Maxwell  gegebene  zweite  Beweis  dieses  Ge- 
setzes, der  dann  von  Boltzmann,  Lorentz  und  anderen  noch 
vertieft  wurde,  findet  sich  in  den  ausführlichen  Lehrbüchern 
der  Gastheorie  in  sehr  breit  angelegter  Form.  Nur  in  seltenen 
Fällen  wird  der  Beweis  in  solcher  Allgemeinheit  nötig  sein 
und  so  wird  man  sich  meistens  mit  dem  ersten  Maxwell'schen 
Beweise  begnügen,  der  nun  freilich  große  Mängel  zeigt  und  vor 
allem  nicht  die  Prämissen  klarlegt,  aus  denen  die  Gültigkeit 
des  Gesetzes  folgt. 

Im  Nachstehenden  wird  der  Versuch  gemacht,  gerade  hier 
volle  Klarheit  und  Übersichtlichkeit  beizubehalten,  dabei  aber 
doch  den  Beweis  so  einfach  als  möglich  zu  führen.  Er  erfolgt 
unter  den  folgenden  vier  Annahmen: 

1.  Die  Tatsache,  daß  eine  Molekel  die  Geschwindigkeit  c 
hat,  ist  unabhängig  von  dem  Ereignis,  daß  eine  andere  Molekel 
gleichzeitig  die  Geschwindigkeit  cx  besitzt, 

2.  der  gemeinsame  Schwerpunkt, 

3.  die  lebendige  Kraft, 

4.  die  Molekelzahl1  des  Systems  bleiben  erhalten. 

1  Bedingung  4  sagt  aus,  daß,  wenn  in  der  Zeiteinheit  eine  bestimmte 
Zahl  von  Molekeln  die  Uaumeinhcit  infolge  der  Zusammenstöße  verläßt,  die 
gleiche  Zahl  aus  der  Umgebung  dafür  eintritt,  hei  Unterschieden  im  Drucke 
oder  Partialdrucke  (Strömung  oder  Diffusion1!  innerhalb  der  Gasmasse  gilt  ja 
hekanntlieh  das  Verteilungs^c-sctz  nicht  mehr. 
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Eine  einfache  Überlegung  verhilft  uns  zunächst  dazu,  der 
ersten  Annahme  eine  andere  Form  zu  geben: 

Unter  einer  gewissen  Anzahl  von  Würfeln  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit, mit  einem  bestimmten  Würfel  eine  bestimmte 
Zahl,  etwa  die  Eins,  zu  werfen,  unabhängig  von  dem  Wurf- 
resultat der  anderen  Würfel.  Es  ist  somit  auch  umgekehrt  die 
Wahrscheinlichkeit,  mit  einem  der  anderen  Würfel  die  Eins  zu 
werfen,  die  gleiche.  Das  Eintreten  des  Ereignisses,  Eins  zu 
werfen,  ist  also  um  so  wahrscheinlicher,  je  mehr  Würfel  vor- 
handen sind,  und  zwar  ist  diese  Wahrscheinlichkeit  der  Anzahi 
der  Würfel  einfach  proportional.  Wir  werden  im  Mittel  mit 
sechs  Würfeln  eine  Eins,  mit  600  Würfeln  100  Eins  werfen 
Diese  Proportionalität  ist  ein  direkter  Ausdruck  für  die  Un- 
abhängigkeit der  Einzelereignisse. 

Wir  können  somit  die  erste  Annahme  auch  folgender- 
maßen formulieren: 

Ist  F(c)dn>  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  eine  Molekel  nahezu 
die  Geschwindigkeit  c  hat,  daß  a'so  ihr  Üeschwindigkeitspunkt. 
d.  h.  der  Endpunkt  des  vom  Ursprung  aus  aufgetragenen  Ge- 
schwindigkeitsvektors im  Parallelepiped  dw  —  dxdydz  liegt, 
so  haben  unter  N  Molekeln  NF{c)dw  dieselbe  Geschwindigkeit, 
d.  h.  ihre  Geschwindigkeitspunkte  liegen  innerhalb  des  gleichen 
Parallelepipeds.  Das  Unbedenkliche  dieser  Annahme  ist  woh. 
einleuchtend. 

Wir  können  nun  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  gleichzeitig 
eine  jede  Molekel  die  Geschwindigkeit  besitzt,  die  sie  eben 
hat,  durch  das  Produkt  aller  Teilwahrscheinlichkeiten,  also  in 
der  Form  W—  UF(c)  ausdrücken,  wobei  sich  das  Produkt 
über  alle  Molekel  erstreckt.  Es  haben  aber  unter  A'  Molekeln 
NF(c)dtv  denselben  Absolutwert  von  c.  Dann  ist  auch: 


(Ii 

log  W-  H=lNF(c)  log  F(c)dwf 


W=U[F(c)]XF^Jn- 

und 


wo  die  Summe  über  alle  Molekel  gebildet  ist.  W  ist  nichts 
anderes  als  die  Wahrscheinlichkeit  der  durch  F(c)  gegebenen 
Geschwindigkeitsvertcilung,  H—  log  W  ist  die  Boltzmann'sehe 
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Funktion,  die  natürlich,  wenn  W  am  größten  ist,  selbst  den 
kleinsten  Wert  annimmt. 

Um  den  wahrscheinlichsten  Wert  der  Geschwindigkeits- 
verteilung zu  finden,  haben  wir  nach  der  Methode  der  Varia- 
tionsrechnung diejenige  Verteilung  F{c)  zu  suchen,  die  den 
mit  W  bezeichneten  Ausdruck  zu  einem  Maximum,  beziehungs- 
weise H  zu  einem  Minimum  macht,  d.  h.  wir  haben  IW  oder 
ZH=:0  zu  setzen.  Hiebei  müssen  wir  aber  gleichzeitig  noch 
den  Annahmen  2,  3  und  4  genügen,  da  wir  ja  bisher  nur  der 
Annahme  1  entsprochen  haben. 

Annahme  2  postuliert,  daß  bei  der  Bewegung  und  den 
Zusammenstößen  der  Molekel  der  gemeinsame  Schwerpunkt 
des  Systems  erhalten  bleibt.  Dies  ist  ersichtlich  der  Fall,  wenn 
für  jede  ihrem  absoluten  Betrage  nach  vorgegebene  Geschwin- 
digkeitsklasse zu  jeder  Zeit  alle  Richtungen  gleich  möglich 
sind,  oder  mit  anderen  Worten,  wenn  zu  jedem  Geschwindig- 
keitsvektor der  gleiche,  aber  entgegengesetzt  gerichtete  existiert. 
Der  Annahme  2  ist  somit  genügt,  wenn  wir  dw  durch  Ac-ndc 
ersetzen  und  in  F(c)  das  c  nicht  mehr  als  Vektorgröße  auf- 
fassen, sondern  nur  dem  Absolutwerte  nach  in  Betracht  ziehen. 
In  dem  Ausdruck  für  die  Wahrscheinlichkeit 

W=ll[F(c)]"Fto****'  (2) 

gibt  dann  jeder  der  Teilfaktoren  den  Wahrscheinlichkeitsbetrag, 
der  von  den  Molekeln  herrührt,  deren  Geschwindigkeit  zwischen 
c  und  c+dc  liegt  und  deren  Geschwindigkeitspunkte  zwischen 
den  Kugeln  vom  Radius  c  und  vom  Radius  c+dc  homogen 
verteilt  sind.  Auch  können  wir  jetzt  in  H  die  Summe  durch 
ein  bestimmtes  Integral  ersetzen  und  erhalten  als  Bedingungs- 
gleichung,  die  auch  bereits  unseren  beiden  ersten  Annahmen 
entspricht,  den  Ausdruck: 

■ 

ZH  —  l(  °°  NF{c)  log  Fitilc'ndc  -  0. 
J« 

Iis  ist  nun  gemäß  Annahme  3: 

(c)4clrcdc  —  constans  =  K  (3) 


reo 
XF{t 
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und  gemäß  Annahme  4: 

NF(c)  4  cHdc  =  constans  =  N.  (4) 


oo 


Bildet  man  IH  unter  gleichzeitiger  Befriedigung  der 
beiden  letzten  Gleichungen,  so  erhält  man  als  Bestimmungs- 
gleichung für  F{c)  den  Ausdruck: 

[log  F(c)+ 1]  AcHdc+AAcHdc+BAcHdc  =  0. 

Hierin  sind  A  und  B  die  zunächst  willkürlichen  Lagrange 
sehen  Koeffizienten.  Weiters  wird: 


und 


log  F{c)  =  —Ac*—\--B 
F{c)  -  e-Ac'-«+B). 


Setzen  wir  e~iX^  —  Q  so  erhalten  wir  für  die  Gesehen- 
digkeitsverteilung,  welche  die  größte  Wahrscheinlichkeit  für 
sich  hat  und  gleichzeitig  unseren  vier  Annahmen  entspricht, 
die  Funktion 

F(c)  =  Ce-A* 

also  den  Maxwell'schen  Ausdruck. 

Die  Bestimmung  der  Koeffizienten  C  und  A  erfolgt  dann 
mit  großer  Leichtigkeit  durch  Substitution  von  F(c)  m  18 
Bedingungsgleichungen  (3)  und  (4).  Zunächst  ist  nach  et- 
chung  (4): 

4=c|*  "r^Wt'rl 


und  hieraus 


■=(f 


Kei  ner  ist  nach  Gleichung  (3): 


4~ 


m 


'.-A<'c*Jc  =  A'  =  ^ , 
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falls  wir  in  üblicher  Weise  mit  c*  das  mittlere  Geschwindigkeits- 
quadrat bezeichnen.  Hieraus  folgt 


2c*  \2.Ttc*J 


2c*  V2^<rs 
und  wir  erhalten  schließlich  das  Verteilungsgesetz  in  der  Form: 

F{c)  -  (~^=)\~  2*  • 

Die  Zahl  der  Molekel,  deren  Geschwindigkeit  zwischen  c 
und  c+dc  liegt,  ist 

Je* 

NF(c)4c*icdc=  \/~  S-c*e  de. 

2  - 

Da  dieser  Ausdruck  offenbar  für  c*—  — c*  ein  Maximum 

3 

wird,  so  ergibt  sich  auch  ohne  weitere  Rechnung  der  Zusammen- 
hang zwischen  dem  Mittelwert  von  c2  und  dem  wahrschein- 

-  3 

lichsten  Wert  der  Geschwindigkeit  a  in  der  Form  c*  =  -  a2. 


I 
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Uber  das  elastische  Gleichgewicht  derjenigen 
gleichmäßig  sich  drehenden  Drehungskörper, 
deren  Hauptspannungsrichtungen  die  Koordi- 

natenriehtungen  sind 

von 

Ing.  Dr.  Alfons  Leon. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  22.  November  1908.  > 

III. 

Auf  kein  so  glückliches  und  anregendes  Ergebnis  gelangt 
man  bei  der  Untersuchung  des  ebenen  Problems  im  polaren 
Koordinatensysteme:  es  läßt  sich  nämlich  nachweisen,  daß  sich 
keine  gleichmäßig  rotierende,  symmetrische  Scheibe  finden 
läßt,  deren  Hauptspannungsrichtungen  durch  die  des  Radius- 
vektors und  der  auf  ihn  normal  stehenden  Geraden  gegeben 
sind. 

Bezeichnet  man  mit  r  und  s  die  polaren  Koordinaten  eines 
Punktes,  mit  p  und  i  die  Verrückungen  desselben  in  der  Rich- 
tung des  Radiusvektors  und  in  der  auf  ihn  normalstehenden 
Geraden,  so  lauten  die  Beziehungen  zwischen  den  Spannungen 
und  Formänderungen  wie  folgt: 


2  A" 


9v|, 


(1) 


i/  -  -  2A 


r 


Sitzb  d.  rnat!ieni.-ii:i;urvv.  Kl.;  i  'XV.  HJ.,  Abt.  11. \. 


<•-'» 


Digitized  by  Google 


1442 


A.  Leon, 


=  _4±  .iL  +  ]i_il. 

lr     ty      Zr  r] 


(3) 


or  ist  die  Normalspannung  in  der  Richtung  des  Radius, 
0/  die  in  darauf  senkrechter  Richtung  wirkende;  :  bezeichnet 
die  Schubspannung  und  v  die  räumliche  Ausdehnung,  welche 
durch  den  folgenden  Ausdruck  gegeben  ist: 


v  — 


f  1  9(r. 
\T"~Yr 


p)      1  8£ 


(41 


Die  Gleichgewichtsbedingungen  lauten: 

i?_  + 1 .  i*  +  2t  =       r  sin  cos  f 


(6) 


Sollen  arund  *,  die  Hauptspannungen  darstellen,  so  muß: 
verschwinden  und  die  vorstehenden  Gleichungen  gehen  in  die 
folgenden  über: 


H   —  ___rcosz«f, 


1 

r 


—       r  sin  y  cos  <p. 


Aus  Gleichung  (8)  folgt 


_  TW8  rSrsint  y+ßt 
2g 


00 


wobei  /?  eine  beliebige  Funktion  von  r  bedeutet.  Setzt  man 
diesen  Werl  in  Gleichung  (?)  ein,  so  erhält  man  durch  ein 
Integration 
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*  ist  eine  beliebige  Funktion  von  ?.  Die  Funktionen  R 
und  <P  müssen  nun  so  bestimmt  werden,  daß  die  Schubspan- 
nung t,  also  auch 

I     8p       3«  ^ 

r  '  &?  +  3r  -y  (II) 

ist.  Ks  müssen  nun  die  Verrückungcn  durch  die  Spannungen 
ausgedruckt  werden.  Aus  den  Gleichungen  (1).  (2)  und  (4) 
ergibt  sich  w 

Sr       r       r  '  H  ~       2*(T7m)  (<,r+°')' 
öp      2       1     Ii  1+36 

und  daraus 

^"iA'oU*)1^^2^3'--63'5-  ('2) 

=  2A;(1Wt8'^(1+29)"]-  (13> 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (9)  und  (10)  geht  die  erste  der 
vorstehenden  Gleichungen  in  die  folgende  über: 

— (1  +26)   ^  J -(1  +26)  •  ~  ■  <P  +  Br\. 
Ks  ist  somit 


2Kikü)  {  "8/S[-2(>+2'»+.-Hl+9)sin^]- 
(,H"20)/  ^-/^'•••■(l+20>Jr.*  +  ^ÄVr+*lJ,  (14) 


95« 
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wobei  4>t  eine  neue  Funktion  von  <?  bedeutet.  Setzt  man  nun 
diesen  Wert  in  die  Gleichung  (13)  ein,  so  erhält  man: 

=  I—/^r.s[2(l+r,e)+6(l+Ö)sinHl+ 

3?        2A'(1+3Ö)  \  l&g 

+  6<1>  -<J>,    (1  +  26)rÄ>+(l  +20)  j  ~  j  Wr+(l+2Wr.*J- 
Daraus  ergibt  sich 


2^(1+36)  \  18£ 


/l^r3[(ö-M36)(p— 3(1+0) sin?  cos?|+ 


+  6  j*1J©-(l+26)r/?^  + 

+  (l+26)?p~  |  Wr+(l+26)/r jWf+/?j  0V| 

Rt  ist  eine  vorläufig  willkürliche  Funktion  von  r.  Die 
Gleichungen  (14)  und  (15)  setzen  uns  in  die  Lage,  die  Bedin- 
gung anzugeben,  unter  welcher  die  Gleichung  (1 1)  stattfindet, 
setzt  man  nämlich  die  Werte  für  p  und  £  in  (11)  ein,  so  er 
man  nach  einigen  Umformungen: 


^(.->+i3o»?  d+20)  r  •  ^  +7'^ 


VA* 

(l+26)np  '/r  +0  + 


2  0)  ^-|W+(1+Ö)  )  |^+ 


+  ^+<  /^(i^i/^i^- 
« ■  * 
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Diese  Bedingung  muß  im  ganzen  Bereiche  der  Scheibe 
erfüllt  werden,  also  für  jedes  r  und  jedes  <p.  Man  kann  somit 
aus  ihr  die  Glieder,  welche  r8.<p  enthalten  können,  heraus- 
nehmen und  erhält: 


Rdr—  j  Rdr+r*  ~-  -  ar*f  ([) 
wenn  der  Abkürzung  wegen 


a  —    5+13e  TW2 
~  9(1+26)  '  Y 


(17) 


Es  verbleiben  dann  in  der  Gleichung  (16)  noch  zwei 
Ir 

Glieder,  welche  — ,  multipliziert  mit  Funktionen  von  <p,  ent- 
halten; auch  diese  Glieder  müssen  sich  heben.  Es  ist  somit 

In  ähnlicher  Weise  bekommt  man  noch  die  Gleichungen: 
+  (1  +  B)j  4>dy+J ^dff  =  0,  (III) 

Aus  den  Gleichungen  (I),  (II),  (IV)  lassen  sich  R,  4>,  Rt 
bestimmen.  Hat  man  4>,  so  gibt  Gleichung  (III)  die  Funktion 
Um  die  Gleichung  (I)  auf  die  gebräuchlichere  und  daher  über- 
sichtlichere Form  zu  bringen,  sei 

\*r-\Rdr=y 

gesetzt;  sie  lautet  dann 
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Dies  ist  eine  nicht  homogene,  nichtlineare  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung;  durch  die  Transformation  t-e 
kann  sie  jedoch  linear  gemacht  werden.  Man  erhält,  wenn  man 


dy_  _  d*y_  _  d*y 
dx  ~y>     dx*   - y  ' 


</*» 


setzt: 


S"-y"-S+y  =  <"3x- 


(18) 


Das  vollständige  Integral  der  reduzierten  Gleichung 

y—y—s+y = o 

ist  die  komplementäre  Funktion  der  Gleichung  (18).  Dieses 
lautet 

y  —  Ae-*+(B+Cx)e*, 
denn  die  Nullstellen  der  charakteristischen  Gleichung 


x*—x*~-x+ 1  =  0 

sind  1,  1,-1.  Die  Lagrange'sche  Methode  der  Variation  der 
Konstanten  gibt  das  allgemeine  Integral  von  (18).1  Es  sei 

y  =  ul.e-x+uiex+Ui.x.et% 

wobei  nv     und      Funktionen  von  x  bedeuten.  Es  ist  daraus 


wenn  uv  u2  und  «3  derart  beschaffen  sind,  daß 

u\ e  x + «;2  ex + u  '3  x  e*  —  0. 


fa, 


1  Siehe  z.  B.:  Czuber.  Vorlesungen  über  Differentml-  und  Integral h" 
nung,  Bd.  II,  P.  356. 
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»venn 


Es  ist  ferner 

y  r:  uie-x+uiex+ui(2ex-i-xex), 


ist.  Es  sind  drei  beliebige  Funktionen  angenommen  worden, 
für  welche  zwei  Bedingungen  zu  erfüllen  sind.  Eine  dritte  auf- 
zustellen ist  zunächst  nicht  statthaft.  Sucht  man  jedoch  den 
Wert  für/"  und  setzt  diesen,  nebst  den  für  jy,y,y  in  (18)  ein, 
so  kommt  man  zur  Beziehung 


(c) 


Die  drei  Gleichungen  (a),  (b)  und  (c)  genügen  zur  Bestim- 
mung von  uv  wÄ  und  **,.  Es  ist 


somit 


u'  -  -  e4x 


a 


--_(l+2*)««*  ) 


n\  —  —e*x, 
3  2 


-  —  eix+Cv 
16 


//„  =  xe2x+  C, 

4 

4 


Cv  C2,  C3  sind  konstante  Größen.  Es  ist  nun 


*</r  (19) 
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und  hiermit  die  Gleichung  (1)  gelöst.  Aus  der  vorstehenden 
Gleichung  folgen  die  Beziehungen: 


./ 


Rdr-      ^+(r+C„)r  +  a.lr.r+—r\ 


r,  dR  _ 
dr~ 


2C.      r,        ISa  „ 
r  s 


16 


(20} 


Die  Gleichung  (II)  ist  ungemein  einfach.  Sie  ist  linear  und 
homogen.  Ihre  charakteristische  Gleichung  hat  die  Nullstellen 


man  erhält  somit: 


—  C4  cos  ?  +  Cj  sin  f , 


<l>  =  —  C4  sin  f +C)i  cos 


J<I> 


—  —  C4cos  <p— C6sin  s. 


(21' 


Die  zu  (III)  gehörige  homogene  Gleichung  ist  von  der- 
selben Form  wie  (II).  Es  ist  daher 

<l>,  —  u {  cos  y  +  ttt  sin  ? 

«,  und  «2  sind  Funktionen  von  *,  welche  nach  der  oben 
erwähnten  Methode  von  Lagrange  sich  entwickeln  lasser. 
Man  erhält 

ti[  =  ( 1  +  0)  (C4  cos  'f .  sin  9  +  Cs  sin2  ?). 
«r,  -     (J  +6)(C;  cos*  f  +  c;  sin  ?  cos  0. 
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Daraus  ergibt  sich: 


1+6 

[C4  sin*<p— C5  sin  ?  cos  «p  +  C6  <p]  +  C, 


l  +  e 


H*  —  [Qsin?cos?+CÄsina¥+C4<p]+C". 


Das  allgemeine  Integra!  von  (III)  und  seine  Ableitungen 
lauten  demnach  nach  geringen  Umformungen: 


j<P,d<p=r      ~    ( — C4  sin  y  +  C^  cos  <p)<f  + 

+  Q  cos<p+C7  sin  <p, 


1  +  6 


*,  —  sin  <p  +  C5  cos<p)  + 


2 

1  +  6 

~T~ 

2 

</<!>,        1  +  6 


2 

1  +  6 


(-Q  cos  <p  C;  sin  <p)<p  -C6  sin  <p  +  C"7  cos 


( — C4  cos  'f— 6g  sin  <p)- 


(+  C4  sin  'f-C5  cos 'f)'f-C6  cos '.p-C,  sin  <p. 


(22) 


C6  und  (.'.  sind  Konstante,  welche  an  Stelle  von  C  und 
C"  eingeführt  wurden.  Das  Integral  von  (IV)  lautet 


A\  —  Cg.r. 

Unsere  Gleichungen  (<>)  und  (10)  lauten  nun: 

^  Hsnvv   ;j  +  r5J+r;+r3  /r+ 


(23) 


1  +    Ö  +  J36 
3       48(1 +  *J  6) 


r-        *  si 


sin  «f  +  ^5  cos  ip,  (24) 
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0/ 


1W% 

2g 


r2  sin8 


?+7r+Q+2Q+Q./r+ 


5+136  tw* 


16(1+26)  £ 


r*.  (25i 


Am  Rande  der  Scheibe  müssen  die  Spannungen  3, und} 
verschwinden.  Daher  steller.  die  Gleichungen  ar  =  0  und  it-^ 
die  Gleichung  der  Randkurve  dar.  Beiden  Bedingungen  kann 
aber  nicht  entsp  rochen  werden;  dies  zeigen  die  Gleichungen 
(24)  und  (25). 
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Uber  die  scheinbare  Verlängerung  eines 
Kometenschweifes  beim  Durchgange  der 
Erde  durch  die  Ebene  der  Kometenbahn 

von 

Dr.  J.  Holetschek. 

(Mit  2  Textflguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  8.  November  1906.) 

Bei  meinen  Untersuchungen  über  die  Helligkeitsgrade  und 
Schweife  der  Kometen  habe  ich  mehrere  Fälle  gefunden,  in 
denen  sich  die  wahre  Schweiflänge  unter  der  die  Rechnung 
wesentlich  vereinfachenden  Annahme,  daß  der  Schweif  in  der 
geradlinigen  Verlängerung  des  Radiusvektors  liegt,  außer- 
ordentlich groß,  aber  auch  recht  unsicher  ergibt,  ja  in  einigen 
Fällen  überhaupt  gar  nicht  berechnet  werden  kann,  weil  der 


zu  dieser  Rechnung  nötige  Winkel  unerwartet  klein  und  sogar 
negativ  wird.  Ist  C  (Fig.  1)  die  beobachtete  scheinbare  Schweif- 
'änge,  y  in  dem  durch  die  Erde  E,  die  Sonne  5  und  den  Ko- 
meten K  gebildeten  ebenen  Dreieck  der  Winkel  am  Kometen 
und  A  (=  EK)  die  Distanz  des  Kometen  von  der  Erde,  so 
ergibt  sich  unter  der  obigen  Voraussetzung  die  wahre  Schweif- 
länge c  aus  der  Formel: 

<  =  KZ=  AsinC 


sin  (y— C) 
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Diese  Formel  kann  nun  zu  sehr  unsicheren  Resultaten 
führen,  wenn  C  so  groß  ist,  daß  die  Winkeldifferenz  7- C  (die 
als  Parallaxe  des  Schweifes  bezeichnet  werden  kann,  da  sie  in 
dem  durch  die  Erde  E,  den  Kopf  des  Kometen  K  und  das  Ende 
des  Schweifes  Z  gebildeten  Dreieck  der  Winkel  am  Ende  des 
Schweifes  ist)  sehr  klein  wird,  weil  dann  jede  Unsicherheit  in 
der  Differenz  7  —  C  vergrößert  in  das  Resultat  c  übergeht.  IstC 
so  groß  wie  7  oder  noch  größer,  so  daß  also  die  Differenz  7— C 
sogar  negativ  wird,  so  ist  die  Formel  überhaupt  unanwendbar. 

Dieser  letztere  Fall  zeigte  sich  in  einem  besonders  über- 
raschenden Grade  beim  Kometen  1618  II,  indem  der  Schwei: 
desselben  von  Longomontanus  (Astronomia  Danica,  Appendix) 
in  der  Nacht  vom  9.  zum  10.  Dezember,  als  der  Winkel  7  nach 
der  Rechnung  fast  98°  betrug,  bis  zu  einer  Länge  von  104' 
gesehen  wurde;  er  reichte  nämlich,  wie  es  a.  a.  0.  heißt,  als  er 
um  lh  morgens  fast  gleichzeitig  mit  dem  Mond  aufgegangen 
war,  über  den  Scheitelpunkt  bis  zu  einer  Elongation  von  104 , 
nämlich  bis  zu  den  Sternen  in  der  linken  Hand  des  Kuhrmann. 
wurde  aber,  als  der  Komet  höher  gestiegen  war,  rasch  kürzer 
(vermutlich  wegen  des  jetzt  schon  merklicher  gewordenen 
Mondlichtes).  Hier  ist  also  C  nicht  kleiner,  sondern  im  Gegen- 
teile noch  größer  als  7,  somit  die  Differenz  7— C  negativ  und 
die  Berechnung  der  wahren  Schweiflänge  nach  der  obigen 
Formel  unausführbar. 

Die  Schweif  länge  des  Kometen  1759  1  (des  Halle/sehen 
Kometen)  war  am  5.  Mai  nach  der  Messung  von  La  Nux  au 
der  Insel  Bourbon  47°,  aber  ebenso  groß  ergibt  sich  an  diesem 
Tage  auch  der  Winkel  7,  so  daß  also  die  Differenz  f-t  Nu 
und  somit  die  Berechnung  der  wahren  Schweiflänge  nach  er 
vereinfachten  Formel  ebenfalls  unausführbar  ist. 

Der  Schweif  des  Kometen  von  1769  ist  am  9.  September 
morgens  von  Pi  ngre,  der  sich  damals  auf  dem  Meere  zwischen 
Teneriffa  und  Cadiz  befand,  bis  zu  einer  Länge  von  75  ,  am 
11.  September  bis  zu  90°  und  an  diesem  letzteren  Tage  vo^ 
dem  schon  genannten  La  Nux  sogar  bis  zu  einer  Länge  von 
977/  gesehen  worden.  Der  Winkel  7  ist  für  den  ersten  dies 
Zeitpunkte  93°  4 7',  für  den  letzten  102°  47',  somit  alM«* 
etwas  größer  als  C,  aber  doch  nur  um  einen  so  geringe 
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Betrag,  daß  als  wahre  Schweiflänge,  besonders  in  dem  letzten 
Falle,  eine  sehr  große,  aber  zugleich  auch  sehr  unsichere  Zahl 
zu  erwarten  ist.  In  der  Tat  findet  man,  da  die  Distanz  des 
Kometen  von  der  Erde  A  am  ersten  dieser  beiden  Tage  0-3298 
am  zweiten  0  3270  war,  als  wahre  Schweiflänge  c  nach  diesen 
drei  Angaben  in  derselben  Reihenfolge  in  Einheiten  der 
mittleren  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne  1-0,  1-5,  3  5, 
Werte,  deren  bedeutende  Größe  schon  darum  sehr  unwahr- 
scheinlich ist,  weil  die  Schweiflänge  auf  Grund  der  Beob- 
achtungen vor  und  nach  diesen  zwei  Tagen  wesentlich  kleiner, 
und  zwar  höchstens  0*5  ist. 

Beim  Anblick  so  ungewöhnlicher  Ergebnisse  könnte  man 
sich  versucht  fühlen,  an  der  Richtigkeit  der  Angaben  über  die 
scheinbare  Schweiflänge  zu  zweifeln  und  dieselben  für  Über- 
treibungen zu  halten,  namentlich  wenn  es  sich  bloß  um  Angaben 
aus  alten  Zeiten  handeln  würde.  In  der  Wirklichkeit  ist  aber, 
da  auch  aus  der  neueren  Zeit  ähnliche  Angaben  vorliegen 
(z.  B.  1843  I),  ein  solcher  Zweifel  natürlich  nicht  berechtigt, 
besonders  wenn  man  sieht,  daß  ein  so  ungewöhnliches  Ver- 
hältnis zwischen  7  und  C  auch  bei  viel  kleineren  Beträgen  der 
beobachteten  Schweiflänge  vorkommen  kann.  Es  sei  hier  auf 
den  Kometen  1759  II  aufmerksam  gemacht,  dessen  Schweif  in 
der  ersten  Hälfte  des  Februar  1760  eine  Länge  von  4  bis  5° 
hatte,  während  der  Winkel  7,  da  sich  der  Komet  nahezu  in 
Opposition  mit  der  Sonne  befand,  noch  kleiner  war,  nämlich 
nur  3°,  so  daß  also  wieder  die  Schweif  länge  größer  war  als 
der  Winkel  7.  Der  Ausnahmsfall  hat  eben  nichts  anderes  zu 
bedeuten,  als  daß  man.  nachdem  sich  die  vereinfachte  Forme! 
fast  durchgehends  anscheinend  ganz  brauchbar  erwiesen  hat, 
m  einigen  außergewöhnlichen  Fällen  durch  scheinbar  unmög- 
liche Zahlenverhältnisse  direkt  dazu  gezwungen  werden  kann, 
von  der  vereinfachten,  nur  angenäherten  Rechnung  abzugehen 
und  auch  die  Abweichung  des  Schweifes  von  der  Richtung  des 
Radiusvektors  in  Rechnung  zu  ziehen. 

Geht  man  aber  daran,  diese  Abweichung  für  die  betreffen- 
den Tage  zu  ermitteln,  so  stößt  man  auf  eine  neue  Schwierig- 
keit. Es  zeigt  sich  nämlich,  daß  sie  aus  den  Beobachtungen 
nicht  erkannt  werden  kann,   weil   bei  einem  jeden  dieser 
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Kometen  die  Tage  der  außerordentlich  großen  Schweiflänge 
sehr  nahe  mit  der  Zeit  zusammentreffen,  in  welcher  die  Erde 
durch  die  Bahnebene  des  Kometen  gegangen  ist,  bei  welcher 
Stellung  der  Schweif  nach  unseren  Erfahrungen  stets  schmai 
und  gerade  erscheint  und  seine  Krümmung  durch  Beobachtungen 
nicht  ermittelt  werden  kann. 

Beim  Kometen  161811,  an  welchem  am  10.  Dezember  eine 
außerordentlich  große  Schweiflänge  beobachtet  worden  ist 
stand  die  Erde  am  7.  Dezember  in  der  Ebene  der  Kometen- 
bahn, indem  an  diesem  Tage  die  heliozentrische  Lange  der 
Erde  so  groß  war  wie  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens 
der  Kometenbahn  (L±  180°  =  A  =  75°  440-  Beim  Kometen 
17591,  an  welchem  die  größte  Schweiflänge  am  5.  Mai  beob- 
achtet wurde,  war  am  1 4.  Mai  die  Länge  der  Sonne  so  groß 
wie  die  des  aufsteigenden  Knotens  (L  =  Ä  =  53°  500,  dso 
die  heliozentrische  Länge  der  Erde  so  groß  wie  die  des  ab- 
steigenden Knotens. 

Beim  Kometen  von  1769,  an  welchem  eine  besonders 
große  Schweif  länge  am  9.  und  noch  mehr  am  1 1.  September 
beobachtet  worden  ist,  kam  die  Erde  am  17.  September  in  die 
Ebene  der  Kometenbahn,  indem  an  diesem  Tage  die  Länge  der 
Sonne  so  groß  war  wie  die  des  aufsteigenden  Knotens  der 
Kometenbahn  (L  =  &  =  175°  40-  Beim  Kometen  1759  II,  w 
welchem  in  der  Zeit  vom  7.  bis  10.  Februar  1760  eine  den 
Winkel  t  übertreffende  Schweiflänge  beobachtet  wurde,  war 
am  8.  Februar  die  heliozentrische  Länge  der  Erde  so  groß  we 
die  des  aufsteigenden  Knotens  (Lrfc  180°  =  ft  =  139 

Nun  könnte  man  allerdings,  wenn  man  ernstlich  darau 
ausgeht,  die  wahre  Schweif  länge  für  diese  Kometen  zu  * 
rechnen,  anstatt  der  durch  direkte  Beobachtungen  nie  « 
mittelbaren  Abweichung  des  Schweifes  von  der  Richtung  es 
Radiusvektors  einfach  diejenige  Abweichung  annehmen,  we  c 
sich  aus  den  der  Durchgangszeit  benachbarten  Tagen  ergi^ 
doch  soll  jetzt  die  Bestimmung  der  wahren  Schweif  F 
einstweilen  noch  bei  Seite  gelassen  und  dafür  etwas  ,&nger.esc 
dem  sehr  wichtigen  Umstände  verweilt  werden,  daß  * 
wohlmarkierte  Stellung  der  Erde  eine  Aufklärung  d&rüberJan 
warum  der  Schweif  gerade  dann,  wenn  sich  die  Erde  na  c 
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der  Ebene  der  Kometenbahn  befindet,  besonders  lang  gesehen 
werden  kann. 

Da  nach  unseren  Erfahrungen  die  Schweifpartikelchen 
viel  mehr  in  der  Bahnebene  als  in  irgend  einer  anderen  Richtung 
verstreut  sind  —  was  insbesondere  daraus  erkannt  werden 
kann,  daß  der  Schweif  bei  der  erwähnten  Stellung  der  Erde 
niemals  gekrümmt,  sondern  stets  schmal  und  gerade  gesehen 
wird  —  so  sind  bei  diesem  Stande  für  einen  Beobachter  auf 
der  Erde  die  Partikelchen  so  zahlreich,  als  es  nur  möglich  ist, 
hintereinander  auf  eine  verhältnismäßig  schmale  Z  >ne  des 
Himmels  projiziert,   ihre  Helligkeiten  summieren  sich  und 
infolge  der  dadurch  verstärkten  Flächenhelligkeit  des  Schweifes 
ist  uns  die  Möglichkeit  geboten,  nicht  nur  den  Schweif  über- 
haupt heller,  sondern  auch  lichtschwache  Partien  des  Schweifes 
zu  sehen,  die  bei  einer  anderen  Stellung  der  Erde  wegen  ihrer 
zu  geringen  Flächenhelligkeit  unsichtbar  sind.  Und  so  können 
wir  in  dieser  Stellung  namentlich  auch  die  besonders  licht- 
schwachen Partien   am  Ende  des  Schweifes  wegen  ihrer 
jetzigen  Gedrängtheit  mehr  vereinigt  und  daher  den  Schweif 
länger  sehen. 

Zu  diesem  charakteristischen  Umstand  ist  bei  den  meisten 
Kometen  noch  ein  anderer  hinzugetreten,  welcher  die  Sichtbar- 
keit des  Schweifes  begünstigt  hat,  nämlich  der,  daß  die  Erde 
in  den  Zeitpunkten  des  Durchganges  nicht  nur  der  Bahnebene, 
sondern  auch  dem  Schweif  des  Kometen  nahe  gewesen  ist, 
und  zwar  dort,  wo  r  <  R  war,  dem  Schweif  sogar  näher  als 
dem  Kopf  des  Kometen.  Dies  folgt  unmittelbar  aus  der  Klein- 
heit des  Winkels  C 

Daß  dieser  Winkel  in  den  vorgelegten  vier  Fällen  klein 
war,  braucht  wohl  nicht  mehr  eigens  dargelegt  zu  werden, 
denn  obschon  er  sich  in  diesen  Fällen  zur  Berechnung  der 
wahren  Schweiflänge  nur  wenig  oder  gar  nicht  geeignet 
gezeigt  hat,  so  kommt  doch  alles,  was  über  ihn  gefunden  wurde, 
mag  er  nun  positiv  oder  Null  oder  negativ  gewesen  sein,  darauf 
hinaus,  daß  er  als  klein  angesehen  werden  muß  und  wenn  das 
der  Fall  ist,  so  ergibt  sich  von  selbst,  daß  die  Erde  in  einem 
solchen  Zeitpunkt  entweder  (wenn  r  <  R)  dem  Kometenschweif 
selbst  (Fig.  i)  oder  (wenn  r  >  R)  wenigstens  dem  Radiusvektor 
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des  Kometen  nahe  gewesen  ist  (Fig.  2).  Im  ersteren  Falle  (Fig.!), 
der  hier  der  wichtigere  ist,  steht  die  Erde,  wie  schon  bemerkt 
dem  Schweife  des  Kometen  näher  als  dem  Kopfe;  der  Schweif 
geht  demnach  in  verhältnismäßig  geringer  Entfernung  an  der 
Erde  vorüber  und  das  Besondere  dieser  Stellung  hat,  da  der 
Schweif  von  der  Sonne  abgewendet  und  die  Erde  stets  in  der 
Ekliptik  ist,  zur  Folge,  daß  das  Schweifende  nahe  in  Opposition 
mit  der  Sonne  und  nahe  an  der  Ekliptik  gesehen  wird.  Das 
war  bei  diesen  Kometen  auch  tatsächlich  der  Fall. 

Was  zunächst  den  Kometen  1618  11  betrifft,  so  war  die 
Sonne  am  10.  Dezember  an  der  Grenze  der  Sternbilder  Skorpion 
und  Schütze,  das  Schweifende  im  Fuhrmann.  Beim  Kometen 
von  1769  befand  sich  die  Sonne  nach  dem  ersten  Drittel  des 


Fig.  2. 

September  an  der  Grenze  der  Sternbilder  Löwe  und  Jungfrau, 
das  Ende  des  Schweifes  am  11.  September  nach  der  Angabe 
von  Pingre  in  den  Fischen  (unterhalb  a  Piscium).  Also  hier 
wie  dort  nahe  in  Opposition  mit  der  Sonne  und  nahe  an  v 
Ekliptik. 

Beim  Kometen  1759  I  fehlt  zwar  die  Angabe  der  Stelle  es 
Himmels,  an  welcher  das  Ende  des  Schweifes  gesehen  wor  en 
ist,  so  daß  also  die  obige  Behauptung  hier  nicht  geprüft  wer  en 
kann,  doch  findet  sich  dafür  in  dem  Berichte  von  La  Nux  eine 
andere,  für  die  vorliegende  Untersuchung  wichtige  Bemer  ung. 
»Wir  sahen  den  Schweif  dünner  und  länger  werden i  i> 
zum  5.  Mai,  wo  ich  ihn  zu  nahe  47°  maß;  am  14.  Mai  ate 
noch  19°  Länge«.  tcn 

Über  die  Stelle,  an  welcher  das  Schweifende  des  Kom  ^ 
1759  II  gesehen  wurde,  ist  eine  nähere  Angabe  nicht  no  ig,^ 
sich  hier  wegen  r  >  R  nicht  nur  der  Schweif,  sondern 
ganze  Komet  in  Opposition  mit  der  Sonne  befand. 

Es  erscheint  mir  nicht  ganz  überflüssig,  auch  noc 
folgenden  Umstand  aufmerksam  zu  machen.  Wenn  ie 
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wie  hier  dargelegt  worden  ist,  infolge  der  Kleinheit  des  Winkels 
(7 — C)  nahe  dem  Schweife  des  Kometen  oder  wenigstens  nahe 
dem  Radiusvektor  des  Kometen  gewesen  ist,  so  muß  sie  aus 
diesem  Grund  auch  sehr  nahe  an  der  Ebene  der  Kometenbahn 
gewesen  sein  und  man  kommt  also  auch  auf  diesem  Wege 
wieder  zu  dem  schon  früher  gefundenen  Durchgange  der  Erde 
durch  die  Ebene  der  Kometenbahn.  Es  ist  somit  jedesmal, 
wenn  die  WinkeldirTerenz  (7—  C)  klein  ist,  auch  L — be- 
ziehungsweise L — IS  klein;  aber  nicht  immer  umgekehrt. 

Je  kleiner  nun  der  Winkel  (j— C),  d.  h.  also  je  näher  die 
Erde  dem  Kometenschweif  ist,  um  so  mehr  sind  wir  in  die 
Lage  versetzt,  längs  des  Schweifes  fast  in  derselben  Richtung, 
in  welcher  der  Schweif  verläuft,  gegen  sein  Ende  blicken  zu 
können  und  hier  auch  den  zurückgekrümmten  Teil  am  Ende 
des  Schweifes,  falls  derselbe  über  uns  gewissermaßen  hinüber- 
reicht und  nicht  von  uns  abgewendet  ist,  als  eine  Verlängerung 
des  Schweifes  zu  beobachten,  also  noch  aus  einem  zweiten 
Grunde  den  Schweif  länger  zu  sehen. 

Der  Beobachter  auf  der  Erde  ist  sonach  in  dieser  be- 
sonderen Stellung  durch  zwei  Umstände  begünstigt:  1.  Wegen 
des  Standes  der  Erde  in  der  Ebene  der  Kometenbahn  sehen 
wir  möglichst  viele  Partikelchen  des  Schweifes  hintereinander 
projiziert  und  die  Fortsetzung  des  Schweifes  auch  noch  an  den 
Stellen,  an  welchen  die  Partikelchen  schon  verhältnismäßig 
lichtschwach  sind.  2.  Wegen  des  Standes  der  Erde  nahe  am 
Kometenschweif  selbst  können  wir,  abgesehen  davon,  daß  wir 
dem  Schweif  überhaupt  näher  sind,  auch  die  in  der  zurück- 
gekrümmten Partie  befindlichen  Partikel  als  eine  Verlängerung 
des  Schweifes  sehen. 

Bei  diesen  Darlegungen  ist  immer  vorausgesetzt  worden, 
daß  der  zurückgekrümmte  Teil  des  Schweifes  und  überhaupt 
seine  konkave  Seite  gegen  die  Erde  gewendet  ist.  Ob  das  der 
Fall  ist,  kann,  wenigstens  in  erster  Annäherung,  verhältnis- 
mäßig leicht  erkannt  werden.  Man  hat  zu  diesem  Zweck,  da 
bei  der  Bewegung  eines  Kometen  in  seiner  Bahn,  sei  es  zur 
Sonne  oder  von  der  Sonne,  stets  die  konvexe  Seite  des 
Schweifes  die  vordere  und  die  konkave  die  hintere  ist,  eigent- 
lich nur  zu  untersuchen,  ob  die  Erde  in  dem  vorgelegten  Zeit- 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  Kl.;  CXV.  Bd.,  Abt.  Ua.  96 
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punkte  hinter  oder  vor  dem  Kometen  war,  oder  mit  anderen 
Worten,  ob  der  Komet  in  diesem  Zeitpunkte  die  auf  der  Rich- 
tung seiner  Bewegung  senkrecht  stehende,  durch  die  Erde 
gehende  Ebene  bereits  passiert  hat  oder  noch  nicht.  Im  ersten 
Falle  war  die  konkave  Seite  des  Schweifes  gegen  die  Erde 
gewendet,  im  zweiten  die  konvexe. 

Für  diese  Ebene  kann  bei  den  meisten  Kometen,  da  ihre 
Bewegungsrichtung  gegen  die  Ekliptik  wesentlich  geneigt  ist 
in  erster  Annäherung  die  Ekliptik  selbst  gewählt  werden  und 
man  kann  daher  auch  sagen,  die  konkave  Seite  des  Schweife? 
ist  gegen  die  Erde  gewendet,  wenn  die  wahre  Anomalie  de* 
Kometen  v  (algebraisch)  schon  größer  ist  als  die,  welche  er  bei 
seinem  letzten  Durchgange  durch  die  Ekliptik  gehabt  hat  für 
welchen  Zeitpunkt,  wenn  der  Komet  von  Süd  nach  Nord 
gegangen  ist,  v  —  —  («•  -ft),  und  wenn  er  sich  von  Nord  nach 
Süd  bewegt  hat,  v  —  180°— («— ß)  ist.  Im  ersten  Fall  ist  das 
Argument  der  Breite  n  schon  größer  als  0°,  im  zweiten  schon 
größer  als  180°.  Das  ist  nun  bei  den  genannten  Kometen  in  der 
Tat  zu  bemerken. 

Der  Komet  1618  II,  der  während  seiner  Sichtbarkeit  helio- 
zentrisch von  Süd  nach  Nord  gegangen  ist,  hatte  am  10.  Dezem- 
ber, an  welchem  Tage  die  außerordentlich  große  Schweiflänge 
von  104°  beobachtet  wurde,  schon  das  Argument  der  Breite 
»=23°  erreicht,  nachdem  am  25.  November  «  =  0°,  d.h. 
v  =  — (s-  -&)  —  +72°  39'  gewesen  war.  Es  ist  also  die  An- 
nahme gestattet,  daß  die  konkave  Seite  seines  Schweifes  gegen 
die  Erde  gewendet  war. 

Der  Komet  1759  I  war  am  5.  Mai,  zu  welcher  Zeit  ersieh 
heliozentrisch  von  Nord  nach  Süd  bewegte,  bei  « ~  204  ' 
nachdem  er  schon  fast  einen  Monat  früher,  nämlich  am  11.  Apnl 
bei  u=  180°,  d.  h.  bei  v  =  180°-(s-Ä)  =  69°  2(f  S* 
wesen  war. 

Ahnlich  war  es  beim  Kometen  von  1769,  dessen  Schweif 
am  9.  und  11.  September  scheinbar  übermäßig  lang  gesehen 
worden  ist;  er  ging  im  September  von  Nord  nach  Süd  und  war 
an  den  zwei  genannten  Tagen  bei  u  r=  192°,  beziehungsweise 
193°,  nachdem  er  schon  am  30.  Juli  bei  «  =  180%  d.  h.  bei 
fr::  i,so°    (T.    r )  —     1 49°  8'  gewesen  war. 
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Dadurch  erscheint  nun  tatsächlich  der  Nachweis  erbracht, 
daß  ein  jeder  dieser  Kometen  zu  der  Zeit,  in  welcher  sein 
Schweif  besonders  lang  gesehen  wurde,  die  Erde  gewisser- 
maßen schon  überholt  hatte,  woraus  sodann  gefolgert  werden 
kann,  daß  sich  die  Erde  zu  dieser  Zeit  auf  der  zurück- 
gewendeten, d.  h.  konkaven  Seite  des  Schweifes  befunden  hat- 
Beim  Kometen   1759  II  läßt  sich  zwar  der  Nachweis 
nicht  in  der  gleichen  Weise  erbringen,  indem  dieser  Komet 
zu  der  Zeit,  in  welcher  7  <  C  war,  in  Opposition  mit  der 
Sonne  von  Süd  nach  Nord  ging  (r  >  K),  so  daß  X— L  in  der 
Nähe  von  180°  und  ß  ebenso  wie  u  in  der  Nähe  von  0°  war, 
doch  ist  dafür  die  Zurückbeugung  des  Schweifes  schon  aus 
den  Angaben  der  Beobachter  zu  erkennen,  indem  es  dort 
heißt,  daß  der  Schweif,  obgleich  er  immer  der  Sonne  ent- 
gegengesetzt war,  doch  stets  eine  südliche  Abweichung  behielt; 
der  Schweif  ist  also,  da  der  Komet  von  Süd  nach  Nord  ging, 
in  der  Tat  zurückgeblieben. 

Nachdem  nun  alle  Folgerungen  dargelegt  erscheinen,  zu 
welchen  der  Umstand  führt,  daß  die  Länge  des  Schweifes 
unter  der  vereinfachten  Voraussetzung  in  einigen  Fällen  nicht 
berechnet  werden  kann,  soll  nunmehr  versucht  werden,  die 
Länge  tatsächlich  zu  ermitteln  (wenn  es  auch  nur  angenähert 
möglich  ist),  also  jetzt  auch  die  Abweichung  des  Schweifes 
von  der  Richtung  des  Radiusvektors  mit  in  Rechnung  zu  ziehen. 
Da  aber  diese  Abweichung  und  speziell  die  Zurückbeugung 
des  Schweifes  wegen  der  Eigenheit  der  hier  zusammen- 
treffenden Umstände  durch  direkte  Beobachtungen  nicht  be- 
stimmt werden  kann,  ist  es  nötig,  eine  Annahme  zu  machen 
und  dazu  empfiehlt  es  sich,  als  Zurückbeugung  diejenige  in 
Rechnung  zu  ziehen,  welche  sich  aus  den  der  Durchgangs- 
zeit benachbarten  Beobachtungen  ergibt.  Die  Rechnung  kann» 
da  die  Zurückbeugung  >s  ebenso  wie  der  Schweif  selbst  und 
der  Radiusvektor  in  der  durch  die  Erde,  die  Sonne  und  den 
Kometen  gehenden  Ebene  liegend  angenommen  werden  darf, 
in  der  einfachsten  Weise  gemacht  werden,  nämlich  nach  der 
Formel 

_      A  sin  C 
sin(7+<p— C) 
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So  kann  für  den  Kometen  1618  II  auf  Grund  der  Unter 
suchungen  von  Bredichin  <p  =  24°,  für  17591  ?=10effür 
1769  <p  =  6°  in  Rechnung  gebracht  werden. 

Es  zeigt  sich  jedoch,  daß  auch  diese  Werte  der  Zurück- 
beugung in  den  meisten  Fällen  noch  immer  zu  klein  sind,  um 
eine  auch  nur  einigermaßen  sichere  Berechnung  der  wahren 
Schwei  Hänge  zu  ermöglichen,  indem  der  Parallaxenwinke! 
(TT— C)  auch  nach  Hinzufügung  von  tp  so  klein  bleibt,  daß  sich 
für  c  infolge  der  Kleinheit  des  Nenners  auch  jetzt  noch  immer 
ein  ungewöhnlich  großer  und  somit  auch  unsicherer  Wen 
ergibt.  Man  müßte,  um  eine  so  außerordentlich  bedeutende, 
aber  auch  mit  einer  großen  Unsicherheit  behaftete  Länge  nicht 
zum  Vorschein  kommen  zu  lassen,  noch  viel  größere  Werte 
von  tf,  beispielsweise  30°,  40°  oder  gar  50°  in  Rechnung 
bringen,  aber  so  weit  den  Schweif  als  ganzes  zurückgebeugt 
anzunehmen,  ist  wohl  nicht  zulässig. 

Ich  habe  daher  versucht,  die  Figur  des  Schweifes  als  eine 
gebrochene  Linie  in  Rechnung  zu  ziehen  und  zu  diesem  Zweck 
angenommen,  daß  der  erste  Teil  des  Schweifes  -  beispiels- 
weise bis  zu  zwei  Dritteln  der  Länge  —  noch  in  der  Verlänge- 
rung des  Radiusvektors  liegt,  der  zweite,  entferntere  aber 
zurückgewendet  und  über  die  Erde  hinweg  gerichtet  ist,  etwa 
so  wie  ein  Ast  eines  Baumes,  unter  dem  wir  stehen.  Es  werden 
also  zwei  Partien  des  Schweifes  unterschieden,  C,  und  C  von 
denen  jede  in  einer  anderen  Weise  in  Rechnung  gezogen  wird 
Die  Länge  der  ersten  Partie  wird  nach  der  gewöhnlichen  ver- 
einfachten Formel  gerechnet,  wobei  übrigens  auch  die  anders- 
woher bekannte  Zurückbeugung  <p  berücksichtigt  werden  kann, 
also  nach: 

A  sin  Ct  A  sin  L\ 

c\  —  —    oder    —r~,  77' 

sin  (7- -C,)  sin(7+?-C|) 

Bezüglich  der  zweiten  Partie  muß  eine  Annahme  darüber 
gemacht  werden,  unter  welchem  Winkel  diese  Partie  von  er 
Verlängerung  des  Radiusvektors  abzweigt.  Ich  habe  ftnSe"0^ 
men,  daß  sie  sich  an  die  Verbindungslinie  zwischen  der  Er  t 
und  dem  Endpunkte  der  ersten  Partie  des  Schweifes  unter 
einem  rechten  Winkel  anschließt,  so  daß  man  also,  nach  e 
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zunächst  der  Abstand  des  Endpunktes  der  ersten  Partie  des 
Schweifes  von  der  Erde  nach 


A  sin  y 


sin  (t— Ct) 

gerechnet  ist,  zu  cx  noch  hinzuzufügen  hat: 

ca  =  A'  tang  C8. 

Man  findet  durch  eine  solche  Zerlegung  für  den  Kometen 
1618  II  am  9./10.  Dezember: 

C=  69°  20'+34°  40', 
c  —  0-71+0-52  =  1-23, 

oder  wenn  in  der  ersten  Partie  auch  noch  die  Zurückbeugung 
•p  =  24°  eingeführt  wird: 

c  =  0-43+0-31  =074. 

Als  Schweiflänge  des  Kometen  17591  am  5.  Mai  findet 
man  auf  demselben  Wege: 

C  =  31°  20'+ 15°  4(y, 
c  =  0-73+0-29  =  1-02, 

oder  wenn  in  der  ersten  Partie  des  Schweifes  auch  noch 
?  =  10°  in  Rechnung  gezogen  wird: 

c  =  0-63+0-18  =  0'81. 

Will  man  die  Rechnung  unter  der  Annahme  machen,  daß 
die  Abzweigung  der  zweiten  Partie  schon  in  der  Mitte  der 
scheinbaren  Länge  beginnt,  also  bei  C=  23»//,  so  findet  man: 

c  =  0  38+0-31  =0-69. 

Für  den  Kometen  von  1769  ergibt  sich  als  Schweif  länge 
am  10./1 1.  September: 

C—90°   fr:  0-42  +  0-27  —  0-69, 

C=97l/2°...    c  —  0-48+0-33  =0-81; 
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oder  wenn  auch  noch  die  kleine  Zurückbeugung  *  -  C 
berücksichtigt  wird: 

C=90°   c-  0-38+0-24  =  0'62, 

C  —  971// . . .    c  =  0-43+0-29  =  0  /2. 

Es  war  mir  mit  diesen  ziemlich  willkürlichen  Zerlegungen 
natürlich  nur  darum  zu  tun,  eine  Berechnung  der  wahren 
Schweif  länge  wenigstens  vom  geometrischen  Standpunkt  au? 
zu  ermöglichen.  Um  auch  den  physikalischen  Anforderunger, 
mehr  entsprechen  zu  können,  müßte  man  der  Form  des 
Schweifes,  insbesondere  an  seinem  Ende,  noch  mehr  Aufmerk- 
samkeit widmen,  wobei  unter  anderm  auch  die  vonPingrean 
dem  Kometen  von  1769  bemerkte  zweifache  Krümmung  zu 
beachten  wäre.  Übrigens  ist  eine  genaue  Bestimmung  der 
Länge  bei  diesen  Objekten  ohnehin  ganz  ausgeschlossen,  selbst 
dann,  wenn  die  Verhältnisse  wesentlich  günstiger  liegen  als  in 
diesen  Fällen. 

Beim  Kometen  1759  11,  dessen  scheinbare  Schweiflänge 
keine  bedeutende  war  (größte  Länge  am  9.  Februar  ,)°),  kann 
der  Schweif  ats  ganzes  zurückgebeugt  angenommen  werden. 
Man  findet,  wenn  als  Zurückbeugung  <p  der  Reihe  nach  die 
Werte  10°,  20°,  30°  gewählt  werden: 

10°  0-33 
20  015 
30  0-10 

Diese  Werte  von  c  müssen,  da  sich  aus  den  anderen  beotv 
achteten  scheinbaren  Schweiflängen  des  Kometen  viel  klein«« 
ergeben  (selbst  im  Maximum  am  25.  Jänner  1760  bloß  0'ü>- 
als  sehr  groß  bezeichnet  werden  und  man  wird  daher  a  ^ 
Grund  des  Umstandes,  daß  man,  um  den  anderen  Werten  vorn 
nahe  zu  kommen,  eine  so  bedeutende  Zurückbeugung 
nehmen  muß,  zu  der  Folgerung  gedrängt,  daß  zwar  tatsa 
die  Zurückbeugung  eine  sehr  bedeutende  gewesen  sein  m^. 
aber  andrerseits  der  Schweif  auch  infolge  des  Standes  dei  r 
nahe  an  der  Kbene  der  Kometenbahn  verlängert  ersc  ie 
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sein  dürfte  und  daß  somit  hier  vermutlich  diese  beiden 
Umstände  zusammengewirkt  haben. 

Nachdem  nun  diese  vier  Kometen,  die  durch  das  Absonder- 
liche in  dem  Verhältnis  zwischen  den  Winkelgrößen  ?  und  C 
zu  einer  näheren  Untersuchung  gedrängt  und  dadurch  die  hier 
dargelegte  Erklärung  veranlaßt  haben,  erledigt  erscheinen,  soll 
zunächst  bemerkt  werden,  daß  sich  unter  den  Kometen  bis 
zum  Ende  des  18.  Jahrhunderts,  bis  wohin  meine  bisher  publi- 
zierten diesbezüglichen  Kometenuntersuchungen  reichen,  auch 
solche  gefunden  haben,  bei  denen  zwar  die  Schweiflänge  nach 
der  vereinfachten  Kormel  ohneweiters  berechnet  werden  kann, 
aber  trotzdem  für  irgend  einen  Tag  eine  unerwartet  große 
Länge  zum  Vorscheine  kommt,  und  zwar  auffallenderweise 
wieder  gerade  zu  der  Zeit,  in  welcher  die  Erde  nahe  an  der 
Ebene  der  Kometenbahn  gewesen  ist. 

So  war  es  z.  B.  beim  Kometen  von  1742,  bei  welchem 
am  26.  März  L  —  *$  war.  Unter  den  ziemlich  zahlreichen  An- 
gaben über  den  Schweif,  welche  Lacaille  in  der  Zeit  vom 
8.  bis  27.  März  gemacht  hat,  führt  die  vom  25.  März  auf  eine 
Länge  (>  10°),  die  wesentlich  größer  ist  als  die  unmittelbar 
vorangehenden  (3°  bis  6°)  und  dieses  Maximum  ist  hier  be- 
sonders darum  beachtenswert,  weil  zu  dieser  Zeit  der  Perihel- 
durchgang  schon  lange  vorüber  war  (T  am  8.  Februar),  also 
der  Schweif  nach  unseren  Erfahrungen  eigentlich  schon  immer 
kleiner  werden  mußte  und  andrerseits  tatsächlich  gleich  nach 
dem  27.  März  die  Angaben  über  den  Schweif  ganz  aufhören. 

Ein  ähnliches  Beispiel  liefert  der  hauptsächlich  von  Mes- 
sier  beobachtete  Komet  1770  II  (T  am  22.  November,  L  =  V 
am  8./9.  Jänner  1771),  indem  man  bei  der  Berechnung  der 
wahren  Schweiflänge  am  10.  Jänner  1771  (demjenigen  Beob- 
achtungstage, welcher  dem  8./9.  Jänner  am  nächsten  liegt) 
durch  einen  unerwartet  großen  Wert,  nämlich  c  =  0  16,  über- 
rascht wird,  während  sich  nur  wenige  Tage  später  wesentlich 
kleinere  Werte  ergeben,  nämlich  am  16.  Jänner  0  06  und  am 
17.  nur  0-03. 

Auch  der  Komet  1781  II  kann  hier  noch  erwähnt  werden 
Tarn  29.  November,  L  =r  am  8.  Dezember),  indem  unter  den 
Angaben  über  die  scheinbare  Schweiflänge,  welche  fast  alle 
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von  Mechain  sind,  die  vom  10.  Dezember  den  größten  Wert 
der  wahren  Länge,  nämlich  0'09  liefert,  während  sich  aus  den 
Angaben  vom  November  nur  0*02,  beziehungsweise  0  03 
ergibt. 

Da  sonach  der  Umstand,  daß  eine  ungewöhnlich  große 
Schweif  länge  auf  den  gleichzeitigen  Stand  der  Erde  in  der 
Ebene  der  Kometenbahn  zurückgeführt  werden  kann,  nicht 
besonders  selten  zu  sein  scheint,  so  liegt  es  nahe,  diese  Unter- 
suchung auf  die  Gesamtheit  der  Kometen  auszudehnen  und 
dabei  das  gefundene  Merkmal  selbst  zum  Ausgange  zu  wählen, 
d.  h.  also  nachzusehen,  ob  es  außer  den  schon  vorgeführten 
noch  andere  Kometen  gibt,  bei  denen  sich  (auch  wenn  der  Be- 
rechnung der  wahren  Länge  nach  der  vereinfachten  Formel 
anscheinend  kein  Hindernis  entgegensteht)  der  Durchgang  der 
Erde  durch  die  Ebene  der  Kometenbahn  durch  eine  besonders 
große  Schweif  länge  verraten  hat. 

Ich  habe  dementsprechend  die  diesbezügliche  Kometen- 
literatur und  insbesondere  die  des  10.  Jahrhunderts  durch- 
gesehen, muß  aber  gleich  hier  bemerken,  daß  diese  Nachlese 
wenig  ergiebig  ausgefallen  ist.  Es  kommt  zwar  nicht  selten  vor, 
daß  der  Schweif  eines  Kometen  zu  der  Zeit,  in  welcher  die 
Erde  nahe  an  der  Ebene  seiner  Bahn  war,  besonders  lang 
gesehen  worden  ist,  doch  ist  diese  Verlängerung  nicht  überall 
beweiskräftig,  weil  sie  bei  manchen  Kometen  mit  einem  anderen 
Umstand  zusammentrifft,  welchem  ebenfalls  eine  Steigerung 
der  Ansehnlichkeit  des  Schweifes  zugeschrieben  werden  kann; 
das  ist  vor  allem  die  Nähe  des  Perihels,  dann  auch  bedeutende 
Erdnähe  oder  große  Höhe  über  dem  Horizonte.  Auch  trifft  es 
sich  öfters,  daß  eine  Beobachtungsreihe  gerade  mit  den  Tagen 
der  größten  Schweiflänge  beginnt  (beim  Heraustreten  eines 
Kometen  aus  den  Sonnenstrahlen  oder  überhaupt  aus  der 
Dämmerung)  oder  abbricht  (beim  Verschwinden  eines  Kometen 
in  der  Dämmerung  oder  am  Horizonte),  so  daß  also  der  Nac  • 
weis  in  solchen  Fällen  kein  vollständiger,  sondern  nur 'ein  ein- 
seitiger ist.  Trotzdem  empfiehlt  es  sich,  auch  solche  Fälle  nie 
unerwähnt  zu  lassen,  weil  es  leicht  möglich  und  gewiß  nie 
unwahrscheinlich  ist,  daß  die  besondere  Länge  eines  Schwertes 
durch  den  Stand  unserer  Erde  in  der  Ebene  der  Kometenba  n, 
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wenn  auch  nicht  vollständig  bewirkt,  so  doch  wenigstens  teil- 
weise mit  verursacht,  also  die  Erscheinung  verstärkt  und  be- 
günstigt worden  ist. 

Hier  muß  vor  allem  der  durch  eine  außerordentlich  kleine 
Periheldistanz  ausgezeichnete  Komet  von  1680  genannt  werden, 
der  nur  wenige  Tage  nach  seinem  Periheldurchgang  (T  am 
18.  Dezember)  und  ebenso  wenige  Tage  nach  dem  Durchgang 
der  Erde  durch  die  Ebene  seiner  Bahn  (L  =  &  am  21.  De- 
zember) mit  einem  außerordentlich  langen  und  hellen  Schweif 
am  Abendhimmel  aus  den  Sonnenstrahlen  herausgetreten  ist- 
ebenso  der  Komet  1819  II  (<7  =  0-34),  der  Anfang  Juli  in 
beträchtlicher  Größe  aus  den  Sonnenstrahlen  herausgekommen 
ist,  nachdem  am  27.  Juni  der  Durchgang  durch  das  Perihel  und 
nur  einen  Tag  früher  der  Durchgang  der  Erde  durch  die  Ebene 
seiner  Bahn  (L  —  tf)  stattgefunden  hatte.  Auch  der  Komet 
1860  III  (q  —  0  29)  ist  hier  zu  nennen,  da  sein  Schweif  gleich 
an  den  ersten  Beobachtungstagen,  welche  dem  Periheldurch- 
gang (16.  Juni)  und  dem  Stand  der  Erde  bei  L  =  &  (15.  Juni) 
schon  nach  wenigen  Tagen  folgten,  am  längsten  gesehen  und 
sodann  immer  kürzer  wurde. 

Bei  diesen  drei  Kometen  ist  die  Zulässigkeit  der  Ver- 
mutung,<daß  der  schon  an  sich  lange  Schweifauch  noch  infolge 
des  besonderen  Standes  der  Erde  wesentlich  verlängert  er- 
schienen ist,  nur  eine  kleine;  größer  ist  sie  schon  bei  den 
folgenden. 

Komet  von  1590.  T  am  8.  Februar;  L=^am  6.  März. 
Der  Schweif  erschien  an  diesem  letzteren  Tag  in  der  Tat  am 
längsten,  indem  sich  aus  den  Beobachtungen  von  Tycho 
Brahe  als  wahre  Länge  am  5.  März  0  04,  am  6.  März  0-05 
und  am  8.  März  nur  mehr  0*01  ergibt. 

Komet  von  1652.  Tarn  12.  November;  L  =  am  19.  De- 
zember. Nach  den  Beobachtungen  von  Hevelius  war  der 
Schweif  am  20.  Dezember  am  längsten  und  ist  von  da  an,  abge- 
sehen von  kleineren  Schwankungen,  immer  kürzer  erschienen; 
die  Bestätigung  ist  jedoch  ganz  so  wie  beim  Kometen  von  1590 
keine  ausreichende,  weil  die  Beobachtungen  erst  mit  dem 
20.  Dezember  beginnen  und  die  Abnahme  der  Schweiflänge 
gewiß  auch  darauf  zurückgeführt  werden  darf,  daß  sich  der 
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Komet  zu  dieser  Zeit  schon  immer  mehr  von  der  Sonne  ent- 
fernte. 

Komet  von  1664.  T  am  4.  Dezember;  L  — tf  am  12. .De- 
zember. Auch  bei  diesem  Kometen  beginnen  die  Beobachtungen 
gerade  zu  der  Zeit,  in  welcher  die  Erde  nahe  an  der  Ebene 
seiner  Bahn  war  und  überdies  ist  die  größte  Schweifiänge 
nicht  schon  zu  dieser  Zeit,  sondern  erst  später,  nämlich  Ende 
Dezember  1664  und  am  Anfange  des  Jahres  1665  beobachtet 
worden,  doch  darf  der  Komet  trotzdem  hier  genannt  werden, 
weil  es  sehr  wahrscheinlich  ist,  daß  sein  Schweif  beim  Beginne 
der  Beobachtungen  wesentlich  länger  war,  als  er  gesehen 
wurde  und  nur  darum  verkürzt  erschienen  ist,  weil  der  Komet 
zu  jener  Zeit  noch  sehr  weit  im  Süden  stand  (Deklination  -22' 
bis  —30°)  und  daher  für  die  meisten  Beobachter  auf  der  Nord- 
hemisphäre nur  in  kleinen  Höhen  zu  sehen  war. 

Komet  1861  II.  Tarn  II.  Juni,  L  =  tf  am  30.  Juni.  Nach 
den  zahlreichen  Schweifbeobachtungen,  insbesondere  denen 
von  J.  Schmidt  in  Athen,  hatte  der  Schweif  gerade  am30Jum 
seine  größte  Länge  und  ist  von  da  an  Tag  für  Tag  kürzer 
erschienen.  Diese  auffallende  Bestätigung  erleidet  zwar  eine 
Einschränkung  durch  den  Umstand,  daß  der  von  Süden  herauf 
kommende  Komet  in  Europa  an  diesem  Tage  überhaupt  zum 
ersten  Male  gesehen  worden  ist  und  noch  dazu  der  Erde  sehr 
nahe  war,  doch  ist  es  jedenfalls  nicht  unwahrscheinlich,  dallzu 
der  bedeutenden  Schweif  länge  auch  der  besondere  Stand  der 
Erde  beigetragen  hat  Ziemlich  dasselbe  gilt  von  dem  folgenden. 

Komet  1881  III.  7  am  16.  Juni,  L  =  tT  am  22.  Juni.  Auch 
bei  diesem  ebenfalls  von  Süden  heraufgekommenen  Kometen 
war  der  Schweif  zu  der  Zeit,  in  welcher  der  Komet  auf  der 
Nordhemisphäre  allgemein  sichtbar  wurde  (25.  Juni),  am 
längsten  und  hat  von  da  ziemlich  gleichmaßig  abgenommen 

Nach  diesen  Kometen,  bei  denen  die  größten  Schive.i- 
längen  beim  Beginn  der  Beobachtungen  gesehen  wurden,  Kann 
ein  anderer,  ebenfalls  sehr  ansehnlicher  Komet  genannt  werden, 
bei  dem  die  Beobachtungen  mit  der  größten  Schweifung 
geendet  haben,  und  das  ist  der  von  1874. 

Komet  1874  III.   T  am  8.  Juli,  L  =  &  am  21  lüh' 
Schweif  des  Kometen  ist  an  diesem  letzteren  Tage,  nac  e 
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er  bis  dahin  stetig  zugenommen  hatte,  tatsächlich  am  längsten 
gesehen  worden,  so  insbesondere  von  J.  Schmidt  (Astr.  Nachr., 
Bd.  87,  Nr.  2067),  doch  darf  auch  hier  der  einschränkende  Um- 
stand nicht  unerwähnt  bleiben,  daß  die  Schweifentwicklung  zu 
dieser  Zeit  infolge  des  vor  kurzem  stattgehabten  Periheldurch- 
ganges  überhaupt  eine  sehr  bedeutende  gewesen  ist  und  daß 
der  Komet  überdies  auch  der  Erde  recht  nahe  war.  Jedenfalls 
kann  aber  die  Möglichkeit  nicht  in  Abrede  gestellt  werden,  daß 
zu  der  bedeutenden  Länge  des  Schweifes  auch  der  besondere 
Stand  der  Erde  bei  L  =  #  beigetragen  hat  und  außerdem  ist 
dieser  Komet  hier  schon  darum  erwähnenswert,  weil  der  Durch- 
gang der  Erde  durch  die  Ebene  seiner  Bahn  dadurch  an- 
gedeutet  ist,  daß  der  Schweif  am  21.  Juli,  wie  Bredichin  auf 
Grund  der  Beobachtungen  von  Schmidt  gefunden  hat  (Annales 
de  l'observ.  de  Moscou,  III,  2.,  p.  7  und  8),  ganz  gerade  er- 
schienen  ist. 

Ein  vollständiges  Seitenstück  zu  den  Kometen,  durch 
welche  diese  Untersuchungen  veranlaßt  worden  sind  (1618  II, 
1  /o9 1,  1 769),  bietet  der  durch  seine  kleine  Periheldistanz  an  den 
Kometen  von  1680  erinnernde  Komet  1843  I;  T  am  27.  Februar, 
A  zwischen  359°  und  2°,  demnach  L  =  &  zwischen  dem  20. 
und  23.  März. 

Der  Komet  18431  ist  bald  nach  seinem  Periheldurchgang 
im  März  mit  einem  außerordentlich  langen  und  hellen  Schweif 
aus  den  Sonnenstrahlen  herausgekommen,  also  ähnlich  wie  der 
große  Komet  von  1680,  doch  scheint  sich  bei  ihm,  obwohl  die 
beträchtliche  Schweif  länge  so  wie  bei  jenem  Kometen  größten- 
teils seiner  außerordentlichen  Annäherung  an  die  Sonne 
(q  =  0-006)  zugeschrieben  werden  muß,  doch  auch  der  Durch- 
gang der  Erde  durch  die  Ebene  der  Kometenbahn  (zwischen 
dem  20.  und  23.  März)  verraten  zu  haben,  und  zwar  dadurch, 
daß  der  Schweif  auch  zu  der  Zeit,  in  welcher  er  in  Mitteleuropa 
sichtbar  wurde  (erst  vom  17.  März  an),  noch  immer  eine  be- 
trächtliche Länge  hatte.  Die  Beobachtungen  der  scheinbaren 
Schweif  länge  des  Kometen  von  J.  Schmidt  (Astr.  Nachr., 
Bd.  21,  Nr.  487),  der  damals  noch  im  Hamburg  war,  lassen  zu 
dieser  Zeit  sogar  ein  Maximum,  und  zwar  am  21.  März, 
erkennen   (siehe  die  Werte  von   C  in   der  nachfolgenden 
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Tabelle).  Nicht  minder  beachtenswert  ist  auch  die  Bemerkung 
von  Schmidt,  daß  der  Schweif  am  20.  März  die  größte 
Helligkeit  hatte. 

Noch  mehr  tritt  das  Ungewöhnliche  in  der  Schweiflänge 
dieses  Kometen  dann  zu  Tage,  wenn  man  daran  geht,  aus  der 
scheinbaren  Länge  nach  der  vereinfachten  Formel  die  wahre 
Länge  zu  berechnen.  Man  stößt  nämlich  hier  auf  dieselben 
Schwierigkeiten,  die  sich  schon  bei  den  vier  zuerst  vorgeführten 
Kometen  gezeigt  haben,  indem  der  Winkel  t,  wie  man  aus  der 
Zusammenstellung  ersieht,  an  vier  Tagen  von  der  scheinbaren 
Schweiflänge  C  übertroffen  wird  und  auch  an  den  meisten 
anderen  nicht  so  groß  ist,  daß  die  Bestimmung  von  c  eine 
sichere  genannt  werden  könnte.  Da  auch  die  Berücksichtigung 
der  Zurückbeugung  keine  wesentlich  größere  Sicherheit  bringt, 
indem  dieselbe  nach  der  Untersuchung  von  Bredichin  kaum 
mehr  als  <p  =  4°  betragen  hat,  so  wird  man  hier  wieder  zu  der 
Annahme  gedrängt,  daß  der  Schweif  nicht  nur  zurückgebeugt 
sondern  auch  stark  zurückgekrümmt  war  und  ich  habe  daher 
wieder  versucht,  den  Schweif  als  eine  gebrochene  Linie  zu 
berechnen,  deren   letzte  Partie  über  die  Erde  hinweg  ge- 
richtet ist. 

Da  zeigt  sich  aber,  daß  auch  auf  diesem  Wege,  wenn  man 
so  wie  früher  den  Schweif  bis  zu  zwei  Dritteln  der  scheinbaren 
Länge  als  Fortsetzung  des  Radiusvektors  und  nur  das  letzte 
Drittel  als  Abzweigung  ansieht,  noch  immer  nicht  viel  erreicht 
ist,  indem  sich  auch  jetzt  noch  außerordentlich  große  Langen 
ergeben,  nämlich  gegen  3  0  und  noch  darüberhinaus.  Auch 
wenn  bloß  die  Hälfte  der  scheinbaren  Länge  in  der  Fortsetzung 
des  Radiusvektors  und  die  zweite  Hälfte  als  Abzweigung  an- 
genommen wird,  ergibt  sich  die  wahre  Länge  ungewöhnhc 
groß,  nämlich  gegen  2  5.  Erst  wenn  man  noch  weiter  herab- 
geht, also  beispielsweise  nur  ein  Drittel  der  scheinbaren  Länge 
in  der  geradlinigen  Fortsetzung  des  Radiusvektors  und  dagegen 
zwei  Drittel  als  Abzweigung  ansieht,  gelangt  man  zu  Werten, 
die  weniger  unglaublich  erscheinen.  Diese  sind  zugleich  rm 
den  Winkelgrößen  C  und  t  und  den  Distanzen  des  Kometen 
von  der  Erde  A  in  der  Tabelle  unter  cJ  mitgeteilt 
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Die  ungewöhnliche  Größe  der  berechneten  Längen  er- 
scheint noch  mehr  befremdend,  wenn  man  beachtet,  daß  der 
Schweif  dieses  Kometen,  soweit  uns  die  Beobachtungen  be- 
lehren, nur  wenig  gekrümmt  war. 


Ich  habe  auch  den  Versuch  gemacht,  noch  einen  Schritt 
weiter  zu  gehen  und  drei  Partien  des  Schweifes  anzunehmen, 
so  zwar,  daß  die  dritte  an  die  zweite  ebenso  anschließt  wie  die 
zweite  an  die  erste,  und  habe  die  so  erhaltenen  Resultate  unter 
c"  angesetzt.  Noch  weiter  soll  aber  hier  nicht  mehr  gegangen 
werden,  damit  sich  die  Rechnung  nicht  gar  zu  sehr  in  Hypo- 
thesen verliert  Eines  aber  kann  nicht  unbemerkt  bleiben,  näm- 
lich, daß  trotz  der  vielfachen  Willkür,  mit  welcher  hier  darauf 
hingearbeitet  worden  ist,  Schweiflängen  von  mäßiger  Größe  zu 
erhalten,  immer  noch  außerordentlich  bedeutende  Längen  zum 
Vorschein  kommen  und  daß  somit  der  Schweif  dieses  Kometen 
jedenfalls  sehr  lang  gewesen  sein  muß. 

Nachdem  nun  aus  der  Reihe  der  größeren  Kometen  des 
19.  Jahrhunderts  diejenigen  vorgeführt  sind,  welche  für  die  vor- 
liegende Untersuchung  als  Bestätigungen  herangezogen  werden 
können,  erscheint  es  der  Vollständigkeit  halber  nicht  unnütz, 
aus  dieser  Reihe  auch  noch  die  zu  nennen,  welche  keinen 
Beitrag  liefern  können,  weil  während  der  Schweifentfaltung 
die  Erde  gar  nicht  in  die  Nähe  der  Kometenbahnebene  ge- 
kommen ist;  es  sind  die  folgenden:  1807,  1811  I,  1821,  1882  II, 
18861,  1886  II. 
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Auch  der  Komet  1858  VI  (T  am  29.  September)  liefen 
keinen  wesentlichen  Beitrag,  weil  der  Durchgang  der  Erde 
durch  die  Ebene  seiner  Bahn  (L  =:  fi  am  8.  September) 
schon  einen  Monat  vor  der  größten  Schweifcntfaitung  statt- 
gefunden hat,  doch  soll  hier  nicht  unerwähnt  bleiben,  daß  in 
der  Schweiflänge  wenigstens  eine  Andeutung  der  Annäherung 
der  Erde  an  die  Kometenbahnebene  zu  erkennen  ist.  Zunächst 
ist  es  auffallend,  daß  die  Zeit,  in  welcher  sich  nach  Bond  zu- 
erst eine  rapide  Zunahme  von  Helligkeit  und  Schweiflänge 
gezeigt  hat,  nämlich  am  10.  und  12.  September,  sehr  nahe  mit 
dem  Stand  der  Erde  bei  der  Ebene  der  Kometenbahn  zusam- 
mentrifft, so  daß  also  die  Vergrößerung  der  Schweiflänge  zu 
dieser  Zeit  durch  den  bezeichneten  Stand  der  Erde  mitver- 
ursacht worden  sein  kann.  Überdies  ergibt  sich  die  wahre 
Schweiflänge  am  8.  und  12.  September  im  Vergleiche  zu  den 
nächstfolgenden  auffallend  groß,  nämlich  f  =  0*2,  und  wenn 
es  auch  Tatsache  ist,  daß  die  Verkürzung  in  der  Mitte  des 
September  hauptsächlich  eine  Folge  des  Mondlichtes  war  (Voll- 
mond am  23.  September),  so  ist  es  doch  gewiß  beachtens- 
wert, daß  der  Schweif  schon  um  den  8.  September  eine  Länge 
zeigte,  die  er  nach  der  Störung  durch  das  Mondlicht  erst 
wieder  am  25.  und  27.  September  erreicht  hat.  Hiemach  wäre 
also  die  Verkürzung  in  der  Mitte  des  September  nicht  aus- 
schließlich eine  Folge  der  Erhellung  des  Himmels  durch  das 
Mondlicht,  sondern  zum  Teile  reell  gewesen. 

Hier  können  auch  zwei  Kometen  genannt  werden,  die  zu 
der  Zeit,  in  welcher  wegen  des  Standes  der  Erde  eine  wenn 
auch  nur  kleine  Verlängerung  des  Schweifes  zu  ervvartenJ^r 
wesen  wäre,  zwar  keine  derartige  Vergrößerung,  wohl  a  er 
andere  Eigentümlichkeiten  gezeigt  haben. 

Der  eine  ist  der  Komet  von  1823  (7*  am  9.  Dezem  er 
1823,  L  =  üam  23.  Jänner  1824),  der  außer  dem  nor^ 
von  der  Sonne  abgewendeten  noch  einen  zweiten,  der 
zugewendeten,  schmal  und  spitzig  erscheinenden  Sc 
zeigt  hat.  Dieser  letztere  wurde  nun  auffallenderweise  ge 
zu  der  Zeit  gesehen  (22.  bis  31.  Jänner  1824),  in  welcher 
Erde  nahe  an  der  Ebene  der  Kometenbahn  war. 
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Oer  zweite  ist  der  Komet  1825  IV  (T  am  10.  Dezember 
L  =  ä  am  29.  Oktober).  Eine  dem  letzten  Datum  entsprechende 
Vergrößerung  des  Schweifes  ist  zwar  aus  den  Beobachtungen 
unter  denen  hier  besonders  die  von  Dunlop  in  Paramatta' 
geeignet  wären  (Untersuchungen  von  Bredichin,  Annales  de 
lobserv.  de  Moscou,  VIII,  ,),  nicht  zu  erkennen,  doch  ist  dafür 
erwähnenswert,  daß  das  Aussehen  des  Kometen  und  insbe- 
sondere seines  Schweifes  vielfach  gewechselt  hat,  so  daß  Dun- 
lop sogar  auf  die  Annahme  einer  Rotation  des  Schweifes  um 
seine  Achse  verfallen  ist. 

Es  soll  hier  noch  bemerkt  werden,  daß  auch  der  andere 
schon  länger  bekannte  Umstand,  durch  den  sich  der  Durch- 
gang der  Erde  durch  die  Ebene  einer  Kometenbahn  verraten 
kann,  nämlich  daß  der  Schweif  zu  dieser  Zeit  meistens  schmal 
und  fast  gerade  gesehen  wird,  aus  den  überlieferten  Beob- 
achtungen nicht  immer  so  bestimmt  zu  entnehmen  ist,  als  zu 
erwarten  wäre,  und  es  scheint,  daß  die  Beobachter  auf  diesen 
Umstand  erst  dann  besonders  geachtet  haben,  als  auch  seine 
Ursache  erkannt  war.  Die  älteste  Angabe,  die  mit  Sicherheit 
hieher  gedeutet  werden  kann,  findet  man  bei  dem  im  Sommer 
1264  sichtbar  gewesenen  Kometen,  indem  von  ihm  berichtet 
wird,  daß  sein  Schweif  einem  Schiffssegel  glich  und  seine 
Breite  von  Tag  zu  Tag  abnahm,  während  seine  Länge  im 
Gegenteile  zunahm.  Leider  ist  aber  der  Tag,  an  welchem  die 
Breite  am  kleinsten  oder  die  Länge  am  größten  gesehen  wurde, 
nicht  angegeben.  Der  Durchgang  der  Erde  durch  die  Ebene 
der  Kometenbahn  hat  nach  der  wahrscheinlichsten  Bahn  am 
6.  August  stattgefunden.  Aus  der  neuesten  Zeit  kann  der  Ko- 
met 1903  IV  genannt  werden  (T  am  27.  August,  L  =  am 
17.  Juli),  dessen  Schweif  besonders  in  der  Mitte  des  Juli  wie 
ein  langer,  spitzer  Kegel  erschienen  ist. 

Beim  Halley'schen  Kometen,  der  hier  schon  einmal  vor- 
geführt werden  mußte,  nämlich  wegen  seiner  außerordent- 
lichen Schweif  länge  im  Jahre  1759,  kommt  die  Erde  einer- 
seits im  Mai  (L  =  andrerseits  im  November  (L  —  tf)  in 
die  Ebene  seiner  Bahn,  doch  findet  man  außer  der  hier  ge- 
nannten keine  einzige  Erscheinung,  die  für  die  vorliegende 
Untersuchung  einen  Beitrag  liefern  könnte.  In  der  Erscheinung 
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von  1 456  wurde  der  Komet  hauptsächlich  im  Juni  gesehen, 
während  der  Durchgang  der  Erde  durch  die  Stellung  L-i, 
schon  am  25.  April  (alten  Stils)  stattgefunden  hatte.  In  den 
Erscheinungen  von  1378  und  1835,  bei  denen  die  Stellung 
L  =  V,  also  der  Monat  November,  in  Betracht  kommen  würde, 
war  der  Komet  mit  seinem  Schweif  am  besten  im  Oktober 
zu  sehen  und  kam  im  November  schon  in  eine  ungünstige 
Stellung  am  Abendhimmel;  nahe  dasselbe  gilt  von  der  Er 
scheinung  im  Jahre  1607,  nur  mit  dem  geringfügigen  Unter- 
schiede, daß  hier  der  Komet  schon  Ende  Oktober  in  die  Abend- 
dämmerung rückte.  Die  Erscheinungen  von  1531  und  W 
können  noch  weniger  herangezogen  werden,  weil  der  Komet 
in  denselben  hauptsächlich  im  August,  beziehungsweise  August 
und  September  beobachtet  worden  ist. 

Wenn  wir  nun  von  den  Kometen  mit  großen  Schweifen  zu 
denjenigen  mit  geringerer  Schweifentwicklung  übergehen,  sc 
soll  zunächst  bemerkt  werden,  daß  sich  bei  diesen  nicht  mehr 
so  sicher  wie  bei  jenen  angeben  läßt,  ob  und  in  welchem  Gra* 
eine  allenfalls  beobachtete  Verlängerung  des  Schweifes  au 
den  besonderen  Stand  der  Erde  zurückgeführt  werden  kann 
Überhaupt  sind  augenscheinliche  Beweise  unter  diesen  *>- 
meten  nicht  mehr  zu  finden,  aber  es  kommt  wiederholt  vor, 
daß  die  Sichtbarkeit  eines  Schweifes  überhaupt  nahe  mit  <fc 
Durchgang  der  Erde  durch  die  Kometenbahnebene  ZÜS*m*^ 
trifft;  es  ist  daher  jedenfalls  angezeigt,  die  betreffenden  Kome^ 
wenigstens  zu  nennen,  da  es  immerhin  möglich  ist,  «  ^ 
Schweif  infolge  dieses  günstigen  Standes  der  Erde  he ^tf 
schienen  und  daher  leichter  sichtbar  geworden  ist.  ^ 
demnach  hier  auf  die  folgenden  Kometen  aufmerksam  gem 
werden: 

1748  I  (T  am  28.  April,  L  —  y  am  12.  Mai); 

1771  (7  am  19.  April,  L  =  ß  am  17.  April); 

1847  III  (Tarn  9.  August,  L  =  tf  am  I.  September); 

1847  V  ( T  am  9.  September,  L  =  V  am  2.  August); 

1851  IV  (7  am  30.  September,  L  =  IS  am  7.  November;, 

1853  II  (T  am  9.  Mai,  I  =  ßam  1.  Mai);  ^  ^ 

1888  V  (T  am  12.  September  1888,  L  =  tf  am  6.  FebruA 
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Zum  Schlüsse  sei  nochmals  darauf  hingewiesen,  daß  in 
den  meisten  Fällen,  in  denen  ein  Kometenschweif  beim  Durch- 
gang  der  Erde  durch  die  Bahnebene  wesentlich  länger  ge- 
sehen worden  ist  (wie  insbesondere  gleich  bei  den  vier  zuerst 
vorgeführten  Kometen),  die  Erde  dem  betreffenden  Kometen 
und  insbesondere  seinem  Schweife  ziemlich  nahe  war  und  daß 
somit  die  Erscheinung  eines  besonders  langen  Schweifes  in 
diesen  Fällen  auch  noch  durch  eine  geringe  Distanz  zwischen 
der  Erde  und  dem  Kometen  begünstigt  worden  ist. 

Daraus  darf  aber  andrerseits  gefolgert  werden,  daß  in  solchen 
Fällen,  in  denen  ein  Komet  zur  Zeit  des  Durchganges  der  Erde 
durch  die  Ebene  seiner  Bahn  von  der  Erde  weit  entfernt  war 
(A  >  1),  eine  Verlängerung  des  Schweifes,  wenn  sie  auch  tatsäch- 
lich vorhanden  war,  nur  ausnahmsweise  zu  bemerken  ist,  weil 
dann  auch  schon  der  Schweif  überhaupt  wegen  seines  großen  Ab- 
Standes von  der  Erde  bei  weitem  nicht  so  ansehnlich  erscheint, 
wie  er  in  beträchtlicher  Erdnähe  erscheinen  würde.  So  ist  bei 
dem  Kometen  1853  III,  obwohl  die  Erde  während  der  Sichtbar- 
keit desselben  durch  die  Ebene  seiner  Bahn  gegangen  ist 
(13.  August),  aus  den  Beobachtungen  von  einer  Verlängerung 
seines  Schweifes  nichts  zu  erkennen,  weil  sich  der  Komet 
während  des  angedeuteten  Erdstandes  weit  von  der  Erde,  und 
zwar  jenseits  der  Sonne  befand  (A  =  1-3).   Nur  der  große 
Komet  1843  I  bildet  auch  hier  wieder  eine  auffallende  Aus- 
nahme, da  derselbe  eine  außerordentlich  große  Schweiflänge 
gezeigt  hat,  obwohl  sein  Abstand  von  der  Erde  schon  größer 
als  1-0  war. 

Damit  sind  nun  so  gut  wie  alle  Kometen  genannt,  die  bei 
der  Beantwortung  der  Frage,  bei  welchen  Kometen  sich  der 
Durchgang  der  Erde  durch  die  Ebene  der  Kometenbahn  in  der 
Erscheinung  des  Schweifes  bemerkbar  gemacht  hat,  erwähnt 
werden  müssen.  Überblickt  man  die  Ergebnisse  dieser  kleinen 
Durchmusterung,  so  sieht  man,  daß  die  an  den  zuerst  vor- 
geführten Kometen  besonders  auffallend  hervortretende  Tat- 
sache der  scheinbaren  Verlängerung  eines  Kometenschweifes 
mit  Sicherheit  eigentlich  nur  selten  bemerkt  worden  ist,  aber 
immerhin  doch  so  häufig,  daß  das  Phänomen  jetzt  noch  mehr 
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wahrscheinlich  geworden  ist  und  auf  dasselbe  auch  in  anderen 
Fällen  mit  Berechtigung  aufmerksam  gemacht  werden  darf. 

Es  kann  sich  somit  ein  solcher  Durchgang  der  Erde  nicht 
nur  dadurch  verraten,  daß  der  Schweif  schmal  und  gerade, 
sondern  auch  dadurch,  daß  er  länger  erscheint  als  vor  und 
nach  diesem  Zeitpunkte.  Vorausgesetzt  ist  dabei,  daß  die 
Schweifpartikelchen  viel  mehr  in  der  Bahnebene  als  in  irgend 
einer  anderen  Richtung  verstreut  sind,  und  daß  neben  oder 
zwischen  den  vorderen  auch  noch  die  meisten  rückwärtigen 
gesehen  werden  können. 

Diese  Ergebnisse  liefern  eine  neue  Bestätigung  des  Er- 
fahrungssatzes, daß  die  Kometenschweife  eigentlich  noch  viel 
länger  sind,  als  wir  sie  gewöhnlich  sehen.  Diese  Folgerung 
erscheint  schon  bei  jeder  genaueren  Betrachtung  eines  Kometen- 
schweifes unabweislich  und  ist  durch  die  in  der  Neuzeit  ge- 
lungenen photographischen  Aufnahmen  von  Kometenschweifen 
in  einem  unerwarteten  Grade  bestätigt  worden. 

Wir  können  aber  einen  Kometenschweif  in  einem  beson- 
deren Fall  auch  direkt  länger  sehen,  und  zwar  dann,  wenn  die 
Erde  eine  solche  Stellung  hat,  daß  die  hauptsächlich  in  der 
Bahnebene  verstreuten  Schweifpartikelchen  möglichst  gedrängt 
hintereinander  auf  eine  verhältnismäßig  schmale  Strecke  des 
Himmels  projiziert  erscheinen  und  infolge  der  dadurch  ver- 
stärkten Flächenhelligkeit  des  Schweifes  auch  Partien  am  Ende 
des  Schweifes,  die  bei  einem  anderen  Standpunkte  des  Beob- 
achters zu  lichtschwach  erscheinen,  gesehen  werden  können, 
und  das  ist  der  Fall,  wenn  sich  die  Erde  nahe  an  der  Ebene 
der  Kometenbahn  befindet  und  insbesondere  dann,  wenn  mc 
zugleich  auch  dem  Kometenschweif  selbst  nahe  ist. 

Berichtigung.  In  meiner  Abhandlung  -Über  die  mutmaß- 
liche Zeit  der  Wiederauf'findung  des  Halle/sehen  Kovnem^ 
seiner  nächsten  Erscheinung«  soll  es  auf  der  4.  Seite  (p- 
dieses  115.  Bandes)  1 1.  Zeile  von  oben  anstatt  »Periheldistanz« 
heißen  »Perihelzeit«. 
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Uber  nirgends  singulare  lineare  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung 

von 

Georg  Pick  in  Prag. 

(Vorgelegt  in  der  Siuung  am  13.  Dezember  1906.) 

Vorbemerkung. 

Nachfolgende  Mitteilung  ist  ein  Ausschnitt  aus  einer  vor 
10  Jahren  angestellten  Untersuchung,  die  ich  niemals  zu 
publizieren  die  Absicht  hatte.  Die  Notiz  des  Herrn  G.  Herglotz 
über  den  im  Titel  bezeichneten  Gegenstand,1  auf  die  ich  ganz 
kürzlich  von  befreundeter  Seite  aufmerksam  gemacht  wurde, 
zeigt  mir  indes,  daß  mein  Verfahren  zur  Aufstellung  jener 
nirgends  singulären  Differentialgleichungen,  wie  es  in  früheren 
Veröffentlichungen2  auseinandergesetzt  ist,  keine  Beachtung 
gefunden  hat  und  veranlaßt  mich  so  zu  den  hier  zu  gebenden 
Ausführungen.  Das  Verfahren  scheint  mir  vor  den  üblichen 
Versuchen  zur  Gewinnung  der  Gleichung  zweierlei  Vorzüge 
zu  besitzen.  Einmal  die  Sicherheit,  mit  welcher  es  die  rich- 
tige Gleichungsform  liefert;  in  dieser  Hinsicht  hat  es  sich 
bereits  bewährt  im  Falle  binärer  Darstellung  des  Gebildes,  wo 
es  zuerst  die  richtige  Gleichungsform  geliefert  hat.8  Andrer- 
seits der  Umfang  der  Anwendbarkeit.  Das  Verfahren  ist 
wirklich  durchführbar,  gleichgültig,  ob  das  Gebilde  in  irgend 


1  Math.  Ann.,  62,  p.  3t9. 

2  Göttinger  Nachr.,  1894.  Nr.  4,  p.  311.  —  Math.  Ann.,  50,  p.  381. 
Letzteren  Aufsatz  zitiere  ich  im  folgenden  mit  »M.  F.«. 

a  Siehe  die  vorige  Anmerkung,  sowie  Klein,  Vorlesung  über  lineare 
Differentialgleichungen  von  1894  (Tcubncr),  p.  97,  Fußnote. 
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welcher  besonderen  Gestalt  (kanonische  Flächen  etc.)  oder  in 
allgemeiner  Art  gegeben  ist,  also  insbesondere  für  ebene 
Kurven  mit  beliebigen  Singularitäten  u.  s.  f.  Vielleicht  findet 
sich  noch  Gelegenheit,  die  in  dieser  Hinsicht  gewonnenen 
Resultate  mitzuteilen. 

Die  Ermittlung  der  nirgends  singulären  Differential- 
gleichungen ist  eine  Einzelanwendung  der  Theorie  der  Über- 
schiebungen der  Formen  eines  algebraischen  Gebildes,  ins- 
besondere der  multiplikativen  Formen,  deren  Grundzüge  in  den 
zitierten  beiden  Arbeiten  entwickelt  sind.  Auf  diese  werde  ich 
mich  daher  im  folgenden  stützen  müssen. 

§  1.  Ein  formaler  Hilfsatz. 

Es  seien  xv  x2i. .  .xk  Formen  der  binären  Veränderlichen 
iv  $jj  von  gleichem  Grade  p  und  übrigens  beliebiger  funktionaler 
Beschaffenheit,  ferner  sei  M  eine  Form  der  x  vom  Grade  m 
gleichfalls  beliebiger  Natur.  M  kann  symbolisch  so  geschrieben 
werden:1 

M  =  Mxm 

und  ist  in  letzter  Linie  eine  Form  der  $  vom  Grade  pm.  In  den 
x  geschrieben  ist  sie  für  k  ^  3  noch  unendlich  vieler  Gestalten 
fähig,  was  hier  ohne  weiteren  Belang  ist. 

Sind  nun  7)„  yj2  irgend  welche  Größen,  so  rechnet  man 
leicht 


i  Bezüglich  des  Gebrauches  symbolischer  Darstellung  bei  ",cht  g^ 
rationalen  Können  vcrgl.  die  Ausführungen  in  dem  Aufsätze:  » 
Differentialgleichungen  in  invarianter  Darstellung*,  diese  Siuungsber.,  •  ^ 
1903,  insbesondere  P.  HA  ff.   Natürlich  wäre  es  möglich,  die  Entwicklung«^ 
Textes  auch  in  unsymbolischcr  Form  durchzuführen,  aber  nur  mit  einem 
erheblichen  Opfer  un  Kürze  und  Deutlichkeit. 
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wo  durch  die  ersten  und  zweiten  Polaren  der  Formen  x 

bezeichnet  sind.  Andrerseits  ist1 

^-k*\x)%.Mr\Mx1  Mxy  =  2M?-*(MXMX  — M* ) 
also  m  V' 

Nunmehr  werde  angenommen,  daß  M  eine  ganze  und 
rationale  Linearform  der  i  sei: 


Dann  ist 


und  es  folgt 


pm  =  1, 
/      8  3  V 


Mr*{Mx%  Mxy  =  0.  (2) 

Der  Ausnahmefall  p  -  l  kommt  im  folgenden  nicht  in 
Betracht. 

§  2.  Ebene  singularitätenfreie  Kurven.  Erste  Überschiebung. 

Es  sei 

/=/?  =  (>  (,) 

die  Gleichung  einer  ebenen  singularitätenfreien  Kurve,  also 
vom  Geschlechte 

(«—  2) 
 2  • 


1  Der  Sinn  dieser  Überschiebung  innerhalb  eines  Symbols 
braucht  kaum  erläutert  zu  werden.  Es  ist 
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Sind  €2  nirgends  singuläre  homogene  Veränderliche1 
der  Kurve,  so  läßt  sich  (1)  durch  eine  »Parameterdarstellung« 
befriedigen,  welche  darin  besteht,  daß  xv  *2,  *,  drei  unver- 
zweigten ganzen  (d.  i.  überall  endlichen)  multiplikativen 
Formen  der  £  von  gleichem  Multiplikatorsystem  und  gleichem 
Grade,  nämlich  mit  je  n  Nullstellen  gleichgesetzt  werden. 
Dieser  Grad  ist 

 n  2 

p— 1  ~~  «—3 

Sind      «2,  «3  und  t>„  v2,  vs  willkürliche  Großen,  so  ist 


Joi  —  C  •  - 


vx  vjx 


eine  nirgends  singuläre  oder  verschwindende  Diflerentialform 
und  man  kann  also  setzen: 

Sind  nun  A,  B  Formen  von  den  Graden  a,  ß  in  S,  also  von 
den  Ordnungen  (Graden  in  x): 

so  setze  man  für  die  «  und  t>  die  durch  diese  bezüglichen  Ord- 
nungen dividierten  ersten  Differentialquotienten  der  A,  B  nac 
den  x.  Es  ergibt  sich 

Cu        J  i_ 

dm  =  V«,  =  -  ^=T  ■      (/  A«f 


woraus 


(4*)'  =-ri.(/AB)' 


1  Von  den  bekunnten  Eigenschaften,  die  hier  nicht 
werden  brauchen. 
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folgt.  (A,  By  bedeutet  die  erste  Überschiebung  der  A,  B  nach 
den  (/  A,  B)1  die  in  bekannter  Weise  normierte  Funktional- 
determinante der  Funktionen  der  *:  /,  A,  B.  Wir  verfügen  nun 
noch  über  den  willkürlichen  Koeffizienten  C  derart,  daß  die 
Formeln  endgültig  lauten: 


(A,  By  =  (/  A,  B)\  (0) 
n — 3 


äm  —  — 


»x  Udx 


(f,  »x,  vxy 


(3) 


§  3.  Zweite  Überschiebung. 

Nach  dem  bei  früherer  Gelegenheit1  auseinandergesetzten 
Verfahren  hat  man,  um  die  zweite  Überschiebung  zweier 
Linearformen  ux,  vx  zu  bilden,  zu  beachten,  daß  für  vx  =  0 

wx. (hx,  vxy  -  2  {((ux,  wxy}  vxy-({Ux,  Vxy,  wxy) 

ist.  Nach  (2)  des  vorigen  Paragraphen  erhält  man  für  die 
rechte  Seite  zunächst 

Z{fxn-x(fu*v),vxy-2(fx«-*{fnv\  tvxy 
und  hieraus  bei  nochmaliger  Anwendung  jener  Formel 
2//-1//-2  (//t;)  {fu  W)_2f«-Vr*  Cfffv)  (/«  v)  = 

=  fvx  Sx"-*/*"-2  iffn)  (ffv)—vx  ./?"•/,"-*  {ffu)  (ffw), 

wo  /  und  /  gleichbedeutende  Symbole  sind.  Es  ist  also  für 
vx  ~  0: 

vxy  =Ä"-*fz**(fM  (ffv) 
=  (f,f,uxvxy 

nach  üblicher  Bezeichnungsweise.  Wegen  der  Symmetrie 
dieses  Ausdruckes  in  ux%  vx  gilt  die  gefundene  Gleichung  auch 
für  ux  =  0  und  es  ist  folglich  die  Form 

{ux,vxy-(f,f,uxvxy 
1  Vergl.  »M.  F.«,  §  5,  und  Abschnitt  II. 
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durch  nxvx  teilbar.  Der  Quotient  ist  eine  ganze  Rationalform  ♦ 
der  x  (von  der  Ordnung  2n — 6),  wie  unmittelbar  aus  denLc 
besprochenen  Eigenschaften  der  zweiten  Überschiebung  folgt 
Im  übrigen  erfahrt  4>  keine  nähere  Bestimmung  und  es  wird 
sich  unten  zeigen,  daß  es  je  nach  Auswahl  der  nirgends  singu- 
lären  iv  £2  jede  Form  obiger  Ordnung  bedeuten  kann.  Wir 
erhalten  also 

{uX}vx)*=z(fJ,uxvxy+*.uxvx.  0) 
4>  ist  von  ux,  vx  unabhängig,  wie  leicht  zu  sehen  ist. 

§  4.  Die  nirgends  singulare  Differentialgleichung. 
Aus  der  zuletzt  gefundenen  Formel  folgt  sofort 
M?-\MXi  Mxf  =  (//,  M)*+*.M. 

Bedeutet  nun  M  eine  ganze  rationale  Linearform  der  i,  so 
hat  man  nach  (2),  §  1 : 

Andrerseits  verifiziert  man  leicht,  daß  die  Gleichung  (D 
eine  singularitätenfreie  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
für  M  darstellt,  wie  immer  das  Polynom  4>  von  der  Ordnung 
(2  «-6)  gewählt  werden  mag,  da  ja  die  Auswahl  von  *  auf  die 
Singularitäten  der  Differentialgleichung  überhaupt  ohne  Einfluß 
ist.  Damit  ist  die  Herleitung  in  beweiskräftiger  Weise  ge- 
schlossen. 

Folgende  Bemerkung,  den  Kern  der  gegebenen  Entwick- 
lung betreffend,  ist  vielleicht  nicht  überflüssig.  Die  Sichert«  • 
durch  welche  dieselbe  ausgezeichnet  ist,  beruht  darauf,  daß  e 
erforderliche  funktionentheoretische  Schluß  an  jene  Stelle >  ge- 
schoben ist,  wo  er  leicht  und  unzweideutig  durchgew 
werden  kann.  Es  sind  die  benützten  Sätze  über  die  funktionc i- 
theoretische  Natur  der  Überschiebungen  multiplikativer  Form  , 
die  den  bezeichneten  Zweck  erfüllen. 


Ii  ffn  Cordan  für 
1  In  Übereinstimmung  mit  der  früheren  Angabe  von  nerrn 

die  C4  und  der  neuerlichen  allgemeinen  von  Herrn  Herglotx. 
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§  5.  Raumkurve  sechster  Ordnung  vom  Geschlechte  4. 
Auch  für  Kurven  in  drei-  oder  mehrdimensionalen  Räumen 
bewährt  sich  die  Methode;  bei  Beschränkung  auf  volle  Schnitte 
sind  die  erforderlichen  Operationen  besonders  einfacher  Natur. 
Ich  setze  das  hier  an  dem  Falle  der  Raum-C6  vom  Geschlechte  4 
auseinander,  bemerke  aber  ausdrücklich,  daß  der  allgemeine 
Fall  in  völlig  gleicher  Weise  zu  behandeln  ist  und  keine  neue 
Schwierigkeit  mit  sich  bringt. 

Es  seien  /=  0,  F  =  0  die  Gleichungen  der  Flächen 
zweiter,  beziehungsweise  dritter  Ordnung,  deren  Schnitt  die 
Raumkurve  bildet.  Dann  hat  man 


dui=z  C 


Ux  dux 

vx  dvx 


(f,  F,  ux,  vxy 
Ähnlich  wie  im  §  2  ergibt  sich  hieraus 
(A,  By  =  (/,  F,  A,  B)\ 


dm  —  — 


1 

t'x  Vdx 

(1) 


(2) 


2  (f,F,ux,vxy 
Ferner  gewinnt  man  die  für  vx  —  0  gültige  Relation 

>vx.(hx,  vxy  =  2  {««„  wxy,  vxy-((uX}  vxy,  wxy }  = 

=      ~  nx{(fFfn)(fFfv)F*Fl+2(fFFu)W 

durch  leichte  symbolische  Umformung.  Die  in  der  Klammer 
enthaltene,  in  ux,  vx  symmetrische  Bildung  hängt  im  Grunde 
nur  von  den  Formen/,  F  und  dem  Produkt  uxvx  ab.  Wir  wollen 
sie  mit 

-S(f,f,F,F,nxvxy 
bezeichnen,  so  daß  also  für  vx  =  0 

(",,tv)2=(//,F,F,«jt;,)« 
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wird.  Wegen  der  erwähnten  Symmetrie  gilt  diese  Gleichung 
auch  für  ux  =  0  und  man  hat  also  wieder  allgemein 

(uXt  vx)*  =  (fj,  F,  F,  Hxvx)*+*.utvg,  dl 

wo  <I>  eine  ganze  Rationalform  der  x  von  zweiter  Ordnung 
bedeutet,  welche  keine  nähere  Bestimmung  erfahrt.  Aus  (1)  er- 
gibt sich  mittels  (2),  §  1,  die  nirgends  singulare  Differential- 
gleichung 

(/,/  F,  Ff  M)*+Q.M=0,  (2) 

worin,  wie  kaum  hinzuzufügen  nötig,  (f,f,  F,  F,  M)* 
(/,/,  F}  F,  nxvxy  entsteht,  indem  sowohl  die  u  als  die  f  durch 
die  normierten  ersten  Ableitungen  von  M  ersetzt  werden. 

Über  die  hier  auftretende  invariante  Bildung  sei  nur  noch 
folgendes  bemerkt.  Wenn  man  in  (//  F,  F,  M)*  F  durch 

F+wxf 

ersetzt,  so  ändert  sich  diese  Bildung,  während  die  linke  Seite 
von  (2)  ungeändert  bleibt,  wenn  man  nur  $  in  entsprechender 
Weise  durch  eine  andere  Form  gleicher  Ordnung  ersetzt.  Indem 
also  an  Steile  von  (//  F,  F,  M)°- 

(f,f,F,F,M)*+<t>0.\f 

gesetzt  wird,  ist  man  im  stände,  den  Ausdruck  gegenüber  be- 
sagter Änderung  von  F  invariant  (kombinant)  zu  gestalten,  s 
einfachste  Annahme  ergibt  sich  hiebei 

°  _  9  Jf 

wenn  «$  die  adjungierte  Form  von  fx  bedeutet.  Man  e^h} 
dasselbe  durch  den  ursprünglichen  Ausdruck  von  tf,f,F>F>'  ^ 
wenn  man  F  von  vornherein  durch  die  (Apolaritäts-)  Bedingun 

FXFJ  =  0 

normiert. 
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Es  muß  dahingestellt  bleiben,  unter  welchen  Umständen 
an  die  erhaltene  Gleichungsform  ähnliche  Schlüsse  geknüpft 
werden  können,  wie  sie  Herr  C.  Herglotz  im  §  2  seiner  Notiz 
für  den  Fall  gewisser  ebener  Kurven  in  Anspruch  nimmt.1 


1  Ich  glaube,  in  §  2  der  Herglotz'schen  Notiz  die  Forderung,  daß  die 
Gruppe  von  >yj«  eine  Hauptkreisgruppe  sei,  hinzudenken  zu  müssen,  da 
ohne  diese  Voraussetzung  die  unzweideutige  Festlegung  von  v\  durch  die  Be- 
dingung eindeutiger  Umkehrbarkeit  wohl  nicht  behauptet  werden  kann. 


I 


I 
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Einfluß  des  Lichtes  auf  elektrostatisch 
geladene  Konduktoren 

von 

Dr.  Franz  Aigner. 

Aus  dem  II.  physikalischen  Institut  der  Universität  Wien. 
(Mit  4  Tcxtßguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Siuung  am  6.  Dezember  1906.) 

Lichtelektrische  Ermüdung  und  Gefäßeinfluß. 

Der  zum  ersten  Male  von  M.  v.  Hoor1  beschriebene  Prozeß 
der  zeitlichen  Abnahme  der  lichtelektrischen  Empfindlichkeit 
einer  frisch  hergestellten  Oberfläche,  welcher  hauptsächlich  bei 
stark  elektropositiven,  noch  für  relativ  langwelliges  Licht 
empfindlichen  Metallen,  wie  Zn,  AI,  Mg,  auftritt,  der  Ermüdung, 
wie  ihn  Kreusler*  nannte,  wurde  früher  gewöhnlich  auf 
Oxydation  der  blanken  Metallfiäche  an  der  Luft  zurückgeführt. 
Die  Unhaltbarheit  dieser  Anschauung  zeigte  zunächst  in 
einigen  Fällen  Hallwachs,8  dann  an  Vakuumzellen  Laden- 
burg* und  Lenard.5  Die  in  dieser  Richtung  von  Buisson,8 
Kreusler7' 8  und  von  v.  Schweidler8  ausgeführten  Versuche 


1  M.  v.  Hoor,  diese  Sitzungsberichte,  97,  719  (1888). 
3  H.  Kreusler,  Ann.  d.  Phys.,  6,  398  und  412  (1901). 

3  W.  Hall  wachs,  Wied.  Ann.,  37,  666  (1889). 

4  E.  Ladenburg,  Ann.  d.  Phys.,  12,  558  (1903). 
:»  Ph.  Lenard,  Ann.  d.  Phys.,  12,  449  (1903). 

*  H.  Buisson,  C.  R.,  130,  1298  (1900). 

7  H.  Kreusler,  Verh.  d.  phys.  Ges.  Berlin,  17,  86  (1898). 

s  E.  v.  Schweidler,  diese  Sitzungsberichte,  112,  II a, 974  (1903). 
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gipfeln  darin,  daß  die  Ermüdung  hauptsächlich  durch  die 
Belichtung  hervorgerufen  wird.  Hallwachs1  hingegen  fand 
bei  Cu,  CuaO,  CuO,  Pt,  Zn,  Fuchsinlösung  und  Stahl  die  Er- 
müdung unabhängig  von  der  Belichtung  mit  sichtbaren  und 
ultravioletten  Strahlen,  hingegen  in  hervorragender  Weise  ab- 
hängig vom  »Gefäßeinfluß«,  das  ist  von  der  Größe  des  Luft- 
raumes, in  dem  die  zu  prüfende  Substanz  aufgehoben  wird,  in 
dem  Sinne,  daß  mit  wachsendem  Volumen  des  Aufbewahrungs- 
ortes die  Ermüdung  parallel  geht;  und  zwar  ist  es  in  erster 
Linie  das  Ozon,  welches  diesen  Prozeß  ausbildet,  nicht  aber 
infolge  seiner  oxydierenden  Wirkung,  sondern  wahrscheinlich 
teilweise  durch  die  Absorption  des  ultravioletten  Lichtes,  even- 
tuell auch  durch  kontaktelektrische  Vorgänge.  Die  bisherigen 
Versuche  mit  entgegengesetzten  Resultaten  betreffs  der  Licht- 
wirkung hält  Hall  wachs  nicht  für  einwandfrei,  da  bei  diesen 
der  Gefäßeinfluß  nicht  bekannt  war  und  deshalb  bei  den  Beob- 
achtungen nicht  eliminiert  werden  konnte.  In  folgenden  Ver- 
suchen wurde  bei  Zn  und  amalgamiertem  Zn  unter  Elimination 
eines  eventuellen  Gefäßeinflusses  zunächst  die  Lichtwirkung 
auf  die  Ermüdungserscheinungen,  dann  die  Existenz  eines 
Gefäßeinflusses   bei   konstanter  Lichtwirkung  studiert.  Die 
Versuchsanordnung  war  im  Wesentlichen  folgende:  Die  w 
untersuchenden  kreisförmigen  Platten  von  zirka  3  cm  Durch- 
messer konnten  in  zwei  gleich  großen  zylindrischen  Gefäßen 
mit  gleicher  Basis  von  665  cm'  Inhalt  an  einen  Stift  angesteckt 
werden,  der  sich,  durch  die  Gefäße  mit  Paraffin  isoliert  durch- 
gehend, direkt  an  ein  Exner'sches  Elektroskop  mit  Bernstein- 
isolation  samt  dem  Gefäß  aufsetzen  ließ.  Den  Platten  gegenüber 
befanden  sich  gegen  Licht  zu  verschließende,  auswechselbare 
Glasfenster,  die  bei  den  Empfindlichkeitsmessungen  durch  eine 
Quarzplatte  ersetzt  werden  konnten,  um  den  stark  brechbaren 
Strahlen,  welche  hauptsächlich  den  Hallwachseffekt  bedingen, 
den  Durchgang  zu  ermöglichen;  zwischen  Platte  und  Fenster 
befand  sich  in  Verbindung  mit  dem  geerdeten  Gefäß  ein  Draht- 
netz, um  eventuelle  Ladungen  des  Quarzes  vom  Versuchsobjekt 
fern  zu  halten.   Die  Gefäße  selbst  waren  aus  Blech  un 

i  W.  Hall  wachs,  Phys.  Zeitschr.,  S,  489  (1904). 
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zeigten,  auf  den  Hallwachseffekt  geprüft,  infolge  ihres  Alters 
der  Oberfläche  nur  den  gewöhnlichen  Zerstreuungswert  des 


Chatte 


noch  fünf  weitere  Gefäße  vom  zweifachen  bis  zum  sechsfachen 
Volumen  und  gleicher  Basis  der  erstgenannten  angefertigt.  Die 
Empfindlichkeitsmessung  selbst  geschah  mit  brennendem 
Magnesiumband  in  der  Weise,  daß  der  zeitliche  Verlauf  der 
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Entladung  der  mit  einer  Zambonisäule  negativ  geladenen 
Platte  (HallwachserTekt,  Hallwachs,'  Righi»)  in  stets 
gleichem  Intervalle  der  Spannung  mit  einer  Sekundenuhr  fixiert 
wurde. 

Die  beiden  gleichen  kleinen  Gefäße  bekamen  nun  ein 
gelbes  und  blaues  Glasfenster  und  wurden  beide  gleichzeitig 
dem  Lichte  einer  Bogenlampe  ausgesetzt.  Durch  diese  An- 
ordnung eliminierte  sich  einerseits  ein  eventuell  vorhandener 
Gefäßeinfluß  infolge  der  Gleichheit  der  Räume,  anderseits  ver- 
mochten die  unvermeidlichen  Bogenschwankungen  nicht  die 
Vergleichsmessungen  zu  stören.  Dunkelheit  und  irgend  eine 
wirksame  Farbe,  wie  zuerst  geplant  war,  konnten  aus  dem 
Grunde  nicht  gewählt  werden,  da  sich  bei  frisch  amalgamierten 
Zn-PIatten  die  Erholungserscheinungen  (E.  v.  Schweidler,5 
Tabelle  I)  störend  geltend  machten,  hingegen  bei  gelbem  Lichte 
nicht  auftraten.  Ein  weiterer  störender  Einfluß,  nämlich  die 
Unmöglichkeit  der  Herstellung  zweier  gleich  beschaffener 
Oberflächen,  um  so  streng  untereinander  vergleichbare  Objekte 
zu  erhalten,  konnte  trotz  aller  Bemühungen,  wie  Zerschneiden 
der  bereits  auf  Hochglanz  polierten  und  zur  Erhöhung  der 
Empfindlichkeit  (W.  Hall  wachs1)  mit  feinstem  Schmirgel- 
papier Hubert  superieur  0000  behandelten  Platten,  nicht 
beseitigt  werden.  Um  diese  Fehlerquelle  nach  Möglichkeit  zu 
eliminieren,  wurde  aus  je  zehn  Messungsreihen  das  Mittel 
genommen.  Von  den  zahlreichen  Versuchen  sprachen  alle  für 
eine  Beeinflussung  der  Empfindlichkeit  durch  wirksames  Licht 
und  gibt  Tabelle  II  von  den  Resultaten  ein  beiläufiges  Bild-  Hier 
bedeutet  /  die  Belichtungszeit;  die  anderen  Kolonnen  geben 
die  Empfindlichkeit  der  darüberstehenden  Substanz  in  Pro- 
zenten an. 


i  W.  Hall  wachs,  Wied.  Ann.,  33,  310  (1888). 

A.  Righi,  C.  R.,  107,  559  (1888). 
3  E.  v.  Schweidler,  diese  Sitzungsberichte,  112,  Ha,  974(1903). 
«  W.  Hall  wachs,  Phys.  Zcitschr.,  5,  489  (1904). 
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Tabelle  I. 


(Minuten) 

Prozente 

j  

t 

(Minuten) 

Prozente 

Frisch  amalgamicrt.  . 

100 

85 
74 
60 
59 
53 
50 

30  bis  60  

Im  Dunkeln 
aurgehoben 

90 

80 

74 

69 

66 

62 

60  »   65  , 

5  «  10  

10  »  15  

65   »  70  

15   »  20  

70  .  75  

20  »   25 .  .  . 

75   »  80.. 

25  »  30.... 

80   »  85  

85   »  90  

Hier  wurde  die  Ermüdung  durch  Bogenlicht  mit  ein- 
gesetztem Quarzfenster  hervorgebracht. 


Tabelle  II. 


/ 

(Minuten) 

Zn  blank 

Zn  amalgamicrt 

gelbes  Glas 

blaues  Glas 

gelbes  Glas 

i 

blaues  Glas 

0 

100 

100 

100 

100 

0  bis 

5  

92 

89 

88 

83 

5  » 

10  

85 

80 

79 

72 

10  » 

15  

79 

72 

71 

62 

15  > 

20  

74 

65 

65 

55 

20  » 

25  

69 

58 

60 

48 

25  » 

30  

65 

53 

56 

43 

30  » 

35  

62 

47 

53 

40 

35  » 

40  

59 

42 

50 

36 

40  ■ 

55 

38 

47 

32 

45  > 

50  

53 

34 

45 

29 

50  » 

55  

51 

30 

43 

27 

55  » 

49 

28 

42 

25 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  Kl.;  CXV.  Bd.,  Abt.  IIa.  98 
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Bei  frisch  amalgamierten  Zn-P!atten  zeigt  sich  in  den 
ersten  2  bis  3  Stunden  ein  öfter  mit  Schwankungen  (E.  v. 
Sch weidler1)  durchzogenes  Ansteigen  der  Empfindlichkeit; 
alte  Platten  hingegen  zeigen  sich  häufig  nach  einer  Bearbeitung 
mit  feinem  Polierpapier  in  ganz  bedeutender  Weise  unempfind- 
licher, behalten  diesen  Wert  oft  Stunden,  ja  Tage  lang,  um 
dann  erst  ganz  langsam  zu  ermüden.  Eine  gleiche  Beobachtung 
findet  sich  bei  E.  v.  Sch vv eidler.  Dort  werden  Prozesse  an- 
geführt, die  neben  der  Belichtung  die  Empfindlichkeit  herab- 
setzen, wie  Erwärmen  in  einer  Flamme,  in  einem  Bade  von 
Wasser,  Petroleum  oder  Benzol  oder  im  Trockenkasten,  ferner 
Abspülen  in  einem  kräftigen  Strahle  reinen  kalten  Wassers  und 
nachfolgendem  Trocknen,  einfaches  Abspülen  mit  Äther  oder 
Benzol,  schließlich  auch  Putzen  einer  amalgamierten  Zn-PIatte 
mit  Schmirgel.  Ferner  weist  v.  Schweidler  darauf  hin,  daß 
hier  keine  Erholung  mehr  eintritt  und  seine  Resultate  im 
Gegensatz  mit  denen  von  v.  Hoor2  stehen,  der  ein  Wieder- 
ansteigen der  herabgesetzten  Empfindlichkeit  fand.  Darüber 
angestellte  Versuche  zeigten,  daß  es  sich  hier  wahrscheinlich 
um  keinen  Gegensatz  handelt,  sondern  nur  um  eine  zeitliche 
Verschiedenheit,  indem  nämlich  bei  frisch  hergestellten  Ober 
flächen,  wenn  sie  den  letztgenannten  Einwirkungen  unter- 
worfen werden,  sich  wohl  eine  Erholung  zeigt,  bei  alten  aber 
nicht.  Daraus  erklärt  sich  auch  ganz  einfach  das  Ansteigen 
einer   frisch   hergestellten,   amalgamierten  Zn-Platte,  deren 
Empfindlichkeit  eben  durch  das  notwendige  Abwaschen  zur 
Entfernung  der  Säure  und  nachfolgendes  Bürsten  und  Trocknen 
herabgemindert  wurde. 

Wenn  man  eine  Zn-Platte  auf  Hochglanz  poliert,  einen 
Tropfen  Quecksilber  mit  einem  Tropfen  äußerst  schwach  an- 
gesäuerten Wassers  mit  feinstem  Schmirgelpapier  in  die  Platte 
sehr  sorgfältig  einreibt  mit  nachfolgendem  tüchtigen  Abwaschen, 
Bürsten  und  neuerlichem  Polieren  mit  Plüsch,  so  erhält  man 
Platten,  welche  einem  Spiegel  wenig  nachstehen  und  sie 
lange  Zeit  (ich  habe  eine  derartige  Platte  über  ein  Jahr  au - 


J  E.  v.  Schweidler,  diese  Sitzungsberichte,  112,  IIa,  974  (1903). 
2  M.  v.  Hoor,  diese  Sitzungsberichte,  07,  719  (1888). 
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gehoben  und  der  Spiegel  war  nach  Ablauf  dieser  Zeit  nicht 
blind  geworden)  in  diesem  Zustand  erhalten.  Auf  ihr  licht- 
elektrisches  Verhalten  geprüft,  zeigen  sich  derartige  Platten 
überraschend  unempfindlich,  steigen  ungefähr  1  bis  2  Stunden 
an  und  bleiben  dann  in  ihrer  Empfindlichkeit  trotz  stunden- 
langer Belichtung  mit  allem  möglichen  Licht  nahezu  konstant. 
Wenn  man  die  anderweitig  sehr  häufig  angeführte  Beobachtung, 
daß  auf  Hochglanz  polierte  Platten  durch  Abreiben  mit  feinem 
Schmirgelpapier  ihre  Empfindlichkeit  erhöhen,  beachtet,  so 
läßt  sich  unter  Hinzuziehung  der  modernen  Theorie,  welche 
annimmt,  daß  die  von  der  Platte  absorbierte  wirksame  Licht- 
energie dazu  verwendet  wird,  um  die  bereits  mit  einer  intra- 
molekularen Geschwindigkeit  ausgerüsteten  negativen  Elek- 
tronen in  Freiheit  zu  setzen  (Lenard;1  in  engem  Zusammen- 
hange damit  stehen,  vor  Aufstellung  der  Theorie  ausgeführte 
Experimente  von  Hallwachs,*  Stoletow,3  Bichat  und 
Blondlot,4  v.  Hoor,5  Cantor8),  diese  Erscheinung  dahin 
erklären,  daß  mit  wachsendem  Reflexions-  und  daraus  resul- 
tierendem geschwächten  Absorptionsvermögen .  die  lichtelek- 
trische Empfindlichkeit  naturgemäß  sinken  muß.  Dieselbe 
Erklärung  ist  dann  auch  für  eine  abgeschmirgelte  amalgamierte 
Zn-Platte  heranzuziehen. 

Um  die  Metalle  Zn,  amalgamiertes  Zn  und  Aluminium  auf 
einen  Gefaßeinfluß  zu  prüfen,  wurden  die  früher  erwähnten 
sechs  Gefäße  mit  verschiedenem  Volumen  alle  mit  gleich- 
farbigen, und  zwar  rötlichgelben  Fenstern  versehen,  um  die 
ermüdende  Wirkung  des  Lichtes  zu  beseitigen,  und  durch 
8  Stunden  auf  ihre  lichtelektrische  Empfindlickeit  auf  die  im 
Anfang  erwähnte  Weise  jede  zweite  Stunde  geprüft.  Nach- 
stehende Tabelle  III  gibt  die  aus  je  20  Versuchsreihen  berech- 
nete Wahrscheinlichkeit  (W.)  eines  Gefäßeinflusses. 


i  P.  Lenard,  diese  Sitzungsberichte,  103,  IIa,  1649  (1899),  auch  Ann. 
d.  Phys.,  2,  359  (1900)  und  8,  149  (1902). 

*  W.  Hallwachs,  Wied.  Ann.,  33,  310  (1888),  und  37,  66G  (1889). 
8  A.  Stoletow,  C.  R.,  106,  1593  (1888). 

*  E.  Bichat  und  R.  Blondlot,  C.  R.,  106,  1349  (1888). 

5  M.  v.  Hoor,  diese  Sitzungsberichte,  97,  719  (1888). 

6  M.  Cantor,  diese  Sitzungsberichte,  102,  1 188  (1893). 
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Tabelle  III. 

W. 

Zink  

9/W 

% 

Aluminium  

Ein  mit  blankem  Zink  durch  2  Monate  fortgesetzter  Ver- 
such, wobei  sich  die  eine  Platte  in  einer  ganz  kleinen  glÄsernen 
Stöpselflasche,  die  andere  in  einem  großen  Glaskasten  (un- 
benutzter chemischer  Herd)  befand  und  alle  24  Stunden  die 
Empfindlichkeiten  bestimmt  wurden,  lieferte  kein  für  einen 
Gefäßeinfluß  sprechendes  Resultat. 


Lichtelektrische  Ermüdung  und  Kontaktpotential. 

Buisson»  fand,  daß  sich  die  Kontaktpotentialdifferenz der 
meisten  Metalle  durch  Belichtung  verändert,  und  zwar  von 
einem  Teile  des  Spektrums  (bis  zirka  X  =  310  fta)  derart,  dafl 
das  Metall  elektronegativer  wird,  das  heißt,  in  der  Spannungs- 
reihe sich  vom  Zink  der  Kohle  nähert.  Für  X  <310{if  tritt  bei 
amalgamiertem  Zn  eine  Umkehrung  ein.  Diese  Versuche  wurden 
zunächst  für  Zn,  amalgamiertes  Zn  und  Aluminium  in  folgender 
Weise  wiederholt:  Das  eine  Quadrantenpaar  eines  Elektro- 
meters in  der  vereinfachten  Form  von  Nernst  und  Dolezalek 
wurde  mit  der  auf  ihre  kontaktelektrischen  Veränderungen  zu 
untersuchenden,  rasch  einzusetzenden  Platte  (Durchmesser 
9-4  cm)  eines  Luftkondensators  in  Verbindung  gebracht, 
während  die  andere  Kondensatorplatte  aus  oxydiertem  t 
einerseits  an   die  Erde  gelegt,  andrerseits  auf  ein  dun* 
einen  Stöpselwiderstand  variables  Potential  geladen  werden 


konnte.  Von  der  oxydierten  Cu-Platte  konnte  aus 


darüber 

angestellten  Versuchen  angenommen  werden,  daß  inrKo"ta^ 
Potential  bereits  einen  stationären  Wert  erlangt  hat.  Falls 


1  H.  Buisson,  C.  R.,  130,  1298(1900). 
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liohtelektrische  Empfindlichkeit  mit  der  Kontaktpotentialvaria- 
tion in  irgend  einem  Zusammenhang  steht  (E.  v.  Schwei dler,1 
Hall  wachs*),  zeigte  bereits  Hall  wachs,8  daß  sich  oxydiertes 
Cu  hinsichtlich  jener  nur  langsam  ändert  und  so  während  der 
Versuchsdauer  auch  in  dieser  Richtung  als  konstant  betrachtet 
werden  kann.  Die  Kontaktpotentialdifferenz  ließ  sich  in  dieser 
Anordnung  nach  der  Kompensationsmethode  messen,  also  so, 
daß  man  den  Widerstand  des  auf  die  Platte  fließenden  Zweig- 
stromes so  lange  variierte,  bis  das  mit  der  festen  Zn-Platte 
verbundene  Elektrometer  beim  Aufklappen  des  Kondensators 
keinen  Ausschlag  gab.  Zum  Zwecke  der  Untersuchung  kamen 
die  Platten  in  einen  abgeleiteten  Metallkasten  mit  aufgesetzter, 
gegen  Licht  verschließbarer  Quarzlinse.  Hierauf  wurden  sie 
je  10  Minuten  dem  Lichte  einer  Bogenlampe  durch  rotes,  gelbes, 
grünes  und  blaues  Glas,  Blau-  und  Violettkohle  und  einer 
Heräus'schen  Quarzquecksilberdampflampe  ausgesetzt  oder 
auch  während  dieser  Zeit  im  Dunkeln  in  diesem  Kasten  immer 
in  geerdetem  Zustande  belassen,  um  dann  in  den  Kondensator 
zur  Messung  unter  roter  Beleuchtung  eingesetzt  zu  werden.  Das 
Schmirgeln  und  Amalgamieren  wurde  anfangs  im  vollständig 
verdunkelten  Zimmer  vorgenommen,  um  die  Platte  vor  ihrer 
chromatischen  Belichtung  nicht  mit  dem  Lichte  anderer  Farben 
in  Berührung  zu  bringen;  als  sich  aber  später  die  Unwirksam- 
keit des  roten  Lichtes  zeigte,  wurde,  wie  schon  angedeutet,  bei 
dieser  Beleuchtung  gearbeitet.  Ursprünglich  geschah  die  Be- 
lichtung in  dem  mit  einer  gegen  Licht  verschließbaren  Quarz- 
linse versehenen  Erdschutzkasten  des  Kondensators  selbst, 
doch  zeigte  sich  bald,  daß  durch  die  infolge  lichtelektrischer 
Zerstreuung  (in  diesem  Falle  also  positiver  Elektrisierung  der 
ungeladenen  Platten)  auftretenden  Gasladungen  unkontrollier- 
bare Fehler  entstehen.  Es  mußte  also  die  Platte  aus  dem 
Kondensator  herausgenommen  werden  und  wurde  in  den  oben 
erwähnten  Metallkasten  zu  Belichtungszwecken  eingesetzt,  die 
Belichtung  selbst  aber,  um  Einströmen  der  geladenen  Lampen- 
gase oder  des  Ozons  der  Quecksilberlampe  in  den  Kondensator- 


1  E.  v.  Schwei  dler,  diese  Sitzungsberichte,  112,  Ha,  974  (1903K 

2  W.  Hall  wachs.  Physik.  Zeitschr.,  5,  489  (1904). 


J494 


F.  Aigner, 


schutzkasten  zu  verhindern,  überhaupt  im  Nebenzimmer 
vorgenommen. 

Die  Tabellen  Nr.  IV,  V  und  VI  geben  eine  Übersicht  über 
die  Resultate.  Die  Zahlen  zeigen  die  Kontaktpotentialdifferenzen 
in  Prozenten  an  und  sind  Mittelwerte  aus  je  fünf  Beobachtungen 
wegen  der  Bogenschwankungen.  Das  Kontaktpotential  selbst 
hat  man  bei  einiger  Übung  mit  Hilfe  verschieden  feiner 
Schmirgel,  natürlich  innerhalb  der  auftretenden  Änderungen, 
völlig  in  der  Hand,  und  zwar  steigt  die  Spannungsdifferenz  im 
allgemeinen  mit  der  Politur.  Den  Bogenschwankungen  gegen- 
über ist  es  ziemlich  unempfindlich,  nicht  so  die  lichtelektrische 
Empfindlichkeit. 

In  den  Tabellen  bedeutet  /  die  Zeit  der  Belichtung  in 
Minuten,  D.  Dunkelkeit,  R,  G,  Gr.  und  Bl.  Bogenlicht  durch 
rotes,  gelbes,  grünes  und  blaues  Glas,  Blk.  und  Vk.  Bogenlicht 
von  einer  Blau- und  Violettkohle,  Hg.  Quecksilberlicht.  Tabelle  IV 
bezieht  sich  auf  blankes,  V  auf  amalgamiertes  Zn  und  VI  auf 
Aluminium. 

Tabelle  IV. 


(Minuten) 


Q  

0  bis  10. 
10  >  20... 
20  »  30... 
30  »  40. . . 
40  ,  50... 
50  .  60.. 


D. 


100-0 
900 
94-2 
93-2 
92-5 
92  • 9 
92-0 


R. 


G. 


1000 
960 
942 
93- 1 
92-4 
92 
92-0 


Gr. 


100-0 
96-0 
94  1 
93-2 
92-3 
92  - 1 
91-9 


1000 
960 
94-1 
931 
92-3 
92-0 
91-8 


Bl. 


1000 
960 
94-0 

92-8 
91  8, 
91-5 
913 


Ulk. 


1000 
95-9 
93-7 
92-5 
91-5 
91*2 
91-0 


Vk. 


Hg. 


100-0 
#4  2 
91*5 


1000 
95-0 
93'5 
92-4  j 
91 -4  SS  5  | 
90'S  8"'6 
90-5  S7'2 


Tabelle  V. 


/ 

(Minuten) 

D. 

R. 

G. 

Gr. 

Bl. 

0  

100-0 

100  0 

100  0 

1000 

ioo-o 

0  bis  10.  . 

1000 

100-0 

100-0 

1000 

100-0 

10  »  20... 

100-0 

100-0 

100  0 

1000 

994 

20   »  30... 

99-S 

99-9 

99-9 

99-8 

93-9 

30   »  40... 

99-7 

99 -8j 

99-8 

99-7 

98-5 

40   .  50... 

99-6 

99-7 

99-7 

996 

98-2 

SO   »  GO... 

99-6 

99-6 

99-6 

99  6 

98-0 

Blk. 


ioo-o 

99-7 
989 
98-2 
97o 
97-0 
97-4 


Vk.  Hg. 


oo-o 

105  0 
104- 1 
104  4 
104  6 

104  8, 


IO0L' 

104  5 
106  1 
1062 
1063 
1064 


105  0106-5 
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Tabelle  VI. 


1 

t 

(Minuten) 

1  °- 

R. 

1  ■ 

1  °- 

Gr. 

Bl. 

Blk. 

Vk. 

Hg. 

0 

100 

0 

100 

100 

0 

100 

0 

100-0 

1  VA/  U 

1  Art.  ft 
IVA/  U 

1  fWV 
XUVy  \J 

0  bis  10. . . 

97 

2 

97- 

3 

97 

2 

97- 

3 

965 

96-4 

964 

960 

10  »  20... 

95 

.") 

95- 

4 

95 

4 

95- 

6 

94-0 

930 

92-9 

92-3 

20  »  30... 

94- 

3 

94- 

2 

94 

3 

94- 

.") 

92*4 

90-1 

89-9 

88-5 

30  *  40... 

93- 

o 

— 

93- 

3 

93 

o 

93- 

3 

91-0 

88-0 

87-3 

85- 1 

40   »   50. . . 

92- 

1 

92- 

o 

92- 

2 

92* 

3 

89'5 

86-2 

85-0 

82-5 

50  »   60. . . 

91- 

0 

91- 

1 

91 

91  • 

'2 

882 

85-0 

83-0 

80-0 

Eine  Durchsicht  der  Tabellen  zeigt,  daß  rotes,  gelbes  und 
auch  grünes  Licht  bei  diesen  Metallen  das  Kontaktpotential 
fast  gar  nicht  beeinflußt,  daß  hingegen  die  brechbareren  und 
lichtelektrisch  wirksamen  Strahlen  das  Metall,  wie  Buisson1 
fand,  elektronegativer  machen  und  daß  im  tiefvioletten  Teile 
des  Spektrums  bei  amalgamiertem  Zn  eine  Umkehrung  eintritt. 
Ferner  nimmt  das  Herabsinken  des  elektropositiven  Charakters 
dieser  Metalle  mit  der  Brechbarkeit  der  Strahlen  zu.  Auf  die 
Tabelle  VI  für  Aluminium  wie  überhaupt  auf  alle  Versuche 
mit  diesem  Metall  ist  keine  besondere  Verläßlichkeit,  da  sich 
Aluminium  äußerst  schwer  behandeln  läßt;  am  besten  stellt 
man  hier  noch  eine  gute  Oberfläche  mit  grobem  Schmirgel- 
papier oder  mit  einer  feinen  Feile  her. 

Amalgamiertes  Zn  wird  in  den  ersten  1  bis  3  Stunden 
immer  elektropositi  ver,  um  dann  nach  Erreichung  eines  Maximal- 
wertes zu  sinken.  Eine  analoge  Erscheinung  zeigte  sich  bei 
der  lichtelektrischen  Empfindlichkeit.  In  Tabelle  Nr.  I  und  II 
befindet  sich  die  Platte  bereits  in  abfallender  Kurve.  Eine  auf- 
fallende Erscheinung  zeigen  die  früher  erwähnten  polierten, 
amalgamierten  Zn-Platten.  Nach  Erreichung  eines  Maximal- 
wertes behalten  sie  diesen  sehr  lange  trotz  fortgesetzter  Be- 
lichtung mit  sichtbarem  Lichte.  In  mehreren  Fällen  trat  nach 
vielen  Stunden  bei  einer  Beleuchtung  mit  Quecksilberlicht  ein 


i  H.  Buisson,  Journ.  de  phys.  (3),  10,  597  (1901). 
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Elektronegativerwcrden  auf,  um  dann  in  der  Dunkelheit  einem 
Ansteigen  Platz  zu  machen.  Nach  sehr  langer  Zeit  zeigte  sich 
noch  eine  kleine  Wirkung  von  Quecksilberlicht  in  letzlerem 
Sinne,  aber  kein  Ansteigen  mehr  (Tabelle  VII). 

Tabelle  VII. 


Maximalwert  des  Kontaktpotentials  in  Prozenten,  erreicht 
nach  1 J/8  Stunden  

15  Stunden  im  Dunkeln  gelagert   . .   

2  Stunden  mit  Bogenlicht  durch  blaues  Glas  belichtet  

15  Minuten  Quecksilberlicht  

3  Stunden  im  Dunkeln  aufgehoben   .... 

Weitere  24  Stunden  im  Dunkeln  

20  Minuten  Quecksilberlicht  

3  Stunden  im  Dunkeln   

24  Stunden  im  Dunkeln  


1000 
1000 
1000 
83  3 
92-0 
92-0 
90-0 
900 
900 


Für  die  Ermüdung  in  dichteren  Gasen  weist  Lenard1 
darauf  hin,  daß  die  mit  geringen  Geschwindigkeiten  aus- 
gestrahlten Elektronen  infolge  Absorption  bereits  innerhalb 
sehr  dünner  Schichten  gebremst  werden  und  so  zur  Ausbildung 
einer  elektrischen  Doppelschichte  (Gas— Metall)  Veranlassung 
geben,  die  durch  ihr  Feld  weiteren  Elektronenemissionen  feind- 
lich gegenüber  tritt.  Eine  Erweiterung  dieser  Ansicht  findet 
sich  bei  v.  Schweidler,2  daß  bei  frisch  hergestellten  Ober- 
flächen sich  Doppelschichten  entgegengesetzten  Vorzeichens 
allmählich  ausbilden  und  so  die  Erholungs-  und  Kräftigungs- 
vorgänge bedingen.  Der  Gedanke  einer  kontaktelektrischen 
Erklärung  der  Empfindlichkeitsvariationen  findet  sich  auch  in 
reservierter  Fassung  bei  Hall  wachs 8  und  die  Beobachtungen 
von  Buisson4  sprechen  nicht  dagegen.  Weitere  Beiträge  liefern 


1  Ph.  Lenard,  .Ann.  d.  Phys.,  8,  149  (1902). 

2  E.  v.  Schweidler,  diese  Sitzungsberichte,  112,  IIa,  p.  974  (1003). 

3  W.  Mull  wachs,  Physik.  Zeitschr.,  5,  489  (1904). 

1  II.  Buisson,  CR.,  130,  1298  (1900)  und  Journ.  Je  phys.  (3u  - 

r>t»7  (i<joi). 
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die  Untersuchungen  Wulfs,»  daß  Platin,  durch  Beladung  mit 
Wasserstoff  elektropositiver  gemacht,  zugleich  lichtelektrisch 
empfindlicher  wird,  ebenso  die  Angaben  von  Nothdurft*  für 
Platinmoor,  wie  überhaupt  die  experimentelle  Erfahrung,  daß 
mit  dem  elektropositiven  Charakter  auch  die  lichtelektrische 
Empfindlichkeit  wächst.  Nothdurft  fand  auch  die  zu  er- 
wartende Umkehrung,  daß  Sauerstoffbeladung  die  lichtelek- 
trische Empfindlichkeit  herabsetzt. 

Im  Folgenden  gelangten  direkte  Kontrollversuche  zwischen 
den  Änderungen  des  Kontaktpotentials  und  der  lichtelektrischen 
Empfindlichkeit  zur  Durchführung.  Das  Ganze  bestand  in  einer 
kombinierten  Messung  vom  Kontaktpotential  in  der  angegebenen 
Weise  mit  dem  Kondensator  und  einer  sich  unmittelbar  an- 
schließenden Empfindlichkeitsmessung  an  einem  Exner'schen 
Elektroskop  mit  Spiegelablesung.  Zur  Hervorbringung  des 
Hallwachseffektes  wurde  hier  eine  Nernstlampe  wegen  ihrer 
größeren  Konstanz  gegenüber  der  Magnesiumbeleuchtung  ver- 
wendet. Für  die  Messung  selbst  wurden  alle  bereits  angeführten 
Vorsichtsmaßregeln  peinlich  berücksichtigt.  Tabelle  VIII  für 
blankes  Zn,  Tabelle  IX  für  amalgamiertes  Zn  und  Tabelle  X 
für  Aluminium  geben  in  Prozenten  die  Mittelwerte  aus  fünf 
Versuchen  für  das  Kontaktpotential  (K.)  und  die  lichtelektrische 
Empfindlichkeit  (E.). 


»  Th.  Wulf,  Ann.  d.  Phys.,  9,  946  (1902). 

-  O.  Nothdurft,  Dissertation,  Kreiburg  i.  B. ;  Lc  Bon's  schwarzes  Licht 
und  HallwachsefTekt. 
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Alle  hierüber  angestellten  Versuche  zeigten,  daß  Kontakt- 
potentialänderungen und  lichtelektrische  Empfindlichkeit  neben- 
einander einhergehen,  auch  für  das  Umkehrungsgebiet  einer 
amalgamierten  Zn-Platte  in  der  Weise,  daß  bei  normalem  Gange 
dem  elektropositiveren  Charakter  eine  größere  lichtelektrische 
Empfindlichkeit  entspricht;  nur  reagiert  das  Kontaktpotential 
auf  dieselbe  Einwirkung  bedeutend  schwächer  als  die  lichtelek- 
trische Empfindlichkeit.  Übrigens  ist  es  nicht  ausgeschlossen, 
mit  einem  hochempfindlichen  Elektrometer  auch  für  das  Kon- 
taktpotential die  bei  der  lichtelektrischen  Empfindlichkeit  auf- 
tretenden Bogenschwankungen  nachzuweisen,  was  man  daraus 
schließen  kann,  daß  man  eben  mit  Schmirgeln  dasKomakt- 
potential  innerhalb  der  Elektrometerempfindlichkeit  dirigieren 
kann,  die  lichtelektrische  Empfindlichkeit  sich  aber  auf  diese 
Weise  unmöglich  nur  angenähert  beherrschen  läßt  Eine  gute 
Übersicht  über  die  Parallelität  dieser  beiden  Phänomene  erhält 
man  auch  bei  länger  fortgesetzten  Messungsreihen  (Tabelle  XI). 


Tabelle  XI. 


(Stunden) 

o)  Zn  blank 

B)  Zn  anwügamiert 

i 

1  T)AIu 

K. 

E. 

K. 

E. 

K. 

0  

1000 

100 

1000 

100 

100-0 

920 

59 

106-0 

117 

971 

2  

86-5 

45 

109-1 

128 

04-8 

81-0 

36 

1065 

112 

920 

4  

77-0 

30 

1010 

99 

900 

72-5 

25 

965 

88 

87-0 

6  

68-5 

22 

926 

79 

86-2 

7  

65-0 

20 

88-5 

71 

84-9 

8  

620 

18 

85*0 

64 

820 

59- 1 

16 

805 

58 

81-0 

10  

570 

15 

77-3 

54 

801 

11  

55-2 

14 

74-0 

50 

80-0 

54-0 

13 

711 

47 

79*0 

100 
86 
75 
66 
58 
52 
46 
41 
37 
33 
31 
29 
2S 
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Fig.  2.  Blankes  Zn.  JC  Kontaktpotential,  fi  Empfindlichkeit. 
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Fig.  3.  Amalgamiertes  Zn.  K  Kontaktpotential,  B  Empfindlichkeit. 
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Fig.  4.  Aluminium.  K  Kontaktpotential,  E  Empfindlichkeit. 


Beeinflussung  der  Empfindlichkeit  im  Lichte  und  durch  Licht 
verschiedener  Wellenlängen. 

Schließlich  wurden  noch  Versuche  angestellt,  welche  den 
Zweck  hatten,  eine  Beeinflussung  der  lichtelektrischen  Empfind- 
lichkeit im  Lichte  verschiedener  Wellenlängen  zu  eruieren.  Ute 
Messungen  geschahen  wieder  mit  letzterwähntem  Eiektroskop 
und  der  Nernstlampe  unter  Dazwischenschaltung  farbiger 
Gläser.  Die  Ermüdung  wurde  durch  Bogenlicht  hervorgebrac 
(Tabelle  XII).  Um  bei  offenem  Fenster  nicht  durch  Lu  • 
Strömungen  (E.  Bichat  und  R  Blondlot1)  gestört  zu  wer  en. 
wurde  die  Platte  durch  eine  Quarzlinse  im  geschlossene 
Räume  untersucht. 


»  E.  Bichat  und  R.  Blondlot,  C.  R.,  106,  1349  (1888). 
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Tabelle  XII. 


(Minuten) 


0  

0  bis  5 
5  »  10 
10  »  15 
15   »   20  , 


Zn 

■  

Tageslicht 
durch 
geschlossenes 
Fenster 

Tageslicht 
durch 
offenes 
Fenster 

Nernstlampe 
mit  blauem 

Glase 

Empfindlichkeit  in  Prozenten 

100 

100 

100 

85 

91 

88 

75 

86 

80 

68 

82 

74 

63 

80 

71 

Ermüdung 

für  den  sichtbaren  Teil 

•  o  «vui^weiiigenLicntstranlen, 

wie  bereits  v.  Schweidler  vermutet  und  Nothdurft  bestätigt 
hat.  Endlich  war  noch  getrennt  zu  untersuchen,  welches  Licht 
am  stärksten  ermüdend  wirkt.  Hier  zeigte  sich  bei  gelbem, 
grünem  und  blauem  Glase  nahezu  kein  Unterschied,  wohl  aber 
im  Vergleich  zu  kurzwelligem  Lichte,  so  daß  man  diesem 
hauptsächlich  die  Ermüdung  zuzuschreiben  hat.  Eine  Tabelle 
soll  hier  nicht  besonders  angeführt  werden,  da  dieser  Gang 
bereits  aus  den  Tabellen  VIII,  IX  und  X  gut  ersichtlich  ist. 

Schluß. 

Zusammenfassend  sind  die  erhaltenen  Resultate  folgende: 
Die  hchtelektrische  Ermüdung  wird  in  primärer  Weise  durch 
wirksames  (relativ  kurzwelliges)  Licht  hervorgerufen,  mit  zu- 
nehmender Brechbarkeit  der  Strahlen  im  allgemeinen  gesteigert. 
Die  Existenz  eines  Gefäßeinflusses  konnte  bei  den  unter- 
suchten Metallen  nicht  mit  Sicherheit  nachgewiesen  werden. 
Falls  er  aber  existiert,  so  spielt  dieser  nur  eine  untergeord- 
nete Rolle. 

Das  Kontaktpotential  wird  durch  Licht  verändert  in  der 
Veise,  daß  die  kurzwelligen  Strahlen  den  elektropositiven 
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Charakter  eines  Metalles  stärker  herabdrücken  als  die  lang- 
welligen. Für  amalgamiertes  Zn  zeigt  sich  die  von  Buisson 
konstatierte  Umkehrung  von  einer  bestimmten  Wellenlänge  an. 
Die  Stellungsänderung  in  der  Spannungsreihe  durch  Belichtung 
ist  von  einer  Variation  der  lichtelektrischen  Empfindlichkeit 
begleitet,  und  zwar  entspricht  der  Periode  des  Elektronegativer- 
werdens  fast  ausnahmslos  eine  Ermüdung,  der  des  Elektro- 
positiverwerdens  eine  Erhöhung  der  lichtelektrischen  Emp- 
findlichkeit Diese  beiden  Phänomene  laufen  nebeneinander, 
nur  ist  die  lichtelektrische  Empfindlichkeit  bedeutend  reaktions- 
fähiger als  das  Kontaktpotentiai;  eine  völlig  quantitative  Ab- 
hängigkeit dieser  beiden  Erscheinungen  ist  ziemlich  unwahr- 

scheinlich.  .  , 

Was  die  lichtelektrische  Empfindlichkeit  betrifft,  so  ww 
sie  im  (gegenüber)  langwelligen  Uchte  stärker  variiert  als  m 
kurzwelligen.  

Anmerkung.  Um  Zweideutigkeiten 
bemerkt,  daß  der  Ausdruck  .Beeinflussung  der  Emp  ndUc  « 
im  Lichte,  so  zu  verstehen  ist,  daß  nach  emer  dar  h  W 
von  konstanter  Intensität  und  W^mpj^^.m 
Ermüdung  (z.  B.  5  Minuten  Bogenlicht)  der  Hallwachseßekt  . 
Lichte  verschiedener  Wellenlängen  geprüft  wurde  w  ^ 
bei  den  Versuchen  über  die  »Beeinflussung  durch  L»cn  ^ 
die  ermüdende  Belichtung  in  Bezug  auf  ihre  we. 
variiert,  hingegen  die  den  Hallwachseffekt  b^T^ 
quelle  (Magnesiumband,  Nernstlampe)  konstant  genaue 
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Bestimmung  des  Peltiereffektes  Konstanten- 

Eisen  bei  20°  C. 


von 


Emst  Lecher, 

k.  M.  k.  Akad. 

Aus  dem  physikalischen  Institut  der  k.  k.  deutschen  Universität  in  Prag. 

(Mit  3  Textfiguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  22.  November  1906.) 

Gelegentlich  einer  ungefähren  Bestimmung  der  Peltier- 
wärme  für  die  Kombination  Eisen-Konstantan  ergaben  sich  für 
verschiedene  Stromstärken  so  widersprechende  Resultate,  daß 
ich  mich  bemüßigt  sah,  die  Fehlerquellen  eingehender  zu 
untersuchen.  Es  zeigte  sich  zwar,  daß  nach  Abänderung  der 
Beobachtungsmethode  alle  Widersprüche  verschwanden  und 
daß  die  zur  Erklärung  der  ursprünglichen  (unrichtigen)  Resultate 
herangezogenen  Mutmaßungen  falsch  waren.  Gleichwohl  scheint 
mir  eine  dieser  (unrichtigen)  Mutmaßungen  und  die  Art  ihrer 
Widerlegung  einer  eingehenderen  Mitteilung  wert. 

Zunächst  hätte  man  daran  denken  können,  daß  eine 
Abhängigkeit  des  Peltiereffektes  von  der  Stromstärke  in  ähnlicher 
Weise  vorhanden  wäre  wie  bei  Eisen-Silber.  Ich  habe  seiner- 
zeit» darauf  hingewiesen,  daß  die  neutrale  Temperatur  dieser 
Kombination,  für  welche  der  PeltierelTekt  gleich  Null  wird,  ein 
wenig  von  der  Stromstärke  abhängt.  Der  Grund  hiefür  dürfte 
aber  wohl  im  Thomsoneffekt  zu  suchen  sein,  der  diese  Art  von 
Messungen  etwas  stört.  Das  kann  aber  bei  Eisen-Konstantan 
nicht  der  Fall  sein,  da  ja  der  ThomsonerTekt  in  beiden  Metallen 

■ 

1  E.  Lecher,  diese  Sitzungsberichte,  Ud.  CXV,  Abt.  11,  p.  186  (1900). 
Sltzb.  d.  mathcm.-naturw.  Kl. ;  CXV.  Bd. ;  Abt.  IIa.  99 
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dem  Sinn  und  der  Größenordnung  nach  gleich  ist.1  Eine  Fehler- 
quelle dieser  Art  schien  also  sehr  unwahrscheinlich.  Hingegen 
ist  folgende  Mutmaßung,  so  abenteuerlich  dieselbe  im  ersten 
Momente  erscheint,  nicht  von  vornherein  abzuweisen.  Es  stellte 
sich  nämlich  bei  Überlegung  der  einschlägigen  Verhältnisse 
die  merkwürdige  Tatsache  heraus,  daß  noch  nie  die  Abhängig- 
keit des  Peltiereffektes  von  der  Stromrichtung  untersucht 
worden  ist.  Es  wurde  stets  angenommen,  daß  bei  Umkehrung 
der  Stromrichtung  der  PeltierefTekt  sein  Vorzeichen  wechselt, 
der  absoluten  Größe  nach  aber  genau  gleich  bleibe. 

Bei  derartigen  Beobachtungen  tritt  ja  immer  auch  Joule'sche 
Wärme  auf.  Hatte  man  dann  für  eine  bestimmte  Stromstärke 
den  gemessenen  TotalefTekt  in  der  einen  Stromrichtung  mit* 
und  in  der  anderen  Stromrichtung  mit  ß  bestimmt,  so  setzte 
man  stets 

a=:i*A+iB 
ß  -  i*A—iB. 

Aus  der  Differenz  dieser  zwei  gemessenen  Werte  ergibt 
sich  dann  in  bekannter  Weise  der  PeltierefTekt  B!  Dabei  .st  afeo 
angenommen,  daß  bei  der  Stromumkehr  dieses  B  gleich  biei  ^ 
Das  ist  ja  von  vornherein  sehr  wahrscheinlich,  gleichwohl  m 
ich  es  infolge  der  eingangs  erwähnten  Versuche  für  mein 
Pflicht,  diese  Gleichheit   direkt   durch  das  Experiment  i 
zeigen,  bevor  ich  den  absoluten  Wert  des  Peltiereffektes 
stimmte. 

Ein  neues  thermoelektrisches  Kalorimeter. 

Als  solches  diente  ein  langes  zyUndrischeS9^ef^(^ 
dünnem  Glase  mit  einem  lichten  Durchmesser  von  -fmm  { 
Fig.  1).  Dasselbe  ist  bis  zur  Höhe  x  (etwa  bis  lD  "* 
Boden  aufwärts)  mit  Petroleum  gefüllt.  In  diesem  G'as'y 
befindet  sich  zunächst  ein  Rührer,  ähnlich  wie  im  Bec 
sehen  Apparat  zur  Bestimmung  der  Gefrierpunktsermea 


1Ö39  (\^K 

»  E.  Lecher,  diese  Sitzungsberichte,  Bd.,  CXIW  Abt.  IIa.  P  ^ 
Samtliche  Arten,  den  PeltierefTekt  zu  messen,  von  Peine 
bis  zu  Jahn  und  Buttel  Ii.  geschahen  stets  in  dieser  Weise. 
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An  den  flachen,  zylindri- 
schen  Eisenring  5  sind 
zwei    Metalldrähte  be- 
festigt, die  am  unteren 
Ende    den  eigentlichen 
Rübrer  tragen.  Dieser,  ein 
flacher  horizontaler  Ring 
aus  Messing,  liegt  unten 
am  Boden  des  Glasgefäßes 
auf.  Etwas  über  5  befin- 
den sich  die  Pole  M  eines 
Elektromagneten,  welcher 
durch  einen  nach  je  einer 
Sekunde  erfolgenden  kur- 
zen   Stromschluß  den 
eigentlichen  Rührer  um 
etwa  3  mm  stoßweise  in 
die  Höhe  zieht. 

Zur  Temperaturmes- 
sung dienten  zehn  Stück 

Thermoelemente  aus 
Eisen-Konstantan,  Draht- 
dicke 0*5  mm.  In  Fig.  1 
sind  nur  zwei  Paare  /  ge- 
zeichnet. Die  Montierung 
dieser  Drähte  geschieht  in 
folgenderWeise.  Zunächst 
wird   eine   dünne  Glas- 
röhre s  von   außen  mit 
zehn  zur  Achse  parallelen 
Eisendrähten  belegt.  Die 
Befestigung  geschieht  mit 
Schellack.1  Hierauf  wird 
knapp  über  diese  Röhre 
eine^  zweite  dünne  Glas- 

1  Für  höhere  Temperaturen 
empfiehlt  sich  ein  Gemisch  von 
Mennige  und  Wasserglas. 


Fig.  1. 
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röhre  r  geschoben  und  auch  diese  gleichmäßig  und  parallel 
zur  Achse  mit  zehn  Konstantandrähten  bespannt.  Außen  wird 
das  Ganze  mit  einem  dünnen  Seidenband  umwickelt  (in  der 
Figur  nicht  gezeichnet).1  Dann  verlötet  man  unten  je  zwei 
entsprechende  Drähte  in  /  so,  daß  die  zehn  Lötstellen  möglichst 
symmetrisch  um  die  Achse  der  Röhre  stehen.  Ebenso  wird 
für  die  neuen  Lötstellen  oben  die  Verbindung  besorgt,  so  daß 
das  Ganze  zehn  hintereinander  geschaltete  Thermoelementchen 
bildet.  Diese  Thermosäule  kann  bequem  in  das  eigentliche 
Kalorimetergefäß  n  gebracht  und  mittels  eines  Korkes  am  oberen 
Ende  dieses  Gefäßes  (nicht  gezeichnet)  in  beliebiger  Höhe 

befestigt  werden. 

Als  Kalorimeterflüssigkeit  verwendete  ich  Petroleum, 
welches  so  hoch  stand,  daß  sich  die  Lötstellen  /  etwa  4  mn 
unter  der  Oberfläche  befanden.  Diese  Lötstellen  sind  möglichst 
sparsam  mit  Silber  verlötet  und  die  Drähte  sind,  wie  in  der 
Figur  gezeichnet,  so  auseinander  gebogen,  daß  die  Flüssigkeit 
dieselben  von  allen  Seiten  umspült.  Der  ringförmige  Ruhrer 
berührt  bei  seiner  Bewegung  niemals  diese  Thermosaue. 
irgend  ein  kleines  Korkteilchen  in  der  Flüssigkeit  zeigt  aber,  in 
welch  energischer  Weise  die  Lötstellen  beim  Rühren  umflute 

werden.  .     .  ß 

Der  ganze  mittlere  Teil  dieses  Kalorimeters  ist  freu  so 
man  die  zu  untersuchende  Drahtkombination  bequem  du 
das  8  mm  weite  Glasrohr  5  einführen  kann. 

Die  oberen  Lötstellen  sind  vollständig  im  Kitt  vergr 
und  überdies  noch  mit  Watte  umwickelt 

Der  untere  Teil  von  n  bis  hinauf  zum  Magneten*  M  ■ 
in  einem  weiteren,  nicht  gezeichneten  Glasgefaß.  Der 
Apparat  ist  dann  so  in  Watte  vergraben,  daß  diese QWal 
jeder  Richtung  eine  Dicke  von  etwa  30  an  hat.  Die  Bewegu  g 
eines  mit  der  Thermosäule  verbundenen  Galvanometer  k 
Du  Bois-Rubens)  sind  dann  sehr  gering  und  regeln« _  *■ _ 

Ich  glaube,  daß  dieser  Apparat  für  sehr  viele  deW 
Messungen,  besonders  für  solche  thermoelektnscher  in 


»  „in*  dritte  Glnsrohrf  P 
■  Statt  dieses  SciJenbnndcs  kann  eventuell  eine  dnuc 

m.mmcn  weiden. 
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Eiskalorimeter  vorzuziehen  ist.  Er  ist  empfindlicher,  genauer 
und  vor  allem  viel  bequemer.  Auf  die  Eichung  und  Behandlung 
dieses  thermoelektrischen  Kalorimeters  komme  ich  noch  zurück. 

Experimentelle  Trennung  des  Jouleeffektes  vom  Peltier- 

effekt. 

Methode  der  experimentellen  Anordnung.  In  Fig.  2 
sind  /  und  /,  zwei  Eisendrähte,  k  und  kx  zwei  Konstantan- 
drähte  (Durchmesser  etwa  2  mm).  F  und  K  sind  zwei  größere 
Stücke  Eisen,  beziehungsweise  Konstantan,  in  der  Fig.  2  in 
natürlicher  Größe  gezeichnet.  Aus  ebenderselben  Figur  erhellt 


ZTfc 


Fig.  2. 

auch,  wie  diese  Metalle  miteinander  verlötet  sind.  Der  Über- 
sichtlichkeit wegen  ist  diese  Figur  gestreckt  gezeichnet.  In 
Wirklichkeit  sind  die  Eisendrähte  um  die  punktiert  gezeichnete 
Linie  1  als  Achse  um  90°  nach  vorwärts  gebogen,  ebenso  die 
k'onstantandrähte  um  die  punktiert  gezeichnete  Linie  2.  Die 
vier  Drähte  f,  fv  k,  gehen  also  ganz  knapp  und  parallel 
nebeneinander  und  sind  gegenseitig  durch  schellackiertes 
Seidenband  isoliert.  Diese  ganze  stabförmige  Vorrichtung  kann 
leicht  in  das  früher  geschilderte  Kalorimeter  geschoben  und 
oben  durch  einen  Kork  in  passender  Höhe  fixiert  werden; 
F  und  K  sind  genau  in  der  Mitte  des  Petroleums. 

Nun  sind  sechs  zusammengehörige  kalorimetrische  Mes- 
sungen notwendig,  wobei  wir  stets  denselben  Strom  während 
einer  stets  gleichen  Zeitdauer  wirken  lassen. 

1.  Wir  leiten  den  Strom  von  /  über  F  nach  fx\  gemessen 
wird  die  erzeugte  Joule'sche  Warme  Jf. 
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2.  Wir  leiten  den  Strom  von  k  über  K  nach  Die  hier 
erzeugte  Joule'sche  Wärme  werde  mit  Jk  bestimmt. 

3.  Wir  leiten  den  Strom  von  /  über  F  und  Ä'  nach  k.  Die 
erzeugte  Wärme  besteht  aus  der  Joule'schen  Wärme  im 
Eisendraht  /  z.  B.  jft  und  der  in  k,  z.  B.  jk,  und  der  Peltier- 
wärme  11^'- 

4.  Der  Strom  fließt  jetzt  in  umgekehrter  Weise  wie  unter  3. 
die  erzeugte  Wärme  ist  nun  jf+jt+HKF- 

5.  Wir  leiten  den  Strom  von/  über  F  und  K  nach  Die 
gemessene  Wärme  ist  hier 

6.  Der  Strom  fließt  jetzt  in  umgekehrter  Weise  wie  in  5; 
die  erzeugte  Wärme  ist  hier  j'/,+jkt+^KF' 

Diese  sechs  Messungen  entsprechen  den  sechs  ersten 
Vertikalreihen  der  Tabellen  auf  p.  9.  Nun  ist  infolge  der 
Anordnung,  da  F  und  K  gegen  /  und  k  einen  verschwindenden 
Widerstand  haben, 

Jf+Jf,=Jf 

und 

Die  Summierung  der  Versuchsresultate  3  und  5  ergibt 
einen  bestimmten  numerischen  Wert  Ar  und  wir  haben  dann 

Daraus  berechnet  sich  UKF  für  diese  Stromstärke. 

Die  Summierung  der  Versuchsresultate  4  und  0  ergeben 
einen  anderen  bestimmten  numerischen  Wert  tf,  und  wir  haben 
hier  die  Beziehung 

J/+Jk+2UKF  =  Nl 

und  daraus  berechnet  sich  nKF  für  diese  Stromstärke.  So  erhalt 
man  den  Peltiereffekt  für  die  Stromrichtung  kf  und  cbe"s0 
die  entgegengesetzte      und  kann  experimentell  diese  Gro  e 
voneinander  sondern.  Eine  Ungleichheit  müßte  sich  bei  die 
Methode  zeigen.  , 

Indem  man  die  verwendete  Stromstärke  ändert,  beko 
man  auch  die  Abhängigkeit  des  Peltiereflfektes  von  der  btn 
stärke. 
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Eine  Eichung  des  Kalorimeters  ist  für  diese  Versuche 
nicht  nötig  (über  eine  solche  siehe  p.  1518),  da  es  sich  ja  hier 
nur  um  die  Frage  der  Gleichheit  von  IlKF  und  llFK  handelt. 

Ein  ganz  besonderes  Augenmerk  beansprucht  die  An- 
bringung der  Korrektur. 

Methode  der  Berechnung.  Die  eben  beschriebenen 
sechs  verschiedenen  Stromschaltungen  sind  mittels  einer  kleinen 
Schaltvorrichtung  an  irgend  einem  vom  Kalorimeter  entfernten 
Platze  bequem  und  rasch  auszuführen.  Die  im  Kalorimeter 
befindliche  Thermosäule  ist  dauernd  mit  dem  Galvanometer 
verbunden  und  letzteres  ist  selbstverständlich  so  aufgestellt, 
daß  der  den  Peltiereffekt  erzeugende  Hauptstrom  keine  direkte 
Wirkung  auf  die  Nadel  ausübt.  Etwa  10  Minuten  nach  Ingang- 
setzung des  Rührwerkes  ist  die  Stellung  der  Galvanometernadel 
konstant  in  dem  Sinne,  daß  eine  eventuelle  Weiterverschiebung 
des  Nullpunktes  sehr  langsam  und  regelmäßig  geschieht.  Um 
aber  bei  den  verschiedenen  Versuchen  die  Galvanometernadel 
halbwegs  von  gleicher  Anfangslage  aus  zur  Messung  zu  ver- 
wenden,  ist   in   diesen  Galvanometerkreis   noch   ein  sehr 
schwacher  Zweigstrom  eines  galvanischen  Hilfselementes  ein- 
geschaltet, welches  in  ähnlicher  Weise,  wie  ich  dies  an  anderer 
Stelle1  auseinandergesetzt  habe,  die  Galvanometerstellung  be- 
liebig zu  ändern  gestattet. 

Ist  nun  die  Galvanometernadel  auf  diese  Weise  in  die 
Mitte  des  Gesichtsfeldes  gebracht  und  eine  gewisse  Konstanz 
eingetreten,  so  wird  alle  halben  Minuten  nach  dem  Schlage 
einer  Signalglocke  die  Stellung  des  Galvanometers  registriert, 
zunächst  etwa  3  Minuten  als  Vorperiode.  Dann  erfolgt  die 
wirksame  Stromeinleitung  durch  weitere  3  Minuten  und  dann 
muß  noch  eine  Nachperiode  von  etwa  5  Minuten  beobachtet 
werden. 

Das  Kalorimeter  besitzt  einen  sehr  geringen  Wasserwert 
und  es  führen  eine  Anzahl  von  wärmeleitenden  Drähten  in 
dasselbe;  darum  fallen  die  Korrekturen  für  die  Wärmeverluste 
ziemlich  groß  aus  und  müssen  mit  möglichster  Genauigkeit 
bestimmt  werden.  Ein  bequemes  experimentelles  Hilfsmittel 

1  K.  Lecher,  diese  Sitzungsberichte,  Bd.  CXIV,  Abt.  IIa,  p.  1604  (1005). 
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zur  Verkleinerung  dieser  Korrektur  bietet  da  der  PeltierefTekt 
selbst,  der  je  nach  der  Stromrichtung  abkühlt  oder  erwärmt. 
Man  kann  so  noch  vor  Beginn  des  Versuches  die  Anfangs- 
temperatur ziemlich  rasch  und  beliebig  einstellen,  so  daß  der 
Anfangs-  und  Endwert  des  eigentlichen  Versuches  möglichst 
gleichweit  vom  Nullpunkt  abstehen.  Trotzdem  wurden  dann 
alle  Beobachtungen  eines  einzelnen  Versuches  in  ein  kleines 
Diagramm  eingezeichnet.  Es  wurden  für  die  Vorperiode  und 
Nachperiode  das  Mittel  je  zweier  Galvanometerablesungen  als 
Abszissen  aufgetragen  und  als  Ordinaten  die  entsprechende 
Galvanometeränderung,  und  zwar  Anstieg  (Wärmeaufnahme) 
als  positiv,  hingegen  Abnahme  (Wärmeabgabe)  als  negativ. 
Das  ergibt,  wenn  der  Versuch  richtig  ist,  eine  gerade  Linie.  In 
dieser  Linie  liegen  alle  regelmäßigen  Störungen,  welche  den 
Galvanometernullpunkt  langsam  verschieben,  d.  h.  nicht  nur 
die  Änderungen  der  Temperatur  des  Kalorimeters  selbst,  auch 
Temperaturänderungen  in  den  oberen  Lötstellen  oder  thermo- 
elektrisch  wirkende  Temperaturänderungen  im  übrigen  Schlie- 
ßungskreis, magnetische  Störungen  u.  s.  w.  Aus  diesem  Dia- 
gramm kann  man  dann  für  die  einzelnen  arithmetischen  Mittel 
des  Hauptversuches  die  Wärmekorrektionen  finden.1 

Eine  gründliche  Einhaltung  dieser  Vorsichtsmaßregel  i« 
unerläßlich.  Denn  es  vergehen  etwa  2  Minuten  nach  Beendigung 
des  Hauptversuches  (nach  Abstellung  des  wirkenden  Stromes), 
bevor  die  regelmäßige  Nachperiode  beginnt.  Das  kommt  daher, 
daß  die  durch  den  Jouleeffekt  erwärmten  Drähte  /  und  k  ihre 
Wärme  nur  langsam  abgeben.* 

Eine  weitere  Korrektur  ist  nötig,  wenn  man  mit  ver- 
schiedenen Stromstärken  arbeitet.  Dann  muß  wegen  der  er- 
schiedenheit  der  Größenordnungen  der  kalorischen  Wirkungen 
die  Empfindlichkeit  des  Galvanometers  durch  Vorschaltwi  er- 
stände geändert  werden,  wenn  man  die  Ausschläge  in 


i  Diese  Art  der  Korrektion  schließt  sich  in  der  Hauptsac  e  ^  ^ 
L.  Pfaundler  beschriebenen  an.  Siehe  Müllcr-Pouillefs  UrU 
Physik.  9.  Aufl.  (1898),  II,  2,  p.  332.  UrSachedcr 

Eine  Vernachlässigung  dieser  Vorsichtsmaßregeln  war  die  u 
eingangs  erwähnten  merkwürdigen  Resultate  der  Vorversuche. 


Digitized  by  Google 


Peltiereffekt  Konstantan-Eisen. 


1513 


experimentell  zulässigen  Grenzen  erhalten  will.  Um  solche 
verschiedene  Ablesungen  miteinander  vergleichen  zu  können, 
war  Vorsorge  für  eine  Schaltung  getroffen,  welche  das  mit  den 
entsprechenden  Widerständen  belastete  Galvanometer  nach 
Abschaltung  der  Thermosäule  direkt  an  zwei  Punkte  des 
Hauptstromes  (mit  kleiner  Potentialdifferenz)  als  Zweigleitung 
anschalten  ließ.  Durch  Einführung  dieser  Korrektur  wurde  es 
möglich,  stets  mit  ein  und  demselben  Galvanometer  zu  arbeiten 
und  den  in  der  siebenten  Vertikalreihe  der  folgenden  Tabellen 
angegebenen  Reduktionsfaktor  zu  bestimmen.  Alle  elektrischen 
Messungen  basieren  dann  auf  der  Angabe  des  einen  Präzisions- 
amperemeters im  Hauptstrom. 

Resultate.  Die  folgende  erste  Tabelle  bezieht  sich  auf 
eine  Stromstärke  von  zirka  0  5  Ampere. 

Die  ersten  sechs  Vertikalreihen  geben  die  Wärmemengen 
entsprechend  den  sechs  verschiedenen,  auf  p.  1510  aufgestellten 
Stromschaltungen.  Die  Maßeinheit  ist  eine  willkürliche.  Unter 
dem  Schlagworte  »Reduktionsfaktor«  befindet  sich  der  Faktor, 
mit  welchem  die  in  gleicher  Horizontalreihe  stehenden  Kalorien 
zu  multiplizieren  sind,  um  trotz  wechselnder  Empfindlichkeit 
des  Galvanometers  direkt  vergleichbare  Werte  zu  erhalten. 

Die  zwei  letzten  Vertikalreihen  ergeben  dann  den  re- 
duzierten Peltiereffekt  für  die  zwei  Stromrichtungen;  infolge 
der  Schwierigkeit  der  Messungen  ist  die  Übereinstimmung  der 
einzelnen  Werte  keine  besonders  große.  Dieselben  resultieren 
ja  aus  sechs  verschiedenen  kalorimetrischen  Messungen. 


Stromverlauf 

Reduk- 
;  tions- 

i 

*KF 

ffi 

!  **, 

fFKk  kKl-f  /,/•',*>, 

kxKxl\J\ 

faktor 

■ 

0-50 

3-Oü 

13  00 

-8-80 

i 

11-90 

-9  05 

1  13 

+24-18 

-24-12 

0-60 

2-90 

12-40 

-9-20 

11-85 

-860 

III 

+23-03 

-23-64 

0-67 

2-63 

12-53 

-9-00 

12-40 

-8-80 

1*10 

+23-81 

-23-21 

0-61 

266 

12-55 

-8-90 

11-60 

-8-00 

I  *  10 

+22-97 

-22-85 

0-55 

2-70 

12-00 

-8-80 

11-90 

-8-50 

110 

+23  37 

-22-60 

0-60 

2-60 

12-50 

8-80 

12  00 

-S-70  ' 

II 

1  •  10 

+23-43 

-22-77 
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Das  Mittel  für  die  positive  Stromrichtung  ist  hier  23-46 und 
für  die  negative  Stromrichtung  23  36,  eine  überraschend  gute 
Übereinstimmung,  welche  zeigt,  daß  der  Peltiereffelct  mit  Um- 
kehrung der  Stromrichtung  sich  genau  umkehrt. 

Noch  besser  stimmen  die  folgenden  Messungen,  welche 
sich  auf  eine  Stromstärke  von  1  Ampere  beziehen. 


Strom  verlauf 

Reduk- 
tions- 
faktor 

«ff 

ffx 

**i 

fFKk  |  kKF/\/lFiKlkl 

2  •  06 

6-40 

15-70 

-6-85 

15-73 

-  7-30 

1-00 

+22-97 

-22-81 

o  .  03 

7-  15 

1632 

-7-43 

15-70 

-  7  19 

1-00 

+22-62 

-24-0* 

•_'  •  20 

6- 45 

16-30 

-7-2C 

15-55 

-  6-30  ! 

1-00 

+23-20 

-22"!1 

1  05 

71") 

1 5  •  05 

-712 

15-30 

-  7-08 

1-01 

+22  37 

-23-23 

1  65 

0-38 

15-81 

•  7-00 

15-37 

-  6-41 

101 

+23  39 

-!l-«5 

2-3 

06 

23  03 

-12-7 

22-85 

-11-2 

0-68 

+23-51 

-24-34  j 

Hier  sind  die  beiden  in  Betracht  kommenden  Mittelwerte 
23-01  vollständig  gleich.  Bei  den  großen  Abweichungen  der 
Einzelwerte  ist  diese  vollständige  Übereinstimmung  natürlich 
nur  eine  zufällige. 

Dies  erhellt  aus  folgender  weiterer  Überlegung.  In  der 
ersten  Versuchsreihe  wurde  der  Reduktionsfaktor  durch  eine 
Abzweigung  von  0-5  Ampere  gewonnen,  in  der  zweiten  von 
1  Ampere.  Wir  erhalten  somit  für  0-5  Ampere  als  Mittelwert 
des  PeltierefTektes  23-41  und  für  1  Ampere  statt  2-23  41  afs 
Mittelwert  2.23  01.  Die  Abhängigkeit  des  PeltierefTektes  von 
der  Stromstärke  stimmt  somit  nur  auf  1"7%- 

Bei  Versuchen  mit  kleinen  Stromstärken  wurde  der  Aus- 
schlag schon  zu  schwach,  bei  großen  Stromstärken  aber  er- 
folgte eine  zu  stürmische  Erwärmung  der  kalorimetrischen 
Flüssigkeit,  wodurch  die  Resultate  zu  ungenau  werden. 

Anwendung  einer  anderen  Methode.  Um  daher  die 
Proportionalität  des  PeltierefTektes  mit  der  Stromstärke  genau 
prüfen  zu  können,  bediente  ich  mich  noch  einer  andern  \  er- 
suchsordnung. 
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Ich  machte  eine  Thermosäule  (Fig.  3)  von  Eisen  (punktiert 
gezeichnet)  und  Konstantan  (volle  Linie)  in  der  in  der  Fig  3 
angedeuteten  Weise.  An  den  ungeraden  Lötstellen  1  3  5 
waren  die  2  mm  dicken  Drähte  möglichst  reinlich  mit  wenig 
Silberlot  aneinandergelötet.  An  den  andern  Lötstellen  2  4  6 
war  jeder  der  beiden  Drähte  zunächst  zu  einer  flachen  engen 
Spirale  aufgerollt  und  es  wurden  diese  Spiraldrähte  mit  sehr  viel 
Silberlot  aneinandergelötet  (in  Fig.  3  schematisch  angedeutet). 
Beim  Durchleiten  eines 
Stromes  durch  dieses 

System  war  also  in  den  *' 
Kontakten  2,  4  u.  s.  w. 
die  Stromdichte  gering,  ^ 
die    Masse  hingegen 
sehr  groß.  Sendete  man 
einen  Strom  durch  diese 
Säule,  die  aus  lOEisen- 
und    10  Konstantan- 
drähten  bestand  (in  der 
Figur  sind  nur  je  drei 
gezeichnet),  so  fand  eine 
Temperaturänderung 
nur  in  1,  3,  5  statt,  die  l... 
Temperaturänderung  in 

2,  4,  6  war,   wie  ein  Fis- :} 

Vorversuch  zeigte,  ganz 

zu  vernachlässigen.  Ein  einfacher  Kommutator  gestattete  ent- 
weder i  und  iv  mit  einer  Akkumulatorenbatterie  oder  g  und  gx 
mit  dem  Galvanometer  zu  verbinden.  Letztere  Leitung  erhielt 
durch  Abzweigung  eines  kleinen  Hilfsstromes  von  einer  galva- 
nischen Hilfsbatterie  die  Stellung  des  Galvanometers  auf  dem 
Nullpunkt,  da  man  durch  Änderung  dieses  Hilfsstromes  alle 
unerwünschten  und  unvermeidlichen  Thermoströmc  der  Leitung 
kompensieren  konnte.  Dieser  Hilfsstrom  wurde  zunächst  so 
dosiert,  daß  eine  Umwechslung  der  Leitung  iii  gegen  ggx  bei 
nicht  eingeschalteter  Akkumulatorenbatterie  ohne  Einfluß  auf 
die  Galvanometernadel  blieb.  Dann  wurde  durch  i7,  während 
einer  halben  Minute  ein  Strom  gesendet  und  nach  Umlegung 
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auf  ggx  der  ballistische  Ausschlag  des  Galvanometers  gemessen. 
Diese  Umschaltung  geschah  ganz  analog  wie  in  meiner  Arbeit 
über  den  Thomsoneffekt.1  Auch  hier  will  ich  von  vielen 
Messungen,  die  ich  gemacht,  des  Beispiels  wegen  nur  eine 
mitteilen. 

Nach  Einwirkung  eines  Stromes  von  1  Ampere  durch  eine 
halbe  Minute  erhielt  ich  nach  dem  Umlegen  als  Galvanometer- 
ausschlag 

—  13-8,  13  9,  13-8,  13-9,  14  0,  14  0,  Mittel  13  90 
und  für  die  entgegengesetzte  Stromrichtung 

+  19-0,  19-3,  19-3,  19-1,  19'2,  19  0,  Mittel  1915. 

Das  logarithmische  Dekrement  des  Galvanometers  war  im 
Mittel  13  6.  Um  die  Empfindlichkeit  des  Galvanometers  zu 
bestimmen,  wurde  ein  Zweigstrom  des  Hauptstromes  von 
1  Ampere  in  das  Galvanometer  gesendet  und  man  erhielt  dann 
im  Mittel  14*62  als  dauernden  Ausschlag. 

Dann  wurde  das  Galvanometer  empfindlicher  gemacht  un 
dieselbe  Bestimmung  mit  einem  Strom  von  O  l  Ampere  erga 
in  der  einen  Richtung 

—  14-9,  15-0,  LVO,  14  8,  14-9,  14  8,  Mittel  14  0 
und  für  die  entgegengesetzte  Stromrichtung 

+  15-8,  16-0,  15-9,  15-9,  16-0,  15  8,  Mittel  15  9. 
Das  logarithmische  Dekrement  des  Galvanometer«* 
jetzt  1-59  und  ein  in  gleicher  Weise  wie  früher  (mit 
gleichen  Shunt)  abgezweigter  Teil  des  Hauptstromes  ^ 
0-1  Ampere  ergab  im  Mittel  einen  dauernden  Galv^°™ 
ausschlag  von  14-49.  Die  erste  Versuchsreihe  mit  1  A  P- 
ergibt 

—  13-9  für  den  JouleerTekt  weniger  dem  Peltiereffekt 

und 

4- 19  - 15  für  den  JouleefTekt  mehr  dem  Peltiereffekt. 

»  E.  Lecher,  d.esc  Sitzungsberichte,  Bd.  CXIV,  AbL  Ha,  P 
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Dem  doppelten  Peltiereffekt  entspricht  also  ein  ballistischer 
Ausschlag  von  33*05. 

Die  zweite  Versuchsreihe  mit  0  - 1  Ampere  ergibt 
—  14-90  für  Jouleeffekt  weniger  dem  Peltiereffekt 
und  in  entgegengesetzter  Richtung 

•+•15-90  für  Jouleeffekt  mehr  dem  Peltiereffekt. 

Es  entspricht  also  hier  dem  doppelten  Peltiereffekt  ein 
ballistischer  Ausschlag  von  30-80.  Doch  sind  noch  die 
Korrektionen  wegen  der  Änderung  der  Empfindlichkeit  und 
Dämpfung  des  Galvanometers  anzubringen.  Da  bei  der  Emp- 
findlichkeitsprobe des  Galvanometers  im  zweiten  Falle  ein 
zehnmal  schwächerer  Strom  statt  14-62  nur  14-49  gab,  so  war 
das  Galvanometer  im  letzteren  Falle  9 -92  mal  so  empfindlich. 
Dies  liefert  dann  mit  Berücksichtigung  der  logarithmischen 
Dekremente  für  den  Peltiereffekt 

bei  1  Ampere  33  05. 1  ■  154.9-92  =  378-4 

und  für  den  Peltiereffekt 

bei  0  - 1  Ampere  30-80. 1  -234  =  38-0. 

Diese  Werte  sind  in  willkürlichen  Einheiten  gegeben  und 
es  ist  der  erste  Wert  bis  auf  nicht  1%  gleich  dem  zehnfachen 
zweiten  Werte. 

Es  ist  also  der  Peltiereffekt  auch  der  Stromstärke  genau 
proportional. 

Die  Berechnung  des  Jouleeffektes  aus  diesen  Versuchen 
ist  unmöglich,  da  derselbe  bei  der  Stromstärke  von  0- 1  Ampere 
zu  klein  ist,  als  daß  er  genau  bestimmt  werden  könnte.1 


1  Die  in  Fig.  3  geschilderte  Anordnung  wurde  noch  bei  sehr  empfindlichem 
Galvanometer  mit  ganz  kleinen  Stromstarken  beschickt.  Man  erhielt  da  mit 
0  02  Ampere  als  Ausschlag  für  den  Peltiereffekt  etwa  4  cm  auf  der  Ablcsungs- 
skala.  Weil  hier  bei  0  02  Ampere  der  Joulccffckt  schon  unmerkbar  war,  konnte 
man  auch  mit  dieser  Anordnung  die  Gleichheit  der  Erwärmung  und  Abkühlung 
durch  den  Pelüereffekt  direkt  zeigen,  denn  es  kam  infolge  der  eigentümlichen 
Ausgestaltung  der  Lötstellen  nur  die  Erwärmung  oder  nur  die  Abkühlung  zur 
Wirkung.  Diese  Methode  ist  wegen  der  notwendigen  groöen  Empfindlichkeit  des 
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Absoluter  Wert  des  Peltiereffektes. 

Die  bisherigen  Zahlen  lieferten  nur  relative,  von  Fall  zu 
Fall  miteinander  vergleichbare  Werte.  Da  aber  der  Peltiereffek: 
nach  beiden  Richtungen  gleich  und  der  Stromstärke  proportional, 
so  ist  der  absolute  Wert  durch  Anwendung  der  bisherigen 
Methoden  leicht  zu  erhalten. 

In  das  eingangs  geschilderte  thermoelektrische  Kalorimeter 
wurde  eine  einzige  Lötstelle  von  Eisen-Konstantan  (Dicke  der 
Drähte  2  mm)  gebracht.  Um  eine  Eichung  auf  absoluten  Wen 
vornehmen  zu  können,  führen  zwei  weitere  Eisendrähte  (2  nn 
Durchmesser)  ins  Petroleum,  deren  Enden  durch  einen  kurzen, 
etwa  3  bis  5  mm  langen,  dünnen  Konstantandraht  miteinander 
verbunden  sind.  Überdies  ist  eine  Schaltung  möglich,  welche 
den  Widerstand  dieses  dünnen  Drahtes  im  Kalorimeter  be- 
stimmen läßt  (Thomson'sche  Schaltung). 

Es  wurden  nun  folgende  Versuchsreihen  ausgeführt: 

1.  Ein  Strom  von  O- 1  Ampere  wird  während  3 Minuten 
durch  den  dünnen  Konstantandraht  geleitet  und  die  erzeugte 
Joulewärme  im  Kalorimeter  durch  den  Galvanometeranstieg 
gemessen.  Die  Anbringung  der  Korrektion  wegen  Vor-  undNarä* 
periode  geschieht  in  der  p.  1512  geschilderten  Weise.  Das  En  • 

resultat  sei  q. 

2.  Es  erfolgt  eine  Messung  des  Widerstandes  dieses  dünnen 

Drahtes,  der  mit  w  fl  bestimmt  wird. 

Ist  auf  diese  Weise  die  ganze  Vorrichtung  auf  absoue 
Werte  geeicht,  so  läßt  man  dann  einen  Strom  von  1  Arape 
durch  die  eigentlichen  Peltierlötstellen  gehen. 

3.  Man  erhält  so  in  der  einen  Stromrichtung  die  Joulewa 
mehr  dem  PeltierefTekt,  und 


Galvanometers  nicht  sehr  genau.  Die  Übereinstimmung  läßt  ach  nur  bis 
etwa  5<>/0  bringen.  dessefl 
Geht  durch  die  Anordnung  Fig.  3  ein  sehr  schwacher  Wechseis     *  ^ 
Joulewirkung  unmerkbar  klein  ist,  so  erfolgt  selbst  nach  einer  bio^ 

ittstt 


JouiewirKung  unmerkbar  klein  ist,  so  enoigt  seiD&i  u«*»  *   grtfärmung 

Stromes  durch  längere  Zeit  kein  Ausschlag,  weil  Abkühlung  u   ,  ^  ^ 
durch  den  PeltierefTekt  sich  aufheben.  Doch  ist  auch  die  Ger- 
Resultate  viel  kleiner  als  jener,  die  auf  p.  1513  angegeben  sind. 


Digitized  by  Google 


Peltiereffekt  Konstantan-Eisen. 


1519 


4.  nach  Stromumkehr  die  Joulewärme  weniger  dorn  Peltier- 
effekt. 

Diese  vier  Bestimmungen  wurden  nun  zu  wiederholten 
Malen  und  >n  verschiedener  Reihenfolge  gemacht  und  ergaben 
^  ii  i    litt  £5  i  • 

J.  10-48d=0-3 

2.  1-39  ßd=Ö-0005 

3.  15-3  =fc  0-4 

4.  5-9d=0-3. 

Sämtliche  kalorimetrische  Ausschläge  gelten  für  eine 
Wirkungszeit  von  3  Minuten.  Daraus  berechnet  sich  der 
Peltiereffekt  für  1  Sekunde  und  1  Ampere  in  folgender  Weise. 

Aus  Versuchsreihe  3  bestimmt  man  die  erzeugten  Gramm- 
kalorien mit 

0-24/s«,/  =  ü-24. 10      1  -39. 180  =  3  336. 10-».  180. 

Diese  Wärme  erzeugt  nach  Versuchsreihe  1  einen  Ausschlag 
10*48  im  Galvanometer.  Somit  ist  die  Wärme  welche  1  cm 

Ausschlag  entspricht,  gegeben  mit   3 '336' 1Q"3- 180  Nach 

10-48 

den  Versuchsreihen  3  und  4  ergibt  die  Peltierwärme  durch  die 
Einwirkung  eines  Stromes  von  1  Ampere  während  180  Sekunden 

einen  Ausschlag  lo  3-±°  9  .  Der  Ausschlag  für  die  Ein- 
wirkung von  nur  1  Sekunde  wäre  dann  — .  Diese  Zahl  mit 

180 

obigem  Reduktionsfaktor  multipliziert,  liefert  3-37.1 0"3 Gramm- 
kalorien als  Peltiereffekt  für  1  Coulomb. 


Als  Gesamtergebnis  dieser  experimentellen  Studie  ergibt 
sich  also: 

1.  Es  wurde  für  die  Messung  von  Peltierwärmen  und 
ahnlichen  kleinen  Effekten  ein  neues  thermoelektrisches  Kalori- 
meter gebaut,  das  ein  ebenso  genaues  wie  bequemes  Arbeiten 
gestattet. 
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2.  Es  wurde  die  Annahme,  daß  der  Peltiereffekt  bei  Umkehr 
des  erzeugenden  Stromes  sein  Zeichen  wechsle,  ohne  dafl  eine 
Änderung  seines  numerischen  Betrages  eintrete,  zum  ersten 
Male  geprüft,  und  zwar  für  die  Kombination  Eisen-Konstantan. 

3.  Eine  absolute  Messung  des  Peltiereffektes  dieser  Metall- 
kombination lieferte  bei  20°  C.  den  Wert 

3  4. 10-8  Grammkalorien  pro  Coulomb. 

Trotz  der  aufgewendeten  Sorgfalt  dürfte  dieser  Wert  nur 
auf  etwa  4  Prozent  genau  sein,  da  zu  viele  Einzelmessungen 
ganz  kleiner  WärmeefTekte  in  das  Schlußresultat  eingehen. 
Analoge  Fehlergrenzen  werden  derzeit  wohl  allen  Peitier- 
messungen  anhaften. 

Auf  theoretische  Weise   schätzte   ich  schon  früher 
letztere  Größe  mit  ungefähr  7- 10"3,  wobei  ich  aber  die  Be- 
merkung hinzufügte,  daß  diese  Zahl  aller  Wahrscheinlichkeit 
nach  zu  groß  sein  dürfte. 


i  E.  Lecher,  diese  Sitzungsberichte,  Bd.  CXV,  Abt.  IIa,  p.  »88(1«'- 
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Ober  das  Wesen  metallischer  und  elektro- 
lytischer Leitung 

von 

Dr.  Rudolf  v.  Hasslinger. 

Aus  dem  chemischen  Laboratorium  der  k.  k.  Deutschen  Universität  in  Prag. 

(Mit  4  Tcxlfiguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Siuung  am  10.  JÄnner  1907.) 

Bis  vor  kurzer  Zeit  war  man  bestrebt,  eine  strenge  Klassi- 
fikation in  Metalle  und  Nichtmetalle  durchzuführen.  Bei  dieser 
Klassifikation  handelt  es  sich  zunächst  nur  um  Elemente,  jedoch 
kann  man  mit  einer  gewissen  Berechtigung  auch  von  Ver- 
bindungen  mit   metallischen   und   nichtmetallischen  Eigen- 
schaften reden.  Denn  wenn  auch  den  meisten  Verbindungen 
nichtmetallische  Eigenschaften  zukommen,  so  gibt  es  doch 
auch  zahlreiche  mit  ausgesprochen  metallischen  Eigenschaften; 
so  sei  hier  nur  an  Silbersulrid,  Eisenoxyduloxyd  etc.  erinnert. 
Freilich  sind  die  metallischen  Eigenschaften,   die   man  an 
Verbindungen  konstatieren  kann,  mehr  physikalischer  Natur.  So 
ist  es  insbesondere  das  Aussehen,  also  eine  optische  Eigen- 
schaft, welche  in  vielen  Fällen  bereits  eine  Unterscheidung 
zwischen  Metallen  und  Nichtmetallen  ermöglicht.  Weiter  bildet 
das  Verhalten  der  Körper  dem  elektrischen  Strome  gegenüber 
ein  wichtiges  Unterscheidungsmerkmal  dieser  beiden  Körper- 
klassen. Speziell  diese  beiden  Kriterien  sind  es,  die  nicht  nur 
aul  Elemente  Anwendung  rinden  können,  sondern  die  auch 
eine  Unterscheidung  von  Verbindungen  in  solche  mit  mehr 
metallischen  und  in  solche  mit  mehr  nichtmetallischen  Eigen- 
schaften ermöglichen. 

Bekanntlich  unterscheidet  man  zwischen  metallischen  oder 
Leitern  erster  Klasse  und  elektrolytischen  oder  Leitern  zweiter 
Klasse.  Als  wichtigster  Unterschied  zwischen  diesen  beiden 
Arten  der  Elektrizitätsleitung  gilt,  daß  in  den  Leitern  erster 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  Kl.;  CXV.  Bd.,  Abt.  IIa.  100 
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Klasse  bei  Stromdurchgang  kein  nachweisbarer  Transport  von 
Materie  stattfindet,  hingegen  in  Leitern  zweiter  Klasse  ein 
Transport  von  Elektrizität  immer  auch  mit  einem  Transporte 
von  Masse  verbunden  sein  muß.  Dieser  Transport  von  Materie 
findet  in  der  Weise  statt,  daß  an  jeder  Elektrode  ein  anderer 
Körper  ausgeschieden  wird.  Die  Mengen  der  an  den  Elektroden 
ausgeschiedenen  Körper  hängen  bekanntlich  in  allen  bisher 
beobachteten  Fällen  nur  von  zwei  Konstanten  ab,  nämlich 
von  der  Elektrizitätsmenge  und  von  dem  elektrochemischen 
Äquivalente  des  betreffenden  Körpers.  Eine  Ausnahme  dieses 
Gesetzes  wurde  bisher  experimentell  noch  nicht  sichergestellt 
obwohl  nach  einer  solchen  schon  vielfach  gesucht  worden  ist 
Alle  scheinbaren  Abweichungen  ließen  sich  auf  andere 
Ursachen  zurückführen.  Auf  diese  sowie  auf  einige  andere 
damit  im  unmittelbaren  Zusammenhange  stehende  Eigen- 
tümlichkeiten der  elektrolytischen  Leitung  haben  wir  später 
noch  zurückzukommen. 

Versucht  man  aber  auf  Grund  der  bekannten  Lnter- 
Scheidungsmerkmale  eine  strenge  Einteilung  der  Stoffe  m 
Metalle  und  Nichtmetalle  zu  treffen,  so  wird  man  bald  auf 
Schwierigkeiten  stoßen,  indem  die  Eigenschaften  einiger 
Körper  deren  Einreihung  als  Metall,  beziehungsweise  Nicht- 
metall zweifelhaft  erscheinen  lassen.  Es  sei  in  dieser  Richtung, 
um  ein  Beispiel  zu  geben,  nur  an  Antimon,  Arsen  und  Tellur 
erinnert.  Die  genannten  Elemente  geben  flüchtige  Wasserst*- 
Verbindungen,  trotzdem  sie,  wenigstens  in  einer  Modifikation, 
zweifellos  metallisches  Aussehen  besitzen  und  verhältnisma^ 
gute  Leiter  erster  Klasse  des  elektrischen  Stromes  sind.  Andrer- 
seits ist  doch  das  Natrium,  ein  Element,  dessen  meta,lisc^ 
Natur  zweifellos  feststeht,  in  flüssigem  Ammoniak  löslich,  o  ne 
dabei  eine  Veränderung  zu  erfahren.1  .  j( 

Während  weiters  bei  allen  Metallen  die  Leitfähigkeit 
der  Temperatur  abnimmt,  zeigen  die  Nichtmetalle,  sofern  ^ 
selben  überhaupt  leiten,  in  denselben  Temperaturintervallen 
allgemeinen  eine  Zunahme  der  Leitfähigkeit  mit  derTcmpe'JlW 
Aber  auch  hier  wäre  eine  besonders  auffallende  Ausna 


*  Ruffund  Geisel,  Bert.  13er.,  39,  82 1  (1000). 
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namheh  die  Kohle,  zu  erwähnen.  Während  bei  derselben  alle 
Anzeichen  eine  zweifellos  metallische  Leitung  ergeben  ist  der 
Temperaturkoeffizient  der  Kohle  ein   negativer.   Bei  dieser 
Unsicherheit,  zu  welcher  Klasse  einzelne  Körper  zu  zählen 
sind,  liegt  die  Krage  nahe,  ob  denn  der  metallische  Zustand 
etwas  den  Körpern,  welche  ihn  besitzen,  Inhärentes,  etwas 
Unabänderliches  sei  oder  ob  Fälle  bekannt  sind,  daß  ein  Nicht- 
metall in  ein  Metall  übergeht  oder   umgekehrt.  Besonders 
interessante  Betrachtungen  in  dieser  Richtung  wurden  von 
Martin1  veröffentlicht.  Folgt  man  diesen  und  erwägt  man  die 
Frage  von  einem  allgemeinen  Standpunkte  aus,  so  kann  man 
zunächst  an  dem  periodischen  System  der  Elemente  bemerken, 
daß  in  den  einzelnen  Gruppen  zweifellos  mit  dem  Wachstum 
des  Atomgewichtes  auch  ein  Zuwachs  der  metallischen  Eigen- 
schaften der  Kiemente  verbunden  erscheint.  Es  erweckt  dies 
geradezu  den  Anschein,  als  ob  es  sich  um  einen  mit  dem  An« 
wachsen  des  Atomgewichtes  erfolgenden  stufenweisen  Über- 
gang von  Nichtmetallen  zu  Metallen  handeln  würde.  Diese 
Beziehungen  erscheinen  besonders  ausgeprägt  in  den  Gruppen: 
C,  Si,  Ge,  Sn,  Pb,  dann  N,  P,  As,  Sb,  dann  O,  S,  Se,  Te;  aber 
auch  in  den  übrigen  Gruppen  gilt  dasselbe. 

Nun  ist  es  aber  eine  bekannte  Tatsache,  daß  in  ähnlicher 
Weise,  wie  sich  die  Eigenschaften  von  im  periodischen  System 
benachbarten  Elementen  mit  steigendem  Atomgewicht  ändern, 
auch  die  Eigenschaften  bei  ein  und  demselben  Element  durch 
Temperaturerhöhung  beeinflußt  werden.  So  wird  beispielsweise 
die  Farbe  der  Kiemente  O,  S,  Se,  Tc  mit  steigendem  Atom- 
gewicht dunkler  und  nähern  sich  die  beiden  letzteren  wenigstens 
unter  gewissen  Umständen  bereits  sehr  den  Metallen.  Greift 
man  eines  dieser  Elemente  heraus,  z.  H.  den  Schwefel,  und 
untersucht  sein  Verhalten  bei  Temperaturerhöhung,  so  findet 
man,  daß,  während  der  Schwefel  bei  gewöhnlicher  Temperatur 
hellgelb  ist,  beim  Erhitzen  seine  Farbe  immer  dunkler  wird, 
um  beim  Siedepunkt  bereits  nahezu  schwarz  zu  erscheinen. 
Ähnliche  Beispiele  ließen  sich  noch  mehrere  anführen;  so  etwa 
noch  das  Verhalten  des  Kohlenstoffes.  Diejenige  Modifikation 

1  Chem.  News,  66,  L'95  (ÜiO^j,  <V7,  1»>2  (UKU). 
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des  Kohlenstoffes,  welche  zweifellos  die  meisten  metallischen 
Eigenschaften  aufweist,  nämlich  der  Graphit,  bildet  sich  aus 
den  anderen  Modifikationen  durch  genügend  hohes  Erhitzen; 
ein  Verfahren,  welches  ja  auch  technische  Anwendung  gefunden 
hat  (Achesongraphit).  In  gleicherweise  wie  diese  Eigenschaften 
ändert  sich  auch  die  Wertigkeit  der  einzelnen  Elemente  sowohl 
im  periodischen  System  mit  steigendem  Atomgewicht  wie  bei 
den  einzelnen  Elementen  mit  steigender  Temperatur.  Um  au* 
den  vielen  Beispielen,  die  sich  für  dieses  Verhalten  geben  ließen, 
nur  eines  herauszugreifen,  sei  an  das  Eisen  erinnert.  Während 
bei  gewöhnlicher  Temperatur  Eisen  in  seiner  dreiwertigen 
Form  die  beständigsten  Verbindungen  bildet  und  aus  der 
zweiwertigen  Form  leicht  in  die  dreiwertige  übergeht,  z.  B. 
Oxydulverbindungen  in  Oxydverbindungen,  so  geht  umgekehrt 
bei  hohen  Temperaturen  z.  B.  das  Oxyd  des  dreiwertigen  Eisens 
leicht  in  das  Oxydul  über.  Übrigens  bedarf  es  für  dieses  Ver- 
halten gar  nicht  erst  der  Anführung  von  Beispielen,  da  ja  die 
Beständigkeit  einer  Verbindung,  beziehungsweise  die  Möglich- 
keit zu  deren  Entstehung  für  bestimmte  Temperaturen  sich 
aus  der  für  die  meisten  Fälle  bekannten  Bildungswärme  der 
betreffenden  Verbindungen  ergibt. 

Ist  es  aber  einerseits  richtig,  daß  ein  Zuwachs  des  Atom 
gewichtes  in  einer  Reihe  des  periodischen  Systems  einen 
Zuwachs  der  metallischen  Eigenschaften  der  betreffenden,  in 
dieser   Reihe   aufeinanderfolgenden   Elemente  bedingt  un 
daß  andernteils  bei  demselben  Element  die  metallischen  Eigen- 
schaften mit  der  Temperatur  zunehmen,  so  ist  es.  wie  sc  on 
von  Martin  ausgesprochen  wurde,  möglich  anzunehmen.  a 
alle  Elemente  einer  Reihe  des  periodischen  Systems  dadurc^ 
auf  einen  gleichen  Grad  metallischer  Eigenschaften  gebrac 
werden  können,  daß  man  ihre  Temperaturen  entsprechen^ 
verschieden  wählt.  Natürlich  ist  dabei  keine  Rücksicht  darau 
genommen,  ob  diese  Elemente  unter  den  gegebenen  au  ere^ 
Verhältnissen  überhaupt   noch  als  feste  Körper  existier^ 
können.  Ist  es  aberzutreffend,  daß  man  die  metallischen h\& 
schalten  eines  Elementes  durch  Temperatursteigerung  in 
angegebenen  Weise  erhöhen  kann,  dann  ist  ein  Metall  nr^ 
anderes  als  ein  Element,  dessen  Temperatur  zu  hoch  v>, 
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die  Eigenschaften  eines  Nichtmetalles  zu  besitzen,  und  um- 
gekehrt ein  Nichtmetall  eine  Substanz,  deren  Temperatur  zu 
niedrig  ist,  um  metallische  Eigenschaften  zu  haben.  Nach  dieser 
Auffassung,  welche,  wie  erwähnt,  bereits  von  Martin'  aus- 
gesprochen wurde,  wären  also  der  metallische  und  der  nicht- 
metallische Zustand  nichts  weiter  als  Zustandsänderungen,  die 
die  Elemente  durchlaufen,  wenn  die  Temperatur  vom  absoluten 
Nullpunkt  an  steigt.  Für  die  Richtigkeit  dieser  Vermutung 
spricht  besonders  die  vorhin  erwähnte  Beständigkeit  der  metalli- 
schen Modifikation  bei  hohen  Temperaturen  derjenigen  Ele- 
mente, bei  welchen  solche  Modifikationen  überhaupt  vor- 
kommen. Natürlich  kann  die  eben  ausgesprochene  Ansicht 
nichts  anderes  als  eine  bloße  Hypothese  sein. 

Nichtsdestoweniger  glaube  ich  behaupten  zu  können,  daß 
dieselbe  mit  keiner  bekannten  Tatsache  in  Widerspruch  steht. 
Einige  der  Folgerungen,  welche  sich  aus  dieser  Hypothese 
ergeben,  mögen  hier  noch  kurz  Erwähnung  finden.  So  müßten 
z.  B.  alle  Substanzen,  die  bei  gewöhnlicher  Temperatur  Metalle 
sind,  in  der  Nähe  des  absoluten  Nullpunktes  oder  bei  demselben 
zu  Nichtmetallen  und  damit  wahrscheinlich  zu  Nichtleitern  des 
elektrischen  Stromes  werden.  Bei  Erwärmung  vom  absoluten 
Nullpunkt  aus  müßten  dann  ihre  metallischen  Eigenschaften  und 
damit  wohl  auch  ihre  Leitfähigkeit  zunehmen.  Über  das  weitere 
Verhalten  der  Leitfähigkeit  gibt  diese  Hypothese  noch  keinen 
Aufschluß.  Später  soll  aber  versucht  werden,  für  die  bei  weiterer 
Temperaturzunahme  bei  den  Metallen  bekanntlich  tatsächlich 
erfolgende  Abnahme  der  Leitfähigkeit  eine  Erklärung  zu  geben. 
Was  aber  über  das  Verhalten  der  Metalle  bei  tiefen  Tem- 
peraturen experimentell  festgestellt  ist,  entspricht  der  vorher 
erwähnten  Hypothese.  So  haben  Callendar  und  Dewar,1 
ferner  Lord  Kelvin2  gezeigt,  daß  die  anfangs  durch  Tem- 
peraturerniedrigung zunehmende  Leitfähigkeit  der  Metalle  ein 
Maximum  erreiche,  von  wo  aus  dieselbe  bei  weiterer  Tempe- 
raturabnahme vermindert  wird.  Beim  absoluten  Nullpunkt  wird 
die  Leitfähigkeit  somit  wahrscheinlich  den  Wert  Null  annehmen. 

1  Philos.  Ma-  ,  1 8*>9,  217. 
-  Philos.  Mag.,  1902,  Nach. 
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Ein  besonders  interessantes  Beispiel  für  die  Existenz  eines 
solchen  Maximums  der  Leitfähigkeit  bietet  der  Kohlenstoff 
Wie  erwähnt  nimmt  die  Leitfähigkeit  der  Kohle,  obzwar  ihrer 
Art  rfach  zweifellos  metallisch,  mit  steigender  Temperatur  zu 
und  bildet  so  eine  Ausnahme  gegenüber  den  Metallen.  Dieses 
Verhalten  wurde  aber  bisher  nur  innerhalb  verhäitnismäflij; 
enger  Temperaturgrenzen  untersucht.  Nach  der  vorhin  er- 
wähnten Hypothese  wäre  jedoch  anzunehmen,  daß  die  Kohle 
ein  Körper  ist,  welcher  zwar  metallische  Leitfähigkeit  besitzt 
bei  gewöhnlicher  Temperatur  aber  nicht  wie  die  anderen 
Metalle  das  Leitfähigkeitsmaximum  bereits  überschritten  hat 
sondern  daß  das  Leitfähigkeit  smaximum  dieses  Körpers  sich 
bei  einer  Temperatur  befindet,  welche  über  den  Temperaturen, 
bei  denen  bisher  das  Verhalten  der  Leitfähigkeit  der  Kohle 
geprüft  wurde,  liegt. 

Dies  ist  um  so  eher  wahrscheinlich,  als  ja  die  Kohle  da> 
erste  Glied  einer  Reihe  des  periodischen  Systems  ist,  in  welcher 
die  nächstfolgenden  Glieder  schon  deutlich  ausgeprägte  metalli- 
sche Eigenschaften  bei  gewöhnlicher  Temperatur  zeigen,  und 
man  nach  den  früheren  Auseinandersetzungen  somit  zu  der 
Annahme  berechtigt  ist,  daß  Kohle  erst  bei  hohen  Temperaturen 
sich  ganz  wie  ein  Metall  verhalten  werde.  Um  über  das  \  er- 
halten der  Kohle  in  dieser  Richtung  Aufschluß  zu  erhalten, 
habe  ich  den  Widerstand  eines  Kohlefadens  bei  verschiedenen 
Temperaturen  untersucht.  Die  Versuchsanordnung  war  fol- 
gende: In  einem  Stromkreise  war  ein  Amperemeter  und  eine 
Kohlefadenglühlampe  hintereinandergeschaltet.  Die  Erwärmung 
des  Kohlefadens  erfolgte  durch  den  gleichzeitig  zur  Messung 
verwendeten  Strom.  Bei  wechselnder  Stromstärke  und  somit 
also  auch  bei  verschiedener  Temperatur  des  Kohlefadens  wurde 

die  an  den  Enden  des  Kohlefadens  herrschende  Spannung 
gemessen  und  so  aus  Stromstärke  und  Spannung  der  Wider- 
stand des  Fadens  berechnet.  Die  aus  den  so  gewonnenen 
Werten  für  Stromstärke  und  Spannung  erhaltenen  Widerstands 
großen  sind  in  der  folgenden  Tabelle  enthalten  und  zeigen, 
daß  bei  der  Kohle  tatsächlich,  wie  nach  der  eben  entwickeln 
Hypothese  vorauszusetzen  war,  ein  Maximum  der  Leitfehig  * 
existiert.  Die  hier  angegebenen  Werte  sind  sowohl  bei  steigen  t 
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wie  bei  fallender  Temperatur  beobachtet  worden;  eine  bleibende 
Änderung  des  Widerstandes  des  Kohlefadens,  etwa  durch  Zer- 
stäubung, erscheint  somit  ausgeschlossen. 

Widerstand  eines  Kohlefadens  in  Ohm. 


Es  wurde  bereits  früher  erwähnt,  daß  man  gegenwärtig 
gewohnt  ist,  einen  scharfen  Unterschied  zwischen  metallischen 
und  elektrolytischen  Leitern  zu  machen.  Man  nimmt  an,  daß 
alle  diejenigen  Substanzen,  welche  den  Strom  leiten,  ohne  daß 
mit  dem  Strome  ein  Transport  von  Materie  verbunden  wäre, 
metallisch  leiten,  wohingegen  als  elektrolytische  Leiter  solche 
Körper  bezeichnet  werden,  bei  denen  mit  dem  Stromdurchgang 
auch  ein  Transport  von  Materie  stattfindet. 

Die  Unterscheidung  zwischen  metallischen  und  elektro- 
lytischen Leitern  ist  nun  aber  keinesfalls  so  einfach,  wie  es 
nach  dem  Vorhergehenden  scheinen  könnte.  Es  ist  nämlich 
das  Auftreten  von  Zersetzungsprodukten  keinesfalls  immer 
leicht  experimentell  konstatierbar,  da  bisweilen  die  eventuell 
entstehenden  Zersetzungsprodukte  so  schnell  wieder  ver- 
schwinden, daß  an  ein  Fassen  derselben  gar  nicht  zu  denken 
ist.  Ein  Beispiel  für  einen  solchen  Fall,  wo  der  sogenannte 
Reststrom  die  eigentliche  Elektrolyse  fast  vollständig  verdeckt, 
bieten  die  in  den  Nernst-Lampen  als  Glühkörper  verwendeten 
Stäbchen  aus  Erdalkalioxyden.  Obzwar  dieselben,  wie  von 
Nei  n  st1  und  Bose2  nachgewiesen,  zweifellos  elektrolytisch 
leiten,  können  Nernst-Lampen  viele  Hunderte  von  Stunden  mit 


1  Zeitschr.  fiir  Elektrochem.,  0,  41  (1809). 
-  Ürudc's  Ann.  der  l'hys.,  y,  1(54  .1902). 


Temperatur 


Ohm 


Dunkel  rotglühend .  .  . 

Rotglühend  

Hell  rotglühend  

Gelbglühend  

Fast  weißglühend  .  . . 

Weißglühend  

Sehr  hell  weißglühend 


188 
154 
141 
133 
129 
129 
149 
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Gleichstrom  brennen,  ohne  daß  eine  sichtbare  Elektrolyse  des 
Stäbchens  in  Erscheinung  treten  würde.  Das  an  der  Kathode 
ausgeschiedene  Metall  verbrennt  bekanntlich  sofort  mit  dem  in 
der  Umgebung  befindlichen  Sauerstoff  wieder  zu  Metalloxyd, 
während  an  der  Anode  die  entsprechende  Menge  Sauerstoff  frei 
wird.  Der  ganze  Effekt  des  Stromdurchganges  durch  diesen 
Elektrolyten  ist  somit,  wenigstens  bei  der  zur  Anwendung 
kommenden  hohen  Temperatur,  nichts  anderes  als  ein  Transport 
von  Sauerstoff  von  der  Anode  zur  Kathode.  Zu  dem  Auftreten 
dieses  Reststromes  in  solchem  Ausmaße,  daß  die  eigentliche 
Elektrolyse  durch  denselben  vollständig  verdeckt  wird,  ist,  wie 
Bose  gezeigt  hat,  selbst  ein  ganz  minimaler  SaucrstofTdruck 
hinreichend.  Versucht  man  es  aber,  chemisch  nicht  mehr. nach- 
weisbare Mengen  von  Zersetzungsprodukten  dadurch  nach- 
weisen zu  wollen,  daß  man  eine  nach  Stromdurchgang  etwa 
auftretende  Polarisation  sucht,  so  stellen  sich  diesem  Unter- 
nehmen mitunter  auch  bedeutende  Schwierigkeiten  entgegen. 
Diese  sind  dadurch  bedingt,  daß  bei  Stromdurchgang  immer 
Peltiereffekte  und  damit  TemperaturdifTerenzen  auftreten,  die 
sich  bei  festen  Körpern  genügend  lange  erhalten  können,  um 
einen  Polarisationsstrom  vorzutäuschen,  wo  eine  wirkliche 
Polarisation  gar  nicht  vorhanden  ist.  Will  man  hingegen  mit 
dem  Aufsuchen  einer  Polarisation  so  lange  warten,  bis  eventuell 
aulgetretene  Temperaturdifferenzen  verschwunden  sind,  so  wird 
man  meistenteils,  selbst  wenn  eine  Polarisation  vorhanden  war, 
dieselbe  auch  nicht  mehr  konstatieren  können.  Von  verschie- 
dener Seite  wurde  der  Versuch  gemacht,  metallische  und 
elektrolytische  Leiter  durch  ihren  Temperaturkoeffizienten  zu 
unterscheiden.  Wie  schon  früher  erwähnt,  haben  fast  alle 
Metalle   einen    negativen  Temperaturkoelfizienten  der  Leit- 
fähigkeit, bei  Elektrolyten  hingegen  nimmt  im  allgemeinen  die 
Leitfähigkeit  mit  der  Temperatur  zu.  Daß  aber  der  Temperatur- 
koeffizient  keine  strenggültige  Unterscheidung  zwischen  meta- 
lischer  und  elektrolytischer  Leitfähigkeit  ermöglichen  kann- 
läßt sich  leicht  erweisen.  Es  wurde  ja  schon  früher  auf  da> 
Verhalten  der  Kohle,  deren  metallische  Leitfähigkeit  nicht  zu 
bezweifeln  ist,  hingewiesen,  welche  bei  gewöhnlichen  Tempera- 
turen  einen   mit   der  Temperatur  abnehmenden  Widerstan 
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aufweist.  Daß  hingegen  bei  Elektrolyten  keinesfalls  immer  mit 
Temperaturzunahme  eine  Zunahme  der  Leitfähigkeit  verbunden 
,    ist  ebenfalls  erwiesen.  Es  wäre  in  dieser  Richtung  zunächst 
auf  die  Arbeit  von  Arrhenius*  .über  die  Dissoziationswärme 
und  den  Einfluß  der  Temperatur  auf  den  Dissoziationsgrad  der 
hlektrolyte«  zu  verweisen.  Ferner  sei  hier  die  die  Resultate  von 
Arrhen.us  bestätigende  Arbeit  von  Noyes  und  Coolidge* 
erwähnt.  Endlich  möge  noch  eine  Abhandlung  von  Horton* 
angeführt  werden,  in  welcher  der  Nachweis  erbracht  wird,  daß 
die  Leitfähigkeit  einiger  Oxyde  nur  bis  zu  einer  bestimmten 
I  emperatur  eine  Zunahme  erfährt,  dann  aber  mit  steigender 
Temperatur  abnimmt.  Aus  diesen  Tatsachen  geht  unzweifelhaft 
hervor,  daß  man  aus  dem  Temperaturkoeffizienten  einen  Schluß 
auf  die  Art  der  Leitfähigkeit  zu  ziehen  keinesfalls  berechtigt  ist. 

Eine  Methode  zur  Unterscheidung  von  elektrolytischer 
und  metallischer  Leitfähigkeit,  die  dort,  wo  dieselbe  überhaupt 
angewendet  werden  kann,  immer  durchaus  verläßliche  Resultate 
liefert,  meines  Wissens  aber  noch  nicht  gebraucht  wurde,  ist 
folgende: 

Metalle  zeigen  bekanntlich  solchen  Medien  gegenüber,  in 
denen  ihre  Ionen  existenzfähig  sind  (also  Elektrolyten),  eine 
Losungstension.  Diese  äußert  sich  in  dem  Auftreten  einer 
elektromotorischen  Kraft  zwischen  Metall  und  der  mit  dem 
Metall  in  Berührung  stehenden  Substanz.  Will  man  nun  etwa 
bei  einer  Metallverbindung  die  Art  ihrer  Leitfähigkeit  unter- 
suchen, so  braucht  man  dieselbe  nur  einerseits  mit  einer  Elek- 
trode aus  demjenigen  Metall,  welches  ihren  einen  Bestandteil 
bildet,  andernteils  mit  einem  unangreifbaren  Metall  als  zweite 
Elektrode  zu  verbinden.  Im  Falle  die  untersuchte  Substanz  ein 
Elektrolyt  ist,  wird  man  eine  elektromotorische  Kraft  zwischen 
den  beiden  Metallelektroden  nachweisen  können.  Leitet  aber 
die  zu  untersuchende  Verbindung  metallisch,  so  wird  man, 
vorausgesetzt,  daß  die  Temperatur  aller  verschiedenen  Teile 
der  ganzen  Anordnung  die  gleiche  ist,  keine  elektromotorischen 

*  Zeitschr.  für  physik.  Chemie,  4,  90  (1885t). 

-  Proc.  Amor.  Acad.  of  Arts  and  Scienc,        160  (1903  1904). 
L*.  c. 
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Kräfte  zwischen  den  beiden  Elektroden  erhalten.  Man  kann 
somit  aus  dem  Auftreten  oder  Fehlen  einer  elektromotorischer- 
Kraft  mit  Sicherheit  einen  Schluß  auf  die  Art  der  Leitfähigkeit 
des  untersuchten  Körpers  ziehen.  Ein  weiteres  Kriterium  zur 
Unterscheidung  der  beiden  Arten  von  Leitfähigkeit  bilden  nach 
Nernst1  die  optischen  Eigenschaften.  So  steht  im  engsten 
Zusammenhange  mit  der  elektrischen  Leitfähigkeit  der  Metaile 
ihre  Undurchsichtigkeit. 

Man  kennt  bekanntlich  keine  nichtmetallischen  Körper, 
die  erst  in  so  dünnen  Schichten  durchsichtig  werden  wie  die 
Metalle.  Im  Sinne  der  elektromagnetischen  Lichttheone  ist  die 
optische  Undurchsichtigkeit  der  Körper  im  metallischen  Zu- 
stande darauf  zurückzuführen,  daß  sich  Metalle,  im  Gegensatz 
zu  Elektrolyten,  auch  gegenüber  so  schnellen  elektischen 
Schwingungen,  wie  es  die  Lichtschwingungen  sind,  immer 
noch  als  gute  Leiter  verhallen.  Freilich  läßt  sich  dieser  Unter- 
schied nicht  vollständig  durchführen,  da  ja  die  Absorptions- 
fähigkeit vielfach  im  weitesten  Maße  von  der  Wellenlan^ 
bedingt  ist.  Nach  dieser  Auffassung  erscheint  z.  B.  die  Annahme, 
daß  der  elektrische  Lichtbogen  metallisch  leite,  schon  durc 
die  auswählende  Lichtemission  und  Absorption  desselben  vor- 
kommen ausgeschlossen.  Ebensowenig  darf  man  bei  der  gu 
leitenden,  bläulichen,  durchsichtigen  Lösung  von  metallisc  ern 
Natrium  in  flüssigem  Ammoniak  metallische  Leitung  annenir*  • 
Andernteils  spricht  schon  die  tiefschwarze  Farbe,  groBe  ^ 
durchsichtigkeit  und  der  Metallglanz  mancher  Superoxyde  u 
Sulfide  für  eine  metallische  Leitfähigkeit  derselben  Oer  * 
die  Art  der  Leitfähigkeit  einiger  solcher  Metallverb-ndun^ 
beansprucht  ein  besonderes  Interesse,  da  man  insbeso  ^ 
bei  diesen  Körpern,  welche  teilweise  metallische  und  tei  ^ 
nichtmetallische  Eigenschaften  besitzen,  erwarten  kenn  , 
leicht  Übergänge  zwischen  elektrolytischer  und  rneta 
Leitfähigkeit  zu  finden.  Durch  die  Auffindung  solc^rfsdl]uli 
gänge  konnte  man  aber  wiederum  hoffen,  einen  .  u  ^ 
über  das  Wesen  der  metallischen  Leitfähigkeit  zu  e 


1  Zeitschr.  für  Elcktrochem.,  6,  42  (1000). 

-  Lorenz,  Elcktrochem.  gcschm.  Satze.  2,  173. 
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Zahlreiche  Untersuchungen  sind  auch  bereits  von  verschie- 
denen Autoren  in  dieser  Richtung  unternommen  worden.  So 
von  Streintz,  Guinchant  und  vielen  anderen. 

Alle  diese  Untersuchungen  hatten  aber  bisher  einen 
solchen  Übergang  zwischen  metallischer  und  elektrolytischer 
Leitfähigkeit  nicht  erkennen  lassen.  Besondere  Beachtung  in 
dieser  Richtung  beanspruchen  ferner  diejenigen  Körper,  die 
Elemente  sind  und  trotzdem  elektrolytische  Leitfähigkeit  zeigen. 
Man  ist  nämlich  gewöhnt  anzunehmen,  ein  Element  könne  nur 
metallisch  leiten,  elektrolytische  Leitfähigkeit  hingegen  nur  bei 
solchen  Körpern  für  möglich  halten,  welche  Verbindungen  sind. 

Fast  alle  hier  in  Betracht  kommenden  Stoffe  sind  bei  ge- 
wöhnlicher Temperatur  feste  Körper.  Da  dieselben  trotzdem 
ein  recht  erhebliches  Leitvermögen  zeigen,  hat  man,  wenn  man 
eine  Entscheidung  darüber  erhalten  will,  ob  das  Leitvermögen 
dieser  Körper  ein  metallisches  oder  elektrolytisches  ist,  sich 
zunächst  die  Frage  vorzulegen,  ob  denn  ein  fester  Körper 
überhaupt  elektrolytisch  leiten  kann.  Diese  Frage  ist  berechtigt, 
da  es  keinesfalls  ohneweiters  verständlich  erscheint,  daß  feste 
Körper  dissoziiert  sein  sollen,  und  vielleicht  noch  weniger,  daß 
die  Ionen  in  festen  Körpern  eine  Beweglichkeit  besitzen.  Doch 
muß  diese  Frage  in  bejahendem  Sinne  beantwortet  werden, 
da  bei  vielen  festen  Körpern  eine  elektrolytische  Leitfähigkeit 
unzweifelhaft  experimentell  festgestellt  worden  ist.  In  dieser 
Richtung  sei  nur  daran  erinnert,  daß  schon  Faraday  im  Jahre 
1833  ein  elektrolytisches  Leitvermögen  einiger  fester  Salze 
entdeckte.  Im  Jahre  1875  wurde  von  E.  Wied e mann1  das  Leit- 
vermögen von  Bleichlorid,  -bromid  und  -jodid  eingehend  unter- 
sucht und  als  elektrolytisch  erkannt.  Von  den  vielen  anderen 
auf  diesem  Gebiet  gemachten  Untersuchungen  seien  hier  noch 
erwähnt  die  Arbeiten  von  0.  Lehmann2  über  das  Verhalten 
des  festen  Jodsilbers.  Bei  diesen  letzteren  Untersuchungen 
wurde  sogar  elektrolytische  Leitfähigkeit  in  einem  so  zweifellos 
festen  Körper,  wie  es  kristallisiertes  Jodsilber  ist,  konstatiert. 
Endlich  fanden  Warburg  und  Tegetmeier,3  daß  der  Berg- 

1  Pogg.  Ann.  d.  Riys.  154,  318  (1875). 

2  Wied.  Ann.,  24,  1  (1885). 

3  Wied.  Ann..  21,  622  (1*84). 
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kristall  (Quarz)  lediglich  in  der  Richtung  der  Hauptachse  leite, 
daß  also  in  diesem  Falle  das  Leitvermögen  in  der  Richtung  der 
Kristal lachsen  orientiert  ist.  Von  Interesse  ist  es,  daß  Lorenz1 
darauf  aufmerksam  macht,  daß  in  den  untersuchten  festen 
Elektrolyten  eine  Wanderung  nur  der  Kationen  nachweisbar 
ist,  wohingegen  die  Anionen  festliegen.  Diese  Erscheinung  wäre 
eine  auffallende  Analogie  zu  der  Annahme,  daß  in  Metallen 
nur  die  negativen  Elektronen  den  Stromdurchgang  vermittelr 
sollen. 

Nachdem  es  also  möglich  ist,  daß  ein  fester  Körper  sowohl 
elektrolytische  wie  metallische  Leitfähigkeit  aufweist,  möge  im 
folgenden  auf  die  Frage,  welche  Art  von  Leitfähigkeit  in  den 
einzelnen  Fällen  vorliegt,  näher  eingegangen  werden.  Iber 
dieses  Thema  sind  bereits  sehr  zahlreiche  Untersuchungen 
veröffentlicht  worden  und  sei  über  diese  Arbeiten  sowie  über  die 
vom  Verfasser  erhaltenen  Resultate  nach  Elementen  geordnet 
referiert. 

Jod. 

Was  dieses  Element  betrifft,  so  ist  zunächst  eine  Angabe 
von  I.  Inglis2  zu  erwähnen,  wonach  geschmolzenes  Jod  den 
Strom  leiten  soll.  Später  wollte  Beetz3  den  Nachweis  erbringen, 
daß  die  erhaltenen  Spuren  von  Leitung  auf  Verunreinigungen 
zurückzuführen  seien.  In  neuerer  Zeit  ist  über  d»«68™*™ 
eine  ausgezeichnete  Arbeit  von  Waiden*  erschienen.  Walde 
beschäftigt  sich  freilich  nicht  mit  der  Leitfähigkeit  des  Jods 
sich,   sondern  untersuchte  die  Leitfähigkeit  von  Lösung, 
dieses  Körpers.  Er  fand,  daß  die  molekulare  Leitfähigkeit  d,e^ 
Lösungen  mit  der  Verdünnung  wächst,  was  bekanntlich  ^ 
unseren  Anschauungen  nur  bei  einem  Elektrolyten  mog  ^ 
ist.  Aus  diesem  Grunde  und  wegen  der  Durchsichtig^ 
Lösungen   erscheint   eine    metallische  Leitfähigkeit  a  b 
schlössen.    Um   eine  Erklärung  dieser  Erscheinung  ^ 
Anerkennung  der  elementaren  Natur  des  Jods  zu  geben,  m 

1  Lorenz,  ["Icktrochcm.  geschm.  Salze,  3,  300. 

2  Lorenz,  Elektrochem.  geschm.  Salze,  I.  c. 

n  PoK£.  Ann.,  92,  452. 

*  Zcitschr.  für  physik.  Chemie,  43,  386  (1903). 
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Waiden  an,  daß  die  Moleküle  von  Jod  eine  elektrolytische 
Dtssoz.atton  erleiden,  etwa  nach  folgendem  Schema: 

J.-J+J'  oder  -Wiu+J,,,;  V^J.+J,,, 
2JS  =  3J'+J"'. 

Was  die  Möglichkeit  einer  solchen  Dissoziation  betrifft  so 
se.  h,er  daran  erinnert,  daß  Brom  und  Jod,  neben  dem  aus- 
gesprochen  negativen  Charakter,  als  Brom-  und  Jodanionen 
auch  deuthche  basische  Eigenschaften  besitzen.  Außerdem 
erfahren  bekanntlich  die  Brom-  und  Jodmoleküle  leicht 
thermolytische  Spaltung.  Es  ist  also  die  Möglichkeit,  daß  sich 
das  Jod  tatsächlich  in  der  vorhin  erwähnten  Weise  in  Ionen 
spaltet  und  somit  sein  Leitungsvermögen  trotz  der  elemen- 
taren Natur  dieses  Körpers  wenigstens  in  dem  angewendeten 


Fig.  ]. 

Lösungsmittel  ein  elektrolytisches  ist,  zweifellos  vorhanden.  Da 
man  nach  diesem  Verhalten  des  in  Lösung  befindlichen  Jodes 
erwarten  konnte,  daß  eine  genauere  Untersuchung  des  Ver- 
haltens von  reinem  festen  und  geschmolzenen  Jod  interessante 
Ergebnisse  liefern  werde,  unternahm  ich  es,  das  elektrische 
Verhalten  dieses  Körpers  einer  genaueren  Untersuchung  zu 
unterziehen.  Es  wurde  reinstes  Jod  von  Merck,  welches  mehr- 
fach  sublimiert  wurde,  zu  den  Versuchen  verwendet.  Die  Ver- 
suchanordnung ist  durch  die  obenstehende  Fig.  1  angedeutet. 

Als  Gefäß  diente  zunächst  eine  Glaseprouvette,  welche  mit 
etwa  10  g  Jod  beschickt  wurde;  in  dieses  Jod  wurden  zwei 
Elektroden  aus  Platin  eingetaucht.  Die  Bestimmung  des  Wider- 
standes erfolgte  in  der  Weise,  daß  die  Stärke  des  Stromes,  der 
bei  Anlegung  einer  bestimmten  elektromotorischen  Kraft  durch 
die  Anordnung  hindurch  ging,  gemessen  wurde.  Da  es  sich 
jedoch  zeigte,  daß  sowohl  die  Platinelektroden  nicht  ganz 
unangreifbar  dem  Jod  gegenüber  waren,  wie  auch  daß  Spuren 
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des  Glases  in  Lösung  gingen,  wurde  später  ein  Gefäß  aus  Quarc 
und  Elektroden  aus  reinem  Kohlenstoff  verwendet.  Zunächst 
konnte  mit  dieser  Anordnung  festgestellt  werden,  daß  auch  das 
reinste  erhältliche  Jod  bei  20°  bereits  ein  zwar  sehr  geringes, 
aber  immerhin  doch  merkliches  Leitvermögen  zeigt  Mit 
steigender  Temperatur  nimmt  dann  das  Leitvermögen  zu  uik 
zeigt  insbesondere  in  der  Nähe  des  Schmelzpunktes  einen 
sprunghaften  Anstieg.  Die  Resultate  sind  durch  die  neben- 
stehende Kurve  zum  Ausdruck  gebracht. 


1  J»,l 
1 

■xf>n  i.\,ir 

lt>-7 





- 

 J 

;o       M>  Cm 

7      70  .7 

Q      JJO  l'K' 

Fig.  2- 

Sobald  das  Jod  geschmolzen  war  und,  wie  aus  der  Kur« 
(Fig.  2)  hervorgeht,  eine  immerhin  beträchtliche  Le,tfah,gflen 
besaß,  war  es  möglich,  bei  den  von  mir  angewendeten  uro 
der  Apparate  doch  einige  Milliampere  die  Elektroden  passi 
zu  lassen,  um  einen  etwa  auftretenden  Polarisat.onsstrom 
weisen  zu  können.  .  he 

Nimmt  man  an,  daß  die  Leitfähigkeit  eine  elektro^ 
ist  und  die  Ionen  etwas  aus  verschiedenwertigem  o  ^ 
stehen,  wäre  das  Auftreten  einer  Polarisation  mögu  _ 
konnte  jedoch,  solange  das  Jod  flüssig  war,  nicht  der  ge 
Polarisationsstrom  entdeckt  werden.  War  das  Jo  ^ 
erkaltet,  daß  es  erstarrte,  so  zeigten  sich  nach  Aul  no 
Primärstromes,  trotzdem  derselbe  jetzt  bedeutend  scn 
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war  Sekundärsiröme.  Diese  waren  aber  wahrscheinlich  thermo- 
elektrischer  Natur  und  wurden  vermutlich  durch  den  vom 
Pnmarstrom  hervorgerufenen  Peltiereffekt  verursacht.  Denn  wie 
ich  m,ch  uberzeugen  konnte,  gibt  Jod  mit  dem  in  Verwendung 
gestandenen  Elektrodenmaterial  thermoelektrische  Spannungen 
von  so  bedeutender  Größe,  daß  sie  die  zwischen  Metallen 
beobachteten  wohl  um  das  Mehrtausendfache  übertreffen. 

Das  flüssige  Jod  ist  im  stände,  Jodide  aufzulösen,  und 
diese  Lösung  erfolgt,  wie  ich  mich  überzeugen  konnte,  unter 
Emtntt  von  elektrolytischer  Dissoziation.  Während  sich  diese 
Publikation  in  Arbeit  befand,  wurde  aber  über  das  Leitvermögen 
von  Kaliumjodid,  in  flüssigem  Jod  gelöst,  eine  Arbeit  von  Lewis 
und  Wheeler  veröffentlicht,  und  so  seien  nur  einige  Resultate 
meiner  Untersuchungen,  soweit  dieselben  nicht  in  das  Bereich 
der  erwähnten  Arbeit  fallen,  wiedergegeben.  Zunächst  wäre  in 
dieser  Richtung,  was  ja  wohl  ziemlich  selbsverständlich  ist  zu 
bemerken,  daß  selbst  durch  Spuren  von  Metalljodiden  die  Leit- 
fähigkeit viel  höhere  Werte  annahm.  Durch  diesen  Umstand 
wird  aber  natürlich  die  Verläßlichkeit  der  mit  reinem  Jod 
erhaltenen  Werte  auch  wiederum  in  Frage  gestellt.  Denn  wenn 
auch  mit  aller  Sorgfalt  jede  Verunreinigung  ausgeschlossen 
wurde,  so  ist  man  doch  nie  ganz  sicher,  ob  nicht  doch  minimale 
Verunreinigungen  vorhanden  waren.  Es  ist  dies  eine  ähnliche 
Sache  wie  bei  der  Untersuchung  der  Leitfähigkeit  des  reinen 
Wassers.  Da  Jod  aber  ein  Körper  ist,  in  welchem  sich  Salze 
unter  Eintritt  elektrolytischer  Dissoziation  auflösen  können,  so 
ist  zu  erwarten,  daß,  wie  jedes  dissoziierende  Lösungsmittel, 
auch  das  Jod  ein,  wenn  auch  geringes  Eigenleitvermögen  auf-' 
weisen  werde.  Freilich  könnte  das  Jod,  seiner  elementaren 
>.atur  wegen,  zu  Zweifeln  in  dieser  Richtung  Anlaß  geben.  Doch 
durfte  die  Tatsache,  daß  Jod  in  Lösung,  wie  von  Waiden 
nachgewiesen  worden  ist,  elektrolytisches  Leitvermögen  zeigt, 
'm  \  erein  mit  den  hier  angeführten  Untersuchungsergebnissen 
wohl  hinreichende  Beweiskraft  für  das  Vorhandensein  elektro- 
lytischer Leitfähigkeit  des  reinen  Jodes  besitzen.  Ferner  sei 
noch  erwähnt,  daß  man  Jod  auch  in  Kombination  mit  ver- 
schiedenen Metallen  als  Elektrolyt  gebrauchen  kann  und  in 
solchen  aus  Jod,  beziehungsweise  natürlich  der  Lösung  der 
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betreffenden  Metalijodide  in  Jod  und  zwei  verschiedenen 
Metallen  bestehenden  Ketten  elektromotorische  Kräfte  auftreten. 
Weiter  will  ich  noch  bemerken,  daß  auch  in  einer  Lösung 
eines  Jodides  in  Jod  absolut  keine  Polarisationserscheinungen 
nach  Stromdurchgang  gefunden  werden  konnten.  Dies  dürfte 
dadurch  zu  erklären  sein,  daß  der  Reststrom  die  auftretende 
Elektrolyse  vollständig  verdeckt.  Das  Zustandekommen  des 
Reststromes  wird  in  diesem  Falle  dadurch  sehr  erleichtert,  daß 
das  Lösungsmittel  und  das  eine  Produkt  der  Elektrolyse  gleich 
sind  und  daß  der  an  der  Kathode  ausgeschiedene  Körper  sehr 
leicht  mit  dem  ja  immer  in  genügender  Menge  in  der  Umgebung 
vorhandenen  Jod  sich  wieder  zu  dem  ursprünglichen  Jodid 
verbindet.  Es  ist  also  dieser  Fall  in  ähnlicher  Weise  auf- 
zufassen wie  die  Erscheinungen  an  den  Glühstiften  der  Nernst- 
Lampen.  Es  bietet  somit  die  Stromleitung  in  reinem  Jod,  in  einer 
Lösung  eines  Jodides  in  Jod,  wie  der  Lösung  von  reinem  Jod 
in  einem  anderen  Lösungsmittel  (Waiden)  genau  das  äußere 
Bild  einer  metallischen  Leitfähigkeit,  obzwar  diese  Leit- 
fähigkeiten doch  zweifellos  elektrolytischer  Natur  sind. 

Brom. 

An  der  Lösung  dieses  Körpers  konnte  Waiden  zwar  auch 
eine  offenbar  elektrolytische  Leitfähigkeit  konstatieren,  mir 
jedoch  gelang  es,  nur  ganz  geringe  Spuren  von  Leitfahig  '«u 
der  Nähe  des  Siedepunktes  nachzuweisen.  Ballard1  bezeic  ne 
seinerzeit  das  Brom   direkt  als  Nichtleiter  der  Elek^ 
Daher  konnte  über  dieses  Element  nichts  weiter  ge  un 
werden,  was  für  einen  Schluß  auf  die  etwa  vorhandene 
fähigkeit  maßgebend  wäre. 

Schwefel. 

Dieser  Körper,  den  man  oft  zu  den  Isolatoren  rcch"e^ 
unter  Umständen  ein  wenn  auch  kleines,  doch  k,c  "flC 
weisbares  Leitv  ermögen.  Daß  bei  Schwefel  die  etwa  vor 
Leitfähigkeit  mit  der  Temperatur  wachsen  werde,  «*  fflen. 
der  früher  erwähnten  Theorie  von  Kernst  über  den  usa^  ^ 
hang  zwischen  Leitfähigkeit  und  optischem  Verna  ten  , 

i  Ann.  de  Chim.  et  du  I'hys.  32,  345. 
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vornherein  zu  erwarten.  Denn  der  Schwefel,  der  bei  gewöhn- 
licher Temperatur  hellgelb  ist,  wird  mit  steigender  Temperatur 
immer  dunkler,  um  bei  seinem  Siedepunkt  eine  nahezu 
schwarze  *arbe  anzunehmen. 

Wie  nun  Fousserau  *  fand,  zeigt  der  Schwefel  tatsächlich 
eine  m.t  wachsender  Temperatur  zunehmende  Leitfähigkeit 
Die  Resultate  Fousserau  s  konnte  ich  bestätigen.  Die  von  mir 
gewählte  Versuchsanordnung  war  genau  entsprechend  der  zur 
Untersuchung  der  Leitfähigkeit  des  Jodes  benützten  Als  Elek- 
trodenmaterial konnte  sowohl  Platin  wie  Kohle  Verwendung 
finden,  ohne  daß  sich  die  erhaltenen  Werte  dadurch  geändert 
hatten.  Auch  machte  es  keinen  Unterschied,  ob  das  zur  Unter- 
suchung angewendete  Gefäß  aus  Glas  oder  Quarz  bestand.  Um 
über  die  Art  der  Leitfähigkeit  einen  Aufschluß  zu  erhalten 
wurde  ein  Versuch  unternommen,  ob  bei  Stromdurchgang  eine 
Polarisat.onsgegenspannung  eventuell  zu  finden  sei.  Sowohl  im 
geschmolzenen,  eben  merklich  leitenden  Schwefel  wie  auch  in 
nahe  seinem  oder  bei  seinem  Siedepunkte  befindlicher,  Schwefel 
konnte  eine  Polarisationsspannung  von  etwa  03  Volt 
konstatiert  werden.  Nach  Aufhören  des  Primärstromes 
«mg  die  Spannung  langsam  zurück;  im  ganzen  konnte  diese 
Gegenspannung  etwa  bis  20  Sekunden  nach  Umwerfen  der 
Wippe  beobachtet  werden.  Dabei  erwies  es  sich  als  gleich- 
gültig, ob  Pt-  oder  C-Flektroden  verwendet  wurden.  Hier  an 
eine  durch  den  Peltiereffekt  des  Primärstromes  hervorgerufene 
thermoelektrische  Kraft  zu  denken,  erscheint  wohl  vollkommen 
ausgeschlossen,  da  ja  der  Schwefel  sich  in  nüssigem  Zustande 
befindet,   dadurch  leicht  beweglich  ist  und  sich  so  kaum 
Temperaturdifferenzen  an  den  Elektroden  ausbilden  können. 
Besonders  wahrscheinlich  wird  dies  durch  den  Umstand,  daß 
eine  ebenso  große  Polarisationsspannung  auch  in  Schwefel, 
welcher  sich  im  vollen  Sieden    befand,  beobachtet  werden 
konnte.  Durch  die  hier  fortwährend  aufsteigenden  Dampfblasen 
w.rd  eine  vortreffliche  Rührung  gewährleistet  und  es  erscheint 
ganz  sicher,  daß  eine  durch  den  Peltiereffekt  des  ja  ohnedies 
außerordentlich  schwachen  Stromes  hervorgebrachte  Tempera- 

'  C.  R.,  9S,  21B  (|SS2):  I.  d.  pl,ys.,  2,  254  (ISS:iV 
SitZfl-  J'  m*H'«n.-n:Uunv.  KI. ;  CXV.  hj.,  Ahl  ILl  1  * >  ] 
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turdifferenz  sich  nicht  länger  als  höchstens  vielleicht  einigt 
Tausendstel  einer  Sekunde  würde  erhalten  können.  Die  Dauer 
der  auftretenden  Polarisationsspannung  aber  war  auch  im  sieden- 
den Schwefel  nicht  kleiner  als  sonst.  Sollten  aber  etwa  durch 
die  Heizung  Temperaturdifferenzen  vorhanden  sein,  so  könnte 
wiederum  nicht  die  auftretende  elektromotorische  Kraft  von  der 
Richtung  des  vorher  durchgeschickten  Primärstromes  abhängig 
sein,  wie  dies  tatsächlich  der  Fall  war.  Vielleicht  wäre  hier  de' 
Gedanke  naheliegend,  an  eine  Verunreinigung  des  Schwefels 
durch  irgend  welche  Sulfide  zu  denken.  SolcheVerunreinigungen 
sind  ja  auch  in  sehr  reinem  Schwefel  leicht  möglich.  Daher 
habe  ich  direkt  das  Verhalten  einer  Lösung  von  NatriumsulW 
in  flüssigem  Schwefel  untersucht.  Es  zeigte  sich,  daß  ein« 
solche  Lösung  selbst  bei  geringer  Konzentration,  zirka  1  V 
bereits  mehrere  hundert  Male  besser  leitet  als  der  reine 
Schwefel.  Genaue  Zahlen  über  die  Leitfähigkeit  von  Lösungen 
in  geschmolzenem  Schwefel  will  ich  hier  nicht  angeben,  da <» 
diesbezüglichen  Untersuchungen  noch  nicht  abgeschlossen 
sind.  Nur  das  eine  sei  hier  erwähnt,  daß  eine  Lösung 
Sulfides  in  Schwefel  nicht  die  geringste  Spur  einer  VM*' 
mehr  erkennen  läßt.  Nichtsdestoweniger  ist  die  Le,Uan,g. 
derselben  zweifellos   elektrolytisch,  denn  wenn  man 
genügende  Stromdichte  wählt  und  eine  Lösung  von i 
sulfid  im  Schwefel  vorliegt,  kann  man  an  der  Kathod  ^ 
Feuererscheinung  bemerken.  Dieselbe  rührt  daher,  daP 
Kathode  Natrium  ausgeschieden  wird,  welches  bei  der  ^ 
Temperatur  mit  dem  umgebenden  Schwefel  sofort  w. e 
Sulfid  verbrennt.  Es  liegen  also  die  Verhältnisse  h.er  anw i 
bei  der  Elektrolyse  eines  Jodides  in  flüssigem  Jod; 
Reststrom  nimmt  solche  Dimensionen  an,  daß  er  die 
vollständig  verdeckt.  Aus  alledem  kann  man  aber  a 
ziehen,  daß  nicht  nur  die  Leitung  eines  in  »*scn™  inen 
Schwefel  gelösten  Sulfides,  sondern  auch  die  Leitung ;  ^ 
Schwefel  eine  elektrolytische  ist.  Weiters  ergib! :  sie  ^ 
reinen  Schwefel  auftretenden  Polarisation,  daß  a 
troden  verschiedene  Körper  frei  werden.  njchl 
Um  was  für  Körper  es  sich  hier  handelt,  ^ 
genauer  gesagt  werden;  nach  unseren  bisherigen 
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von  der  Sache  wäre  es  vielleicht  möglich  anzunehmen,  daß  an 
den  Elektroden  Schwefel  verschiedener  Modifikationen  aus- 
geschieden wird,  beziehungsweise  daß  vielleicht  die  im  leitenden 
Schwefel  existierenden  Schwefelionen  verschiedene  Wertig- 
keiten besitzen.  Freilich  ist  die  beobachtete  Polarisations- 
spannung von  etwa  0  3  Volt  etwas  groß,  um  durch  diese 
Annahmen  erklärt  zu  werden. 

Zum  Schlüsse  möchte  ich  noch  erwähnen,  daß  Versuche, 
festzustellen,  ob  die  Leitfähigkeit  des  Schwefels  in  irgend  einer 
Weise  von  der  Beleuchtung  beeinflußt  werde,  wie  dies  bei  dem 
dem  Schwefel  nahestehenden  Selen  der  Fall  ist,  ein  negatives 
Resultat  ergeben  haben.  Die  Untersuchung  des  Tellurs  auf  eine 
etwa  auftretende  Polarisation  ist  mit  Schwierigkeiten  verbunden. 
Solange  dasselbe  fest  ist,  leitet  es  zwar  den  Strom  recht  gut, 
gibt  aber  bei  geringen  Temperaturdififerenzen  schon  so  be- 
deutende Thermoströme,  daß  man  die  nach  Stromdurchgang  zu 
beobachtenden  Gegenströme  sehr  wohl  auf  die  durch  den  Peltier- 
efTekt  hervorgebrachte  TemperaturdifTerenz  zurückzuführen 
vermag.  Denn  im  festen  Tellur  kann  ja  eine  an  den  Elektroden 
auftretende  Temperaturdifferenz  keinesfalls  so  rasch  zum  Aus- 
gleich kommen,  um  das  Auftreten  eines  Thermostromes  zu 
verhindern.  Andere  nichtmetallische  Elemente  wurden  auf  ihre 
Leitfähigkeit  nicht  untersucht.    Einiges  Interesse   in  dieser 
Richtung  hätte  vielleicht  der  Phosphor  geboten.  Derselbe  leitet 
im  festen  Zustande  sehr  wenig,  geschmolzen  besser.  Jedoch 
ist  es  sehr  schwierig,  den  Phosphor  rein,  insbesondere  frei  von 
seinen   eigenen  Oxydationsprodukten  zu  erhalten.   Und  es 
würden  ja  ganz  geringe  Spuren  von  Oxydationsprodukten  des 
Phosphors  genügen,   um   eine   elektrolytische  Leitung  des 
Phosphors  vorzutäuschen.  Hingegen  mußten  noch  einige  Metall- 
oxyde und  Sulfide  einer  genauen  Untersuchung  über  die  Art 
ihrer  Leitfähigkeit  unterzogen  werden,  da  gerade  bei  diesen 
Körpern  aus  schon  früher  besprochenen  Gründen  bereits  von 
verschiedener  Seite  der  Versuch  gemacht  worden  ist,  einen 
näheren  Aufschluß  über  die  Art  der  Leitfähigkeit  zu  erlangen. 
So  wollte,  wie  ebenfalls  schon  früher  erwähnt,  Guinchant 
feststellen,  ob  diese  Verbindungen  metallische  oder  elektro- 
lytische Leitfähigkeit  besitzen.  Zu  diesem  Behufe  bestimmte  er 
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deren  Temperaturkoeffizienten,  ein  Verfahren,  das.  wie  schon 
gezeigt  wurde,  kein  zu  diesem  Zwecke  brauchbares  Resultat 
liefert.  Von  anderen  Autoren,  die  über  dasselbe  Thema  arbei- 
teten, wäre  insbesondere  Streintz1  zu  erwähnen.  Derselbe 
untersuchte  die  Leitfähigkeit  vieler  derartiger  Substanzen,  indem 
er  zu  seinen  Versuchen  Zylinder,  welche  aus  dem  Pulver  der 
betreffenden  Oxyde  und  Sulfide  gepreßt  waren,  anwandle.  Er 
wollte  auch  feststellen,  ob  sich  nicht  vielleicht  bei  einem 
Körper  ein  Übergang  zwischen  metallischer  und  elektrolytischer 
Leitfähigkeit  finden  lasse.  Doch  konnte  er  in  dieser  Richtung 
zu  keinem  Resultat  gelangen. 

Was  die  Methode  betrifft,  nach  welcher  eine  solche 
gemischte  Leitfähigkeit  nachzuweisen  wäre,  ist  zunächst  zu 
bemerken,  daß  es  wohl  auf  den  ersten  Bück  am  einfach*, 
erscheint,  die  Gültigkeit  des  Faradayschcn  Gesetzes  für  die  m 
Krage  kommenden  Körper  zu  prüfen. 

Es  wurde  aber  schon  früher  erwähnt,  daß  gerade  unte 
den  Verhältnissen,  unter  denen  bei  solchen  Körpern  die  Prunn», 
vorgenommen  werden  muß,  der  Reststrom  sehr  beieut^ 
Dimensionen  annehmen  kann.  Wenn  man  somit  in i    -  _ 
bestimmten  Falle  eine  geringere  Menge  von  Produkt^  ^ 
Elektrolyse  findet,  als  dem  Faraday'schen  Gesetz  entspr. .  , 
kann  man  daraus  noch  nicht  den  Schluß  ziehen,  daU  * 
des  Stromes  elektrolytische  Arbeit  verrichtet  hat,  ein  ^ 
Teil  hingegen  metallisch  geleitet  wurde.  Ebenster ,fc 
man  hier  aus  dem  Fehlen  einer  Polarisation  aul  m- 
Leitung  schließen,  wie  aus  dem  Auftreten  eines  l  o  -  ^ 
Stromes  einen  Schluß  auf  elektrolytische  Le.tung  zicn  ^  ^ 
einesteils  kann,  wie  wir  schon  früher  8escJ,en      jn  j0j. 
elektrolytischer  Leitung  Polarisation  fehlen  (Jo  '  ^ 
Sulfide  in  Schwefel),  andernteils  können,  wie  auc 
sprochen,  die  hier  sehr  großen  thermoelektnschen^ 
eine  Polarisation  vortäuschen.  Die  Anwendung 
sprochenen  Methode,  den  zu  untersuchenden  Kl^sucher  c> 
zwei  verschiedene  Metalle  zu  bringen  und  zu  un  ^^dil 
eine  elektromotorische  Kraft  auftritt,  ist,  richtig 
auch  hier  brauchbar. 

>  Di  uJcs  Annalcn,      «54  (I90U). 
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Leitet  der  betreffende  Körper  rein  metallisch,  so  darf,  wie 
schon  früher  gezeigt,  keine  elektromotorische  Kraft  auftreten. 
Gibt  es  bei  einer  dieser  Substanzen  aber  überhaupt  eine  ge- 
mischte Leitfähigkeit,  so  muß  zwar  eine  elektromotorische 
Kraft  auftreten,  dieselbe  aber  wesentlich  kleiner  sein,  als  wenn 
man  es  mit  einem  bloß  elektrolytisch  leitenden  Körper  zu  tun 
hätte.  Gibt  es  Körper,  welche  unter  gewissen  Bedingungen 
metallisch,  unter  anderen  elektrolytisch  leiten,  so  muß,  wenn 
man  die  Bedingungen  entsprechend  ändert,  ein  solcher  Körper 
von  der  einen  Leitfähigkeit  zu  der  anderen  übergehen.  Dieser 
Übergang  könnte  nun  entweder  sprunghaft  oder  allmählich 
erfolgen.  Erfolgt  er  sprunghaft,  so  muß  er  mit  einem  zu  dieser 
Zeit  auftretenden  Widerstandsmaximum  verbunden  sein.  Denn 
wenn  die  metallische  Leitfähigkeit  abnimmt,  muß  der  Widerstand 
zunehmen,  und  zwar  so  lange,  bis  er  bei  verschwindender 
metallischer  Leitfähigkeit  ein  Maximum  erreicht;  beginnt  dann 
die  elektrolytische  Leitung,  so  wird  dadurch  der  Widerstand 
wieder  langsam  sinken.  Erfolgt  aber  der  Übergang  nicht  sprung- 
weise, sondern  allmählich  und  kann  metallische  und  elektro- 
lytische Leitung  eine  Zeitlang  nebeneinander  existieren,  so 
fallen  die  Gründe  für  eine  derartige  Widerstandsänderung  fort 
und,  wenn  der  Übergang  von  der  einen  Leitfähigkeit  zu  der 
anderen  allmählich  erfolgt,  darf  derselbe  also  nicht  mit  einer 
unstetigen  Widerstandsänderung  verbunden  sein. 

Die  von  mir  an  einigen  Metalloxyden  und  Sulfiden  er- 
haltenen Versuchsresultate  seien  im  folgenden,  nach  den  unter- 
suchten Körpern  geordnet,  wiedergegeben. 

Silbersulfld. 

Das  Material  wurde  durch  Zusammenschmelzen  von  reinem 
Silber  mit  einem  großen  Überschuß  von  Schwefel  hergestellt. 
Das  Reaktionsprodukt  wurde  in  einer  Atmosphäre  von  Schwefel- 
dampf erkalten  gelassen.  Nach  dem  Abkühlen  stellte  dasselbe 
eine  feste,  schwarzglänzende  und  etwas  geschmeidige  Masse 
dar.  Diese  ließ  sich  leicht  mechanisch  bearbeiten,  hämmern, 
sagen  und  mit  dem  Messer  schneiden.  Ein  stumpfer  Gegenstand, 
unter  Druck  auf  die  Masse  gestellt,  sinkt  nach  einiger  Zeit  ein 
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Bei  etwas  erhöhter  Temperatur  erweicht  das  Schwefel- 
silber  zu  einer  ganz  weichen,  die  Säge  oder  dergleichen  ver- 
schmierenden Masse.  Es  besitzt  bereits  bei  gewöhnlicher 
Temperatur  ein  ziemlich  hohes  Leitvermögen.  Legt  man  an  ein 
Stückchen  Schwefelsilber  zwei  Platinelektroden  an  und  laß: 
dann  einen  schwachen  Strom  hindurchgehen,  während  man 
die  zwischen  den  Elektroden  herrschende  Spannung  beobachtet, 
so  rindet  man,  daß  dieselbe  nach  ganz  kurzem  Stromdurchgang 
sprungweise  zuweilen  bis  über  200  Volt  ansteigt,  um  dann  fast 
momentan  wieder  auf  ihren  früheren  Wert  von  einem  bis 
wenige  Volt  zurückzukehren. 

Dieses  sprunghafte  Ansteigen  der  Spannung  rührt  vom 
Schwefel  her,  der  an  der  Anode  ausgeschieden  wird  und  den 
Stromdurchgang  behindert.  Wird  dann  durch  das  Hinauf- 
schnellen der  Spannung  der  Stromdurchgang  doch  erzwungen, 
so  verbrennt  der  ausgeschiedene  Schwefel  mit  sichtbarer  kleiner 
Feuererscheinung.  Nachdem  sich  dieser  Vorgang  mehrere  Male 
wiederholt  hat,  sinkt  die  zwischen  den  Elektroden  bestehende 
Spannung  rasch  auf  einen  Bruchteil  ihres  früheren  normalen 
Wertes  und  die  sprungweise  Widerstandsänderung  bleibt  aus. 
Es  rührt  dies  daher,  daß  sich  zwischen  den  Elektroden  eine 
Brücke  von  metallischem  Silber  gebildet  hat  Diese  soeben 
beschriebene  Erscheinung  tritt,  wie  ich  mich  überzeugen  konnte, 
nicht  nur  bei  gewöhnlicher,  sondern  auch  bei  erhöhter  Tempera- 
tur, bei  welcher  das  Schwefelsilber  schon  eine  sehr  hohe 
Leitfähigkeit  (spez.  W.  0-005)  erlangt  hat,  auf.  Aus  dieser 
Schwefel-  und  Silberausscheidung  muß  man  schließen,  daß* 
sich  bei  diesem  Körper  um  elektrolytische  Leitung  nandelt .  * 
diesen  Befund  zu  prüfen,  wurde  die  schon  mehrfach  erwähn  e 
Methode  angewendet  und  die  Kombination  Silber-Schwe 
silber-Platin  bei  verschiedenen  Temperaturen  auf  das  A uftreen 
einer  elektromotorischen  Kraft  untersucht.  Sowohl  mit 


des  Galvanometers  wie  des  Elektrometers  konnte  bei  gewohi 

[raft  konsta 
0-14  Volt,  doch 


I icher  Temperatur  eine  elektromotorische  Kraft  konstatiert 


werden.  Bei  20°  C.  betrug  deren  Wert  etwa 
war  derselbe,  da  nicht  beide  Elektroden  umkehrbar  si nd,n 
lieh  nicht  vollständig  konstant,  sondern  schwankte  um  « 
Hundertstel  Volt.  Nichtsdestoweniger  ließ  sich  kons* 
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daß  die  elektromotorische  Kraft  mit  steigender  Temperatur 
wächst  und  mit  fallender  abnimmt.  Von  besonderem  Interesse 
schien  es,  die  Abnahme,  welche  der  Wert  der  elektromoto- 
rischen Kraft  mit  fallender  Temperatur  zeigte,  näher  zu  ver- 
folgen. Es  ist  denkbar,  daß  diese  Abnahme  bloß  bis  zu  einem 
Minimum  fortschreitet,  um  sich  dann  in  eine  Zunahme  um- 
zukehren oder  konnte  der  Wert  der  elektromotorischen  Kraft 
dieser  Kombination  mit  fallender  Temperatur  bis  Null  zurück- 
gehen, um  bei  weiterer  Temperaturabnahme  mit  entgegen- 
gesetzten Zeichen  wieder  zu  erscheinen.  Derartige  Fälle  sind 
ja  für  Elektroiyte  bekannt.  Endlich  war  noch  die  Möglichkeit 
vorhanden,  daß  die  elektromotorische  Kraft  bis  Null  abnahm, 
ohne  bei  weiterer  Temperaturabnahme  von  neuem  zu  erscheinen. 
Der  Versuch  zeigte  nun,  daß  die  zuletzt  erwähnte  Möglichkeit 
der  Wirklichkeit  entspricht.   Zur  Untersuchung  wurde,  um 
thermoelektrische  Kräfte  auszuschließen,  die  Kombination  Cu- 
Ag-AgS-Pt-Cu  verwendet  und  wurde  Sorge  getragen,  daß  der 
Temperaturfall   zwischen   der  Versuchstemperatur  und  der 
Temperatur  der  Instrumente  beiderseits  nur  in  den  aus  dem 
gleichen  Kupfer  bestehenden  Zuleitungsdrähten  stattfinde.  Die 
elektromotorische  Kraft  dieser  Kombination  nahm  bis  etwa 
—70°  C.  ab,  um  von  dieser  Temperatur  bis  zu  —130°  C,  der 
tiefsten  bei  diesem  Versuch  erreichten  Temperatur,  auf  Null  zu 
bleiben. 

Man  muß  aus  diesem  Fehlen  einer  elektromotorischen 
Kraft  schließen,  daß  das  Schwefelsilber  bei  so  tiefen  Tempera- 
turen ein  vollständig  metallisches  Leitvermögen  besitze,  bei 
höheren  Temperaturen  aber  in  einen  Elektrolyten  übergehe. 
Frägt  man  nun  danach,  ob  dieser  Übergang  ein  sprunghafter 
sei  oder  aber  ob  ein  allmählicher  Übergang  zwischen  metalli- 
scher und  elektrolytischer  Leitfähigkeit  vorhanden  ist  und  die 
beiden  Arten   von   Leitfähigkeit   eine  Zeitlang  koexistieren 
können,  so  muß,  wie  früher  erörtert,  aus  den  während  dieses 
Überganges  vorkommenden  Widerstandsänderungen  ein  Auf- 
schluß zu  erhalten  sein.  Der  Widerstand  des  Schwcfelsilbcrs 
zeigte  nun  von  0  bis  —130°  nirgends  eine  sprunghafte  Ände- 
rung, sondern  erwies  sich  als  gleichmäßig  zunehmend.  Nebenbei 
sei  noch  erwähnt,  daß  bei  den  tiefen  Temperaturen  die  früher 
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beschriebenen,  am  warmen  Schwefelsilber  bei  Stromdurchgang 
auftretenden  Erscheinungen  der  Elektrolyse  nicht  mehr  zu 
beobachten  waren;  eine  Tatsache,  die  ebenfalls  für  das  Ver- 
schwinden der  elektrolytischen  Leitfähigkeit  bei  den  tiefen 
Temperaturen  spricht.  Durch  das  hier  angeführte  Tatsachen- 
material ist  man  den  früheren  allgemeinen  Betrachtungen  über 
die  Möglichkeit  einer  gemischten  Leitfähigkeit  zufolge  genötigt 
anzunehmen,  daß  bei  Schwefelsilber  eine  Zeitlang  metallisches 
und  elektrolytisches  Leitvermögen  nebeneinander  existieren 
Von  welcher  Temperatur  an  das  Leitvermögen  ein  rein  elektro- 
lytisches wird,  konnte  ich  nicht  konstatieren,  da  das  einzige 
Kriterium,  welches  zu  diesem  Zwecke  hätte  herangezogen 
werden  können,  die  Gültigkeit  des  Karaday'schen  Gesetzes 
gewesen  wäre.  Wie  aber  schon  früher  erwähnt,  ist  eine  Unter- 
suchung in  dieser  Richtung  mit  nahezu  unüberwindlicher. 
Schwierigkeiten  verknüpft. 

Schwefelkupfer. 

Mit  diesem  Körper  wurden  schon  von  Hittorf1  ein- 
gehende Versuche  vorgenommen,  um  etwas  über  die  Art  seines 
Leitvermögens  zu  ermitteln.  Zunächst  gelang  es  Hittorf,  fest- 
zustellen, daß  das  Leitvermögen  verschiedener  Stücke  vor 
Schwefelkupfer  ein  sehr  verschiedenes  ist  und  er  wies  femer 
nach,  diese  Verschiedenheit  sei  darauf  zurückzuführen,  dat 
in  dem  Schwefelkupfer  keine  einheitliche  Substanz  vorliege 
sondern  daß  dasselbe  ein  Gemisch  von  Kupfersulfid  undSutür 
darstelle.  Je  nach  dem  Gehalt  desselben  an  Sulfür  ist  das  Leu- 
vermögen ein  besseres  oder  schlechteres.  Kerner  konnte  Hittor 
feststellen,  daß,  wenigstens  bei  höheren  Temperaturen,  durc 
den  Strom  eine  Abscheidung  von  Schwefel  und  Kupfer  eintnU 
Bei  längerem  Stromdurchgange  dürfte  sich  aber,  naen 
Angaben  Hittorfs  zu  schließen,  eine  Brücke  aus  metalhsc iem 
Kupfer  bilden,  ähnlich  wie  im  Falle  des  Schwefclsilbers  eine 
Brücke  aus  Silber  beobachtet  wurde.  ^ 
Das  zu  den  im  folgenden  beschriebenen  Versuchen Jefl 
gewendete  Schwefelkupfer  wurde  durch  Zusammenschme  rx 

1   !(  -•  •.  Ann..  >7.  ]  MSnl ) 


Digitized  by  Google 


Metallische  und  clektn)lytisehe  Leitung. 


154o 


von  reinem  Kupfer  mit  einem  großen  Überschuß  von  reinem 
Schwefel  hergestellt.  Das  Reaktionsprodukt  wurde  im  Schwefel- 
dampf erkalten  gelassen.  Es  stellte  eine  schwarze,  metall- 
glänzende Masse  dar;  seine  Härte  war  bedeutend  größer  als 
die  des  Silbersulrides;  nichtsdestoweniger  ließ  sich  dasselbe 
noch  sehr  gut  mechanisch  bearbeiten.  Ein  Stückchen  Schwefel- 
kupfer wurde  nun  zwischen  zwei  Platinelektroden  der  Ein- 
wirkung des  elektrischen  Stromes  unterworfen.  Bei  gewöhn- 
licher Temperatur  gelang  es  mir  nicht,  irgend  ein  Anzeichen 
von  Elektrolyse  wahrzunehmen.  Auch  die  Untersuchung  der 
Kette  Kupfer-Schwefelkupfer-Platin  ließ  weder  am  Elektrometer 
noch  am  Galvanometer  das  Vorhandensein  einer  elektromotori- 
schen Kraft  erkennen.  Die  Temperatur  betrug  bei  diesen  Ver- 
suchen20°C.  Um  das  Verhalten  des  Schwefelkupfers  bei  höheren 


i  ;    tO0x',,r-—  — ■  i  -  r 
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Temperaturen  zu  prüfen,  wurde  die  Kombination  Kupfer- 
Schwefelkupfer-Platin-Kupfer  in  einem  elektrischen  Röhrenofen 
in  einer  Atmosphäre  von  Schwefeldioxyd  untersucht. 

Selbstverständlich  wurde  auch  hier  Sorge  getragen,  daß 
der  ganze  Temperaturabfall  zwischen  dem  Inneren  des  Ofens 
und  der  Temperatur  der  Meßinstrumente  nur  in  den  beiderseits 
aus  dem  gleichen  Kupfer  bestehenden  Zuleitungsdrähten  statt- 
hatte. Im  übrigen  ist  die  Versuchsanordnung  wohl  genügend 
deutlich  aus  der  obenstehenden  Skizze  (Fig.  3)  ersichtlich. 
Bei  etwa  500°  C.  begann  eine  elektromotorische  Kraft  auf- 
zutreten. Dieselbe  stieg  langsam  mit  der  Temperatur  an  und 
erreichte  bei  800°  C.  etwa  O  l  Volt.  Eine  genaue  Messung  ließ 
sich  hier  auch  nicht  durchführen,  da  man  es,  wie  schon 
bemerkt,  nicht  mit  einer  reinen  Substanz  zu  tun  hat,  außerdem 
noch  aus  den  schon  im  Falle  des  Schwefelsilbers  angeführten 
Gründen.  Der  Widerstand  des  Schwefelkupfers  wies  in  diesem 
Temperaturintervall  keine  unstetige  Änderung  auf.  Zahlen  hier 
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anzugeben  muß  ich  unterlassen,  weil  jedes  untersuchte  Stück- 
chen Schwefelkupfer  etwas  andere  Werte  ergab.  Es  können 
somit  hier  leider  nur  die  qualitativen  Resultate  gegeben  werden, 
nämlich  daß  der  Widerstand  mit  steigender  Temperatur  ab- 
nimmt und  daß  von  zirka  500°  C.  an  eine  elektrolytische  Leu- 
fähigkeit auftritt.  Nichtsdestoweniger  genügen  diese  Resultate, 
um  den  Schluß  zu  ermöglichen,  daß  auch  bei  diesem  Körper 
innerhalb  eines  mit  etwa  500°  beginnenden  Temperaturinter- 
valles  eine  gemischte  Leitfähigkeit  anzunehmen  ist. 

Eisenoxyduloxyd. 

Das  zu  den  Versuchen  benutzte  Material  wurde  entweder 
durch  Oxydation  von  reinem  Eisen  oder  durch  Schmelzen  von 
Eisenoxyd  im  elektrischen  Ofen  hergestellt.  Letztere  Methode 
dürfte  die  empfehlenswertere  sein.  Bei  gewöhnlicher  Tempe- 
ratur ist  der  Widerstand  des  Eisenoxyduloxyds  0-02979  Ohm. 
Die  Leitfähigkeit  dieses  Körpers  nimmt  mit  steigender  Tempera- 
tur ebenso  wie  bei  den  anderen  Sulfiden  und  Oxyden  mit 
steigender  Temperatur  zu.  Bei  gewöhnlicher  Temperatur  konnte 
ich  an  diesem  Körper  nicht  das  geringste  Zeichen  einer  Elektro- 
lyse bemerken.  Dieser  Befund  wird  dadurch  bestätigt,  daß  « 
»Chemische  Fabrik  Griesheim  Elektron*  aus  diesem  Matena 
gefertigte  Elektroden  im  größten  Maßstabe  zur  Alkalichlon  • 
elektrolyse  als  Anoden  verwendet. 


Wäre  die  Leitfähigkeit  dieses  Körpers  eine  elektrol) 
so  müßte  bei  dieser  Art  seiner  Verwendung  eine  Zersc^ 
eintreten  und  sich  Eisenchlorid  bilden.  Doch  wurde  von 
Auftreten  einer  solchen  Erscheinung  noch  nichts  bemc^s 
Auch  die  Kombination  Eisen-Eisenoxyduloxyd-I'latm  em^ 
sich  bei  gewöhnlicher  Temperatur  als  frei  von  elektrornV, 
scher  Kraft.  Zur  Untersuchung  bei  höheren  Temperaturen  »  ^ 
um  thermoelektrische  Effekte  zu  vermeiden,  ähnlich  wie  in 
früher  beschriebenen  Fällen  die  Kombination  Plfttm'^uJig 
oxyduloxyd- Eisen -Platin  verwendet.  Die  Versuchsanor  ^ 
ist  genau  der  bei  Schwefelkupfer  beschriebenen  analog.  • 

J  D.  R.  1'.  157122,  Chemische  Fabrik  »Griesheim  Elektron«  lt«W- 
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konnte  hier  von  der  Füllung  des  Röhrenofens  mit  einem  be- 
sonderen Gase  Abstand  genommen  werden,  da  sich  ja  das 
E.senoxyduloxyd  durch  Glühen  an  der  Luft  nicht  weiter  ver- 
ändert. Bei  etwa  300'  G«  trat  eine  natürlich  auch  inkonstante 
elektromotorische  Kraft  auf,  deren  Wert  mit  steigender  Tempe- 
ratur zunahm.  Wenn  sich  freilich  auch  an  diesem  Körper  aus 
denselben  Gründen  wie  an  den  beiden  früher  behandelten 
Substanzen  keine  genauen  Messungen  anstellen  ließen,  so 
sollen,  da  man  es  hier  wenigstens  mit  einer  chemisch  einheit- 
lichen Substanz  zu  tun  hat,  durch  nebenstehende  Kurve  (Fig  4) 
die  beobachteten  Werte  der  elektromotorischen  Kraft  wieder- 


tao    2oo    joo    hh)    5<>o    600   7oo   svo   .900  '  imrim&w~im  '  nw 

Trmpcratur 
Fig.  4. 

gegeben  werden.  Diese  Kurve  hat  einesteils  den  Zweck,  ein 
Bild  davon  zu  geben,  in  welcher  Art  die  elektromotorische 
Kraft  der  erwähnten  Kombination  mit  der  Temperatur  wächst, 
andernteils  eine  ungefähre  Anschauung  über  die  Größe  der 
Inkonstanz  der  hier  wie  auch  bei  den  anderen  Körpern  beob- 
achteten Werte  zu  vermitteln.  Es  braucht  wohl  kaum  erwähnt 
zu  werden,  daß  aus  diesen  Versuchsresultaten  hervorgeht,  daß 
auch  das  Eisenoxyduloxyd  bei  höherer  Temperatur  eine  elektro- 
lytische Leitfähigkeit  zeigt.  Der  Widerstand  dieser  Verbindung 
nimmt  mit  steigender  Temperatur  stetig  ab.  Es  ist  also  auch 
hier  anzunehmen,  daß  der  Übergang  zwischen  metallischer  und 
elektrolytischer  Leitung  ganz  allmählich  erfolgt. 

1  Alle  hier  ausgeführten  Tcmperatuirrtf >suiu'en  erfolgten  thermoelektri.sch 
mü  einem  Pt-PtRh-Elcment. 
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Einige  andere  in  dieser  Richtung  untersuchte  Oxyde  und 
Sulfide  boten  für  den  hier  vorliegenden  Zweck  kein  be- 
sonderes Interesse,  da  an  ihnen  innerhalb  des  mir  zugäng- 
lichen Temperaturintervalles  kein  Übergang  zwischen  der. 
beiden  Arten  von  Leitfähigkeit  zu  konstatieren  war.  Zur  Unter- 
suchung gelangten  Cadmiumoxyd,  Kobaltoxyd,  Zinnsaure. 
Eisensulfid,  Anlimonsulfid  u.  a.  Ein  gewisses  Interesse  in 
dieser  Richtung  beansprucht  jedoch  das  Tantaloxyd.  B«: 
Zimmertemperatur  leitet  dasselbe  den  Strom,  ohne  daß  man 
eine  Zersetzung  wahrnehmen  könnte;  bei  höheren  Tempera- 
turen aber  wird  Tantalmetall  allem  Anschein  nach  elektrolytisch 
ausgeschieden.  Da  aber  dieser  Fall  noch  nicht  vollständig  ab- 
geklärt erscheint,  so  habe  ich  ein  näheres  Eingehen  darauf  an 
dieser  Stelle  vermieden. 

Unter  Berücksichtigung  des  ganzen  im  vorhergehenden 
gebrachten  Tatsachenmaterials  ersieht  man,  daß,  wie  es  Über- 
gänge zwischen  Metallen  und  Nichtmetallen  gibt,  auch  Uber- 
gänge zwischen  metallischer  und  elektrolytischer  Leitfähigkeit 
existieren.  Wie  manche  Körper  bei  entsprechenden  Tempera- 
turen gleichzeitig  metallische  und  nichtmetallische  Eigenschaften 
besitzen,  so  gibt  es,  wie  durch  die  hier  angeführten  Versuc  s- 
resultate  festgestellt  erscheint,  Körper,  die  innerhalb  bestimmter 
Temperaturgrenzen  gleichzeitig  metallische  und  elektrolyti*. « 
Leitfähigkeit  zeigen.  Was  die  Art  der  Änderung  des  Un- 
vermögens mit  der  Temperatur  betrifft,  so  ist  der  Sinn  der*  ^ 
bemerkenswert.  Denn  die  metallische  Leitfähigkeit  get«w 
steigender  Temperatur  in  elektrolytische  über,  wahren  ^ 
die  metallischen  Eigenschaften  der  Körper  mit  s^e!^ 
Temperatur  zunehmen.  Dieselbe  Beziehung  zwischen 
tur  und  metallischen  Eigenschaften  muß  man  aber  tro  ^ 
auch  für  die  Körper  anerkennen,  welche  Übergänge  der.^  ^ 
Leitfähigkeit  zeigen.  Freilich  verhalten  sich  die  016,51611  ^ 
diesen  Körpern  wie  Metalle,  die  noch  nicht  da s  Max,m^ffler' 
Leitfähigkeit  erreicht  haben,  also  etwa  wie  Kohle  bei  ^  ^ 
temperattir,  denn  bei  den  meisten  dieser  Körper  nimn 
Leitfähigkeit  mit  der  Temperatur  zu.  &] 
Aber  gerade  durch  die  an  diesen  Substanzen  heoM^.  ^ 
Erscheirungcn  könnte  vielleicht  ein  Mittel  geboten  wer 
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nicht  nur  diese  Erscheinungen  selbst  von  einem  einheitlichen 
Standpunkt  aus  zu  erklären,  sondern  auch  etwas  über  die 
Natur  der  metallischen  Leitfähigkeit  zu  erfahren.  Gegenwärtig 
pflegt  man  die  elektrische  Leitfähigkeit  der  Metalle  durch  die 
sogenannte  Elektronentheorie  zu  erklären.  Bekanntlich  nimmt 
man  an,  daß  masselose  Teilchen,  die  Elektronen,  Träger  einer 
bestimmten  elektrischen  Ladung  sind.  Die  positiven  Elektronen 
sollen  festliegen,  während  die  negativen  den  Stromtransport  in 
den  Metallen  vermitteln.  Diese  Elektronentheorie  der  Metalle 
verdankt  ihre  Entstehung  wohl  dem  Umstände,  daß  bei  Strom - 
durchgang  durch  Metalle  niemals  Elektrolyse  beobachtet  wurde 
und  daß  sich  die  Ionentheorie  der  Elektrolyse  auf  ihrem  An- 
wendungsgebiet außerordentlich  fruchtbar  zeigte,  ferner  daß 
viele  Tatsachen  bekannt  waren,  die  für  die  Ähnlichkeit  der 
beiden  Arten  von  Leitfähigkeiten  sprachen.  Die  Elektronen- 
theorie wurde  zuerst  von  W.  Weber  und  später  von  Giese1 
begründet  Von  dem  Genannten  wurde  wohl  auch  zuerst  die 
Ansicht  ausgesprochen,  daß  die  Leitung  der  Elektrizität  in 
Metallen  nicht  allzu  verschieden  von  jener  in  Elektrolyten  sei. 
Später  wurde  die  Theorie  in  sehr  eingehender  Weise  von 
Drude  behandelt.   Derselbe  zeigte,  daß  sie  sich  mit  allen 
bekannten  Erscheinungen  sehr  wohl  vereinen  lasse.  Die  hier 
gewonnenen  Versuchsresultate  scheinen  mir  aber  in  Bezug  auf 
die  Ähnlichkeit  der  beiden  Arten  von  Leitfähigkeit  dafür  zu 
sprechen,  daß  man  in  dieser  Richtung  noch  einen  Schritt  weiter 
gehen  könne,  indem  man  zu  der  Annahme  greift,  daß  metallische 
und  elektrolytische  Leitung  sich  nur  dadurch  unterscheiden,  daß 
bei  Elektrolyten  die  Ionen  untereinander  materiell  verschieden, 
bei  Metallen  hingegen  zwar  auch  Ionen  existieren,  diese  aber 
materiell  gleich  sind  und  sich  durch  nichts  anderes  als  durch 
ihre  Ladung  unterscheiden.  Wie  man  im  Falle  des  Jodes  und 
von  Lösungen  der  Jodide  in  Jod  gesehen  hat,  bieten  beide  ganz 
das  äußere  Bild  metallischer  Leitung,  trotzdem  der  Strom- 
durchgang, wie  gezeigt  wurde,  auf  lonentransport  beruht.  Hätte 
das  Jod  nicht  die  Fähigkeit,  Ionen  anderer  Körper  in  Lösung 
aufzunehmen,  so  würde  sich  dasselbe  auch  in  der  Kombination 


1  Wied.  Ann.,  .'v.  f>7U  (1N8U). 
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mit  zwei  verschiedenen  Metallen  wie  ein  Metall  verhalten  und. 
überall  gleiche  Temperatur  vorausgesetzt,  keine  elektromoto- 
rische Kraft  zeigen.  Ein  derartiger  Fall  scheint  beim  Natrium 
vorzuliegen,  dessen  Lösung  in  flüssigem  Ammoniak  allem 
Anschein  nach  elektrolytisch  leitet,  während  sich  das  Natrium 
in  allen  anderen  Richtungen  vollkommen  als  Metall  benimmt 
Die  elektrolytische  Leitfähigkeit  der  Lösung  in  flüssigem  Am- 
moniak würde  beweisen,  daß  das  Natrium  im  stände  ist,  sowohl 
positive  wie  negative  Ionen  zu  bilden  und  damit  die  Vermutung 
nahe  rücken,  daß  auch  im  reinen  Natrium  solche  Ionen  vor- 
handen sind.  Diese  Vermutung  erfährt  eine  Stütze  durch  das 
Resultat  von  R uff  und  Geisel,1  daß  das  Natrium  in  flüssigem 
Ammoniak  als  solches  vorhanden  ist,  wie  andrerseits  die  hohe 
Dielektrizitätskonstante  des  Natriums  eine  hohe  dissoziierende 
Kraft  desselben  vermuten  läßt.  Eine  solche  hohe  ionisierende 
Kraft  müßte  aber,  wenn  das  Natrium  selbst  in  Ionen  zerfallen 
kann,  auch  eine  bedeutende  Dissoziation  des  reinen  Natriums 
und  damit  eine  hohe  Leitfähigkeit  bedingen;  dies  um  so  mehr, 
als  die  geringe  Härte  des  Natriums  den  Schluß  erlaubt,  daß  in 
demselben,  ähnlich  wie  dies  ja  für  »wachsweiche«  feste  EM- 
trolyte  nachgewiesen  ist,  die  Ionen  eine  große  Beweglich^ 
besitzen. 

Verallgemeinert  man  diese  speziell  am  Natrium  gemachte 
Betrachtung,  ein  Vorgang,  bei  welchem  man  natürlich  das  Tat- 
sachenmaterial wenigstens  teilweise  bereits  verlassen  mußun 
sich  schon  auf  den  Boden  einer  Hypothese  begibt,  so  ist 
zu  der  Annahme  berechtigt,  einen  metallischen  Leiter  als  Korper 
aufzufassen,  der  befähigt  ist,  Ionen  aus  dem  gleichen 
aus  dem  er  selbst  besteht,  zu  bilden.  Die  hohe  Leitfähi^J 
der  Metalle  wäre  dann  so  zu  erklären,  daß  einesteils  die  Z-a 
der  Ionen  in  denselben  sehr  groß,  andernteils  auch  deren  ^ 
weglichkeit  keine  allzu  geringe  ist.  Was  die  Zahl  der  Ionen 
betrifft,  so  wurde  schon  bemerkt,  daß  die  DielektrizitätskonsM 
der  Metalle  für  die  Annahme  einer  hohen  dissoziierenden 
spricht.  Auf  eine  nicht  unbedeutende  Beweglichkeit  der.  e 
teilchen  deutet  nicht  nur  die  meist  recht  bedeutende  Du 
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der  Metalle,  sondern  auch  der  Umstand,  daß  Metalle  ineinander 
zu  diffundieren  vermögen,  hin.  Daß  feste  Körper,  die  zweifellos 
elektrolytisch  leiten,  mitunter  ein  sehr  hohes  Leitvermögen 
zeigen  können  und  somit  überhaupt  die  Annahme  der  Ionen - 
beweglichkeit  in  festen  Körpern  durchaus  plausibel  ist,  dafür 
wurden  schon  früher  Beispiele  gebracht. 

Betrachtet  man,  was  mit  einem  Metall,  wenn  dasselbe  vom 
absoluten  Nullpunkt  an  erwärmt  wird,  geschieht,  speziell  wie 
sich  seine  Leitfähigkeit  mit  der  Temperatur  ändern  wird,  so 
kommt  man,  wenn  man  sich  an  die  soeben  ausgesprochene 
Hypothese  hält,  zu  folgenden  Schlüssen:  Beim  absoluten  Null- 
punkt ist  eine  Dissoziation  und  damit  eine  Leitfähigkeit  wohl 
als  ausgeschlossen  zu  betrachten.  Bei  steigender  Temperatur 
wird  elektrolytische  Dissoziation  und  damit  Leitfähigkeit  auf- 
treten.  Da  bei  steigender  Temperatur  anfangs  sowohl  die 
Dissoziation  als  die  Beweglichkeit  der  Ionen  zunehmen  wird, 
so  ist  zunächst  ein  rasches  Ansteigen  der  Leitfähigkeit  zu 
erwarten.  Mit  weiterer  Temperaturzunahme  wird  die  Beweg- 
lichkeit der  Ionen  wohl  stetig  zunehmen.  Was  hingegen  die 
Zahl  der  Ionen  betrifft,  sei  hier  auf  die  Entwicklungen  von 
Arrhenius1  für  Elektrolyte  verwiesen;  je  nach  der  Größe  der 
Dissoziationswärme  ist  früher  oder  später  wohl  ein  Zurück- 
gehen des  Dissoziationsgrades  zu  erwarten.  Es  ist  also  die 
Möglichkeit,  daß  die  Leitfähigkeit  eines  Metalles  ein  Maximum 
erreiche  und  mit  weiter  zunehmender  Temperatur  wieder  ab- 
nehme, durch  die  hier  entwickelte  Hypothese  gegeben.  Dieses 
Maximum  wird  natürlich  für  jedes  Metall  an  einer  anderen 
Stelle  zu  suchen  sein,  ebenso  wie  es  auch  denkbar  wäre,  daß 
für  manche  Metalle  dieses  Maximum  überhaupt  nicht  existiere; 
näheres  darüber  läßt  sich  nicht  sagen,  da  wir  ja  eine  Vor- 
stellung über  die  Größe  der  »Dissoziationswärme  der  Metalle« 
in  dem  hier  gebrauchten  Sinne  nicht  besitzen.  Eine  zweite 
Möglichkeit,  wodurch  bei  Temperatursteigerung  die  Leitfähig- 
keit der  Metalle  vermindert  werden  könnte,  wäre  dann  vor- 
handen, wenn  die  Metalle  bei  tiefen  Temperaturen  mehratomige 
Moleküle  zu  bilden  vermögen,  bei  hohen  Temperaturen  hin- 
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gegen  einatomig  wären.  Es  wäre  dann  denkbar,  daß  zunächst 
die  mehratomigen  Moleküle  elektrolytisch  dissoziieren,  bei 
denjenigen  Temperaturen  aber,  wo  das  Metall  durch  die  bloße 
Wärmewirkung  einatomig  würde,  die  Ionen  ihre  Existenz- 
möglichkeit verlieren.  Doch  auch  dies  muß  vorläufig  eine 
bloß  theoretische  Erwägung  bleiben,  da  man  aus  den  bisher 
bekannten  Tatsachen  nicht  leicht  einen  Anhaltspunkt  zur  Be- 
urteilung der  soeben  ausgesprochenen  Vermutung  beibringer 
kann.  Denn  das  nächstliegende  Mittel,  nämlich  die  Heran 
Ziehung  des  Molekulargewichtes  der  Metalle,  muß  hier  versagen 
da,  wenn  die  Annahme  richtig  ist,  daß  die  mehratomigen  Mole 
küle  in  sehr  weitgehendem  Maße  elektrolytisch  dissoziiert  sind, 
das  Molekulargewicht  immer  sehr  nahe  dem  Atomgewich. 
gefunden  werden  muß.  Eher  könnte  vielleicht  die  Tatsache, 
daß  Metalldämpfe  die  Elektrizität  nicht  wesentlich  anders  leiten 
als  andere  Gase,  zur  Bestätigung  der  Ansicht  dienen. 

Eine  weitere  Tatsache,  die  für  die  Gleichheit  der  metalli- 
schen und  elektrolytischen  Leitfähigkeit  spricht,  ist  die  Gleich 
heit  des  Thomson-  und  des  PeltierefTektes  sowie  überhaupt 
der  thermoelektrischen  Erscheinungen  zwischen  Metallen  un*. 
Elektrolyten  und  Elektrolyten  untereinander.  Für  die  letzteren, 
nämlich  die  zwischen  Elektrolyten  auftretenden  thermoelr- 
irischen  Erscheinungen,  ist  es,  wie  Nernst  gezeigt  hat,  mogbc  • 
auf  Grund  der  Ionentheorie  eine  vollständige,  auch  quantitative 
Ableitung  zu  geben.  Da  sich  nun  die  zwischen  Metallen  un 
zwischen  Metallen  und  Elektrolyten  auftretenden  therrn0'^ 
trischen  Erscheinungen  durch  nichts  unterscheiden,  ersc  em 
es  plausibel,  beide  auf  dieselbe  Ursache  zurückzuführen. 

Auch   der   von   mir   beobachtete  Übergang  zvv.sn 
metallischer  und  elektrolytischer  Leitfähigkeit  und  die^ 
beobachtete  Koexistenz  der  beiden  Arten  voi 


metallische 

Leitfähigkeit   und    das  Vorhandensein  von  Ionen  ««« 


spricht  für  die  lonentheorie  der  Metalle.  Denn  wem 


zusammenfallen  können,  so  kann  man  wohl  annehmen, 
metallische  Leitfähigkeit  auch  eine  Ionenleitfahigkeit  sei. 
wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  könnten  Ionen  in  einem  me 


durch  die 

metallische  Verbindung,  in  der  sich  die  Ionen  befinden 


leitenden  Körper  nicht  existieren,  da  sie  ihre  Ladung  ^  ^ 
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ausgleichen  müßten.  Nimmt  man  hingegen,  wie  dies  für  die 
Metalle  geschehen  ist,  an,  daß  die  in  Betracht  kommenden 
metallischen  Leiter  Lösungsmittel  von  hoher  dissoziierender 
Kraft  sind,  die  eine  sehr  bedeutende  Eigenleitföhigkeit  auf- 
weisen, so  könnte  man  sich  die  beobachteten  Erscheinungen 
etwa  in  der  Weise  erklären,  daß  bei  niederer  Temperatur  die 
betreffenden  Oxyde  und  Sulfide  ein  höheres  Molekulargewicht, 
als  ihrer  Formel  entspricht,  aufweisen,  daß  aber  einige  ihrer 
aus   mehreren    riinzelmolekülen    bestehenden   Moleküle  in 
ähnlicher  Weise,  wie  dies  für  die  Metallatome  angenommen 
wurde,  unter  Ionenbildung  in  einzelne  Moleküle  zerfallen.  Die 
so  gebildeten  Ionen  wären  jedes  für  sich  noch  ein  ganzes 
Molekül  und  würden  sich  durch  nichts  als  durch  ihre  Ladung 
voneinander   unterscheiden.  Ein  Körper  mit   solchen  Ionen 
müßte  natürlich  vollkommen  metallische  Leitfähigkeit  zeigen. 
Würden  aber  einzelne  Moleküle  in  der  Weise  elektrolytisch 
dissoziieren,  daß  durch  die  Dissoziation  eines  einzigen  Mole- 
küles  Ionen  entstehen,  so  wären  diese  Ionen  natürlich  materiell 
nicht  mehr  untereinander  gleich,  sondern  würden  den  Ionen  der 
gewöhnlichen  Elektrolyte  entsprechen  und  mit  dem  Eintritte 
dieser  Art  von  Dissoziation  müßten  auch  Merkmale  elektro- 
lytischer Leitung  auftreten,  da  diese  neugebildeten  Ionen,  die 
sich  außer  durch  ihre  Ladung  auch  noch  materiell  unter- 
scheiden, wenigstens  einen  Teil  des  Stromtransportes  über- 
nehmen würden.  Vielleicht  könnte  durch  die  bei  Eintritt  der 
elektrolytischen  Leitung  bestehende  metallische  Leitung  auch 
das  langsame  Ansteigen  der  in   den   früher  besprochenen 
Kombinationen  beobachteten  elektromotorischen  Kräfte  eine 
Erklärung  rinden.  Man  könnte  nämlich  annehmen,  daß  diese 
Kombination  durch  den  metallischen  Anteil  an  der  Leitung  der 
Elektrolytsubstanz  eine  Art  Nebenschluß  erhält.  Für  diese  Auf- 
fassung kann  derzeit  keine  weitere  Stütze  beigebracht  werden, 
so  daß  der  hier  gemachte  Versuch,  die  metallische  Leitfähigkeit 
als  lonenleitung  und  die  Metalle  als  Lösungsmittel  von  sehr 
bedeutender  Eigenleitfähigkeit  und  hoher  Dissoziationskraft, 
entsprechend  ihrer  hohen  Dielektrizitätskonstante  aufzufassen, 
vorläufig  nichts   weiter  sein  kann   als   eben   ein  Versuch. 
Denn  wenn  sich  auch  viele  Tatsachen,  speziell  die  früher 
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beschriebene  gemischte  Leitfähigkeit  wohl  besser  damit  erklären 
lassen,  als  dies  die  Elektronentheorie  im  stände  sein  dürfte,  so 
ist  doch  keinesfalls  ein  Beweis  für  diese  Erklärung  gegeben. 
Insbesondere  beziehen  sich  die  hier  gemachten  Betrachtungen 
ja  nur  auf  ein  verhältnismäßig  kleines  Gebiet  und  es  bleibt  in 
dieser  Richtung  noch  vieles  zu  tun  übrig.  Insbesondere  dürften 
zur  näheren  Aufklärung  Untersuchungen  über  die  Leitfähigkeit 
von  Lösungen  von  Salzen  in  elementaren  Lösungsmitteln,  wie 
auch  Untersuchungen  darüber,  ob  Metalle  im  stände  sind, 
Metallsalze  unter  Eintritt  elektrolytischer  Dissoziation  zu  lösen, 
wesentlich  beitragen.  Daß  Metalle  überhaupt  in  der  Lage  sind, 
in  bestimmten  Fällen  ihre  Oxyde,  Sulfide,  Phosphide,  Sihcide, 
Carbide,  vielleicht  auch  noch  andere  Verbindungen  zu  lösen,  ist 
längst  bekannt.  Über  den  Zustand  dieser  Verbindungen  in  der 
metallischen  Lösung  hingegen  ist  so  gut  wie  gar  nichts 
bekannt. 


Zusammenfassung  der  Resultate. 

Im  Anschluß  an  frühere  Arbeiten  über  den  metallischen 
und  nichtmetallischen  Zustand  sowie  über  elektrolytische  und 
metallische  Leitfähigkeit,  insbesondere  über  elektrolytische 
Leitfähigkeit  elementarer  Körper  und  unter  Zugrundelegung 
einer  Anzahl  eigener  Versuchsresultate,  speziell  über  Körper 
mit  gemischter  Leitfähigkeit,  wurde  es  versucht,  die  metalhsc  e 
Leitung  durch  eine  Erweiterung  der  Ionentheorie  zu  erklaren. 

Die  wichtigsten  Versuchsresultate  sind: 

Der  Widerstand  der  Kohle,  der  anfangs  mit.steig^f 
Temperatur  abnimmt,  erreicht  ein  Minimum  und  nimmt  a 
mit  zunehmender  Temperatur  zu. 

Geschmolzener  Schwefel,  welcher  eine  geringe  Leit  i 
keit  besitzt,  läßt  bei  Stromdurchgang  Polarisationserscheinunge 

erkennen.  . 

Schwefel  kann  als  ionisierendes  Lösungsmittel  für  an 
Körper  dienen.  Elementares  Jod  läßt  bezüglich  se,n^hen 
trischen  Verhaltens  sowohl  Eigenschaften  eines  meta  is 
wie  eines  elektrolytischen  Leiters  erkennen. 
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Silbersulfid  zeigt  bei  gewöhnlicher  Temperatur  elektro- 
lytische Leitfähigkeit,  nimmt  jedoch  bei  tiefen  Temperaturen 
rein  metallisches  Leitvermögen  an. 

Schwefelkupfer  erweist  sich  bei  gewöhnlicher  Temperatur 
als  metallischer  Leiter,  beginnt  jedoch  bei  höherer  Temperatur 
elektrolytisch  zu  leiten. 

Ähnlich  wie  Schwefelkupfer  erwies  sich  auch  Eisen- 
oxyduloxyd bei  gewöhnlicher  Temperatur  als  metallischer 
Leiter,  bei  hohen  Temperaturen  jedoch  zeigte  dasselbe 
elektrolytische  Leitfähigkeit. 
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Beitrag  zur  Theorie  der  Linde'schen  Luft- 
verfliissigungsmaschine 

von 

Dr.  Justus  Rozid. 

Aus  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Graz. 

(Mit  3  Textfiguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitxung  am  10.  Jänner  1807.) 

In  der  Zeitschrift  für  komprimierte  und  flüssige  Gase,  Jahr- 
gang VII  (1003),  erschien  ein  Artikel  aus  der  Feder  Pictet's, 
betitelt:  »Die  Theorie  der  Apparate  zur  Herstellung  flüssiger 
Luft  mit  Entspannung*.  In  dieser  Abhandlung  gibt  Pictet  von 
der  Linde'schen  Luftverflüssigungsmaschine  eine  Erklärung, 
die  abweichend  ist  von  der,  die  Linde  selbst  bei  Veröffent- 
lichung seiner  Maschine  im  Jahre  1895  publiziert  hat.  Es 
erschien  seitdem  keine  Widerlegung  in  der  genannten  Zeit- 
schrift. Ja,  im  Herbste  1905  hielt  Pictet  auf  der  Naturforscher- 
versammlung in  Meran  einen  Vortrag,  in  welchem  er  den- 
selben Gegenstand  behandelte  und  seine  Behauptungen  über 
die  Linde'sche  Maschine  aufrecht  zu  erhalten  suchte.  Von  den 
versammelten  Physikern  erklärten  sich  einige  gegen  seine  Aus- 
führungen. Von  einer  eingehenden  Diskussion  wurde  wegen 
Mangel  an  Zeit  Abstand  genommen. 

Da  dieser  verdienstvolle  Physiker  unterdessen  von  neuem 
in  derselben  Zeitschrift  seinen  Standpunkt  verteidigte  und  so 
nochmals  an  das  Urteil  seiner  Fachgenossen  appellierte,  folgte 
ich  einer  Aufforderung  des  Herrn  Hofrates  Prof.  Pfaundler, 
die  strittige  Frage  von  anderer  Seite  her  zu  untersuchen. 

Ich  will  zunächst  den  Gegensatz  der  beiden  Theorien 
kurz  erläutern.  Zu  diesem  Zwecke  will  ich  nachstehend  den 
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Vorgang  der  Kompression  und  Entspannung  mit  Linde > 
Worten  wiedergeben: 

Das  durch  einen  Kompressor  vom  Drucke  px  auf  den 
Druck  p2  und  mittels  eines  »Kühlers«  (z.  B.  durch  Brunnen- 
wasser) auf  die  Temperatur  /,  gebrachte  Gas  durchläuft  das 
innere  Rohr  eines  Gegenstromapparates  und  strömt  alsdann 
durch  die  Mündung  eines  Drosselventils  aus,  wobei  es  sich 
um  einen  gewissen  Betrag  t  abkühlt.  Mit  der  Temperatur  /,-: 
wird  es  nun  in  dem  ringförmigen,  durch  die  beiden  Rohre  des 
Gegenstromapparates  gebildeten  Zwischenräume  dem  kom- 
primierten Gase  entgegengeführt  und  überträgt  auf  dasselbe 
die  erlangte  Temperaturerniedrigung,  so  daß  fortdauernd  die 
Temperaturen  tt  und  t  sinken,  bis  Beharrungszustand  ein- 
tritt —  sei  es  durch  eine  kompensierende  Wärmezufuhr  von 
außen,  sei  es  durch  innen  frei  werdende  Wärme  {bei  der  Ver- 
flüssigung). Das  Gas  kehrt,  nachdem  es  den  Rücklauf  durch 
den  Gegenstromapparat  vollendet  hat,  mit  dem  Drucke/», unü 
einer  Temperatur  t[  zum  Kompressor  zurück,  welche  der 
Temperatur  tx  um  so  näher  liegt,  je  vollkommener  der  Gegen- 
stromapparat den  Wärmeaustausch  vollzieht  (Wiedem.  Ann- 
Bd.  57,  p.  328). 

Wenn  das  Gas,  welches  kondensiert  werden  soll,  Luft  t>t 
geht  der  Vorgang  tatsächlich  so  vor  sich;  nach  einiger  Zeit 
erhält  man  flüssige  Luft  in  dem  Sammelgefäße. 

Als  Ursache  der  Abkühlung  ist  von  Linde  die  innere 
Arbeit  angegeben  worden,  welche  die  Luft  leisten  muß,  um  u 
Distanz  der  Moleküle  voneinander  zu  vergrößern,  wenn  su 
sich  von  einem  Volumen  v  auf  ein  größeres  Volumen  au. 

dcnnt-  a  tri: 

Pictet  behauptet  dagegen,  daß  es  gar  keine  innere  *  t 

bei  der  Luft  gebe  und  daß  die  tatsächlich  eintretende  .« 
lung  auf  eine  äußere  Arbeitsleistung  der  sich  ausdeh'^ 
Luft,  indem  dieselbe  den  äußeren  Luftdruck  zurucksen. 
muß,  zurückzuführen  sei.  .  jnl 

Nun  wissen  wir,  daß  bei  der  Linde'schen  Mascm  ^ 
Sammelgefiiße  der  Atmosphärendruck  herrscht  und  «  ^ 
welche  durch  das  Drosselventil  ausströmt,  sich  '* 
schaffen,  die  Luft,  die  schon  darin  ist,  hinausdrängen,  als 


Digitized  by  Google 


Zur  Theorie  der  Linderen  LufWerflüssigungsmaschine.        1  nß  I 

Arbeit  leisten  muß,  und  zwar  nach  der  Ansicht  Pictets  auf 
Kosten  der  Wärme.  Da  liegt  der  Irrtum  Pictet's 

I.Um  diesen  Irrtum  klar  zu  widerlegen,  will  ich  einen  Pro- 
zeß, wie  er  ,„  der  Linde'schen  Maschine,  natürlich  viel  kom- 

Jühren gCht'  geSch,0ssenes  System  durch- 

Man  denke  sich  einen  Zylinder  C  mit  einem  Kolben  K  in 
Hahn^mmer        ön         Cinen  EndC  dCS  ZyHnderS  sei  ei" 

Über  diesen  Zylinder  sei  ein  zweiter  gestülpt,  der  mit 
zwei  Zule.tungsröhren  versehen  ist.  Die  gestrichelten  Wände 


Fig.  1. 

des  inneren  Zylinders  sind  aus  einem  sehr  guten  Wärmeleiter, 
die  ausgezogenen  Linien  bedeuten  dagegen  sehr  schlechte 
Leiter.  Das  Volumen  der  Kammer,  die  mit  einem  idealen  Gase 
gefüllt  ist,  sei  im  Verhältnis  zum  Volumen  des  Zylinders  sehr 
groß.  Die  Temperatur  des  Gases  in  der  Kammer  und  im 
Zylinder  sei       Um  den  inneren  Zylinder  fließe  Wasser  W 
von  derselben  Temperatur  /•.  Das  Anfangsvolumen  des  im 
Zylinder  eingeschlossenen  Gases  sei  vx  und  der  Druck  pv  der- 
selbe Druck  herrsche  in  der  Kammer;  dann  haben  wir  Gleich- 
gewicht und  der  Kolben  ist  in  Ruhe. 

Man  lasse  nun  auf  den  Kolben  eine  Kraft  wirken,  welche 
■nn  in  den  Zylinder  hineinschiebt.  Das  Gas  wird  komprimiert 
"nd,  wenn  die  Kompression  langsam  genug  vor  sich  geht, 
wird  sich  die  Temperatur  des  Gases  nicht  ändern,  weil  jede 
Temperaturerhöhung  durch  das  Kühlwasser  hintangehalten 
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wird.  Die  Kompression  findet  also  isothermisch  statt.  D:c 
dabei  geleistete  Arbeit  ist,  wenn  der  Enddruck  im  Zylinder 
p2  ist, 

A  -  pxVx.\gn—- 

Es  ist  nun  interessant,  festzustellen,  woher  diese  Arbeit 
stammt.  Im  ersten  Augenblick  wird  es  den  Anschein  haben, 
als  hätte  der  Kompressor,  d.  i.  die  Kraft,  die  man  an  den 
Kolben  angesetzt  hat,  allein  diese  Arbeit  ausgeführt  und  so 
scheint  sich  auch  Pictet  die  Sache  vorgestellt  zu  haben.  Dem 
ist  aber  nicht  so! 


Dies  läßt  sich  an  der  Hand  der  vorstehenden  Skizze  st  ^ 
leicht  beweisen.  Da  die  Kompression  isothermisch  vor* 
geht,  so  ist  die  Zustandskurve  eine  Isotherme,  für  ein  ideal 
Gas  eine  gleichseitige  Hyperbel.  Die  bei  dieser  Kompressi 
geleistete  Arbeit  wird  durch  die  Fläche  ABCD  dargestellt 

Nun  kann  man  diese  Fläche  in  zweckmäßiger  Weise 
zwei  Teile  zerlegen: 

Rechteck  AB  ED  und  Fläche  EDC. 

Die  Fläche  AB  ED  stellt  die  Arbeit  des  Gases  ^ 
Drucke  Pi  in  der  Kammer  dar.  (Wir  hindern  das  lußeit  - 
an  der  Arbeit  gar  nicht;  wir  haben  hier  denselben  Fall  * 
der  Luftpumpe;  die  Luft  eines  zu  evakuierenden  Real«  ^ 
hilft  beim  Auspumpen  mit.  Wenn  man  verhindern  wo  ^ 
der  Druck  />,  mithilft,  so  müßte  man  hinter  dem  Kol  e 


vom 
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feste  Wand  anbringen  und  der  Raum  zwischen  dieser  Wand 
und  dem  Kolben  müßte  beim  Vorschreiten  des  Kolbens  leer 
bleiben.)  Dabei  wird  angenommen,  daß  der  Druck  Pl  in  der 
Kammer  sich  nicht  merklich  ändere,  so  daß  DE  als  gerade 
und  parallel  mit  AB  angesehen  werden  kann. 

Diese  Fläche  und  dadurch  dargestellte  Arbeit  ist: 


Der  Kompressor  muß  den  übrigen  Teil  der  Arbeit  leisten; 
diese  entspricht  der  Fläche  DEC 


Die  ganze  Arbeit  A  verwandelt  sich  aber  in  Wärme  und 
erwärmt  das  Kühlwasser,  welches  hinausfließt  und  die  Tem- 
peratur der  Kammer  nicht  alteriert. 

Hier  ist  schon  etwas  Wichtiges  zu  bemerken:  In  dem 
Wasser,  welches  mit  einer  höheren  Temperatur  ausströmt,  als 
es  eingeströmt  ist,  erhalten  wir  außerhalb  der  Kammer  eine 
größere  Energiemenge,  als  unser  Kompressor  in  die  Kammer 
eingeführt  hat.  Das  Plus  rührt  von  der  Leistung  des  Gases 
beim  Drucke  />,  in  der  Kammer  her.  Es  hat  sich  von  der  Tem- 
peratur T  auf  die  Temperatur  V  abgekühlt,  welche  bekannt- 
lich folgendermaßen  berechnet  werden  kann,  wenn  sich  der 
Druck  um  dpt  geändert  hat: 


(adiabatische  Ausdehnung  und  adiabatische  Kompression). 

Wenn  man  nun  den  Kolben  festhält  und  den  Hahn  H 
öffnet,  so  wird  das  Gas  ausströmen,  den  Druck  in  der  Kammer 
wieder  erhöhen  und  die  ursprüngliche  Temperatur  wird  sich 
in  der  Kammer  wieder  herstellen.  Das  Gas  jedoch,  welches 
ausströmt,  wird  eine  Temperaturerniedrigung  zeigen,  ent- 
sprechend der  Arbeit,  die  es  geleistet  hat.  Das  wäre  der  Vor- 
gang, wie  ihn  Pictet  sich  vorstellt.  Betrachtet  man  jedoch  den 
Druck  in  dem  Volumen  v.„  so  sieht  man,  daß  er  abnimmt.  In 
Jcr  Linde'schen  Maschine  ist  aber  der  Druck  in  der  inneren 
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Röhre  konstant;  also  ist  dieser  Vorgang  nicht  auf  de 
Linde'sche  Maschine  anwendbar;  falls  man  ihn  aber  anwendet 
so  ist  es  klar,  daß  man  zu  falschen  Konklusionen  kommen  muß. 

Wir  müssen  unsere  ideale  Maschine  so  einrichten,  daß 
während  des  Ausströmens  des  Gases  aus  dem  Volumen  vt  der 
Druck  pt  erhalten  bleibt,  d.  h.  wir  müssen  in  dem  Maße  mi; 
dem  Kolben  nachrücken,  als  das  Gas  ausströmt.  Wenn  das 
letzte  Gasmolekül  durch  den  Hahn  hinausgekommen  ist,  mut 
der  Kolben  am  Hahn  angelangt  sein.  Während  das  Gas  aus- 
strömt, müssen  wir  mit  dem  Kompressor  fortwährend  Arbeit 
leisten.  Da  uns  hiebei  der  Druck  px  noch  mithilft,  so  leistet  der 
Kompressor  allein  die  Arbeit 

das  Gas  in  der  Kammer  leistet  pxvr  Das  komprimierte  Gas 
leistet  hingegen  bei  der  Expansion  die  Arbeit 

Wv 

Es  fragt  sich  nun,  ob  diese  Arbeiten 

(P*—Px)Vt+Pxvt    und  /Vi 
gleich  sind  oder  ob  die  Gleichung 

besteht. 

Weil  wir  ein  ideales  Gas  haben  und  ptvt=pfy  ist,»'51 
die  dem  Gas  zugeführte  Arbeit  gleich  der,  welche  das  Gas 
geleistet  hat,  es  ist  also  kein  Grund  vorhanden,  daß  eine 
Temperaturerniedrigung  eintrete.  Damit  ist  aber  bewiesen,  daß 
die  Theorie  Pictefs  unrichtig  ist.  Es  wird  uns  nie  gelingen, 
mit  der  Linde^schen  Maschine  ein  ideales  Gas  zu  kondensieren. 

II.  Betrachten  wir  jedoch  den  Fall  der  unvollkommenen 
Gase,  der  am  meisten  Wichtigkeit  beansprucht,  weil  ja  ,e 
I.uft,  um  die  es  sich  in  unserem  Falle  handelt,  kein  ideales 
Gas  ist. 


i 
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Für  die  Abkühlung  infolge  innerer  Arbeit  haben  Joule 
und  Thomson  eine  Formel  aus  ihren  Messungen  abgeleitet: 

AT  =  a-A/>. 

AT  ist  die  Temperaturerniedrigung,  a  ist  eine  von  Gas  zu 
Gas  variable  Konstante,  T  die  absolute  Temperatur,  A/?  ist  der 
Unterschied  zwischen  den  Drucken  vor  und  nach  der  Ent- 
spannung. Diese  Formel  ist  eine  empirische  und  hat  keine 
theoretische  Unterlage. 

Ich  will  nun,  gestützt  auf  die  van  der  Waals'sche  Formel, 
die  Abkühlung  berechnen,  welche  ein  Gas  erfährt,  wenn  es 
durch  die  Linde'sche  Maschine  nach  der  beschriebenen  Weise 
den  Weg  macht. 

Wir  haben  zunächst: 

Da  bp  ein  Korrektionsglied  ist  und  klein  gegenüber  den 
andern  Gliedern,  so  kann  man  mit  geringer  Vernachlässigung 

c 

bp  —  b  -   setzen.  Wir  haben  dann  die  van  der  Waals'sche 
v 

Gleichung  in  der  Form: 

a      Cb     a  b 
pv+   ~       —  ( 

Daraus  folgt 

C      a      Cb  ab 
1  V       V-        V  ir 

der  Druck,  der  in  irgend  einem  Stadium  auf  dem  Gas  lastet. 
Der  Enddruck  ist: 

P"  ~~  v„     "  vi  vi 

Um  das  Gas  vom  Volumen  vlt  auf  v„  zu  bringen,  braucht 
man  eine  äußere  Arbeit 


julv. 
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Man  sieht  sofort,  daß  diese  Arbeit  bei  verschiedenen 
Gasen  verschieden  ausfallen  wird. 

Wir  haben  für  die  Temperatur  von  0°  C.  drei  Haupttyper. 
zu  unterscheiden: 

I.  Kohlensäure,  II.  Luft,  III.  Wasserstoff. 

Die  Isotherme  des  unvollkommenen  Gases  schneidet  im 
ersten  Falle  die  des  idealen  Gases  nicht.  Sie  bleibt  immer 
unterhalb.  Beim  dritten  Typus  bleibt  sie  immer  oberhalb.  Beim 


zweiten  jedoch  schneidet  sie  die  ideale  bei  einem  bestimm  e 
Volumen.  Um  dieselbe  Kompression  hervorzubringen, 
man  bei  der  Kohlensäure  eine  kleinere,  beim  Wasserstoff 
größere  Arbeit  leisten  müssen  wie  beim  idealen  Gase.  Für 
Luft  wird  diese  Arbeit  verschieden  ausfallen,  je  nachdem  m 
größere  oder  kleinere  Kompression  ausgeführt  werden  so. 
vier  Zeichnung  ist  die  Differenz  der  Arbeiten  durch  die  ^ 
/.wischen  den  Isothermen  dargestellt.  Die  Wärmemenge  » 
dabei  frei  wird,  ist  aber  in  allen  drei  Füllen  dieselbe. 
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Um  Jen  Druck  p„  in  der  inneren  Röhre  der  Linde'schen 
Maschine  auf  derselben  Höhe  zu  erhalten,  während  das  Gas 
am  Drosselventil  ausfließt,  muß  man  eine  Arbeit 

A  =  p„v„ 

leisten  und  dieselbe  dem  Gase  zuführen.  Wenn  sich  nun  das 
Gas  ausdehnt  und  dabei  eine  Temperaturerhöhung  oder  Er- 
niedrigung erleidet,  so  wird  das  Volumen  beim  Enddruck  p0 

sein,  wobei  /  positiv  oder  negativ  sein  kann.  Die  Arbeit,  die 
das  Gas  leistet,  um  den  äußeren  Druck  p0  zu  überwinden,  ist 

A2  -  p0vx  =  p0v0(l+>xt)  =  C+Cat. 

Die  innere  Arbeit  zur  Distanzvergrößerung  der  Mole- 
küle ist 

_      fn      a  —  Cb  .       rvn      ab  A 

Jffl(l-f «/)       v  Jv,(\  +  *t)  V 

__a  —  Cb       a  —  Cb        1      M   1  I 

Wenn  *t  klein  bleibt  (bei  Luft  wird  at  höchstens  0  18), 

so  kann  man  mit  geringer  Vernachlässigung  — ! —  durch 
j  1  +a/ 

1— «/  und  durch  1—2«/  ersetzen.  Es  ist  dann 

a—Cb     a—Cb  ab  \  1      1—  2a/l 

Die  Differenz  der  Energien,  die  dem  Gase  zugeführt 
werden  und  vom  Gase  geleistet  werden,  wird  sich  als  Ab- 
kühlung oder  Erwärmung  des  Gases  kundgeben. 

•<:     At  ' 
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M  ist  die  Masse  des  Gases, 

cv  die  spezifische  Wärme  bei  konstanten  Volumen, 

/  Temperaturänderung, 

-~  Wärmeäquivalent. 

Setzt  man  die  Werte  von  Av  und  ein,  so  erhält 
man  nach  einer  kleinen  Umformung  des  Ausdruckes 


2(a—Cb)     a  —  Cb 
i  —  V"  ^ 


-Cb  ab\2_  II 
'«     +  2  l»S  W 


Mcv     n      (a — Cb)ct    ab  ol 

—  C  oM  -r~ 

J  v9  »5 


Wenn  a  =  b  =  0  ist,  so  ist  der  Zähler  gleich  Null,  also 
auch  /  =  0.  Ein  ideales  Gas  kühlt  sich  nicht  ab.  Ist  j 
gegenüber  b  sehr  klein,  dann  überwiegt  das  Glied  Cb  über* 
/  wird  positiv! 

Bei  der  Luft  tritt  Abkühlung  ein,  wenn  nicht  das  Volumen  iv 
allzu  klein  wird.  Bei  einem  bestimmten  v„  wird  der  Zähler  Null 
und  mit  ihm  /. 

Man  kann  das  v„  und  damit  p»,  bei  welchem  das  ein- 
tritt, aus 

—  2{a — Cb)v„-r    —  v,,  +  3.  —  -  _  u 

vn  2       2  vi 


berechnen.  Es  ist  dies  bei 


2  (a  -  C b)  ±  yj 4  (a  -Cby~Öab(*  ^ 

o\a    Cb  _ab_\ 
\"v0   '  2t>*l 


Von  größerem  Interesse  ist  jedoch  die  Frage,  wann  ein 
Maximum  von  /  eintritt.  (Hier  ist  der  absolute  Wert  gemein!., 

'  —  /I  wird  ein  Maximum,  wenn  der  Zähler  ein  Minimum 
wird,  da  der  Nenner  für  eine  bestimmte  Temperatur  kon- 
stant ist. 
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K  dt  —  9<*    ru\  1  '6ab 


Sab 

u„  — 


2(a  —  Cb) 

Zu  vn  läßt  sich  der  dazu  gehörige  Druck  pn  berechnen, 
bis  zu  welchem  man  in  der  Praxis  gehen  darf,  um  die  größt- 
mögliche Abkühlung  zu  erreichen. 

Linde  sagte  über  die  Berechnung  der  Abkühlung:  »Die 
Angaben,  welche  von  Thomson  und  Joule  für  die  Abkühlung 
ausströmender  atmosphärischer  Luft  gemacht  wurden,  wonach 
dieselbe  beträgt: 

t  =  0'276(Pn-Po)(^J> 

finden  sich  durch  die  vorliegenden  Versuche  innerhalb  weiter 
Grenzen  bestätigt,  insbesondere  bezüglich  der  Abhängigkeit 
der  Abkühlung  /  von  der  Ausflußtemperatur  T+  (Wied.  Ann.,  57). 

Ich  glaube  hier  bemerken  zu  müssen,  daß  diese  »weiten* 
Grenzen  nicht  zu  weit  gehen.  Pictet  wendet  diese  Formel  auf 
die  absolute  Temperatur  132°  an  und  erhält 

/  -  (250  — l)0'27öf  2 -Y  =  204° 

Mit  Recht  fragt  hier  Pictet,  wie  es  möglich  ist,  daß  eine 
so  kolossale  Differenz,  die  mit  allen  Erfahrungen  vollständig 
im  Widerspruche  steht,  nicht  sofort  bei  Gelehrten,  die  an 
Arbeiten  und  Untersuchungen  auf  diesem  Gebiete  gewöhnt 
waren,  Zweifel  erregt  hat? 

Die  vorliegende,  aus  der  van  der  Waalsschcn  Gleichung 
abgeleitete  Formel  berücksichtigt  auch  die  Abhängigkeit  von 
der  Temperatur,  obwohl  dies  mehr  versteckt  ist.  Ks  liegt  im  (.'. 
C  hängt  von  der  Temperatur  ab.  Mit  steigender  Temperatur 
wird  C  größer.  Wenn  man  aber  in  der  Abkühlungsformel  C 
wachsen  läßt,  so  wird  /  kleiner. 
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Zusammenfassung. 

I.  Die  Verflüssigung  der  Luft  in  der  Linde'schen  Maschine 
erfolgt  durch  Verbrauch  innerer  Arbeit;  Pictel  irrt,  indem 
er  sie  der  Ableistung  einer  äußeren  Arbeit  zuschreibt. 

II.  Die  Formel  von  Thomson  und  Joule,  welche  Linde 
zur  Berechnung  der  Abkühlung  verwendet,  hat  keine  allgemeine 
Gültigkeit,  besonders  für  Gase  vom  Typus  der  Luft.  An  ihre 
Stelle  ist  die  vorliegende  zu  setzen  oder  eine  andere  aus  einer 
genaueren  Zustandsgieichung  abzuleiten. 
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Experimentaluntersuchungen  über  die  Luft- 
verbrennung im  elektrischen  Flammenbogen 

von 

August  Grau  und  Franz  Russ. 

Aus  dem  Technologischen  Gewerbemuseum  in  Wien. 

(Mit  4  Tafeln  und  8  Textfiguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  8.  November  1906.) 

Einleitung  und  Thema. 

Die  Bildung  von  Stickoxyd  aus  den  Elementen  der  Luft 
im  elektrischen  Flammenbogen  gehört  heute  zu  den  technisch 
bedeutsamsten  Reaktionen,  weil  damit  einer  der  gangbaren  Wege, 
den  atmosphärischen  Stickstoff  nutzbar  zu  verwerten  und  somit 
der  drohenden  Salpeternot  zu  begegnen,  gewiesen  ist.  Die 
hervorragende  Wichtigkeit  dieser  praktisch  nur  bei  sehr  hohen 
Temperaturen  verlaufenden  Reaktion  gab  den  Anstoß  zu  einer 
Reihe  von   Experimentaluntersuchungen   und  theoretischen 
Überlegungen,  die  gerade  in  letzter  Zeit  von  verschiedener 
Seite  zusammenfassend  behandelt  wurden,  so  daß  auf  eine 
vollständige  Wiedergabe  der  Literatur  an  dieser  Stelle  ver- 
zichtet werden  kann.1 

Die  ersten  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  elektrischen  Luft- 
verbrennung hatten  ein  Tatsachenmaterial  ergeben,  das  ohne 
Kenntnis  der  in  dieses  Gebiet  fallenden  späteren  Untersuchungen 

1  Vergl.  z.  B.  den  Vortragszyklus  über  die  Aktivierung  von  Stickstoff  auf 
der  XIII.  Hauptversammlung  der  Deutschen  Bunsengesellschaft.  Zeitschrift  für 
Elektrochemie,  12,  525  (1906);  ferner  Brode,  »Über  die  Oxydation  des  Stick- 
stoffes in  den  Hochspannungsnammen«,  Halle  a.  d.  S  ,  1905. 
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sich  nur  schwierig  zusammenfassen  ließ.  Es  lag  dies  an  der 
Anwendung  rein  empirischer  Arbeitsmethoden.  Von  den  Ar- 
beiten dieser  Gruppe  ist  jedenfalls  jene  von  Mac  Dougall  uni 
Ho  wies1  die  fruchtbringendste  gewesen.  Von  wissenschaft- 
lichen Grundsätzen  ausgehend,  haben  zuerst  Muthmann  und 
Hofer2  das  Problem  der  Luftverbrennung  einer  experimentellen 
Untersuchung  unterzogen,  welche  in  erster  Linie  auf  die  Er- 
mittlung des  Stickoxydgleichgewichtes  in  der  Hochspannung*- 
flamme  hinzielte.  Wenn  sich  auch  späterhin  ergab,  daß  die 
gefundene  Beziehung  zwischen  Temperatur  und  Stickoxyd 
gleichgewicht  den  wahren  Werten  nicht  entsprach,  so  ha: 
dennoch  diese  Arbeit  überaus  aufklärend  gewirkt,  indem  hier 
zum  ersten  Male  die  Vorgänge  im  Flammenbogen  vom  Stand 
punkte  der  Thermodynamik  betrachtet  wurden.  Durch  eine 
Arbeit  von  Nernst,3  auf  die  wir  weiter  unten  zu  sprechen 
kommen,  war  das  Stickoxydgleichgewicht  bis  3200°  T  auf 
Grund  experimenteller  Ergebnisse  ermittelt  worden.  Das  Gleich- 
gewicht bei  noch  höheren  Temperaturen,  wie  sie  z.  B.  im  elek- 
trischen Flammenbogen  vorliegen  können,  ließ  sich  Wenau 
rechnerisch   ermitteln,  insoweit  dies  unsere  mangelhafter 
Kenntnisse  über  die  physikalischen  Konstanten  der  Gase  bei 
hohen  Temperaturen  gestatten.  Diese  Arbeit  erhielt  eine  wert- 
volle Ergänzung  durch  die  Untersuchungen  Jellmeks1  übe. 
die  Zersetzungsgeschwindigkeit  von  Stickoxyd  und  Abhän- 
gigkeit derselben  von  der  Temperatur.  Brode1  hat  eine 
zusammenfassende  Darstellung  der  bisherigen  Verfahren  cer 
elektrischen  Luftverbrennung  gegeben  und  auf  Grund  eigener 
Versuche  eine  Reihe  wertvoller  Schlüsse  gezogen. 

Auf  Grund  der  Nernst'schen  Ergebnisse  und  aufGrun^| 
durch  Versuche  an  Flammenbogen  gewonnenen  Resultate  (wo«, 
die  aus  derTechnik  derLuftverbrennung  herangezogenen  ^  <■ 


1  Mcmoirs  and  Procccdings  uf  the  Manchester  Litcrary  and  Philosoph 
Society  (IV.),  44  (1900). 

2  Her.  der  Deutschen  ehem.  Ges..  36,  438  (1903).  fl) 
Göttinger  Nachrichten,  1904,  Heft  4.  -  Zeitschrift  für  ano*  - 

2K<  (1906). 

*  Zeitschrift  für  anorg  Ch.,  49,  229  (1900). 
^  L.  c,  1905. 
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nicht  ,mmer  die  verläßlichsten  waren),  schritt  man  an  die  Be- 
rechnung der  theoretischen  Ausbeute  an  Stickoxyden  für  die 
Einheit  der  aufzuwendenden  elektrischen  Arbeit.»  Diese  Rech- 
nungen  basieren  auf  der  Annahme  einer  nur  thermischen 
Wirkung  des  Flammenbogens  und  führen  zu  Ergebnissen 
welche  bisher  von  der  Technik  nicht  erreicht  werden  konnten' 
Experimentelle  Untersuchungen  über  das  Ausbringen  von 
Stickoxyd  für  die  Einheit  der  aufzuwendenden  elektrischen 
Energie  sind  bisher  nicht  veröffentlicht  worden.  Aber  gerade 
d.ese  Beziehung  ist  es,  welche  für  die  industrielle  Verwertung 
der  Luftverbrennung  in  erster  Linie  in  Betracht  kommt.  Von 
diesem  Gesichtspunkt  aus  wurde  die  vorliegende  Arbeit  in 
Angriff  genommen. 

Der  Weg,  den  wir  einschlugen,  basierte  auf  den  bisherigen 
Kenntnissen  der  Ermittlung  von  Gasgleichgewichten  und  wir 
versuchten  dieselben  auf  die  Vorgänge  in  der  Hochspannungs- 
flamme zu  übertragen. 

Die  Theorie  der  Stickoxydbildung  und  die  sich  hieraus 
ableitenden  Grundsätze  für  die  industrielle  Luftverbrennung 
sind  auf  Grund  der  oberwähnten  experimentellen  Arbeiten  in 
ausgezeichneter,  zusammenfassender  Weise  von  F.  Haber2 
gegeben  worden. 

Wir  können  uns  daher  im  folgenden  um  so  eher  kurz 
fassen,  dadurch  ähnliche  Betrachtungen  von  Biltz,3  Boden- 
stein,« Guye,5  Focrster«  u.  a.  die  Verknüpfung  zwischen 
Theorie  und  Technik  der  Luftverbrennung  in  die  weiteste 
Öffentlichkeit  drang. 

Der  Luftverbrennung  liegt  die  Reaktion 

Na  +  02  ^  2  NO 

zu  Grunde. 


1  Haber.  Thermodynamik  technischer  Gasreaktionen,  p.  250. 

2  Thermodynamik  technischer  Gasreaktionen.  München  und  Herlin  1900. 

3  Jahrbuch  der  Radioaktivität  und  Elektronik,  2,  203  (1905). 

4  Zeitschrift  für  angew.  Chemie,  19,  14  (1906). 
:'  Chemische  Industrie,  20.  8.">  (I9i»0\ 

6  Zeitschrift  für  Elektrochemie,  !?,  ,'>29  (19üti;. 
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Die  Bildung  des  Stickoxyds  aus  seinen  Elementen  ist  ein 
endothermer  Prozeß,  dessen  Wärmetönung  nach  Berthelot 

N+0  =  NO— 21600cal. 

beträgt. 

Zwei  Beziehungen  sind  es  nun,  die  das  Stickoxydgleich- 
gewicht  überblicken  lassen.  Das  Gleichgewicht  bei  einerTetn- 
peratur  ist  durch  das  Massenwirkungsgesetz  geregelt,  das  ir 
unserem  Falle  die  Gestalt  annimmt: 

Cno       =  k   oder    — ^-r=* 


cNvc0;/'  PN? -Po? 

wo  C  und  p  die  Konzentrationen,  beziehungsweise  Pamal- 
drucke  der  reagierenden  Stoffe  und  k  die  Gleichgewichtskon- 
stante sind.  Wir  beziehen  im  folgenden  die  Gleichgewicht 
konstante  nach  einem  Vorschlage  Habers  auf  die  Bildung  vor 
einem  Mol.  NO,  weil  hiedurch  dieselbe  übersichtlichere  Werte 
annimmt. 

Die  zweite  Beziehung  ermöglicht,  die  Änderung  der 
Gleichgewichtskonstanten  mit  der  Temperatur  auf  rechne- 
rischem Wege  zu  ermitteln,  und  zwar  auf  Grund  der  van ; 
HofT'schen  Näherung 

dlnk  Q 


dT  RT* 

in  welcher  Q  die  Wärmetönung  der  Reaktion,  R  die  Gaskon 
stante,  T  die  absolute  Temperatur  bedeuten. 

Die  Verknüpfung  beider  Beziehungen  gestattet  nun,  « 

••  mit  uef 

Vernachlässigung  der  Änderung  der  Wärmetonung 
Temperatur,    durch   wenige   bei    verhältnismäßig  i"e  e^ 
Temperaturen  ausgeführten  Gleichgewichtsbestimmungen 
Gleichgewicht  auch  bei  höheren  Temperaturen  kennen  zu  ^ 
Diesen  Weg  hat  Ncrnst1  eingeschlagen,  indem  er^ 
Temperaturen  zwischen  1800°  T  und  2200°  T  die 
gewichtskonstante  der  Luftverbrennung  im  Iridiumofen  exp  • 


'  r.öttinger  Nachrichten,  U>04,  Heft  4.  -  Zeitschrift  für 
49,  (1«J06). 
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mentell  festlegte.  Doch  ist  zu  bemerken,  daß  er  bei  seinen 
Versuchen  das  Gleichgewicht  nicht  erreichen  konnte.  Dessen 
Kenntnis  erhielt  er  aber  durch  eine  Überlegung,  zu  der  er  die 
Werte  der  Reaktionsgeschwindigkeiten  (Bildungs-  und  Zerfalls- 
geschwindigkeit) benützte.   Für  die  Ermittlung  des  Gleich- 
gewichtes  bei   3000°  zog  er  die  Explosionsversuche  von 
Bunsen  über  stickstoffhaltiges  Knallgas  heran.  Haber  hat  an 
die  Nernst'schen  Zahlen  eine  weitere  Überlegung  geknüpft, 
welche  zu  höheren  negativen  Wärmetönungen  bei  Ansteigen 
der  Temperatur  führt,  woraus  weiterhin  folgt,  daß  die  spezi- 
fische Wärme  des  Stickoxyds  größer  als  die  seiner  Bestand- 
teile ist,  was  auch  durch  Regnault's  Bestimmungen  gestützt 
wird.  Haber  empfiehlt  daher  am  Schlüsse  seiner  Betrachtung 
den  Ausdruck 

A  =  Q-RT\n—£»<>-r+2.45T, 
P'V.   •  PoJ'- 

wobei  A  im  Gleichgewichte  Null  ist.  Dieser  Ausdruck  wird  den 
Nernst'schen  Beobachtungen  am  meisten  gerecht. 

An  dieser  Stelle  sei  auf  das  Nernsfsche  Wärmetheorem 1 
verwiesen,  das  die  Berechnung  eines  chemischen  Gleich- 
gewichtes aus  thermischen  Messungen  gestattet,  wodurch  die 
bisher  von  der  Theot  ie  verlangte  eine  analytische  Bestimmung 
zur  Festlegung  der  Gleichgewichtskonstanten  bei  einer  belie- 
bigen Temperatur  entfällt.  Im  Falle  des  Stickoxydgleichge- 
wichtes ist  die  Übereinstimmung  zwischen  Beobachtung  und 
Rechnung  nur  annähernd,  was  nach  N ernst  auf  die  Un- 
sicherheit der  Kenntnis  der  Dampfsponnungskurve  des  Stick- 
oxyds zurückzuführen  ist. 

Die  experimentelle  Ermittlung  des  Stickoxydgleich- 
gewichtes  im  elektrischen  Flammenbogen  begegnet  großen 
Schwierigkeiten. 

Die  Form,  in  welcher  der  Flammenbogen  zur  Untersuchung 
bisher  benützt  wurde,  war  die  zwischen  horizontalen  Elek- 
troden brennende  Hochspannungsflamme,  wie  dies  Fig.  1  dai- 
stellt. 


Oottinger  Nachrichten,  \i>V6,  Hell  1,  p.  26. 
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Die  großen  Temperaturunterschiede  zwischen  Flamme  ur-i 
umgebender  Luft  reißen  dieselbe  nach  aufwärts,  sodaSseite 
in  einem  geschlossenen  Gefäße  sehr  bedeutende  Luftströmunger 
stattfinden.  Ermittelt  man  die  Gaszusammensetzung  nach  der: 
Abstellen  der  Flamme  oder  so,  daß  man  während  des  Brennens 
der  Flamme  die  durch  diese  geströmte  Luft  absaugt,  so  lieger 
die  gefundenen  Werte  unter  den  wahren  Gleichgewichtswerten, 
und  zwar  entsprechen  sie  jenen  Temperaturen,  bei  denen  das 
Gleichgewicht  »hängen«  geblieben  ist.  Während  so  das  Gleich- 
gewicht zu  Ungunsten  der  wahren  Werte  verschoben  wird,  tot; 
aber  ein  zweiter  wesentlicher  Faktor  hinzu,  der  die  auf  diesem 
Wege  ermittelten  Werte  den  wahren  Werten  nähert.  Es  ist  dies 
die  Diffusion,  deren  Einfluß  auf  das  chemische  Gleichgew i;h: 
Nernst1  in  einer  Arbeit:   »Chemisches  Gleichgewicht  und 
Temperaturgefälle*  einen  allgemeinen  quantitativen  Ausdruck 
verlieh.  Diese  Nernst'sche  Betrachtung  hat  Haber*  auf  das 
Stickoxydgleichgewicht  in  der  Hochspannungsflamme  über- 
tragen. Auf  Grund  seiner  Betrachtungen  ergibt  sich,  daß  jede 
Kühlung  der  Flamme  eine  Erhöhung  der  Stickoxydkonzentra- 
tion hervorruft,  wie  dies  auch  experimentell  von  Brodcs  fest- 
gestellt wurde.  Denn  in  diesem  Falle  wird  die  Diffusion,  welche 
das  Stickoxyd  aus  der  Flamme,  Luft  aber  in  die  Flamme  treibt 
bei  den  niederen  Werten  der  Zerfallgeschwindigkeit  bewirken, 
daß  die  Zusammensetzung  im  Abkühlungsgebiete  dem  in  der 
Flamme  nahe  kommt.  Wird  eine  Kühlung  der  Flamme  unter- 
lassen, so  werden  die  gefundenen  Zusammensetzungen  von 
den  in  der  Flamme  vorhandenen  um  so  mehr  abweichen,  js 
geringer  das  Temperaturgefälle  ist.   Nun  sind  alle  Beob- 
achtungen mit  Ausnahme  des  einen  oder  anderen  Versuche? 
von  Brode  ohne  Kühlung  der  Flamme  vorgenommen  worjen. 
so  daß  zu  erwarten  war,  daß  diese  Werte  unter  den  wahren 
Werten  liegen. 

Ks  handelte  sich  bei  unseren  Versuchen  zunächst  um  die 
Ermittlung  des  Stickoxydgleichgewichtes  in  der  Flamme  * 

1  B  o  1 1  z  m  a  n  n  -  Festschrift  ( 1 904),  p.  005. 

2  Thermodynamik,  p.  246. 
■  Bro Je,  p.  öa. 
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bei  verschiedenen  Temperaturen.  Es  wäre  in  jeder  Beziehung 
wichtig  gewesen,  für  die  im  Flammenbogen  herrschenden 
Temperaturen  sichere  Werte  zu  erhalten,  um  aus  diesen  und 
der  Änderung  der  Gleichgewichtskonstanten  die  Frage  nach 
der  thermischen  Wirkung  des  Bogens  zu  entscheiden. 

Die  Beziehung  zwischen  Temperatur  und  aufzuwendender 
elektrischer  Arbeit  hätte  dann  in  Verknüpfung  mit  der  erst- 
genannten Beziehung  ein  Bild  der  Ökonomie  der  Luftverbren- 
nung gegeben.  Nachdem  aber  die  verschiedensten  Methoden 
der  Temperaturbestimmung  an  einem  auch  durch  Luminiszenz 
leuchtenden  Bogen  keineswegs  sichere  Resultate  ergeben  und 
Differenzen  von  100°  bis  200°  in  der  Temperaturbestimmung 
schon  eine  bedeutende  Verschiebung  des  Stickoxydgleich- 
gewichtes in  diesen  Temperaturgebieten  hervorrufen,  wurde 
dieser  Weg  nicht  betreten.  Es  wurde  vielmehr  die  sekundäre 
Stromstärke  und  Spannung,  beziehungsweise  der  aufzuwen- 
dende Effekt  als  meßbare,  veränderliche  Größe  eingeführt. 

Die  Anforderungen,  welche  die  Theorie  an  die  experimen- 
telle Ermittlung  von  Gasgleichgewichten  stellt,  ergeben  sich 
aus  den  Nernst'schen1  Betrachtungen  und  sie  gehen  dahin,  die 
Gase  aus  der  Flamme  selbst  mit  Hilfe  eines  womöglich  kapil- 
laren und  gekühlten  Rohres  abzusaugen,  wobei  die  Geschwin- 
digkeit des  Absaugens  bis  zu  jener  Grenze  getrieben  werden 
muß,  jenseits  welcher  sich  die  Gaszusammensetzung  nicht 
mehr  ändert.  Wir  mußten  aber  bald  nach  den  ersten  Versuchen, 
die  wir  an  einem  horizontalen  Bogen  unternahmen,  erkennen, 
daß  kurze  Bögen,  wie  sie  bisher  verwendet  wurden,  der  experi- 
mentellen Ermittlung  des  Gasgleichgewichtes  nicht  zugänglich 
sind,  infolge  Zurückweichens  des  Bogens  vor  dem  gekühlten 
Kapillarrohr.  Auch  wird  durch  das  Flackern  des  Bogens  unver- 
brannte Luft  mitgesaugt. 

Da  wir  über  einen  Transformator  höherer  Spannung  ver- 
fügten, gelang  es  uns  leicht,  Bogen  größerer  Länge  zu  erzeugen, 
welche  aber  ebenfalls  aus  den  vorstehend  angeführten  Gründen 
für  eine  exakte  experimentelle  Behandlung  der  uns  vor- 
schwebenden Fragen  untauglich  waren. 


'  Boltzmann-Festschrifl,  1.  c. 
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Die  Einführung  eines  Kunstgriffes  ließ  sodann  eine  sehr 
einfache  Behandlung  des  Bogens  zu.  Wir  beobachteten  zu- 
nächst, daß  bei  vertikaler  Stellung  der  Elektroden  die  Flamm«, 
wie  zu  erwarten,  nur  wenig  abgelenkt  wird,  da  die  nach  auf- 
wärts gerichtete  Luftströmung  dieselbe  in  ihrer  Stabilität  unter 
stützt.  Indem  wir  dann  den  Bogen  zunächst  in  ein  9  mm  weite* 
Quarzrohr  einschlössen,  erhielten  wir  eine  vollkommen  ruhige 
Flamme,  wie  dies  Fig.  2  zeigt  und  an  der  die  einzelnen,  bereits 
von  Brode  angeführten  Zonen  vollkommen  klar  zu  unter- 
scheiden waren.  An  Stelle  des  Quarzrohres  konnte  ein  wasser- 
gekühltes Glasrohr  gesetzt  werden. 

Wie  Haber1  bei  der  Ermittlung  des  Wassergasgleichge- 
wichtes in  derBunsenflamme  zeigte,  so  konnte  auch  hier  eben*- 
leicht  eine  wassergekühlte  Platinkapillare  eingeführt  werden, 
mit  deren  Hilfe  sich  das  Gas  aus  den  verschiedenen  Zonen  de: 
Hochspannungsflamme  absaugen  ließ.  Diese  Anordnung,  welche 
wir  im  experimentellen  Teile  näher  beschreiben  werden,  stellt 
eigentlich  einen  durch  Innenheizung  auf  sehr  hohe  Tem- 
peraturen geheizten  Ofen,  beziehungsweise  Reaktionsraum  uff. 
welcher  zur  Durchführung  von  Gasreaktionen  benützt  werfen 
kann  und  noch  den  besonderen  Vorteil  besitzt,  daß  die  Ofen- 
wände infolge  ihrer  niederen  Temperatur  keinen  Einfluß  iu- 
die  Gasreaktion  ausüben,  gasundurchlässig  und  durchs* 
sind,  was  unter  Umständen  besonders  wertvoll  sein  ken 
(Tafel  3  und  4.) 


i  Zeitschrift  für  nnorg.  Chemie,  3S.  17  (1900- 


l 
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Experimenteller  Teil. 

A.  Elektrische  Messungen. 

1.  Der  zur  Verbrennung  der  Luft  verwendete  elektrische 
Flammenbogen  wurde  von  dem  Strom  eines  Hochspannungs- 
transformators erzeugt,  welcher  eine  Kapazität  von  8  Kilowatt 
besaß.  Durch  die  vorhandene  Unterteilung  der  primären  und 
sekundären  Wicklung  konnte  der  Transformator  infolge  der  ge- 
änderten Umsetzungsverhältnisse  mit  Spannungen  von  25.000, 
50.000  und  100.000  Volt  arbeiten. 

Nachdem  die  Primärspannung  des  Wechselstromes  100 
Volt  betrug,  so  ergeben  sich  die  Umsetzungsverhältnisse  mit 
1  :  250,  1  : 500  und  1  :  1000. 

Entsprechend  bemessene,  in  den  Niederspannungskreis 
eingeschaltete  Widerstände  gestatteten  die  jeweilig  verwendete 
Spannung  zu  variieren  und  die  Sekundärstromstärke  auf  einem 
bestimmten  konstanten  Wert  zu  erhalten. 

2.  Der  zwischen  zwei  horizontalen  Elektroden  gebildete 
Flammenbogen  (Fig.  1)  stellt  sich  so  dar,  als  ob  zwei  durch 
horizontal  liegende  Einlochbrenner  austretende  Gasflammen 
gegeneinander  gerichtet  wären.  Diese  Erscheinung  hat  ihren 
Grund  in  dem  Überdrucke  des  infolge  der  hohen  Temperatur 
an  den  Elektroden  gebildeten  Elektrodendampfes  gegen  das 
umgebende  Gas.  Infolge  dieses  Überdruckes  ergießt  sich  der 
Dampfstrom  von  beiden  Elektroden  in  den  zwischen  ihnen 
gebildeten  Raum.1 

An  diesem  Flammenbogen  lassen  sich  die  bereits  von 
Muthmann  und  Hofer  und  B rode  beschriebenen  charakte- 
ristischen drei  Zonen  deutlich  unterscheiden. 

Es  ist  wahrscheinlich,  daß  die  Temperatur  des  innersten 
Bogenk  crnes  höher  ist  als  die  der  außerhalb  liegenden,  ihn  um- 
gebenden Mäntel.  Da  die  im  Flammenbogen  sich  einstellende 
Stickoxydkonzentration  von  der  Temperatur  desselben  abhängt, 
so  müßte  die  Konzentration  an  Stickoxyd  im  Bogenkeme 
größer  sein  als  in  den  ihn  umschließenden  Zonen. 

1  Dcwar,  l»rocectlin«s  of  the  Royal  Society,  1SS2.  XXXIII,  202. 
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Um  dieses  Gleichgewicht  zu  ermitteln,  wurde  versucht,  da< 
im  Bogenkeme  befindliche  Gas  mit  Hilfe  einer  wassergekühlter. 
Platinkapillare  abzusaugen. 

3.  Da  jedoch  der  zwischen  horizontalen  Elektroden  bren- 
nende Flammenbogen  (Fig.  1)  durch  die  Luftströmungen  stark 
flackerte,  wodurch  eine  genaue  Einstellung  der  Kapillare  in  die 
gewünschte  Zone  einerseits  und  genaue  elektrische  Messungen 
andrerseits  unmöglich  waren,  so  wurden  Versuche  mit  vertikal 
gestellten  Elektroden  vorgenommen. 

Obwohl  dieser  vertikale  Bogen  eine  bedeutende  Verbesse- 
rung der  früheren  Versuchsanordnung  darstellte,  so  war  er 
doch  gegen  seitlich  auftretende  Luftströmungen  noch  sehr 
empfindlich.  Um  auch  diese  auszuschließen,  wurde  der  Boger. 
von  einem  nicht  zu  weiten  (in  unserem  Kalle  9  m»«)  Quarzrohr 
umgeben  (Fig.  2). 

Jetzt  waren  seitliche  Luftströmungen  vermieden;  d:e 
erwärmte,,  nach  aufwärts  steigende  Luit  wirkte  stabilisierend 
auf  den  Bogen  und  derselbe  entwickelte  sich  zu  einem  kon- 
stanten Gebilde. 

Da  sich  das  Rohr  durch  die  hohe  Temperatur  bedeutend 
erhitzte,  so  daß  es  stellenweise  zu  einer  Entglasung  und  somit 
Trübung  desselben  kam,  solche  Röhren  auch  bedeutendere 
Beträge  erfordern,  wir  aber  wegen  Beobachtung  der  Vorgänge 
im  Bogen  auf  durchsichtiges  Material  bedacht  sein  mußten,  so 
versuchten  wir,  den  Bogen  in  Glas  einzuschließen.  Die  Wahr- 
nehmung, daß  Glas  bei  diesen  Temperaturen  zum  Elektrizität 
Icker  wird,  sowie  das  Verhalten  des  Flammenbogens,  kalten 
Körpern  auszuweichen,  veranlaßte  uns,  das  Rohr  mit  einem 
zweiten  zu  umgeben  und  das  Innenrohr  durch  flieOende.> 
Wasser  zu  kühlen, 

Diese  Glasgefäße,  welche  behufs  Einführung  der  Kapillar 
in  den  Bogen  eine  seitliche  Öffnung  besaßen,  bewährten  sit 
sehr  gut. 

Wurden  die  beiden  einander  gegenüberstehenden  ue  a 
Öffnungen  durch  Stöpsel,  welche  die  Elektroden  durchlie  en. 
geschlossen  und  in  dem  unteren  Stöpsel  ein  Luftzufuhrung^ 
n.hr  eingepaßt,  so  konnte  durch  die  seitlich  luftdicht  emge» 
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dansGasdauf  rniR"nere  llinci"'«e-  ^kühlte  Platinkapi.lare 
das  Gas  au,  dem  Bogen  abgesaugt  werden  (Fig.  3  und  Tafel  3 

Das  absolut  ruhige  Verhalten  des  so  eingeschlossenen 
Bogens  sOW,   d,  K,.mitt|ung  ^  n 

«Hein  MeSSU"Hen    a'S    Zic""ic"    -läßlich  er- 


I 


4.  Guye  und  Monasch»  haben  die  Beziehung  zwischen 
Bogenlänge  und  Elektrodenspannung  bei  verschiedenen  Strom- 
Marken  bis  zu  Elektrodenentfernungen  von  J 1  mm  für  Metall- 
Elektroden  ermittelt  und  gefunden,  daß  sich  diese  Beziehungen 


1  Eclairage  Klcct.  34,  305  (1903). 
h^en,  76  bis  ?ft,  Berlin  1904. 
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in  einem  rechtwinkeligen  Koordinatensystem  durch  gcraie 
Linien  darstellen  lassen,  wenn  man  die  Spannungen  als  Or- 
naten und  die  Elektrodenentfernungen  als  Abszissen  aufträgt 
Die  Absicht,  bei  unseren  Versuchen  Flammenbogen  vor 
40  bis  100  mm  Länge  zu  verwenden,  veranlaßte  uns,  da  die 
vorhin  angeführten  Versuche  sich  nur  auf  Bogenlängen  vor 
1 1  mm  erstreckten,  Messungen  bei  größeren  Elektrodenentfer- 
nungen  und  mit  verschiedenem  Elektrodenmaterial  durchzu- 
führen, um  feststellen  zu  können,  ob  die  von  C.uye  u-o 
Monas ch  bei  Bogen  bis  zu  Wmm  zwischen  Metallelektroden 
gefundene  Gesetzmäßigkeit  auch  für  diese  langen  Bogen  be- 
steht und  welche  Differenzen  die  verschiedenen  Materialien 

verursachen  würden. 

5.  Entsprechend  der  Entwicklung  der  vorliegenden  Arbeit 
wurden  diese  Messungen  zuerst  an  horizontal  gestellter 
Elektroden  durchgeführt,  und  zwar  mit  Elektroden  aus  Plann. 
Nickel,  Kupfer,  Silber  und  Zink. 

Zu  diesem  Zwecke  waren  auf  einem  Grundbrette  zwei 
vertikale  Glassäulen  befestigt,  welche  an  ihren  oberen  En  tr. 
je  ein  geschlitztes,  horizontal  liegendes  Messingrohr trUgen'^ 
welchem    ein   mit  einer  isolierenden  Handhabe  verse. 
xMessingstab  verschoben  werden  konnte.  Die  einander  zuge- 
kehrten Enden  der  Messingstäbe  waren  mit  Schraubengewin 
versehen,  welche  die  Verbindung  mit  den  Ansatzstucken  i 
stellten,  in  welchen  die  jeweiligen  Elektroden  eingesetzt  »a  ^ 
Die  Elektroden  hatten  4  cm  Länge  und  l»»'tDüTfT\r 
und  bestanden,  wie  bereits  bemerkt,  aus  Platin,  Nickel,    \  • 
Silber  und  Zink.  Die  Entfernung  der  beiden  Elcktrodenen^. 
welche  halbkugelförmig  abgerundet  waren,  wurde 
Schublehre  bestimmt.  „,,„,«;. 

Diese  beiden  Elektroden  waren  an  die  Hoch^un, 
Wicklung  des  Transformators  angeschlossen  und  es  ^ 
die  Spannung  an  den  Elektroden  mittels  eines  elektros 
Voltmeters,  welches  bis  15000  Volt  reichte,  und  die^  ^ 
stärke  im  Hochspannungskreise  mit  einem  bes<jn  0.ÖI 
struierten  Amperemeter,  welches  einen  Meßberei ch  v  ^ 
bis  0- 1  Ampere  hatte,  und  Stromänderungen  vonO  U  ^  ^ 
im  oberen  Bereiche  der  Skala  abzulesen  gestattete. 
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Die  Messungen  wurden  für  die  verschiedenen  angegebenen 
Materialien  sowie  für  die  verschiedenen  Elektrodenentfernungen 
von  50  bis  lOOww  durchgeführt.  Diese  Meßresultate  sind  in 
den  nachfolgenden  Tabellen  zusammengestellt.  Aus  den  so 
erhaltenen  Werten  wurden  die  sogenannten  charakteristischen 
Kurven  oder  statistischen  Charakteristiken,  wie  sie  Simon 


Wem 


Stromstärke  in  Ampere. 
Fig.  4. 


nennt,  entwickelt,  wobei  die  Stromwerte  als  Abszissen,  die 
zugehörigen  Spannungen  als  Ordinatcn  in  ein  rechtwinkeliges 
Koordinatensystem  eingetragen  wurden  (Fig.  4  zeigt  diese 
Verhältnisse  bei  Platin). 

Aus  dem  Verlaufe  der  Kurven  ergibt  sich,  daß  bei  immer 
mehr  anwachsendem  Strome  die  zugehörigen  Spannungswerte 
fallen  und  somit,  bei  entsprechender  Erhöhung  des  Stromes,  in 
den  Bereich  der  sogenannten  Niederspannung«  gelangen 
können. 


Digitized  by  Google 


1584  A.  Grau  und  F.  Russ, 

Tabelle  1. 

Bogen  zwischen  horizontalen  Platin elektroden. 

(Fig.  4  und  5.) 


Spannung  in  Volt  bei 

Elcktrodendislanz  in  Zentimeter 

 "  1 

6 

7 

8 

q 

V  i 

10 

— =^=====»i  — 

0  03  Ampere 

5050 

0250 

7200 

8050 

0-04 

4800 

5800 

6700 

7600 

S400 

o-o:» 

4000 

5550 

6400 

7200 

sooo 

0  00 

4400 

5300 

6100 

69lH> 

7700 

0-07 

4250 

5050 

5850 

6600 

7300 

0-08 

4100 

4900 

5650 

6400 

7100 

7v' 

0  09 

4000 

4800 

5550 

6250 

6950 

77- 

0  10 

3900 

4700 

5450 

6150 

6850 

1 

7*>' 

Tabelle  2. 
Bogen  zwischen  horizontalen  Silberclektroden. 


Spannung  in  Volt  bei 

Elektrodcndistanz  in  Zc 

5 

6 

m 
1 

8 

0  04  Ampere 

4700 

5600 

6500 

7300 

O  05 

4450 

5300 

6130 

6050 

O  •  06 

4250 

5000 

5850 

6550 

0  07 

4100 

4800 

5550 

6250 

OOS 

3000 

4600 

5250 

5950 

o-oo 

3800 

4400 

5050 

5650 

«i-  in 

3050 

4250 

4S50 

5500 

S250 
7750 
7300 
6950 
6650 
6350 


!' 

hO*''-'  j 
Sl'*' 
77»>' 
74<" 
7K«' 
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Tabelle  3. 
Bogen  zwischen  horizontalen  Kupferelektroden. 


1 

Spannung  in  Volt  bei 

Elektrodcndistanz  in  Zentimeter 

5 

0 

7 

8 

9 

10 

0  04  Ampere 

4900 

5S00 

0700 

7500 

H250 

9050 

um»:. 

1700 

5550 

0350 

7200 

7900 

8000 

0  00 

4450 

5300 

0150 

0900 

7550 

8300 

(»•07 

4250 

5100 

5900 

0(550 

7300 

8000 

o-os 

4 1  ;.o 

4950 

5700 

6400 

7050 

7700 

o-o9 

40O0 

4750 

5500 

0200 

0800 

7450 

<>•  tu 

3000 

4000 

5300 

6000 

0550 

7300 

Tabelle  4. 


Bogen  zwischen  horizontalen  Nickclelcktroden. 


Spannung  in  Volt  bei 

Elektrodcndistanz  in  Zentimeter 

5 

0 

7 

8 

9 

10 

•  ••01  Ampere 

4800 

5050 

6500 

7350 

8100 

8850 

O  •  05 

1550 

5350 

0250 

7050 

7800 

8550 

i 

O  00 

4300 

5 1 00 

5950 

ONOO 

7550 

8250 

007 

4100 

4000 

5700 

0500 

7250 

7950 

o-os 

3'.'oo 

4050 

5500 

030O 

7O00 

7700 

O-tM 

:>:oo 

4500 

5300 

0100 

6800 

7100 

0-  lo 

3050 

4350 

5I0O 

5850 

6500 

7200 
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Es  muß  noch  bemerkt  werden,  daß  die  in  den  Tabelle: 
angegebenen  Werte  die  Mittel  aus  mehreren  Versuchsrehen 
darstellen.  Werden  bei  einer  und  derselben  Stromstärke  »ä 
Elektrodenentfernungen  als  Abszissen,  die  Spannungen  als 
Ordinaten  eingetragen,  so  erhält  man  für  die  Beziehung  zwi- 
schen Spannung  und  Elektrodenentfernung  gerade  Linien 
(Fig.  5  zeigt  diese  Beziehung  bei  Platinelektroden). 


Tabelle  5. 
Bogen  zwischen  horizontalen  Zlnkelektrodcn. 


Spannung  in  Volt  bei 

Elektrodcndistaru  in  Zentimeter 

5 

6 

7 

8 

9 

0  04  Ampere 

4700 

5600 

6400 

7150 

7900 

SS'-'» : 

005 

4400 

5250 

6100 

6800 

7550 

0  00 

4150 

5000 

5750 

6500 

7250 

sc»* ' 

0  07 

3900 

4700 

5500 

(5200 

iktüO 

i 

0  08 

3750 

4500 

5200 

5900 

WO 

;:}>' 

0-09 

3550 

4250 

4900 

5650 

POO 

0-  10 

3350 

4000 

4650 

5400 

6000 

Wenn  man  die  in  den  Tabellen  1,  2,3,4,5  erharr 


Werte  graphisch  darstellt,  so  sieht  man,  daß  bei  ein 


und  der- 
selben Stromstärke  die  bei  den  verschiedenen 
matcrialicn  erforderlichen  Spannungen  verschieden  sin 
daß  sich  diese  Verschiedenheit  um  so  stärker  ausdrUt 
größer  die  Elektrodenentfernung  und  je  stärker  der  Stro  ^ 
In  Fig.  G  sind  die  für  0-04  und  0-10  Ampere  bei  den 
schieden«!  Materialien  notwendigen  Spannungswerte  i  ^ 
gehoben  und  zur  Darstellung  gebracht.  Platin  erfor 
höchsten  und  Zink  die  niedersten  Spannungswerte.  « 
diesen  liegen  die  Linien  für  die  anderen  Materialien  (tu, 
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Bei  einer  Stromstärke  von  0  04  Ampere  zeigt  der  Linien- 
zug für  Silber  gegenüber  den  anderen  eine  Unregelmäßigkeit 
indem  der  einem  öcm  langen  Bogen  entsprechende  Spannungs- 
wert unterhalb  des  sich  ergebenden  bei  Verwendung  von 
Nickelelektroden  liegt,  während  bei  den  höheren  Stromwerten 
die  den  Silberelektroden  zugehörigen  Spannungswerte  immer 
unter  diejenigen,  die  sich  bei  Verwendung  von  Nickclelektroden 
ergeben,  zu  liegen  kommen. 


novo 


utun 


f'IUII) 


1 


'  <"frt 


FJcktrodenentfcrnung  in  cm. 
Fig.  5. 

Wenn  man  jedoch  bedenkt,  daß  das  Flackern  des  langen, 
horizontalen  Lichtbogens  eine  ruhige  Einstellung  des  elektro- 
statischen Voltmeters  unmöglich  machte  und  daß  daher  die 
Instrumentenablesung  auf  100  Volt  nur  durch  Schätzung  ge- 
wonnen werden  konnte,  so  kann  aus  diesen  Resultaten  nur  der 
Schluß  gezogen  werden,  daß  bei  den  zur  Untersuchung  ge- 
langten fünf  Elektrodenmaterialien  die  Platinelektroden  die 
höchsten  und  die  Zinkelektroden  die  niedrigsten  Spannungs- 
werte bei  gleichen  Stromstärken  aufweisen  und  daß  die  bei  den 
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anderen  drei  Materialien  notwendigen  Spannungen  zwische:. 
diesen  beiden  Grenzen  eingeschlossen  sind. 

Ob  die  Aufeinanderfolge  in  der  Größenanordnung  der  er- 
forderlichen Spannungen  durch  die  Reihe  Pt,  Cu,  Xi.  Ag,Zn 
dargestellt  ist  oder  ob  das  Silber  ein  unregelmäßiges  Verhalten 
durch  Spratzen  zeigt,  soll  hier  nicht  entschieden  werten. 


500t) 


woo 


3000 


1  Ü  0  Wem 

Elektrodencntfcrnung  in  cm. 
Fig.  6. 

6.  Das  Bestreben,  den  Flammenbogen  behufs  genau« 
Messungen  und  exakter  Einstellung  der  Kapillare  in  das  Bo^ 
innere  zu  stabilisieren,  führte  zu  den  Versuchen  mit  ^ 
kalem  Bogen.  Nachdem  bei  dieser  Anordnung  bei  Jersey 
Klektrodenentfernung  die  Länge  des  Bogens  kürzer  ist  ab  ^ 
bei  horizontal  angeordneten  Elektroden,  so  war  zu  erw«^ 
daß  sich  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  niedrigere  -F 
nungswerte  ergeben  werden.  ,ut-t 

Die  Meßresultate  an  den  vertikalen  Bogen  in  Wie 
bestätigen  auch  diese  Erwartungen. 
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Tabelle  6. 

Vertikaler  Bogen  zwischen  Platinelektrodcn  in  freier  Luft. 


3j.\intu:r^n  in  \  r>];  r>ci 

F.lektro«]eriJistuuz  in  Zentimeter 

5 

0 

7 

s 

10 

o  •  i  i:j  Air  j'C'i  v 

■ 

•1050 

50  5n 

0:>,oo 

«51)00 

77,00 

:i7.-,o 

4470 

5  ]  Oi  t 

575o 

ÖMOO 

»iSfui 

!>•";■> 

:<  Inn 

(O.'.n 

577.0 

«;2:.«i 

:i7i"K» 

4->5<> 

4S.h, 

:>•>:*> 

7,77,0 

_^7,n 

:Hi>i 

:<9('n  • 

4<s5i  i 

7,  Hl  H  f 

i'-nS 

a  i • 

Ho«) 

4,-,.u, 

4«'0.> 

M-lOO 

47.7).« 

Die  mit  Silber-  und  Nickelelektroden  durchgeführten  Ver- 
suche zeigen  ein  ähnliches  Verhalten. 

Die  Versuche  konnten  nur  bis  zu  Stromstärken  von 
0  07  Ampere  durchgeführt  werden,  nachdem  die  obere,  von 
den  heißen  Gasen  des  Flammenbogens  umspülte  Elektrode  bei 
0'07  Ampere  zu  einer  Kugel  von  über  S  mm  Durchmesser  ab- 
schmolz und  bei  weiterer  Steigerung  der  Stromstärke  ein  Ab- 
tropfen des  Materials  zu  gewärtigen  war. 

Tabelle  7. 

Vertikaler  Bogen  zwischen  Silberelektroden  in  freier  Luft. 


Spannung  klektroJeiulisUinz  in  Zentimeter 


in  Volt  hei 

- 

(5 

7 

8 

Ü  ■(■■:$  Ampere 

oot 
o-o:. 

on  ; 

Sitzb.  d.  mathem 

407.O 
:i(,5o 
:jtO(i 

-naturw.  KI. ;  C.1 

•usoo 
-i;m 
:uiim) 

,;o,o 

\\.  BJ..  Ahl.  II. 

57)00 
407.0 
447,0 

lü 

G-'OO 

7,57,0 
7,00«) 
4  550 

5 
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Tabelle  8. 

Vertikaler  Bogen  zwischen  Nickelelektroden  in  freier  Luft. 


Elektrodendistanz  in  Zentimeter 


hei 

5 

6 

7 

8 

9 

0-03  Ampere 

4200 

4900 

5500 

0100 

Ott 

0-04 

3750 

4400 

5000 

55ÜÜ 

('.!:>' 

0-03 

3400 

4000 

4550 

5U50 

.X)"1 

0-00 

3150 

3650 

4150 

4H00 

51> 

Nachdem  das  relative  Verhalten  der  Elektrodenmaterialisn 
bei  vertikalem  Bogen  dasselbe  war  wie  beim  horizontalen,  so 
konnte  auf  die  Ausdehnung  der  messenden  Versuche  für  die 
Materialien  Kupfer  und  Zink  verzichtet  werden. 

7.  Um  auch  die  letzte  seitliche  Luftströmung,  welche  doch 
häufig  ein  Flackern  des  Bogens  verursachte  und  die  Messung 
beeinträchtigte,  auszuschließen,  wurde  der  Flammenbogen,  wie 
bereits  früher  bemerkt,  in  ein  Quarzrohr  von  8-5«» Länge un 
9  mm  Durchmesser  eingeschlossen.  y 

Der  Bogen  zeigte  eine  überraschende  Stabilität  (Fig. 
doch  konnten  die  Messungen  nur  bis  zu  Bogenlängen  von  ic* 
ausgeführt  werden,  da  das  Quarzrohr  vom  Rand  aus  einen 
Sprung  hatte,  durch  den  bei  der  Bogenbildung  die  Entladung 
nach  auswärts  erfolgte. 

Vergleicht  man  die  bei  den  im  Quarzrohr  eingeschlossen 
Flammenbögen  bei  gleicher  Stromstärke  erhaltenen  Spannung 
werte  mit  denjenigen,  welche  sich  bei  den  vertikalen  Boge" 
freier  Luft  ergeben,  so  sieht  man,  daß  die  bei  den  eingesc : 
senen  Bogen  erhaltenen  Werte  etwas  höher  sind.  Das  ^ 
seinen  Grund  in  der  durch  das  Quarzrohr  bedingten  VerenP^ 
des  Querschnittes  des  Flammenbogens  und  eventuell  in 
besseren  Abkühlung  haben. 
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Tabelle  9. 

Vertikaler  Bogen  zwischen  Platinelektroden  im  Quarzrohre. 


Spannung  in  Volt  bei 


Elektrodendistanz  in  Zentimeter 


0 


Ö'Oli  Ampere 

4350 

-,oöo 

5000 

0-04  • 

:mo 

4GO0 

5400 

0-05 

:iü.->o 

4250 

5000 

0-00 

3400 

3900 

4000 

0  07 

3150 

3650 

4250 

0-08 

3400 

2i»r>o 

3900 

O'Öil 

2800 

3200 

3700 

Tabelle  10. 

Vertikaler  Bogen  zwischen  Silbcrelektroden  im  Quarzrohre. 


Spannung  in  Volt  bei 


0  03  Ampere 
004 
0-05 
0-06 


Tabelle  11. 

Vertikaler  Bogen  zwischen  Nickelelektroden  im  Quarzrohre. 


Elektrodendistanz  in  Zentimeter 

5 

(3 

4150 

4900 

3750 

4500 

3400 

4050 

3150 

3750 

Spannung  in  Volt  bei 


Elektrodendistanz  in  Zentimeter 


Ii 


0  04  Ampere 

0-05 
0  00 


3750 
3400 

3200 
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8.  Nachdem  Strom  und  Spannung  im  Hochspannungs- 
kreise direkt  gemessen  werden,  so  lassen  sich  die  im  Flammen- 
bogen unmittelbar  zur  Wirksamkeit  kommenden  Voltamperes 
durch  Multiplikation  der  beiden  gemessenen  Größen  leich: 
ermitteln.  Der  tatsächliche,  im  Flammenbogen  verbrauchte 
Effekt  stimmt  jedoch  mit  den  Voltamperes  keineswegs  übereir, 
sondern  ist  bedeutend  kleiner.  1892  hat  Heubach1  beiWechsel- 
Stromlichtbögen  niederer  Spannung  bei  Verwendung  vor. 
Homogenkohlen  einen  Unterschied  zwischen  den  Voltamperes 
und  dem  tatsächlich  gemessenen  Effekt  in  Watt  gefunden  un: 
aus  diesen  Abweichungen  auf  eine  Phasenverschiebung  zwi- 
schen Strom  und  Spannung  geschlossen,  wobei  er  für  cos:  Ji« 
Werte  0-715  bis  0*846  ermittelte. 

Duddell  und  Marchant»  haben  diese  Erscheinung  bei 
verschiedenen  Periodenzahlen  studiert  und  aus  den  Versuchs- 
ergebnissen den  Schluß  gezogen,  daß  es  sich  nicht  um  eine 
wirkliche  Phasenverschiebung  handelt,  sondern  daß  die  Ursache 
dieser  Erscheinung  in  einer  Deformation  der  Strom-  und  Span- 
nungskurven zu  suchen  sei. 

Th.  Simon9  hat  dieses  Verhalten  durch  seine  Lnter 
suchungen  über  die  Lichtbogenhysteresis  aufzuklären  ver- 
sucht. 

Bei  Lichtbogen  zwischen  Metallelektroden  mit  how 
Spannung  haben  Guye  und  Monasch  für  KupferelektroJen 
die  scheinbaren  und  tatsächlichen  Watt  bis  zu  Bogenlänge, 
von  10»»«  für  verschiedene  Stromstärken  bestimmt,  fcerg 

sich  für  das  Verhältnis   ,.  ^  &U .      nahezu  0-6. 

Voltampere 

9.  Da  es  uns  wichtig  erschien,  zu  sehen,  ob  diese  ■ 
Ziehung  bei  den  bedeutend  längeren  und  eingcschlosse^. 
Flammenbogen  zwischen  Platinelektroden  -  denn  Platin  u 
das  Material,  welches  wir  seines  hohen  Schmelzpunktes 


1  J.  Heubach,  Arbeitsverbrauch  und  Phasenverschiebung  ,m 
Stromlichtbogen.  Elektrotechnische  Zeitschrift.  1892.  p.  460. 

2  Duddell  und  Marchand,  Inst.  El.  Ing.,  28,  86  (1890).  ^ 
»  Phys.  Zeitschrift,  0.  Jahrg.,  P.  297  bis  319.  Untersuchungen 

Dynamik  der  l.khtbuycnvorgiinge  und  über  Lichtbr>genhystcre?i>- 
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seiner  Unangreifbarkeit  wegen  bei  den  späteren  Versuchen 
verwendeten  —  Gültigkeit  besitzt,  so  ergab  sich  d  e  Notwendig- 
keit, Effektmessungen  an  den  Flammenbogen  vorzunehmen. 

Das  zuerst  herangezogene  Weston -Wattmeter  für  Strom- 
stärken bis  2  Ampere  erwies  sich  als  zu  unempfindlich,  denn 
damit  der  Lichtbogen  beim  Einschalten  der  Spannungsspule 
nicht  zum  Erlöschen  kommt,  mußten  über  200.000  Ohm  vor- 
geschaltet werden,  was  eine  bedeutende  Verringerung  der 
Empfindlichkeit  des  Instrumentes  zur  Folge  hatte,  wodurch 
keine  befriedigenden  Messungen  erhalten  werden  konnten. 

Es  wurde  daher  für  diese  Messung  ein  Spiegel-Wattmeter 
in  Aussicht  genommen. 

10.  Bevor  jedoch  dieses  zur  Verfügung  stand,  wurden 
Effektbestimmungen  nach  der  Drei-Voltmetcrmethode  durch- 
geführt. Zu  diesem  Zwecke  wurden  20  Glühlampen  für  230  Volt 
in  Serie  zum  Bogen  geschaltet,  dann  die  Spannung  is,  an 
diesen  20  Lampen,  die  Spannung  am  Bogen  E%  und  die  Gesamt- 
spannung  sowie  die  Stromstärke  J  gemessen  und  hieraus 
die  Leistung  in  Watt  nach  dem  Ausdrucke 


L=  ~—(Ef-Ef~E?) 
2  XV 

berechnet.,  wobei  W  den  Widerstand  der  20  vorgeschalteten 
Lampen  bedeutet. 

Bei  einer  Bogenlänge  von  4  cm  ergab  sich: 

Tabelle  12. 


Stromstarke 

E, 

W 

Volt- 

Walt 

Watt 

t:=  - 

in  Ampere 

in  Volt 

in  Ohm  ampere 

• 

Voltamp. 

0-071 

Oos 

o-o91 

3230 

3.>.'.0 

3iK>0 

23.10 
2240 
21  oo 

IQÖO 
3150 
:>:?')0 

45493 
4437.» 
42S5o 

100  Sö 
1  79  •  2 
191  •  1 

03  9 
100-3 
1 0")  •  0 

0  •  50 
0  55 

o  •  55 

Die  nach  der  Drei  -  Voltmetermethode  erhaltenen  Werte 
können  wohl  keinen  Anspruch  auf  große  Genauigkeit  erheben, 
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zeigen  aber  immerhin,  daß  der  erhaltene  Wert  für  C  nicht  vit! 
von  0*6,  dem  von  Guye  und  Mo  nasch  gefundenem  Werts, 
differiert. 

Nachdem  von  den  drei  zur  Spannungsmessung  ver- 
wendeten elektrostatischen  Voltmetern  eines  nur  bis  3000V*:, 
das  zweite  nur  bis  5000  Volt  verwendbar  war,  so  war  du 
Messung  höherer  Spannungen  und  somit  auch  die  Verwenduni; 
größerer  Bogenlängen  als  4  cm  nicht  durchführbar.  Es  wurde 
nun  an  die  Ermittlung  des  Effektes  mittels  des  Spiegel-Watt- 
meters geschritten. 

Damit  der  Lichtbogen  nicht  zum  Erlöschen  gebrach: 
wurde,  mußte  die  zu  ihm  in  Parallelschaltung  liegende  Span- 
nungsspule des  Wattmeters  einen  genügend  großen  Vorschaite- 
widerstand  besitzen.  Es  wurde  der  Spannungsspule  ein  Flüssig 
keitswiderstand  vorgeschaltet.  Derselbe  bestand  aus  zwei 
U-Röhren,  welche  mit  der  Magnanini-Nernst'schen  Widerstand*- 
lösung  (181  g  Mannit,  62g  Borsäure,  1  /  Wasser)  gefüllt  und 
in  Serie  geschaltet  waren. 

Das  so  vorgerichtete  Wattmeter  wurde  geeichL 
Die  für  drei  verschiedene  Bogenlängen  erhaltenen  Resultate 
sind  in  folgender  Tabelle  verzeichnet. 


Tabelle  13. 


Stromstärke 
in  Ampere 

Spannung 

in  Volt 
am  Bogen 

Voltampere 

Watt 

Wait 

Bogenlänge  von  4*5 cm 

 . — - 

0  100 

2150 

227  90 

152-58 

OOtt 

Bogenlänge  von  5  cm 

0  100 

2300 

243-8 

14994 

0-61 

Bogenlänge  von  5  5  cm  — 

<>■  HU) 

f 

2650  | 

265  j 

i 

154-35  | 

0-55 
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Da  durch  die  Metallzuführungen  zur  beweglichen  Spule 
des  Wattmeters  die  Ruhelage  des  Instruments  nicht  vollständig 
konstant  war,  so  konnte  sich  dieser  Einnuß  bei  den  kleinen 
erhaltenen  Ausschlägen  in  nicht  zu  vernachlässigender  Weise 
bemerkbar  machen.  Zieht  man  noch  die  bei  der  Bestimmung 
der  Spannung  sich  ergebenden  Unregelmäßigkeiten  in  Betracht, 
so  dürften  die  Abweichungen  des  Wertes  für  C  erklärbar  sein.' 

Jedenfalls  kann  aus  diesen  Versuchen  gefolgert  werden 
daß  der  von  Guye  und  Monasch  erhaltene  Wert  für  C  =  0'6 
auch  für  die  von  uns  verwendeten  langen  Bogen  Gültigkeit  hat. 

B.  Chemische  Messungen. 

I.Abschnitt: 

Das  Stickoxydgleichgewicht  in  der  Hochspannungs- 
flamme. 

In  diesem  Abschnitte  werden  jene  Versuche  beschrieben, 
die  zur  Ermittlung  des  Stickoxydgleichgewichtes  im  Flammen' 
bogen  dienten,  und  weiterhin  solche,  die  die  Verschiebung  des 
Gleichgewichtes  mit  der  Änderung  der  Stromstärke,  beziehungs- 
weise der  elektrischen  Arbeit  des  Bogens  dartun. 

1 .  Versuchsanordnung  und  Analyse. 

Der  in  einem  Quarz-  oder  Glasrohr  (Fig.  2  und  3)  ein- 
geschlossene elektrische  Flammenbogen  stellt  prinzipiell  einen 
durch  Innenheizung  auf  hohe  Temperatur  gebrachten  Reaktions- 
raum dar.  Für  die  experimentelle  Ermittlung  eines  Gasgleich- 
gewichtes im  Flammenbogcn  lassen  sich  demnach  Nernst's1 
Betrachtungen  »Zur  Theorie  der  Devillschen  Versuchsanord- 
nung« direkt  anwenden.  Danach  müssen  die  beiden  folgenden 
Bedingungen  in  erster  Linie  erfüllt  werden: 

1.  Die  Strecke  ab  (Fig.  7)  muß  hinreichend  lang  sein,  damit 
das  Gas  Zeit  hat,  sich  ins  Gleichgewicht  zu  setzen. 

2.  Die  Abkühlungsperiode  bc  muß  hinreichend  kurz  sein,  der 
Temperaturunterschied  ttx   demnach  sehr  groß,   damit  das 


boltzmunn,  Festschrift,  p.  <JOä  (11'04). 
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Gleichgewicht  sich  nicht  wieder  verschiebt.  Um  Ji»  zi 
erreichen,  ist  es  vorteilhaft,  rtfc  groß  und  womöglich  enve;-.er:. 
/><:  hingegen  kapillar  zu  nehmen,  um  große  Geschwindigkeit 
zu  erzielen  und  das  Wärmegefälle  zu  vergrößern. 

Der  Flammenbogen  entspricht  dem  Reaktionsraum  <i'e. 
Dieser  kann  verhältnismäßig  klein  genommen  werden,  da  d  e 
Bildungsgeschwindigkeit  des  Stickoxyds  aus  seinen  Element 
bei  den  hier  herrschenden  Temperaturen  überaus  groß  i.V.  ^ 
doch  die  Zeit,  die  erforderlich  ist,  damit  in  Luft  von  Atmosphären- 
druck  bei  2000°  T  sich  die  Hälfte  des  möglichen  Sticküxyi> 
bildet,  nach  Nernst  und  Jellinek1  3  45. 10  '■> Sekunden, Di; 
Temperatur  der  Hochspannungsflamme  dürfte  im  allgemeinen 


tu 


Fig.  7. 


höher  liegen.  Vom  chemischen  Gesichtspunkte  aus  würde  nur. 
demnach  mit  kurzen  Bogen  ausreichen. 

Wesentlich  hingegen  ist  es,  der  Bedingung  2  gerecht  zu 
werden,  so  zwar,  daß  die  Abkühlung  möglichst  rasch  in  jenes 
Temperaturgebiet  durchgeführt  wird,  in  welchem  die  Zera  • 
geschwindigkeit  des  Stickoxydes  praktisch  nicht  mehr  in  «■ 
tracht  kommt. 

Dies  ist  nach  Untersuchungen  Jellinek's*  sicher  ^ 
1300°  T  der  Fall.  Es  handelt  sich  experimentell  nun  darum,  ^' 
das  Temperaturgebiet  von  über  3000°  T  bis  1300°  /  mit  gro  ^ 
Geschwindigkeit  durchlaufen  wird.  Zu  diesem  Zwecke  wur^ 
eine  durch  fließendes  Wasser  gekühlte  Platinkapillare  in 


1  Zeitschrift  ftir  Elektrochemie.  12,  529  (1906). 
-  Zeitschrift  ftir  anorgan.  Chemie,  49,  'ITI  (1006). 
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Flamme  eingeführt  und  mit  deren  Hille  das  Gas  der  Flamme 
entnommen.  Trotz  des  so  gebildeten  großen  Temperaturgefälles 
wird  eine  Verschiebung  des  Gleichgewichtes  zu  befürchten 
sein.  Einer  solchen  Erniedrigung  wird  man  kaum  entgehen 
können,  doch  wird  sich  dieselbe  durch  Vergrößerung  der  Ab- 
saugegeschwindigkeit verringern  lassen.  Auch  lassen  sich  je 
nach  Wahl  der  Geschwindigkeit  dann  Zonen  verschiedener 
Temperatur  absaugen.  Es  läßt  sich  durch  die  erhaltenen  Stick- 
oxydkonzentrationen nachweisen,  daß  der  innersten  Zone  der 
Flamme  die  höchste  Temperatur  zukommt. 

Es  wäre  anscheinend  zweckmäßig  gewesen,  die  Platin- 
kapillare selbst  als  obere  Elektrode  zu  benützen,  wodurch  die 
Anordnung  an  Einfachheit  gewonnen  hätte.  Wir  sahen  aber 
bei  den  ersten  Versuchsreihen  hievon  ab.  Wir  ordneten  die 
Kapillare  vielmehr  horizontal  in  die  Flamme  ragend  an,  um  auf 
diese  Weise  auch  Gasproben  aus  verschiedenen  Tiefen  der 
Hamme  entnehmen  zu  können. 

Die  Versuchsanordnung,  die  bei  den  in  diesem  Abschnitte 
beschriebenen  Versuchen  beibehalten  wurde,  ist  in  Fig.  8 
gezeichnet. 

A  ist  ein  wassergekühltes  Glasgefäß  mit  einem  seitlich 
angeschmolzenen  Ansatz,  in  welchem  die  wassergekühlte 
Platinkapillare  mittels  Gummischlauches  eingedichtet  war.  Das 
Glasrohr  war  \Hcm  lang  und  hatte  einen  lichten  Durchmesser 
von  16  mm.  Die  2  mm  starken  Elektroden  waren  aus  Platin. 
Die  Platinkapillare  war  derjenigen,  welche  Haber1  bei  der 
Bestimmung  des  Wassergasgleichgewichtes  benutzte,  nach- 
gebildet. Die  Kapillaröffnung  betrug  zirka  1  mm. 

Zur  Bestimmung  der  Stickoxydkonzentration  wurde  das 
Gas  aus  der  Flamme  in  die  mit  Quecksilber  gefüllte  Kugel  K 
durch  Senken  der  Niveaukugel  N  eingezogen.  Indem  der 
Schlauch,  der  die  beiden  Kugeln  verband,  durch  einen  Quetsch- 
hahn führte,  welcher  einen  mit  Teilung  versehenen  Schrauben- 
kopf  besaß,  konnte  die  Absaugegeschwindigkeit  innerhalb 
gewisser  Grenzen  variiert  werden.  Die  Verbindung  zwischen 
Platinkapillare  und  der  Kugel  K  war  durch  eine  Glaskapillare 


1  Zeitschrift  für  anorgan.  Chemie,  38,  17  (1904). 
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von  2  mm  Durchmesser  hergestellt.  Das  kapillare  Piatinrohr 
ragte  an  der  der  Kugel  K  zugewandten  Seite  noch  zirka  I  cm 
über  den  Kühlmantel  heraus.  Dieser  Teil  wurde  in  die  etwas 
erweiterte  Glaskapillare  geschoben  und  die  aneinanderstoßender 
Glas-  und  Platinteile  mittels  Gummischlauches  gedichtet,  h 
der  Folge  erwies  sich  diese  Dichtung  als  unvollkommen,  so  daß 
wir  gezwungen  waren,  die  Verbindungsstelle  außerdem  in 


Fig.  8. 


Paraffin  zu  betten.  Das  Glasrohr  war  durch  eine 
Verbindung  mit  der  Kugel  K  verbunden.  Diese  Verbindung^ 
noch  durch  Quecksilber  gedichtet.  Das  Glasrohr  trug  e"  ' 
Dreiweghahn  H,  der  bei  angeschalteter  Kugel  eine  Verbin  ^ 
der  Kapillare  mit  außen  gestattete.  Diese  Einrichtung  ^ 
notwendig,  damit  die  beim  Einschalten  des  Bogens  sie  ^ 
dehnende  Luft  ins  Freie  gelassen  werden  konnte.  Nach  e  ^ 
stationäres  Brennen  des  Flammenbogens  eingetreten  war,  * 
durch  Drehen  des  Hahnes  die  Verbindung  KapiH*«  * 


Digitized  by  Googl 


Luftverbrennung  im  elektrischen  Flammenbogcn.  1599 


hergestellt  und  das  Gas  in  die  Kugel  K  eingesogen,  nachdem 
durch  kurzes  Heben  der  Niveaukugel  die  kapillaren  Teile  der 
Apparatur  mit  dem  Flammengase  ausgespült  wurden. 

Über  dem  Quecksilber  befanden  sich  behufs  Absorption 
des  Stickstoffperoxyds  zirka  20  cm"  einer  »/t  Kalilauge.  Die 
bisher  übliche  Absorption  der  nitrosen  Gase  durch  Wasser 
erschien  uns  nicht  einwandfrei.1  Nachdem  200  bis  300  cm9  Gas 
eingesogen  waren,  wurde  der  Hahn  H  geschlossen,  die  Schliff- 
verbindung  gelöst  und  das  Gas  mit  der  Lauge  zirka  eine 
Viertelstunde  geschüttelt.  Nach  vollzogener  Absorption  wurden 
\00cm'  des  Gasrestes  in  eine  Gasbürette  nach  Hempel*  für 
exakte  Gasanalyse  gedrückt.  Dies  erfolgte  einfach  in  der  Weise, 
daß  ein  in  den  Schliff  passendes,  mit  Quecksilber  gefülltes 
kapillares  Glasrohr  direkt  mit  der  Gasbürette  verbunden  und 
die  Niveaukugel  N  gehoben  wurde. 

Die  Bestimmung  des  Sauerstoffes  im  Gasreste  erfolgte 
durch  eine  alkalische  Pyrogallollösung,  auf  deren  Darstellung 
wir  einen  besonderen  Wert  legten,  da  sonst  leicht  Fehler  in  der 
Bestimmung  auftreten  können.  Versuche,  bei  denen  wir  die 
Absorption  des  Sauerstoffes  mittels  Phosphor  durchführten, 
zeigten  eine  vollkommene  Übereinstimmung  mit  den  durch 
Pyrogallol  erhaltenen  Werten. 

Es  war  erwünscht,  die  Ablesungen  auf  i/10  etn3  genau 
durchführen,  beziehungsweise  0*05  cm"  noch  schätzen  zu 
können.  Da  unser  Ablesungsgebiet  bei  Anwendung  von  Luft 
als  Ausgangsmischung  nur  zwischen  den  Teilstrichen  79  bis  100 
der  Bürette  lag,  so  wurde,  um  eine  genaue  Ablesung  mit  einer 
leichten  Handhabung  der  Bürette  zu  vereinen,  der  erste  75  cm  ' 
fassende  Teil  der  Bürette  birnenförmig  erweitert  und  die 
letzten  drei  Viertel  derselben  in  V10  an3  geteilt. 

Der  Gehalt  des  nitrosen  Gases  an  Stickoxyd  in  Volum- 
prozenten (x)  wurde  gemäß 

2090 —100p 
x  —   — 

100-}, 


1  Vergl.  hiezu  Tabelle  23  auf  p.  54. 

2  Hempel,  Gasanalytische  Methoden,  3.  Aufl.  (1000),  p.  40. 
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berechnet,  wobei  p  die  Volumprozente  Sauerstoff  in  den 
nach  der  Absorption  des  Peroxyds  verbleibenden  Gasrcsi  be- 
deuten. 

Diese  Methode  haben  wir  einer  Überprüfung  unterzogen 
Sie  gibt  bei  Anwendung  von  »/,  KOH  als  Absorptionsir.  zi 
ganz  zuverlässige  Werte.  Wir  verweisen  diesbezüglich  auf  der. 
Abschnitt  über  die  Analyse  nitroser  Gase. 


2.  Kapillar  Stellung. 

Bei  dem  im  Quarz-  oder  Glasrohr  eingeschlossenen  F'am 
menbogen  von  3  bis  0  cm  Länge  und  O  l  Ampere  Stromstärke 
läßt  sich  deutlich  ein  inneres  blaues  Band  von  2  bis  3«»«  Breite 
und  ein  äußerer  fahlgelber  Flammenmantel  von  zirka  1-5 m 
Dicke  unterscheiden.  Vor  der  Kapillaröffhung  ist  ein  dünner, 
blauer  Streifen  zu  beobachten.  Die  Ursache  dürfte  darin  ge- 
legen  sein,  daß  die  Flamme  kalte  Gegenstände,  welche  die 
Leitfähigkeit  mindern,  flieht.  Trotzdem  kann  man  es  durch  An- 
wendung verschiedener  Absaugegeschwindigkeiten  erreichen, 
daß  bestimmte  Teile  der  Flamme  in  die  Kapillare  eingesogen 
werden. 

Wenn  die  Stromstärke  auf  0-2  Ampere  gesteigert  wird 
erscheint  die  Flamme  hellblau.  Gleichzeitig  schmelzen  beide 
Elektroden  insolange  ab,  bis  sich  Kügelchen  von  zirka  3»» 
Durchmesser  bilden.  Bei  dieser  Stromstärke  verstäuben  be- 
trächtliche Mengen  von  Platin,  die  sich  als  Spiegel  an  der. 
kühlen  Teilen  des  Rohres  absetzen. 

Aus  diesen  Gründen  haben  wir  bei  unseren  spateren 
Versuchen  die  Stromstärke  nur  selten  über  O  l  Ampere 
steigert. 

Wir  haben  uns  zunächst  durch  einige  Versuche  über  u 
Bedeutung  der  Kapillarstellung  orientiert.  Die  Versuche  wurden 
an  einem  5  4  cm  langen  Bogen  durchgeführt.  Die  Kapilläre 
war  2  cm  unterhalb  der  oberen  Elektrode  angeordnet.  Die 
Stromstärke  betrug  bei  allen  Versuchen  O  l  Ampere.  Die 
schwindigkeit  des  Absaugens  variierte  zwischen  0  03  un 
0  05/  pro  Minute.  Folgende  kleine  Tabelle  vereinigt  die  ge- 
fundenen Werte. 
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Tabelle  14. 


Versuch 

Stellung  der  Kapillarüffnung 

Gasrest 

Prozent 

Nr. 

0 

N 

NO 

1 

Außerhalb  des  Flammenbogens 

1S-G 

814 

3-2 

2 

Außerhalb  des  Flammenbogens 

180 

814 

3-2 

3 

In  der  Mitte  des  Bogens 

17  6 

82-4 

4T> 

4 

Am  Rande  der  inneren  Zone 

17-8 

82-2 

44 

ö 

Außerhalb   des  Flammenbogens. 
Die   Kapillare  durchschneidet 
den  Bogen. 

19  0 

810 

2-65 

Bei  Versuch  1  und  2  befand  sich  die  Kapillaröfthung  zirka 
2  mm  außerhalb  des  Bogens.  Die  so  ermittelten  Werte  differieren 
um  zirka  29 "/„  gegenüber  den  durch  direktes  Absaugen  aus 
der  Flammenmitte  gewonnenen  (Versuch  3).  Bei  Versuch  4  war 
die  Kapiliaröffnung  um  zirka  3  mm  gegenüber  Versuch  3  ver- 
schoben. Eine  merkliche  Differenz  in  der  Bestimmung  ist  nicht 
vorhanden.  Bei  Versuch  5  war  die  Kapillare  quer  durch  den 
Bogen  gelegt,  so  zwar,  daß  die  Kapillaröffnung  knapp  außer- 
halb des  Bogens  zu  stehen  kam.  Der  Bogen  sucht  dem  ge- 
kühlten Rohr  auszuweichen  und  legt  sich  alle  paar  Sekunden 
um,  so  daß  er  die  Kapillare  umspült.  Die  bei  dieser  Kapillar- 
stellung vorgenommenen  Versuche,  durch  Anwendung  größerer 
Absaugegeschwindigkeiten  den  Bogen  in  die  Kapillare  zu 
lenken,  mißlangen,  wahrscheinlich,  weil  die  bei  diesen  Ver- 
suchen in  Anwendung  gekommenen  Geschwindigkeiten  zu 
gering  waren.  Der  sehr  niedere  Wert  von  Versuch  5  zeigt,  daß 
wenige  Millimeter  außerhalb  des  Flammenbogens,  trotz  Kühlung 
der  Flamme  durch  ein  eingelegtes  wasserdurchflossenes  Rohr, 
das  primär  gebildete  Stickoxyd  zu  mehr  als  40%  zersetzt  ist.  Der 
Zerfall  dürfte  in  der  größeren  Entfernung  der  Kapillaröffnung 
vom  Bogen  gegenüber  Versuch  1  begründet  sein. 
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3.  Abhängigkeit  von  der  Absaugegeschwindigkeit. 

3a.  Um  die  Abhängigkeit  der  Stickoxydkonzentration  vor 
der  Absaugegeschvvindigkeit  zu  ermitteln,  wurde  letztere  inner 
halb  der  durch  die  Versuchsanordnung  zulässigen  Grenzen 
geändert.  Der  die  beiden  Kugeln  .Kund  N  verbindende  Schlauch 
wurde  mehr  oder  weniger  abgeklemmt,  wodurch  das  die  KugeiÄ 
füllende  Quecksilber  rascher  oder  langsamer  abfloß.  Aus  des 
Volumen  der  Kugel  und  der  Zeit,  in  der  sie  sich  entleert«, 
wurde  die  Geschwindigkeit  berechnet. 

Die  Bogenlänge  betrug  bei  allen  Versuchen  4-7 cm,  die 
Stromstärke  O  l  Ampere.  Die  Kapillare  war  15  cm  unterhalb 
der  oberen  Elektrode,  in  die  mittlere  Zone  reichend,  angeordnet 
Die  Luft  war  ungetrocknet  der  Bogen  von  einem  geschlossener. 
Glasrohr  umgeben. 

Die  nachfolgende  Tabelle  vereinigt  die  Beobachtungen. 

Tabelle  15. 


versucn 
Nr. 

OcscnwindigKeii 
in  Liter  pro  Minute 

0 

S 

NO 

0 

zirka  0-02 

17-7 

82-3 

T 

7 

004 

17  6 

824 

8 

0'05 

17-6 

82-4 

4o 

!> 

0-30 

177 

823 

44 

lu 

0-30 

17-7 

82  3 

4  4 

Gasrest 


Bei  Versuch  7  befindet  sich  das  blaue  Band  zirka  ^ 
vor  der  Kapillaröffnung.  Bei  der  Geschwindigkeit  des 
suches  9  wird  es  bereits  in  die  Kapillare  eingezogen.  ^ 

Das  Ergebnis  dieser  Versuche  ist,  daß  Ände™n^e  die 
Absaugegeschwindigkeit  zwischen  12  bis  18/  pro  Stun  ^ 
Gaszusammensetzung  nicht  beeinflussen.  Höhere  esc 
digkeiten  konnten  bei  der  vorliegenden  Vcrsuchsanor  ^ 
nicht  erzielt  werden.  Doch  bemerken  wir  vorgrelle  - 
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durch  weitere  Steigerung  der  Geschwindigkeit  eine  Änderung 
der  Gaszusammensetzung  erfolgte.  Die  Einzelheiten  sind  im 
II.  Abschnitte  einzusehen.  An  dieser  Stelle  geben  wir  nur  die 
ermittelten  Werte,  die  bei  einem  3  cm  langen  Bogen  und 
01  Ampere  gewonnen  wurden.  Man  erkennt,  daß  eine  Steige- 
rung der  Geschwindigkeit  auf  32  /  pro  Stunde  eine  Steigerung 
der  Stickoxydkonzentration  im  abgekühlten  Gase  bewirkt  und 
daß  jenseits  dieser  Geschwindigkeit  ein  Abfallen  der  Stickoxyd- 
konzentration eintritt.  Ganz  ähnliche  Erscheinungen  wurden 
einerseits  auch  an  einem  o  cm  langen  Bogen,  bei  dem  ein 
Ansteigen  des  NO  bis  5* 6%  gemessen  wurde,  und  andrerseits 
bei  einem  mit  019  Ampere  betriebenen,  3  cm  langen  Bogen 
beobachtet,  bezüglich  deren  wir  auf  den  II.  Abschnitt  ver- 
weisen. 

Tabelle  16. 


Versuch  Nr. 

Liter  pro  Stunde 

Prozent  NO 

39 

11 

4- 16 

40 

30 

4  99 

41 

44 

450 

42 

53 

3-  1 

Man  könnte  daher  annehmen,  daß  die  Stickoxydkonzen- 
tration im  Innersten  der  Flamme  mindestens  über  5%  liegt 
und  der  in  Tabelle  15  bestimmte  Wert  von  4  -5%  zu  tief  ist. 
Da  aber  größere  Geschwindigkeiten  jedenfalls  eine  Abkühlung 
des  Bogens  zur  Folge  haben,  wodurch  die  Leitfähigkeit  des- 
selben vermindert  wird,  mußte  zur  Erhaltung  einer  konstanten 
Stromstärke  im  Bogen  die  Spannung  und  somit  auch  die  auf- 
zuwendende elektrische  Energie  steigen. 

3  b.  Ein  Ansteigen  der  Bogenspannung  bei  zunehmender 
Luft  und  somit  Absaugegeschwindigkeit  wurde  bei  allen  in 
dieser  Richtung  angestellten  Versuchen  unzweifelhaft  fest- 
gestellt. 
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Tabelle  17. 

Abhängigkeit  der  Bogenspannung  von  der  Absaugegeschwindigkeit. 


Geschwindigkeit 
in  Liter  pro  Stunde 


1.  Bogenlänge  4m 
(Kapillare  als  obere  Elektrode) 


Sehr  gering 

2100 

73 

2180 

0091 

170 

2400 

Sehr  gering 

2050 

73 

2100 

Ol 

170 

2300 

24 

1400 

140 

1560 

0-2 

140 

1500 

0-2IS 

2.  Bogenlänge  5m 
(Platinkapillare  seitlich  in  den  Bogen  ragend) 


3.  Bogenlänge  5  5m 
(Pintinkapillare  seitlich  in  den  Bogen  ragend) 


20 
70 


2050 
3300 


Ol 


Es  ist  zu  bemerken,  daß  diese 
II.  Abschnitte  beschriebenen  Versiichsanoi 
wurden. 


Versuche  mit  der  im 
rdnung  durchführt 
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Um  zu  entscheiden,  ob  das  Ansteigen  der  Spannung  nicht 
auch  gleichzeitig  mit  einer  entsprechenden  Erniedrigung  des 
Stromes  verbunden  ist  (Widerstandsvergrößerung  des  Bogens 
durch  Abkühlung),  wurde  die  folgende  kleine  Versuchsreihe 
an  einem  5  cm  langen  Bogen  durchgeführt. 


Nummer 

des 
Versuches 

Spannung 
in  Volt 

*  Strom 
in  Ampere 

Voltampere 

Geschwindigkeit 
in  Liter 
pro  Stunde 

1 

2220 

0- 1085 

■ 

240-87 

22 

2 

2375 

0-009 

235- 13 

30 

3 

2500 

0-097 

242-50 

45 

4 

2575 

0  0945 

243  34 

57 

Es  geht  daraus  hervor,  daß  bei  zunehmender  Absauge- 
geschwindigkeit die  Zunahme  der  Spannung  mit  einem  Ab- 
fallen der  Stromstärke  derart  verbunden  ist,  daß  die  Zahl  der 
Voltampere  konstant  bleiben  dürfte. 

Es  war  nun  naheliegend,  sich  zu  überzeugen,  ob  mit 
zunehmender  Luftgeschwindigkeit  auch  der  aufzuwendende 
Effekt  ansteigt.  Das  uns  zur  Verfügung  stehende  Instrument 
war  ein  Spiegel -Wattmeter  von  Siemens  &  Halske  älterer 
Konstruktion.  Da  die  gemessenen  Effekte  sich  in  den  Grenzen 
zwischen  163  bis  224  Watt  bewegten  und  die  Ausschläge  am 
Wattmeter  10  bis  \4mm  betrugen  und  halbe  Millimeter  nur 
durch  Schätzung  gewonnen  werden  konnten,  andrerseits  auch 
die  Ruhelage  um  zirka  »/,  mm  schwankte  (elastische  Nach- 
wirkung der  Aufhängung),  so  ist  klar,  daß  gemessene  Diffe- 
renzen von  5  bis  7  Watt  nicht  mit  Bestimmtheit  als  bloß  durch 
die  Änderung  der  Luftgeschwindigkeit  erklärt  werden  konnten. 
So  ergaben  sich  z.  B. 

L  bei  einer  Geschwindigkeit  von  zirka  75/  pro  Stunde, 
23  )0  Volt  Bogenspannung,  O-100  Ampere  Stromstärke,  10  2  mm 
Ausschlag  im  Wattmeter,  entsprechend  165  Watt; 

Sitib.  d.  ronthem.-naturw.  Kl.;  CXV.  ßd.,  Abt.  IIa.  106 
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2.  bei  120 /pro  Stunde,  2450  Volt,  0- 106  Ampere.  10  5  m 
Ausschlag,  entsprechend  1 70  Watt. 

Wir  beabsichtigen,  diese  Erscheinung  mit  empfindlicherer. 
Meßeinrichtungen  zu  verfolgen  und  werden  hierüber  zu  eines 
späteren  Zeitpunkte  berichten.  Augenblicklich  soll  die  Beant- 
wortung der  Frage,  ob  mit  zunehmender  Luftgeschwindigkei; 
auch  der  Eflfektverbrauch  ansteigt,  offen  gelassen  werden. 

Das  Ansteigen  der  ermittelten  Stickoxydkonzentration  mit 
steigender  Geschwindigkeit  und  das  Abfallen  derselben  be 
noch  höheren  Luftwerten  kann  auch  anderweitig  erklärt  wercen 
Es  wurde  bereits  früher  die  Beobachtung  vermerkt,  daß  knap; 
vor  der  Kapillaröffnung  eine  blaue  Zone  auftritt,  wenn  k 
Absaugegeschwindigkeit  geringe  Werte  besitzt  und  daß  dieser 
Zone  eine  gewisse  Zwischentemperatur  zukommt,  bei  der  ia* 
Gleichgewicht  hängen  bleiben  dürfte.  Bei  steigender  Gescnw. 
digkeit  verschwindet  dieser  blaue  Streifen,  weil  bei  konstante: 
Kapillarstellung  immer  mehr  die  inneren  Zonen  des  Bo^-- 
eingesogen  werden,  denen  eine  höhere  Temperatur  zukomrr 
Bei  sehr  hohen  Absaugegeschwindigkeiten  kann  es  vorkommen, 
daß  der  von  der  Kapillaröffntmg  entfernte,  entgegengesetzt 
äußere  Flammenrand  miteingesogen  wird.  In  solchen  Fa  - 
muß  die  Kapillare   insolange  verschoben  werden,  bis  u« 
gewünschte  Zone  eingesogen  wird,  eine  Manipulation,  w 
nach  einiger  Übung  leicht  gelingt. 

Faßt  man  den  Flammenbogen  als  aus  einer  Reihe  vor 
Temperaturschichten  bestehend  auf,  wobei  der  innersten 
Schichte  die  höchste  Temperatur,  den  äußeren  immer  genngw 
Temperaturen  zukommen,  so  kann  das  Ansteigen  und  AM*  ^ 
der  NO -Werte  mit  steigender  AbsaugegeschwinJigkauu.^ 
Einsaugen  von  Flammenschichten  verschieden  hoher  lernf*- 
ratur  zurückgeführt  werden  und  dies  um  so  mehr,  wenn  nu- 
auf  Grund  der  Nernst'schen  Zahlen  annimmt,  daß  eine  btc 
rung  der  NO-Konzentration  von  4*5  auf  5'5%  einer  TeffF ' 
raturerhöhung  von  zirka  250°  C.  entspricht. 

Allerdings  muß  betont  werden,  daß  das  Abfallen  Jer  :^ 
Konzentration  bei  zunehmender  Geschwindigkeit  auch 
das  Abkühlen  des  Bogens  erklärt  werden  kann,  wie  im 
schnitt  !;czeigt  werden  wird. 
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Wir  können  daher  den  in  Tabelle  15  gefundenen  Wert 
von  4-570  NO  als  im  Abkühlungsgebiete  hängen  bleibend  bei 
einem  Bogen  von  47  cm  Länge,  O  l  Ampere  und  einem  Watt- 
verbrauch von  130  Watt  nur  innerhalb  der  Luftgeschwindig- 
keiten von  1  •  2  bis  1 8  /  pro  Stunde  annehmen. 

Diesen  Wert  können  wir  unter  Beibehaltung  der  genannten 
physikalischen  Größen  unseren  weiteren  chemischen  Messungen 
zu  Grunde  legen,  die  zur  Ermittlung  der  Gleichgewichts- 
konstanten dienten.  Die  letztgenannte  Größe  berechnet  sich 
auf  Grund  einer  Gaszusammensetzung  von 

NO   4  5  Volumprozent 

0   18-05 

N    7(3-85 

"ioo-oo 

und  der  Beziehung 
zu 

k  =  85.  (1) 

Wir  fügen  hier  noch  zwei  Versuche  bei,  die  den  Wert  von 
4-5%  NO  bei  0*1  Ampere  in  einem  4  7  cm  Bogen  festigen 
sollten. 

Versuch  11. 

Es  erschien  nicht  ausgeschlossen,  daß  durch  die  starke 
Kühlung  der  Glaswand  durch  fließendes  Wasser  eine  Ab- 
kühlung des  Bogens  eintreten  kann,  wodurch  zu  niedere  NO- 
Werte  gefunden  werden.  Wir  haben  daher  unter  denselben 
Bedingungen  einen  Versuch  in  einem  \2mm  weiten,  von  Luft 
umgebenen  Quarzrohr  durchgeführt.  Die  Kapillare  war  ebenfalls 
1  oem  von  der  oberen  Elektrode  entfernt.  Der  Bogen  4*7  cm, 
0-1  Ampere. 

Gasrest:  J7-56"/0  O,  82- 44%  N;  somit  4-5%  NO. 

Versuch  12. 

Bei  diesem  Versuche  war  die  Kapillare  als  obere  Elektrode 
benützt  und  so  gestellt,  daß  tunlichst  alles  Gas  aus  der  mittleren 
Zone  eingesogen  werde,  was  aber  nicht  vollkommen  gelang, 

106* 
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da  der  Bogen  ein  wenig  flackerte.  Dies  erklart  auch  den  etwa* 
niederen  Wert.  Der  Bogen  brannte  im  gekühlten  und  verschlos- 
senen Glasgefäß. 

Gasrest:  82-2%  N,  17-8%  0;  somit  4-2% NO. 

4.  Änderung  der  Gaszusammensetzung  der  Ausgangsmischung 

und  Zerfall  von  Stickoxyd. 

Wir  suchten  den  Wert  k  =  85  weiterhin  durch  Änderung 
der  Zusammensetzung  der  Ausgangsmischung  zu  prüfen.  Zu 
diesem  Zwecke  wurde  das  Gaszuführungsrohr  an  der  unteren 
Elektrode  (Fig.  8)  mit  einem  Gasometer  in  Verbindung  ge- 
bracht, der  das  Gasgemisch  über  Glyzerin  als  Sperrflüssigkeit 
enthielt. 

Die  Gasmischung  wurde  stets  schwefelsäuretrocken  der 
Verbrennung  zugeführt.  Besondere  Sorgfalt  wurde  den  Ver- 
bindungsstellen Korkstöpsel— Glas  und  Glas — Platinkapillart 
gewidmet,  die  in  Paraffin  eingebettet  waren. 

Vor  und  nach  jeder  Verbrennung  wurde  das  die  Kapillare 
durchstreichende  Gas  analysiert.  Die  Entnahme  dieser  Gas- 
proben erfolgte  in  derselben  Weise  wie  bei  den  früheren 
Versuchen.  Die  Absaugegeschwindigkeit  wurde  in  denselben 
Grenzen  wie  bei  den  Versuchen  in  Tabelle  15  gehalten.  Auch 
waren  alle  übrigen  Bedingungen  dieselben,  um  vergleichende 
Werte  zu  gewinnen. 

Versuch  13. 
Gaszusammensetzung  im  Gasometer: 

47-2%  0,  52*8%  N. 

Nach  5%  stündigem  Durchleiten  ergab  eine  mittels  Platin- 
kapillare  gezogene  Gasprobe: 

rl: 

47-]%  O,  52-9%  N. 

Der  Bogen  wurde  dann  gebildet  und  250  cm'  Oas 
0- 1 25  /  pro  Minute  abgesogen. 

Gasrest:  45%  O,  55%  N. 


— 
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Der  Gehalt  an  NO  =  x  wurde  nach 

—  471Q— ioo;> 


x  ~ 


100  5. 

2  P 

berechnet: 

*=Ö-40yo  NO. 

Versuch  14. 
Wiederholung  von  13. 

Gasrest:  45%  0,  55%  N;  somit  wieder  6  467  NO 
Nach  Beendigung  dieses  Versuches  wurde  mittels  der 

Plat.nkapillare  wiederum  eine  Gasprobe  entnommen.  Diese 

ergab: 

53-0%  N,  47  0%  0.  (3) 

Die  Differenz  gegenüber  (2)  ist  geringfügig  und  beeinträch- 
tigt das  Resultat  nur  unwesentlich.  Für  die  Berechnung  der 
Gleichgewichtskonstanten  wurde  der  NO -Gehalt  aus  der 
Zusammensetzung  (2)  der  Ausgangsmischung  ermittelt. 

Aus  den  Versuchen  13  und  14  ergibt  sich  die  Zusammen- 
setzung im  Gleichgewichte  zu 

49-67%  N2,  43  87%  Os,  6  46%  NO, 

und  hieraus 

-    V.  =  A  =  7  2. 

'  NO 

Die  bei  einer  Ausgangsmischung  von  47- 1%  O  und 
i>2-9%  N  ermittelte  Konstante  liegt  um  15-3%  unter  der  bei 
Luft  gefundenen.  Rechnet  man  die  Zusammensetzung  des 
Flammengases  bei  Luft  als  Ausgangsmischung  aus  dem  Werte 
*-7-2,  so  erhält  man  NO  =  5-2%  gegenüber  4  5%,  die 
gefunden  wurden. 

Einem  Stickoxydgehalt  von  5  2%  im  Flammengas  bei 
Luft  als  Ausgangsmischung  entsprächen  17%  0  im  Gasrest, 
wahrend  die  experimentell  bestimmten  4-5%  NO  17-6%  0 
•m  Restgase  ergaben.  Eine  Differenz  von  0-6%,  die  bei 
unseren  Bestimmungen  (da  wir  stets  um  100  cma  Gas  unter- 
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suchten)  zirka  0-6  cm"  beträgt,  liegt  wohl  außerhalb  der  gar 
analytisch  möglichen  Fehler.  Wir  mußten  daher  die  Ver- 
schiebung der  Gleichgewichtskonstanten  mit  der  Änderung  de 
Ausgangsmischung  an  Sauerstoff  weiterhin  prüfen. 

Von  Gasmischungen  viel  höherer  Sauerstoffkonzentratmn 
wie  bei  Versuch  13  und  14  auszugehen,  ist  bei  Bestimmung 
Stickoxydgehaltes  auf  Grund  der  Gasanalyse  des  Restgases 
unrichtig,  nachdem  Analysenfehler  von  O-T/o sowohl  imGaf' 
rest  als  auch  in  der  Ausgangsmischung  die  nach  der  Beziehung 

i  — 100/» 


x  = 


100- 


berechneten  NO-Werte  um  einige  Prozente  verschieben.  Die* 
Fehler  werde  n  um  so  größer,  je  mehr  sich  die  AusgangsmischiK 
der  Zusammensetzung  66-66%  0,  33-33°/0  N  nähert,  be. 
welcher  die  Stickoxydkonzentration  unbestimmt  wird.  Bei 
solchen  Gaszusammensetzungen  müßte  das  gebildete  Stickst*  ■ 
peroxyd  durch  Absorption  mit  Schwefelsäure  und  Zersetzung 
der  nitrosen  Säure  im  Nitrometer  bestimmt  werden. 

Wir  haben  daher  weiterhin  einen  Versuch  mit  einer  sauer 
stoffärmeren  Mischung  als  Luft  durchgeführt. 

Versuch  15. 

Ausgangsmischung:  15-4%  0,  84-6»/0  N. 
Gasrest:  12  •  7%  O,  87-3%  N:  somit  3  3%  $°  t  -  ■ 

Die  hier  ermittelte  Gleichgewichtskonstante  liegt  u- 
18-8%  über  der  bei  Luft  erhaltenen.  jer 

Es  zeigt  sich,  daß  mit  steigendem  Sauerstoff  ^ 
Ausgangsmischung  die  Gleichgewichtskonstante  fa  -  ^ 
erschien  es  von  Interesse,  den  *-Wert  durch  Zerlegung 
Stickoxyd  zu  bestimmen. 

Versuch  16. 

nitro«; er  Säu'c 

Das  Stickoxyd  wurde  nach  Emich1  aus  nii  -  -  ^ 
und  Quecksilber  dargestellt  und  ebenfalls  über 


'  Mmntslu'ftc-  für  Chemie.  13,  73  (IS92). 
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Sperrflüssigkeit  aufbewahrt.  Die  Versuchsanordnung  war  hier 
dieselbe  wie  bei  den  früheren,  mit  Sauerstoffgemischen  durch- 
geführten Versuchen.  Vor  Einsetzung  des  Flammenbogens  wurde 
das  den  Apparat  füllende  Gas  analysiert  und  mit  der  Ent- 
ladung erst  begonnen,  nachdem  es  sich  gasanalytisch  als  reines 
Stickoxyd  erwies. 

4  "  cm  Bogen,  0*1  Ampere,  K'apillarstellung  wie  früher, 
Geschwindigkeit  des  Absaugens  1  -4/  pro  Stunde. 

Gasrest  nach  der  Absorption  des  N08:  48- 1%  O,  51-9%  N. 
NO  berechnet  nach 

öOOO  — lOOw 

~j j—  =6-837,,  NO.     *  =  6-84. 


100  p 


Versuch 


Wiederholung  von  Versuch  10  bei  einer  Absaugegeschwin- 
digkeit von  zirka  28  /  pro  Stunde. 

Gasrest:  48-0%  O,  52-0%  N;  somit  NO  —  7 •  14%. 
*  =  6-50. 

Berücksichtigt  man,  daß  die  Differenz  von  0'3%  im 
NO-Wert  durch  eine  Differenz  von  0-1%  des  SauerstofT- 
gehaltes  im  Gasrest  bedingt  ist,  so  wird  man  die  Überein- 
stimmung beider  Versuche  als  gut  bezeichnen  müssen.  Wir 
nehmen  für  die  weitere  Betrachtung  den  Mittelwert  NO  —  7  0"/0. 

Im  Gleichgewichte  sind  dann 

4r»-r>70  o 

46-570  N 
7-070  NO 

100-0 


und 


k  =  067. 


Folgende  kleine  Tabelle  faßt  die  Ergebnisse  zusammen. 

Es  ist  ersichtlich,  daß  die  augenscheinliche  Abweichung 
vom  Massenwirkungsgesetz  auch  bei  der  Zerlegung  des  Stick- 
oxyds gefunden  wurde  und  daß  die  Richtung  der  Abweichung 
in  dem  durch  die  ersten  drei  Versuche  erwarteten  Sinne  lag. 
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Tabelle  18. 


Sauerstoffgehalt 
ucr  /\usgangj)inii>cniing 

i 
1 

* 

154 

«•3 

10- 1 

20-9 

4*» 

8-3 

47- 1 

65 

7-2 

Stickoxyd 

70 

6-7 

Mac  Dougall  und  Howles1  haben  bei  einem  Versuche 
mit  einer  Mischung  von  2  Teilen  Sauerstoff  und  1  Teil  Stick 
stofT  fast  doppelt  soviel  Salpetersäure  als  bei  Luft  als  Aus- 
gangsmischung  erhalten,  wenn  sie  ihre  Gasmischung  der 
Einwirkung  ihres  kurzen,  zwischen  horizontalen  Elektroden 
brennenden  Hochspannungsbogens  aussetzen.  Haber5  ha! 
aber  bereits   hingewiesen,  daß  die  Begünstigung  der  Rc 
aktionsgesch  windigkeit  durch  Massen  Wirkung  hier  nicht  ins 
Gewicht  fällt,  da  die  Reaktionsgeschwindigkeit  der  Stick- 
oxydbildung bei  den  hier  herrschenden  Temperaturen  un- 
geheuer groß  ist  und  eine  Verdoppelung  der  Ausbeute  au? 
Massenwirkungen  nur  verständlich  wäre,  wenn  das  Gleich- 
gewicht bei  Verwendung  der  sauerstoffreicheren  Mischung 
ganz  wesentlich  früher  in  Abkühlungsgebiete  hängen  bliebe, 
wozu  jeder  Grund  fehlt.  Es  ist  vielmehr  das  Gegenteil  zu 
erwarten,  da  die  Zerfallgeschwindigkeit  dem  Quadrate  des 
Stickoxydgehaltes  proportional  ist. 

Haber  führt  die  Erhöhung  der  Ausbeute  daher  auf  eine 
(unbeabsichtigte)  Änderung  des  Bogens  zurück  Wir  hingegen 
vermuteten,  daß  durch  Anreicherung  des  Gases  an  Sauerstoff 
eine  Temperaturerhöhung  des  Bogens  eintritt,  die  sich  ihrerseits 
durch  eine  Erhöhung  der  aufzuwendenden  Watt  bei  gleicher 
Stromstärke  kenntlich  machen  müßte.  Diese  Vermutung  hat 


1  Memoire  and  Proceedings  of  the  Manchester  Literwy  and  Philosoph^ 
Society.  44.  IV.  13  (190OV 

Thermodynamik,  2.V4 
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sich  bestätigt,  wie  dies  aus  den  nachfolgenden  Messungen 
ersichtlich  ist.  * 

Die  Versuchsanordnung  war,  da  es  sich  hiebei  um  zeitlich 
ausgedehnte  Versuche  handelte,  der  im  II.  Abschnitte  be- 
schriebenen gleich.  Der  Bogen  hatte  in  allen  Fällen  eine  Lance 
von  4-7  cm.  * 

Es  wurden  folgende  Gasmischungen  verglichen: 

1.  Luft, 

2.  51-G70O,  48-4%  N, 

3.  69T>70  O,  30-5%  N  (vergl.  Tabelle  19). 

Tabelle  19. 


Zeit 
in  Minuten 

Spannung 
in  Volt 

Stromstärke 
in  Ampere 

Watt 

Geschwindig- 
keit in  Liter 
pro  Stunde 

1.  Luft 

0 

23(.»0 

0-100 

170 

50 

.« 

2473 

0  100 

105 

50 

25 

2473 

0  - 100 

170 

5it 

35 

o  •  1 00 

58S 

4.1 

55 

2473 
2423 

0-100 
0-  100 

170 

58-5 
58-0 

75 

2430 

0-  100 

170 

58 -0 

2.    516%  0,  48-4%  N 

0 

2770 

0-  10S 

2i  »8-0 

57 

31' 

211-8 

59  •  5 

32 

2800 

0  •  1 08 

208  •  ü 

5K 

G7 

2820 

0  ■  1 00 

00 

3.    69-3«„  O,  30-. 

Wo  N 

0 

2000 

Ü-  104 

2233 

04 

13 

2930 

U-  104 

218-7 

03 

23 

n-  jOS 

1 

220-3 

J 

03 
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Aus  diesen  Versuchen  ergibt  sich,  daß  mit  zunehmende- 
Sauerstoffgehalte  der  Ausgangsmischung  bei  gleicher  Boger- 
länge und  nahezu  konstanter  Stromstärke  der  Wattverbrauch 
zunimmt.  Die  damit  zugeführte  größere  Energiemenge  dürfte  in 
der  Erhöhung  der  Temperatur  ihr  Äquivalent  finden.  Aber  m 
der  gemessenen  Watterhöhung  die  Steigerung  der  StickosyJ- 
konzentration  zu  berechnen,  erscheint  auf  Grund  der  ar 
früherer  Stelle  gemachten  Ausführungen  über  die  Genauigkei: 
der  Wattmeterangaben  nicht  berechtigt. 

Die  an  dieser  Versuchsreihe  beobachtete  Spannung?- 
erhöhung  zwischen  Luft  und  einer  sauerstoffreicheren  Mischung 
bei  gleicher  Geschwindigkeit  deutet  auf  eine  Widerstand- 
Vergrößerung  des  Bogens  mit  zunehmender  Sauerstoffkonzen- 
tration. 

Die  Spannungserhöhung  zwischen  den  zwei  Sauersion- 
gemischen  kann  zum  Teile  durch  die  verschiedene  Sauerstoff- 
konzentration,  zum  Teile  durch  die  Erhöhung  der  Geschwin- 
digkeit begründet  werden. 

5.  Abhängigkeit  des  Stickoxydgleichgewichtes  in  der  Flamme 

von  der  Stromstärke. 

Wir  haben  diese  Frage  bei  einem  4  ■  7  cm  langen  Bogen  ein- 
gehend geprüft  und  daran  anschließend  durch  wenige  Versu:hc 
an  einem  3  cm  langen  Bogen  uns  überzeugt,  daß  eine  Abhängig- 
keit zwischen  Stickoxydgleichgewicht  und  Stromstärke  be- 
steht. Die  Versuchsanordnung  war  die  gleiche  wie  in  * 
früher  besprochenen  Fällen.  Die  Luft  war  durch  Lauge  gestnch» 
und  wurde  dem  Bogen  schwefelsäuretrocken  zugeführt  Gleic  •• 
zeitig  wurde   die  Spannung  bei  ansteigender  Stroms^ 
gemessen.   Die  Voltampere  wurden  berechnet.  Aus  die.« 
wurden  nach  der  Formel  E.J.  cos  ?  (cos  ?  =  0  6)  die  effeku« 
Watt  ermittelt.   Nachdem  uns  zu  diesem  Zeitpunkte  ^ 
Spiegel-Wattmeter  zur  Verfügung  stand,  konnte  eine  di« 
Ermittlung  des  Wattverbrauches  nicht  erfolgen.  In  der  le^ 
Kolumne  sind  noch  die  Temperaturen  nach  Nernst  verzei^ ^ 
die  den   gefundenen  Stickoxydkonzentrationen  entspre^ß 
wiirJcn.  Die  folgenden  Tabellen  20  und  21  vereinigen  die  •  ' 
rosultatc.  (Fig.  9.) 
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Die  Abhängigkeit  von  der  Stromstärke  macht  sich  dahin 
geltend,  daß  bis  zu  zirka  0*1  Ampere  die  Stickoxydkonzentra- 
tion wächst,  um  bei  höheren  Werten  der  Stromstärke  sehr 
geringfügig  anzusteigen.  Das  würde  besagen,  daß  der  Mehr- 
aufwand an  elektrischer  Arbeit,  der  jenseits  136  Watt  auftritt, 
nicht  mehr  zur  Erhöhung  der  Flammentemperatur  benutzt 
wird,  sondern  als  strahlende  Energie  für  die  Stickoxydbildung 
verloren  geht.  Es  läßt  sich  dies  auch  an  der  sichtbaren  Ver- 
änderung des  Bogens  beobachten.  Jenseits  0  1  Ampere  ver- 
schwindet die  Erscheinung  der  rotbraun  umrandeten  Flamme. 
Der  Bogen  wird  hellblau  und  leuchtend. 


<< . - 


Strom  in  Ampere. 

Fig.  Si. 

Die  Abhängigkeit  der  Stickoxydkonzentration  von  der 
Stromstärke  wurde  an  dieser  Stelle  nur  bei  geringen  Absauge- 
geschwindigkeiten ermittelt.  Bei  erhöhter  Luftzufuhr  ergibt 
sich  ein  analoges  Verhalten,  indem  bei  einem  3  cw-Bogen  bei 
30/  stündlicher  Geschwindigkeit  bei  O  l  Ampere  4'99%  NO 
und  bei  0*19  Ampere  f>%  NO  ermittelt  wurden  (vergl.  die 
Versuche  Nr.  40  und  44  in  Tabelle  23). 

Für  die  Technik  der  Luftverbrennung  ist  diese  Erscheinung 
von  der  größten  Bedeutung.  Eine  ähnliche  Beobachtung  haben 
bereits  Mac  Dougall  und  Howles1  gemacht,  als  sie  ihren 

'  I..  c. 
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Tabelle  21. 
Bogenlänge  3  cm.  Kapillare  in  der  Mitte. 


Versuch 

j  Ampere 

Gasrcst 

Prozent  NO 

Mittel 

Nr. 

Prozent  0 

Prozent  N 

33 

0  043 

1802 

81-98 

3-95 

34 

0  043 

1804 

Sl  -96 

392 

J    3  94 

35 

0  073 

1777 

82  23 

4-27 

4  27 

30 

0  1633 

17Tn> 

82-45 

4-55 

4  55 

Bogen  einmal  mit  172  Watt  und  ein  andermal  mit  302  Watt 
brannten.  Sie  erhielten  in  beiden  Fällen  aus  gleichen  Luft- 
mengen nahezu  dieselben  Mengen  an  Salpetersäure.  Es  wäre 
zu  bemerken,  daß  Brode1  bei  Nernststiften  als  Elektroden  eine 
Zunahme  der  Stickoxydkonzentration  bei  fallender  Stromstärke 
und  fallenden  Watt  angibt. 

Faßt  man  die  Steigerung  der  Stickoxydkonzentration  mit 
zunehmender  Stromstärke,  respektive  Watt  als  nur  durch  die 
Wirkung  der  Wärme  verursacht  auf,  so  würde  der  Erhöhung 
der  Stickoxydkonzentration  von  3-7  auf  4*  45%  NO  auf  Grund 
der  Nernst'schen  Werte  eine  Steigerung  der  Flammentempcratur 
von  3000  auf  3200°  absolut  entsprechen.  Um  diese  Temperatur- 
erhöhung durchzuführen,  war  ein  Aufwand  von  54  Watt 
erforderlich. 

Aus  diesen  Versuchen  ergibt  sich  keine  Abhängigkeit 
zwischen  Stickoxydkonzentration  und  Bogenlänge.  Ander- 
weitige diesbezügliche  Beobachtungen  finden  sich  im  Ab- 
schnitt II. 

»  L.  c.  P.  49. 
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II.  Abschnitt. 

Ausbeutebesümmungen. 

Die  in  diesem  Abschnitte  beschriebenen  Versuche  wurden 
von  dem  Gesichtspunkt  aus  in  Angriff  genommen,  das  Aus- 
bringen an  Stickoxyd  für  die  Einheit  der  aufzuwendender 
elektrischen  Energie  experimentell  festzulegen.  Um  zu- 
fällige  Änderungen  der  Versuchsbedingungen  möglichst  zu 
vermeiden,  mußte  jeder  einzelne  Versuch  zeitlich  ausgedehnt 
werden  und  das  gebildete  Stickoxyd  nach  dessen  Überführung 
in  Peroxyd  quantitativ  absorbiert  werden.  Solche  Versuchs- 
daten, die  erst  ein  Bild  über  die  Ökonomie  der  elektrischen 
Luftverbrennung  geben,  sind  bisher  der  Öffentlichkeit  ntch: 
übermittelt  worden. 

Wir  haben  solche  Versuche  an  Flammenbögen  von  3 an 
und  5  cm  Länge  durchgeführt.  Der  Ofen,  in  welchem  wir  die 
Luft  verbrannten,  war  identisch  mit  dem  im  1.  Abschnitt  be- 
schriebenen. 

1 .  Die  Versuchsanordnung. 

Folgende  Größen  mußten  der  Messung  zugänglich  sein: 
1.  die  dem  Bogen  zugeführte  Luftmenge,  2.  das  während  u*r 
Versuchsdauer  gebildete  Stickoxyd,  3.  die  elektrische  Energie. 

Die  Versuchsanordnung  (Fig.  10)  bestand  aus  folgenden 
Teilen:  dem  Gasmesser,  der  Trocknung,  dem  Ofen,  dem  Mish- 
räum  und  der  Absorption.  Die  zu  verbrennende  Luft  wura 
durch  die  Apparatur  mit  Hilfe  einer  kräftigen  Wasserstrahl- 
pumpe hindurchgesaugt.  Sie  trat  zunächst  in  einen  n^n 
Gasmesser,  der  zeitweilig  nachgeeicht  wurde,  sodann  in  einen 
mit  Natronkalk  beschickten  Turm  und  von  hier  aus  zweio 
Trocknung  in  einen  mit  Bimsstein  und  Schwefelsäure  gcful-wn 
Turm.  An  Stelle  des  letzteren  wurde  manchmal  eine  ir* 
Schwefelsäure  beschickte  Waschflasche  genommen.  Von  & 
trat  die  Luft  in  den  Ofen  und  durch  die  wassergekühlte  Piattn- 
kapillare  in  eine  zirka  5  /  fassende  dreihalsige  Woulff 
Flasche.  Die  Hälse  trugen  einfach  durchbohrte  Gummistop» 


die,  soweit  sie  mit  dem  in  der  Flasche  sich  bildenden 
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peroxyd  in  Berührung  kamen,  mit  dünnem  Asbestpapier  be- 
klebt waren.  Diese  Flasche  diente  als  »Mischraum«,  um  bei 
verhältnismäßig  großen  Luftgeschwindigkeiten  die  Überführung 
des  Stickoxydes  in  das  Peroxyd  zu  ermöglichen.  Der  mittlere 
Tubus  trug  ein  kapillares  Glasrohr  mit  Hahn.  Das  Glasrohr 
konnte  mittels  einer  Schliffverbindung  mit  einer  Glaskugel  ver- 
bunden werden,  die  ihrerseits  mit  einem  Niveaugefäß  in  Ver- 
bindung stand.  Zweck  dieser  Anordnung  war  es,  die  Entnahme 
von  Gasproben  während  des  Versuchsganges  zu  ermöglichen, 
um  die  auf  gasanalytischem  Wege  gewonnenen  Resultate  mit 
den  durch  Absorption  ermittelten  zu  vergleichen. 

An  das  Mischgefäß  schloß  sich  die  aus  mindestens  fünf 
Waschnaschen  bestehende  Absorptionsanlage  an.  Die  ersten 
drei  Flaschen  waren  mit  je  300  cm3  zirka  »/,  NaOH  gefüllt. 
Diese  Flaschen  waren  unter  sich  und  mit  dem  Mischraume 
durch  Glasschliffe  verbunden.  Die  beiden  letzten  Wasch- 
flaschen  enthielten  konzentrierte  Schwefelsäure.  Hinter  der 
letzten  Absorptionsschlange  befand  sich  ein  kleineres,  zirka 
3  /  fassendes  Glasgefäß.  Dieses  sollte  eventuell  nicht  absor- 
biertes Stickstoffperoxyd  durch  dessen  Färbung  erkennen 
lassen  und  war  daher  zur  Hälfte  mit  weißem  Papier  beklebt. 
Von  dieser  Flasche  aus  wurde  das  Gas  zur  Wasserstrahl- 
pumpe befördert. 

Infolge  des  kapillaren  Querschnittes  der  Platinröhre  war 
in  dem  hinter  der  Kapillare  befindlichen  System  ein  Minder- 
druck vorhanden,  dessen  Größe  mit  der  Luftgeschwindigkeit 
variierte.  Vor  dem  Ofen  herrschte  nahezu  Atmosphärendruck. 
Um  die  hier  auftretenden  geringen  Druckdifferenzen  gegen- 
über der  Atmosphäre  zu  messen,  war  ein  Manometer  ein- 
geschaltet. 

2.  Über  die  Analyse  nitroser  Gase. 

Von  F.  Russ. 

Kir  die  quantitative  Ermittlung  des  im  Flammenbogen 
gebildeten  Stickoxyds  war  der  Gesichtspunkt  maßgebend, 
das  gesamte  gebildete  Stickoxyd  der  analytischen  Bestimmung 
zuzuführen.  In  letzter  Linie  kommt  es  darauf  an,  das  durch 
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die  Wechselwirkung  des  Luftsauerstoffes  mit  dem  Stickoxvd 
entstehende  Stickstoflfperoxyd  zu  absorbieren  und  in  dieser 
Lösung  eine  Bestimmung  durchzuführen.  Die  Absorption  karm 
entweder  durch  Schwefelsäure  oder  durch  Lauge  erfolgen.  Di« 
Absorption  der  nitrosen  Gase  durch  Wasser  allein  kommt 
wohl  für  eine  exakte  Bestimmung  nicht  in  Betracht 

Bei  der  Bedeutung,  welche  der  Analyse  der  nitrosen  Gase 
der  Luftverbrennung  zukommt,  erschien  es  uns  notwendig, 
beide  Methoden  einem  Vergleiche  zu  unterziehen  und  die  so 
erhaltenen  Werte  mit  den  durch  die  Gasanalyse  gewonnenen 
zu  vergleichen. 

a)  Bestimmung  des  Stickoxydes  aus  dem  nach  der 
Absorption  des  Peroxydes  rückbleibendcn  Gasreste 

Da  aber  auch  die  gasanalytische  Methode,  die  wir  bei  den 
im  I.  Abschnitte  beschriebenen  Versuchen  anwandten,  durch 
zwei  in  jüngster  Zeit  erschienene  Publikationen  von  Lunge 
und  Berl  einerseits  und  von  Le  Blanc  andrerseits  tangiert 
wird,  so  soll  an  dieser  Stelle  die  Prüfung  der  von  uns  ange- 
wandten Methode  gegeben  werden. 

Bei  der  Entnahme  der  Gasproben  gingen  wir  so  vor,  daß 
wir  200  bis  400  cm3  Gas  der  Flamme  durch  langsames  Ab- 
saugen entnahmen,  das  StickstofTperoxyd  durch  zirka"/,  Lwge 
absorbierten  und  im  Gasrest  den  Sauerstoff  bestimmten.  Der 
Prozentgehalt  an  Stickoxyd  (*)  im  Flammengas  ergab  sich 
dann  aus  der  Beziehung: 

201)0  —  WOp 

X  —  —  , 

100-  x2~p 

wenn  p  den  Prozentgehalt  an  Sauerstoff  in  dem  nach  Jer 
Absorption  des  Peroxydes  verbleibenden  Gasrestc  bedeutet. 

Diese  Berechnungsweise  setzt  voraus,  daß  die  Absorption 
des  Stickstoffperoxydes  durch  viel  verdünnte  Lauge  zu  gleit  ■ 
Molen  Nitrat  und  Nitrit  nach 

l'NO,  +  2NaOH  =  NaNO,  +  NaNOl  +  H,Ö 
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erfolgt  Würde  mehr  Nitrat  als  Nitrit  gebildet  werden,  so  müßte 
em  Teil  des  Luftsauerstoffes  zur  Oxydation  des  Nitrites  ver- 
braucht werden,  während  im  Falle  einer  Mehrbildung  von 
Nitrit  gegenüber  Nitrat  ein  Plus  an  Sauerstoff  im  Gasreste 
wahrnehmbar  sein  müßte.  Im  ersten  Falle  würde  die  Analyse 
des  Gasrestes  zu  hohe,  im  zweiten  Falle  zu  niedere  Werte  für 
das  im  Flammengas  befindliche  Stickoxyd  liefern. 

Zur  Prüfung  der  Methode  wurde  so  vorgegangen,  daß  in 
die  vorhin  beschriebenen  trockenen  und  mit  Luft  gefüllten 
Glaskugeln  von  242  und  398  cm'  Inhalt  abgemessene  Raum- 
teile reinen  Stickoxydes,  das  nur  durch  Zerlegen  nitroser 
Säure  durch  Quecksilber  nach  Emich  gewonnen  wurde,  ein- 
gepreßt wurden.  Nach  Abkühlen  der  Kugel  durch  fließendes 
Wasser  wurden  zirka  2<W  KOH  einfließen  gelassen  und 
an  die  Analyse  des  Gasrestes  geschritten,  nachdem  die  während 
der  Absorption  sich  bildenden  weißen  Nebel  verschwunden 
waren. 

\.  Zu  242  cm3  Luft  wurden  )0'6  cm3  NO  gegeben.  Zur 
Oxydation  von  16  (Sem3  NO  zu  N02  sind  8'3r;«'  Sauerstoff 
erforderlich,  so  daß  der  nach  der  Absorption  des  N0.4  ver- 
bleibende Gasrest  aus   ( ^*^'9 -8 •  3)  =42-28  ei«*  O 

und  191-42  cw'N  zu  bestehen  hätte.  Der  Sauerstoffgehalt  im 
Gasrest  berechnet  sich  demnach  zu  18-08%.  Experimentell 
wurden  18-0<>/()  O  gefunden.  Es  wurden  einige  solcher  Be- 
stimmungen durchgeführt.  Folgendes  sind  die  Resultate: 

Tabelle  22. 
Lauge  als  Absorptionsmittcl. 


Versuch 
Nr. 

Kubikzenti- 
meter Luft 

Kubikzenti- 

Im Gasrest 

meter  NO 

Prozent  O  her. 

Prozent  O  gel". 

1 

242 

■ 

...  .._ 

is-i 

18-0 

2 

242 

20-3 

17-4 

17-2 

3 

:n»s 

20 -0 

18-S 

IS- 7 

4 

242 

i 

20-0 

17-2 

17-2 

*»<zK     inatr.em.  ,i,t,.;-,v.  Kl.,  CW.  i;.:..  AI  '.  I!.. 
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Auf  Grund  dieser  Versuche  ergibt  sich,  daß  die  Absorption 
des  Stickstoffperoxydes  durch  viel  verdünnte  Lauge  zugleich: 
Molen  Nitrat  und  Nitrit  führt  und  die  aus  der  Analyse  des  Kesl- 
gases  nach  obiger  Formel  berechneten  Stickoxydkonzenir* 
tionen  einwandfrei  sind.  Dies  steht  in  Übereinstimmung  mi; 
Versuchen,  die  Herr  B.  Larsen  mit  mir  durchgeführt  bt 
wonach  alkalische  Nitritlösungen  durch  längeres  Einleiten  vor 
Sauerstoff  nicht  oxydiert  werden. 

Inzwischen  haben  Lunge  und  Berl 1  angegeben,  »toi 
bei  der  Absorption  von  gasförmigem  Stickstoffperoxyd  durcr, 
Lauge  bei  Gegenwart  von  Sauerstoff  mehr  Nitrat  als  Nitni 
entsteht.  Le  Blanc*  hat  ähnliche  Beobachtungen  mitge- 
teilt, die  allerdings  die  Verschiebung  des  Verhältnisses  zu 
Gunsten  des  Nitrates  nicht  so  groß  als  bei  Lunge  erscheine 
lassen.  Nach  unseren  Erfahrungen  konnte  geschlossen  werden, 
daß  eine  solche  Oxydation  der  alkalischen  Nitritlösung  nur 
sehr  langsam  vor  sich  gehen  könne.  Es  wurde  daher  der  nach- 
folgende Versuch  ausgeführt. 

In  eine  Glaskugel  von  1119'2o«J  Inhalt,  die  den  vonx 
verwendeten  gleich  war,  wurden  zu  J 1 19*2  tw*  Lufn* 
17°  C.  98-6  cm'  Stickoxyd  von  17  2°  C.  aus  einer  exakter. 
Hempelbürette  eingepreßt  und  unter  Abkühlen  der  Kugel  z;r  ^ 
SO  cm3  'Vi  KOH  einfließen  gelassen.  Das  nach  Em  ich  ab- 
gestellte Stickoxyd  war  vorher  durch  Verbrennen  mit  Wasse- 
stoff  in  einer  Drehschmidfschen  Kapillare  auf  seine  Kein  e- 
untersucht  worden.  „en 

Nachdem  die  bei  der  Absorption  sich  bildenden 
Nebel  verschwunden  waren,  wurde  durch  die  obere. 
Verbindung  eine  Gasprobe  gezogen,  während  durch  den 
Hahn  gleichzeitig  »/,  KOH  mittels  eines  NiveaugeM 
gepreßt  wurde. 

1.  Diese  Gasanalyse  gab  17 -6%  0. 

2.  Nach  weiteren  2'/,  Stunden  wurde  in  der^  ^ 
Weise  eine  Gasprobe  entnommen,  die  abermals  \r* ^ 

3.  5  Stunden  nach  der  ersten  Gasprobe  17-2  /,  j  ^ 

4.  207,  Stunden  nach  der  ersten  Gasprobe  10't.  • 

»  Z  a:u;cu\  (  '!).,  l'J,  SO?  (1900). 
•'  7.  f.  Kickt.  Qi.,  12,  541  (1906). 
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Demnach  erfolgt  die  Oxydation  des  Nitrits  sehr  langsam 
Es  muß  aber  bei  diesem  Versuch  berücksichtigt  werden,  daß 
im  Laufe  der  Gasentnahmen  zirka  400  cm3  »/l  Lauge  in  das 
Gefäß  traten.  Die  Luftlöslichkeit  in  der  Lauge  wurde  nicht  in 
Rechnung  gezogen.  Bei  Wasser  als  Absorptionsmittel  enthält 
die  in  demselben  gelöste  Luft  bei  Temperaturen  zwischen  15 
und  20°  C.  nach  Winkler*  34-15%  O.  Es  ist  nicht  aus- 
geschlossen, daß  eine  Änderung  des  O-Gehaltes  in  der  Gas- 
Phase  durch  die  größere  Löslichkeit  des  Sauerstoffes  dem 
Stickstoff  gegenüber  in  verdünnter  Lauge  bedingt  ist. 

Es  wurde  bereits  hingewiesen,  daß  uns  die  Anwendung 
der  Formel 

2090  —  100/? 
x  —  L 

100-!, 

nicht  verläßlich  erschien,  falls  die  Absorption  des  Stickstoff, 
peroxydes  mit  Wasser  statt  mit  Lauge  in  der  üblichen  Weise 
durchgeführt  wird.  Denn  nach  noch  nicht  abgeschlossenen 
Versuchen  des  Herrn  Dr.  A.  Mandl  im  hiesigen  chemischen 
Laboratorium  ist  der  Reaktionsverlauf  zwischen  Stickstoff- 
peroxyd und  Wasser  ein  recht  komplizierter.  Sowohl  Lunge 
als  Le  Blanc  zeigten,  daß  bei  Wasser  als  Absorptionsmittel 
eine  Verschiebung  des  Verhältnisses  zwischen  Nitrat  und 
Nitrit  zu  Gunsten  des  Nitrates  eintritt.  Wir  haben  daher  die 
Absorption  mit  Wasser  in  derselben  Weise,  wie  sie  oben  bei 
der  Absorption  mit  Lauge  beschrieben  ist,  durchgeführt.  Wir 
vermerken  hier  die  noch  ungeklärte  Erscheinung,  daß  die 
Bestimmung  des  Sauerstoffes  im  Gasrest,  sei  es  durch  Phos- 
phor oder  durch  Pyrogallol,  mindestens  eine  Stunde  währte, 
ehe  zwei  Bürettenablesungen  übereinstimmten. 

Die  zu  verschiedenen  Zeiten  aus  der  Kugel  entnommenen 
Gasproben  stimmten  im  Gegensatze  zur  Absorption  mit  Lauge 
nicht  überein.  Je  länger  der  Gasrest  mit  der  wässerigen  Lösung 
in  Berührung  stand,  um  so  mehr  Sauerstoff  wurde  ihm  ent- 
zogen, was  jedenfalls  auf  eine  Oxydation  der  salpetrigen  Säure 

1  UndoIt-IJÜrnstein-Mcyci-hoffer,  Tabellen,  p.  605. 

107* 


1(324 


A.  Grau  und  F.  Russ, 


zurückzuführen  ist.  Die  Oxydationsgeschwindigkeit  scheint 
gering  zu  sein.  Dieser  Umstand  erklärt,  daß  die  auf  diesem 
Wege  von  andern  Seiten  gefundenen  Analysenergebnisse  um- 
einander schlecht  übereinstimmen.  Folgende  Versuche  wurde- 
durchgeführt: 

Tabelle  23. 
Wasser  als  Absorptionsmittel. 


Versuch 
Nr. 

Kubikzenti- 
meter Luft 

Kubikzenti- 
meter NO 

O  berechnet 

0  gefunden 

1 

242 

386 

140 

12  5  ; 

2 

242 

18-2 

17-8 

17  S 
IIS 

3 

398 

683 

13-5 

<*■: 

4 

242 

19-2 

17-6 

f> 

242 

34  8 

14-8 

14-2 

130  : 

In  zwei  von  fünf  Versuchen  besteht  zwischen  Rechnung 
und  Beobachtung  Übereinstimmung.  Hier  wurden  die  er- 
proben bald  nach  der  Absorption  entnommen.  Bei  Versuch  * 
und  5  sind  je  zwei  Werte  angegeben.  Der  zweite  Wert  bez:eW 
sich  auf  Gasproben,  die  150  Minuten  nach  den  ersten  ent- 
nommen wurden.  Demnach  wird  der  Gasphase  zeitlich  Sauer- 
stoff entzogen.  Die  Fehler  in  der  Bestimmung  des  StickoW» 
würden  bei  vollständiger  Oxydation  der  salpetrigen 
20%  betragen  und  jeweils  von  der  Zeit  nach  der  Absorp*- 
abhängig  sein.  . 

Aus  diesen  Gründen  .erachten  wir  die  durch  Absorp 
mit  Wasser  gefundenen  Stickoxydkonzentrationen  als  zu  nfc<- 


b)  Schwefelsäure  als  Absorptionsmittel. 


führi 


Für  die  Bestimmung  selbst  verdünnter  nitroser  Oase 
die  Methode  von  Lunge  der  Absorption  mit  Schwete* 
und  Zerlegung  der  nitrosen  Säure  durch  Quecksilber  im 

meter  zu  sicheren  Werten. 
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Wir  haben  die  Methode  zunächst  so  überprüft,  daü  wir  in 
mit  Hähnen  verschließbaren  Glaskugeln  von  300  bis  400  cm3 
Inhalt,  wie  sie  bei  der  Analyse  im  Abschnitt  I  verwendet 
wurden,  und  ebensolchen  von  zirka  1  /  Inhalt  soviel  Kubikzenti- 
meter reinen  Stickoxydes,  das  wir  durch  Zersetzen  von  Nitrose 
durch  Quecksilber  nach  E  m  i  c  h  erhielten,  aus  einer  Hempel'schen 
Gasbürette  für  exakte  Gasanalyse  in  die  Glaskugel  preßten,  daß 
das  Gas  um  4%  NO  enthielt.  Indem  wir  konzentrierte  Schwefel- 
säure vom  spezifischen  Gewichte  184  in  die  Glaskugel  ein- 
fließen ließen  und  schüttelten,  absorbierten  wir  das  gebildete 
Stickstoffperoxyd.  Wir  beobachteten  hiebei,  daß  10  cm3  Säure 
pro  Minute  zirka  5-iWw'  N02  absorbierten.  Die  Reaktions- 
geschwindigkeit ist  demnach  gering.  Die  nitrose  Säure  wurde, 
nachdem  die  Glaskugel  mehrmals  mit  konzentrierter  Schwefel- 
säure nachgewaschen  war,  im  Lunge'schen  Nitrometer  zer- 
setzt. Wir  fanden  die  Angabe  von  Nernst1  bestätigt,  daß  die 
nitrose  Säure  ungemein  heftig  an  Glaswänden  zurückgehalten 
wird,  wodurch  bei  kleinen  Gasquantitäten  erhebliche  Fehler 
eintreten  können.  Wegen  der  Löslichkeit  des  im  Nitrometer 
zersetzten  NO  in  Schwefelsäure  (Löslichkeit  3  bis  3-5%)  ist 
diese  in  Rechnung  zu  ziehen.2  Dann  allerdings  erhält  man  auch 
bei  zirka  4prozentigen  Gasen  richtige  Werte.  Für  die  Ermittlung 
von  Gasproben  ziehen  wir  die  Absorption  mit  Lauge  und 
Analyse  des  Gasrestes  der  einfacheren  Ausführung  wegen  der 
Absorption  mit  Schwefelsäure  vor. 

Bei  zeitlich  ausgedehnten  Versuchen,  bei  denen  in  der 
Zeiteinheit  viele  Liter  Gas  durch  die  Schwefelsäure  geleitet 
werden,  ist  infolge  der  nicht  zu  hohen  Reaktionsgeschwindig- 
keit zwischen  Stickstoffperoxyd  und  Schwefelsäure  eine  un- 
vollständige Absorption  zu  befürchten,  wenn  man  nicht  die 
Absorptionsanlage  unverhältnismäßig  groß  wählen  will.  Wir 
führen  zur  Beurteilung  der  Absorption  mit  Schwefelsäure  zwei 
Versuche  eingehend  an. 

In  einem  Falle,  wo  die  Geschwindigkeit  des  Luftstromes 
<5/  pro  Stunde  betrug,  findet  man  eine  vollkommene  Überein- 


1  Z.  unorg.  Ob.,  |.  c. 

-  Vcrgl.  hiezu  Tower,  Z.  anoig.  Oh.,  :JS2. 
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Stimmung  zwischen  den  durch  Schwefelsäure  einerseits  und 
den  durch  die  Gasanalyse  nach  der  Methode  auf  p.  1620  er 
mittelten  NO -Werten  andrerseits.  Bei  einer  Geschwindigkeit 
von  95  /  pro  Stunde  trat  aber  bereits  eine  Differenz  von  25" , 
im  Resultat  auf. 

Wir  geben  bei  beiden  Analysen  auch  die  für  die  ana- 
lytische Beurteilung  unwesentlichen  Daten,  um  einer  Wieder- 
holung an  anderer  Stelle  vorzubeugen. 

Zur  Absorption  der  nitrosen  Gase  befanden  sich  hinter 
der  Mischflasche  drei  Waschflaschen,  die  mit  je  300  fw'  kon- 
zentrierter Schwefelsäure  gefüllt  waren,  dann  abermals  ein 
Mischgefäß,  um  eventuell  vorhandenes  NO  zu  N08  zu  oxy- 
dieren und  hinter  diesem  Gefäße  zwei  weitere  Waschflaschen 
mit  je  100  cm3  konzentrierter  Schwefelsäure  gefüllt  Hinter 
diesen  beiden  Flaschen  befand  sich  eine  größere,  leere  und 
getrocknete  Flasche  zur  Beobachtung  der  Farbe  der  abziehen- 
den Gase. 

Versuch  37. 

Geschwindigkeit:  75/  pro  Stunde  (beziehungsweise 67-3j 
von  0°  C.  und  760  mm). 

Dauer  des  Versuches:  180  Minuten. 
Gesamtluftmenge:  235  /  von  20-6°  C.  und  751'5  ««- 
Wattverbrauch:  165  Watt  konstant. 

I.  Gasanalysen  aus  dem  Mischgefäß  entnommen,  gaben 
zu  den  Zeiten 

«I  Minuten    102  Minuten    147  Minuten    180  Minuten    nach  Versuchsfeld 
3  9  3-6  3  6  3-8  % N0 

Gasanalysedurchschnitt:  3-72%  NO. 

II.  Analyse  der  Nitrose  ergab  8-7/  NO  von  2;V  C  u&. 
751  mm  oder  3-73%. 

Die  Waschnaschen  1 ,  3,  4,  5  vereinigt  und  auf  1000  cm*  verdünnt,  *  c 
in  eine  Bürette  gegeben.  Von  dieser  abgelassen : 

1.  .">■  1  ">        im  Nitt-nmctcr  zersetzt,  geben  35-75  cm1  NO  von  2-1 
7fil  mm. 
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II   5-Ooir  im  Nitrometcr  zersetzt,  geben  35  0  cm*  NO  von  U.V.»0  C.  und 
751  mm. 

Daher  in  1000  cm3  der  Nitrose  7000  cm3  NO  von  25°  C.  und  751  mm. 
Die  Waschllasche  2,  enthaltend  300  cw*  Nitrose:  4- Hern3  geben  28  3  cm1 
NO  von  25°  C.  und  751  «/«<. 

Daher  in  300  cm1  der  Ni»rosc  1708,  ;«  ' NO  von  25  0°  C.  und  751  mm. 

Im  ganzen  8-7/  NO  oder  3-73%  NO. 

Versuch  38. 

Geschwindigkeit:  98/  pro  Stunde  (beziehungsweise  90- 0/ 
von  0°  C.  und  760  mm). 

Dauer  des  Versuches:  310  Minuten. 

Gesamtluftmenge:  514/.  Temperatur  zu  Beginn  216°  C  , 
zu  Ende  22-0°  C.  Barometerstand  743  *5  mm. 

Wattverbrauch  nach 

5  Minuten  125  Minuten  160  Minuten         300  Minuten 

168  168  168  168  Watt 

I.  Gasanalysen  nach 

50  Minuten  188  Minuten 

3 • 98  3 • 97 

Im  Mittel  3-98%  NO. 

II.  Analyse  der  Nitrose. 

Aus  jeder  der  ersten  drei  Absorptionsflaschcn  je  ä0  cm*  mittels  Bürette 
abgemessen  und  auf  I  /  aufgefüllt. 

I.  25  cm1  dieser  Lösung  gaben  57  -  t  cm3  NO  von  25°  C.  und  749»/«;. 
II.  20  cwi'  dieser  Lösung  gaben  45- 1  cm"  NO  von  24°  C.  und  754  mm. 

Aus  Analyse  1  folgt:  2*284/  in  1 000  cm*  oder  13*704/  in  den  900  rwrT 
der  Wasch  naschen,  b  eziehungsweise  12*37/  von  0°  C.  und  760  mm. 

Aus  Analyse  II  folgt:  2*255  /  in  1000  cm3  oder  13*530/  in  900  ein*  der 
Waschnasche,  beziehungsweise  12  *34/  von  0°  C.  und  760  mm. 

In  den  ersten  drei  Waschflaschen  somit  12*35/  NO  von  0°  C.  und 
76u  mm. 

Die  vierte  Flasche  enthielt  0*3123/  NO  von  0°  ('.  und  760  mm. 
Die  fünfte  Flasche  enthielt  0*2455  /  NO  von  0°  C.  und  760  mm. 
Im  ganzen  wurden  12*9/  NO  von  0°  C.  und  760  «;;«  bestimmt,  die  aus 
465*3/  Luft  (0*760  mm)  entstanden. 


292  Minuten 
3  -99ft/0  NO 
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Das  entspricht  2-77%  NO.  Die  Gasanalyse  ergab  nind 
4%.  Es  mußten  somit  5-9/  NO  von  der  Schwefelsäure  un- 
absorbiert  geblieben  sein.  In  der  Tat  war  das  letzte  Glasge^ 
während  des  ganzen  Versuches  schwach  rot  gefärbt.  Es  wurde 
ferner  in  jeder  Flasche  eine  Einzelbestimmung  ausgeführt 
Von  der  Gesamtmenge  im  Betrage  von  12-9/  NO  wurden  von 
den  einzelnen  Flaschen  absorbiert: 


Kubikzentimeter         Prozent  des  Gciaint- 


Flasche  Nr.  Schwefelsaure  betrage*  an  SO 

I  300  72  -5 

-  300  17  S 

3  300  5-6 

4  100  2-3 

5  100  1-8 


Wir  haben  noch  in  zwei  andern  Fällen  Differenzen  zwi- 
schen den  durch  Gasanalyse  und  den  durch  Schwelelsäure 
absorption  bestimmten  Werten  gefunden,  die,  bei  niederen 
Geschwindigkeiten  durchgeführt,  geringer  waren. 

Um  die  Absorption  mittels  Schwefelsäure  auch  bei  höheren 
Geschwindigkeiten  als  75  l  pro  Stunde  durchzuführen,  ohne 
daß  die  Absorptionsanlage  zu  umfangreich  wird,  wäre  es  not- 
wendig gewesen,  von  der  Gashauptleitung  aus  (z.  B.  hinter  cer 
Mischflasche)  einen  Nebenschluß  abzuziehen  und  durch  diesen 
eine  bestimmte  Gasmenge  der  Schwefelsäure  in  langsamem 
Strome  zur  Absorption  zuzuführen.  Wir  haben  gelegentlich 
auch  solche  Bestimmungen  durchgefühl  t  und  sie  führten,  mit 
den  durch  Gasanalyse  gewonnenen  verglichen,  zu  einer  sehr 
guten  Übereinstimmung. 

Wir  können  das  Resultat  unserer  mit  Schwefelsäure  als 
Absorptionsmittel  durchgeführten  Versuche  dahin  zusammen- 
fassen, daß  diese  Methode  stets  dann  verläßliche  Werte  liefert, 
wenn  auf  die  geringe  Reaktionsgeschwindigkeit  zwischen  ver- 
dünnten nitrosen  Gasen  und  konzentrierter  Schwefelsäure  Rück- 
sicht genommen  wird.  Eine  genaue  Messung  dieserGeschwindig- 
keit  wäre  erwünscht. 
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c)  Lauge  als  Absorptionsmittel. 

Da  die  Reaktionsgeschwindigkeit  zwischen  nitrosen  Gasen 
und  Lauge  sichtlich  größer  ist  als  jene  mit  Schwefelsäure, 
haben  wir  die  Absorption  durch  Lauge  jener  durch  Schwefel- 
säure anfänglich  vorgezogen.  Im  Laufe  der  auf  diesem  Wege 
ausgeführten  Bestimmungen  haben  wir  aber  eine  Reihe  von 
Beobachtungen  gesammelt,  die  uns  veranlassen,  der  Absorption 
durch  Schwefelsäure  den  Vorzug  zu  geben.  Wir  schicken 
diese  Beobachtungen  voran.  Eine  vollständige  Absorption  der 
nitrosen  Gase  durch  Natronlauge  allein  gelingt  nicht.  Eine 
Rotfärbung  der  Gase  nach  der  Laugenabsorption  ist  nicht  zu 
beobachten.  Trotzdem  nimmt  noch  konzentrierte  Schwefelsäure 
Stickoxyde  in  einer  durch  Permanganat  bestimmbaren  Form 
auf.  Rechnet  man  den  durch  Permanganat  bestimmten  Anteil 
als  NO,  so  gelangt  man  durch  Hinzufügen  desselben  zu  dem 
durch  Natronlauge  absorbierten  Anteil  zu  einer  guten  Überein- 
stimmung mit  den  auf  gasanalytischer  Grundlage  gewonnenen 
Werten.  Dieser  von  der  Schwefelsäure  absorbierte  Anteil  kann 
aber  keineswegs  Stickoxyd  gewesen  sein,  da  dessen  Löslichkeit 
in  konzentrierter  Schwefelsäure  3  bis  3-5  Volumprozent  beträgt 
und  wir  bei  unseren  Versuchen  vielmals  größere  Mengen  an 
NO  in  der  Schwefelsäure  bestimmten,  als  dieser  Löslichkeit  ent- 
sprechen. Wir  bemerken  vorgreifend,  daß  dieser  von  der  Lauge 
nicht  absorbierte  Anteil  in  den  meisten  beobachteten  Fällen  zirka 
1%  des  gesammten  NO  betrug.  Da  nun  unsere  nitrosen  Gase 
um  4%  NO  enthielten,  so  würde  die  die  Lauge  verlassende 
Luft  noch  zirka 0-04%  an  NO,  beziehungsweise  NO,  enthalten. 
Ein  solch  geringer  Gehalt  an  Peroxyd  entzieht  sich  wohl  der 
Beurteilung  durch  Färbung.  Wir  müssen  demnach  zunächst 
annehmen,  daß  die  Lauge  die  nitrosen  Gase  bei  den  in  Betracht 
gezogenen  Geschwindigkeiten    bis    auf  1%  absorbiert.  Er- 
klärungen für  diese  Erscheinung,  die  von  dem  Gesichtspunkt 
eines  Nitrit-Nitrat-Stickoxydgleichgewichtes  auszugehen  hätten, 
das  erst  kürzlich  von  Ahegg1  am  Falle  der  Selbstzersetzung 
von  Silbernitrit  behandelt  wurde,  könnten  erst  nach  weiterem 

1  Zeitschrift  lur  Elektrochemie,  12,  Wl  <1«0<W. 
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Studium  dieser  Reaktion  gegeben  werden.  Wir  führen  m 
Beurteilung  der  Methode  zwei  Versuche  an,  die  wir  an  einen 
3  cm  langen  Bogen  durchführten. 

Die  ersten  drei  Waschflaschen  waren  mit  je  200 
zirka  */l  NaOH,  die  zwei  folgenden  Waschflaschen  mit  zirka 
200  cm3  konzentrierter  Schwefelsäure  beschickt.  Die  letzteren 
gestatteten  durch  eingelegte  Glasspiralen  (Hugershoff-Wasc.v 
flaschen)  eine  sehr  innige  Berührung  zwischen  Gas  und 
Flüssigkeit.  Nach  jedem  Versuch  wurde  die  gesamte  Lauge 
auf  1000  cm'  verdünnt  und  zweimal  je  50  cm'  dieser  Lösung 
mit  Eisen  und  Zink,  beziehungsweise  mit  Devardas'  Legierung 
zu  Ammoniak  reduziert,  das  in  vorgelegter  "/io  Schwefelsäure 
aufgefangen  wurde.  (Ein  Rücktitrieren  der  unverbrauchten 
Lauge  führt  nach  unseren  Erfahrungen  wegen  der  Zerstörung 
des  Indikators  zu  unsicheren  Werten.) 

Die  Reagenzien  wurden  auf  ihren  Stickstoffgehalt  unter- 
sucht. Derselbe  kam  bei  den  in  dieser  Arbeit  beschriebenen 
Versuchen  außer  Betracht.  Immerhin  muß  betont  werden,  daß 
bei  sehr  verdünnten  Lösungen  der  fast  stets  vorhanden« 
Stickstoffgehalt  des  Reduktionsmittels  erhebliche  Fehler  ver- 
ursachen kann. 

Zur  Bestimmung  des  durch  Schwefelsäure  absorbierten 
Anteils  konnte  die  Bestimmung  mittels  des  Nitrometers  nicht 
herangezogen  werden,  da  infolge  Auswaschens  der  Wasen- 
flaschen mit  Schwefelsäure  das  Gesamtvolumen  der  Nitrose  zu 
sehr  anstieg,  wodurch  die  Zersetzung  eines  aliquoten,  wenig 
NO  enthaltenden  Teiles  im  Nitrometer  zu  ungenau  ausg«'»  en 
wäre.  Es  wurde  daher  die  nitrose  Säure  aus  einer  Bürette  in 
vorgelegtes  */,oo  KMn04  bis  zur  Entfärbung  desselben  ein- 
fließen gelassen  und  das  NO  aus  dem  Permanganatverbra 
berechnet. 

Versuch  40  (siehe  p.  1640). 

Luftgeschwindigkeit:  32  /  pro  Stunde. 
Dauer  des  Versuches:  130  Minuten. 
Gesamtluftmenge:  6933/  von  15°  C.  und  7oi»  >«'''■ 
ziehungsweise  <>.">•  (53  /  von  0°  C.  und  760  mm. 
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I.  Gasanalysen:   Nach   90  Minuten   5  0%  NO,  nach 
12Ö  Minuten  5  0%  NO. 

II.  Analyse  der  Lauge.  Vorhanden  1000  cm\ 

50 im»  zu  NH,  reduziert.  Diese  verbrauchten  72  0m3  «/.,,  Schwefel- 
saure, J  =  I  022.  Demnach  3228  5  cm'  NO  von  0°  C.  und  700  mm. 

III.  Analyse  der  Nitrose.  Vorhanden  250  an3. 

14-49  cm<  "',„„  KMnO,  verbrauchten  16- 4  cm"  Nitrose.  250  tri«»  Nitrose 
enthalten  demnach  0'03317^  NO  oder  24  cm'  NO  von  0°  C.  und  700  mm. 

Im  ganzen  bestimmt  3228- 2 -4- 24- S  =  3253  3  rwi'  NO  (0°  C.  und 
760  mm). 

Im  Gasgleichgewicht  sind  05029-  3253-3  cm3  Luft  neben  3253'  3 NO. 

In  65-63/  Gas  3  26/ NO,  entsprechend  4*9970  NO,  die 
mit  dem  gasanalytisch  ermittelten  5-0"/0  NO  übereinstimmen. 

Der  durch  Schwefelsäure  absorbierte  Anteil  (24  8  an') 
des  gesamten  Stickoxyds  (32  53  an')  beträgt  0*76%. 

IV.  Wir  haben  ferner  bei  diesem  wie  bei  einer  Reihe 
späterer  Versuche  das  Verhältnis  von  Salpetersäure  zu  salpe- 
triger Säure  in  der  Absorptionslauge  bestimmt.  Die  Bestimmung 
des  Nitrits  erfolgte  durch  Einfließen  der  alkalischen  Lösung 
in  vorgelegtes  saures  «/10  KMn04.  Die  Gesamtsäure  war  durch 
die  Reduktionsbestimmung  bereits  bekannt. 

Es  wurden  ermittelt  in  der  Lauge:  3  9208^HNO3  oder 
0-  083  £  Mole  HNOa. 

Die  Gesamtsäure  entsprach  0  147^'  Molen,  daher  0  064  g 
Mole  HN03. 

Molekulares  Verhältnis  HN03 :  HN02  =  1:13. 

Versuch  41  (siehe  p.  1640). 

Luftgeschwindigkeit:  45/  pro  Stunde. 
Dauer  des  Versuches:  120  Minuten. 

Gesamtluftmenge:  00/  von  15*3°  C.  und  758  ww.  be- 
ziehungsweise 83-74/  von  0°  C.  und  760  mm. 

I  Gasanalysen:  Nach  77  Minuten  4*7%  NO.  nach  107  Mi- 
nuten 4-6"/o  NO,  im  Mittel  4-05%  NO. 


H332 


A.  Grau  und  F.  Russ, 


II.  Analyse  der  Lauge.  Vorhanden  1000  cm; 

bOcm3,  zu  NII3  reduziert,  verbrauchten  S4'5f»r  "  ,„  Schleid --y.'. 
demnach  3789  -0  cm3  NO  von  0°  C.  und  760  mm. 

III.  Analyse  der  Nitrose.  Vorhanden  251  cm'. 

14  49  cm'  "/)00  KMnO.,  verbrauchten  12' I  cm1  Nilrose.  250 1 «» Nim  ^ 
enthalten  demnach  0-01515/  NO  oder  33'7<rw*NO  von  0°  C.  ur.d  7* m 

Im  ganzen  bestimmt  3789-0  +  33-7  =  3822-7  cm3  NO  CO8  C.  uoc 
760  mm). 

Im  Gasgleichgewicht  sind  (83-74-3-82):=  79-92/  Luft  neben  3-S2JSU. 

In  83-74/  Gas  3*82/  NO,  entsprechend  4  56%  NO 
während  gasanalytisch  4*65%  NO  bestimmt  wurde. 

Der  durch  Schwefelsäure  absorbierte  Anteil  (33  - 
des  gesamten  Stickoxyds  (3822-7  cur1)  beträgt  0-88%. 

IV.  Bestimmung  der  salpetrigen  Säure  in  der  Lauge  I" 
1000  cm3  4-705^  HNO,  oder  0- 100  £  Mole  HNO». 

Die  Gesamtsäure  entsprach  0  169£  Molen;  Dito 
0-  069 £  Mole  HN03. 

Molekulares  Verhältnis:  HNO, :  HNO,  =1:1*45. 

Weitere  analytische  Daten  bezüglich  der  Laugenabsorf  tio- 
finden  sich  in  den  nachfolgend  beschriebenen  Versuchsreihen 
Die  Übereinstimmung  zwischen  den  durch  Gasanalysc  und 
den  durch  Absorption  bestimmten  Werten  ist  im  allgemeinen 
zufriedenstellend.  Eine  vollkommene  Übereinstimmung  beider 
Zahlen  (und  dies  gilt  natürlich  ebenso  für  die  durch  Schwefel- 
säureabsorption ermittelten  Werte)  ist  schon  deshalb  wenig 
wahrscheinlich,  da  die  gasanalytisch  bestimmten  Konzentra- 
tionen Momentanproben  entstammen.  Immerhin  zeigt  die  ge- 
ringe Abweichung  beider  ßestimmungsmethoden,  daß  die  hier 
verwendete  Form  des  Flammenbogens  ein  sehr  konstant 
Gebilde  ist. 

Wir  geben  an  dieser  Stelle  eine  Übersicht  der  Bestimmung^ 
aus  denen  ersichtlich  ist,  wie  viel  des  Gesamtstickoxyd*  vo 
der  Lauge  und  wie  viel  von  der  nachgeschalteten  Schwe  <. 
säure  absorbiert  wird. 

Die  Geschwindigkeit  ist  in  Litern  Luft  von  0°  und 
pro  Stunde  angegeben. 


Digitized  by 


Luftverbrennung  im  elektrischen  Flammenbogcn.  1633 


Tabelle  24 


Es  wurden  absorbiert  in  Liter  NO 

("io«ich\vimiii*. 

MWjVlin  1 1  Iii  11^ 

keit 

— = 

insgesamt 

durch  Lauge 

durch 
Schwefel- 
säure 

durch 
Schwefelsäure 
in  Prozent 

7 -38 

0-7S8 

0-777 

0011 

l  39 

110» 

!  •  152 

1  •  148 

0014 

1-25 

13-44 

1-303 

1-287 

o-oio 

1  23 

IG-OS 

1113 

1  •  100 

0013 

1  17 

20  04 

1  -807 

1  •  S52 

0-015 

0-83 

29  - 1 

3  •  273 

3*252 

0-02  1 

0  -  04 

30-28 

2012 

1  •  002 

0  020 

0  98 

30-30 

3-253 

3-228 

0  025 

070 

40  80 

3-823 

3-789 

0-034 

0-88 

o  1  Ob 

3  840 

3819 

0  027 

0-70 

'»2-8 

2-418 

2-390 

0-028 

1  ■  15 

57  •  74 

3-330 

3-290 

0  034 

102 

09-30 

4-810 

•»•780 

0  030 

0  ■  71 

so  •  SS 

3  •  1 50 

3119 

0-037 

1-17 

Im  Mittel  .... 

0-99 

Eine  Abhängigkeit  zwischen  der  Geschwindigkeit  und  den 
absorbierten  Anteilen  ist  nicht  zu  beobachten.  Im  Durchschnitt 
absorbiert  die  Lauge  90%  der  gesamten  nitrosen  Gase. 

Wir  haben  ferner  bei  einigen  Versuchen,  die  mit  Lauge  als 
Absorptionsmittel  durchgeführt  wurden,  das  molekulare  Ver- 
hältnis von  Nitrat  zu  Nitrit  in  der  alkalischen  Lösung  bestimmt. 
Die  Einzelheiten  sind  bei  den  angeführten  Versuchen  einzu- 
sehen. Folgende  Tabelle  25  zeigt  die  Resultate. 

Es  tritt  hier  als  auffällige  Erscheinung  die  Mehrbildung  von 
Nitrit  gegenüber  Nitrat  auf.  Nach  Beendigung  der  hier  ange- 
führten, aber  noch  nicht  bekannten  Versuche  hat  Le  Blanc1 
auf  dieselbe  Erscheinung  hingewiesen.  Er  fand,  daß  die  im 


'  Zeitschrift  für  Elektrochemie,  12,  541  dUOOt. 
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elektrischen  i'lummenbogen  gewonnenen  nitrosen  Gase 
gegenüber  verdünnter  Lauge  als  Absorptionsmittel  anders 
verhalten,  als  die  auf  dem  gewöhnlichen  chemischen  Wege 
gewonnenen  nitrosen  Gase.  Während  letztere  bei  der  Absorption 
nahezu  gleiche  Mole  Nitrat  und  Nitrit  bilden,  eher  etwas  rrelr 
Nitrat  entstehen  lassen,  tritt  bei  den  ersteren  eine  starke  Ver- 
schiebung zu  Gunsten  des  Nitrits  auf. 

Tabelle  25. 


Versuch  Nr. 

(»cschwindigkoit 
in  Liter  pro  Stunde 

Mole  HN03:HNO; 

40 

32 

I:  13 

44 

32 

1:1-88 

41 

45 

1:145 

«:» 

Ü3 

1:!-7S 

4Ü 

»4 

1:2-82 

Le  Blanc  gibt  ferner  an,  daü  das  Verhältnis  zu  Gunster. 
des  Nitrits  erheblich  gesteigert  wird,  wenn  das  Gas,  statt  aib 
der  Glaskugel,  in  der  es  sich  gebildet  hat,  entnommen*- 
werden,  direkt  aus  der  Flamme  gesaugt  wird.  Aus  den  nei  f- 
dasHbst  angeführten  Versuchen: 

1 .  )  6  •  20  mg  Nitrat,  7 1  ■  85  mg  Nitrit, 

2.  )  2  Boing  Nitrat,  43-30  mg  Nitrit, 

ergeben  sich  die  molekularen  Verhältnisse  bei 


1.  )  zu  zirka  1  : 7, 

2.  )  zu  zirka  1:15. 

Die  in  Tabelle  25  niedergelegten  Werte  zeigen  ein 


rasche 


Ansteigen  des  Nitritgehaltes  mit  steigender  Geschwind* ■ 
Die  Stromstärke,  beziehungsweise  der  Wattverbrauch^ 
Bogens  scheint  keinerlei  Einfluß  auf  dieses  V crhaltn.  ^ 
zuüben,  denn  die  beiden  ersten  Versuche,  die  bei 
Geschwindigkeit,  aber  einmal  mit  0  - 1  Ampere  und  das 
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Mal  mit  0- Hl  Ampere  durchgeführt  wurden,  zeigen  eine  auf- 
fällige Übereinstimmung  in  der  Verteilung  von  Nitrat  und  Nitrit. 

Le  Bianc  hat  die  näheren  Arbeitsbedingungen,  bei  denen 
er  zu  so  hohen  Nitritgehalten  kam,  nicht  angegeben. 

Die  Mehrbildung  von  Nitrit  mit  steigender  Geschwindigkeit 
könnte  zunächst  so  gedeutet  werden,  daß  der  nitritbildendc 
Bestandteil  des  Gases  mit  Lauge  rascher  reagiert  als  der  nitrat- 
bildende Anteil.  Diese  Deutung  lehnt  sich  an  die  Le  Blanc'sche 
Auffassung  an,  nach  welcher  folgende  Reaktionen  auftreten 
sollen: 

1.  2NO  +  0,-2NOt, 
.     2.    NO  +  NO, ->  N,0„ 

'l    NOg  +  Lauge  —  Nilrat  +  Nitrit, 
4.    N203  -f-  Lauge  Nitrit. 

Diese  Auffassung  setzt  voraus,  daß  die  Reaktionen  2  und  4 
rascher  verlaufen  als  l  und  3. 

Nernst1  hat  im  Anschluß  an  Le  Blancs  Beobachtungen 
die  Möglichkeit  der  Bildung  von  N209  bei  hohen  Temperaturen 
in  Betracht  gezogen,  das,  im  Abkühlungsgebiete  hängen 
bleibend,  die  Mehrbildung  von  Nitrit  erklären  würde. 

Nachdem  aber  Lunge  und  Berla  gezeigt  haben,  daß  Ge- 
mische von  Stickoxyd  und  Stickstoffperoxyd  beim  Einleiten  in 
Lauge  mehr  Nitrit  als  Nitrat  bilden,  läßt  sich  die  Mehrbildung  von 
Nitrit  bei  der  Reaktion  der  Flammengase  mit  Lauge,  insolange 
kein  größeres  Versuchsmaterial  vorliegt,  zwangloser  erklären. 
Da  Nitratlösungen  durch  Stickoxyd  nicht  reduziert  werden,  hin- 
gegen Gemische  von  StickstoflTperoxyd  und  Stickoxyd  mit 
Lauge  unter  Mehrbildung  von  Nitrit  reagieren,  so  hat  man  es 
im  letzteren  Falle  offenbar  mit  einer  gekoppelten  Reaktion 
zu  tun. 

Die  Mehrbildung  von  Nitrit  durch  Flammengase  gegenüber 
dem  normalen  Reaktionsverlauf  bei  chemisch  gewonnenem  Per- 
oxyd ließe  sich  so  erklären,  daß  neben  StickstoflTperoxyd  noch 
unverbundencs  Stickoxyd  vorhanden  ist.  Das  würde  besagen, 
daß  die  Reaktion  NO  +  O-  N02  zur  Zeit  der  Absorption  nicht 
abgelaufen  i>t.  Die  Kinetik  dieser  Reaktion  wurde  kürzlich  von 

1  Zeitschrift  f ü ;  Kkktrochcmie.  12,  ,*)4.")  (l'Mi.'ö. 
-  Zeitschrift  für  angew.  Chemie.  19,  K;')7  (1906). 
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Lunge  und  Berl1  gemessen.  Auf  Grund  dieser  Messung  hatte 
wohl  die  Zeit,  in  welcher  die  Gase  unser  Mischgefäß  durch- 
streichten,  bevor  sie  zur  Absorption  gelangten,  genügen  müssen, 
um  sie  in  StickstofTperoxyd  zu  verwandeln.  Wenn  aber  die  Gase 
mit  großer  Geschwindigkeit  direkt  aus  der  gekühlten  Plan-, 
kapillare  in  die  Lauge  treten,  ist  die  Zeit  zur  praktisch  voll- 
ständigen Bildung  von  Peroxyd  nicht  gegeben.  In  einen: 
solchen  Falle  wird  eine  wesentliche  Mehrbildung  von  N:tn 
zu  erwarten  sein. 

Ein  zweiter  Faktor,  von  dem  die  Gegenwart  von  Stickoxyd 
und  Sauerstoff  neben  Peroxyd  abhängt,  ist  die  Temperatur. 
Mit  steigender  Temperatur  findet  eine  Dissoziation  des  P?r- 
oxyds  in  Stickoxyd  und  Sauerstoff  statt.  Nun  läßt  sich  aus  den 
Dampfdichtebestimmungen  RichardsonV  über  das  Diosyi 
angeben,  daß  unter  Atmosphärendruck  bei  184°  C.  erst  .v.',«» 
Dioxyds  gespalten  sind.  Solche  Temperaturen  waren  aber  i" 
unserem  Mischraum  sicher  nie  vorhanden.  Wir  haben  nur 
beobachtet,  daß  mit  steigender  Geschwindigkeit  eine  Erlutog 
der  Temperatur  der  die  Kapillare  verlassenden  Gase  eintrat 
während  die  Temperatur  im  Mischraum  selten  mehr  als  2  (• 
gegenüber  der  Außentemperatur  anstieg.  Hingegen  war  m 
Mischraum  stets  Minderdruck  vorhanden,  dessen  Größe  mi 
steigender  Geschwindigkeit  wuchs.  Wir  haben  gelegen^ 
solche  Druckmessungen  bei  einem  5  cm  langen  Flammender 
durchgeführt  und  hiebei  auch  den  Druck  knapp  vor 
Flammenbogen  bestimmt.  Die  folgende  Tabelle  vereinigt  u. 
Beobachtungen. 


Dmck  in  mm  Hg 


Geschwindigkeit 
in  Liter 
pru  Stunde 


der  Gasuhr 


70 

sr, 
i  o-j 


i •  r» 

1.V8 
1<>0 


im  Mischraum 


17-0 
17-0 
180 


vor  deraBo^n 


-20 
-23 
-26 


—104 


'  I..  c. 

-1  W.  Ncrnsi,  Theoretische  Chemie.  IV.  Aufl..  430. 
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Mit  wachsender  Geschwindigkeit  fand  ein  starkes  Abfal'en 
des  Druckes  im  Mischraum  statt.  Da  aber  Druckverringerung 
die  Reaktion 

2NO-4-02^2N02 

zu  Ungunsten  der  Dioxydbildung  beeinflußt,  erscheint  die 
Gegenwart  von  NO  neben  NO,  und  sonnt  die  Mehrbildung  von 
Nitrit  gegenüber  Nitrat  gedeutet. 1 

Kürzlich  haben  F.  Fischer  und  H.  Marx*  auf  den  Um- 
stand hingewiesen,  daß  in  der  Regulierung  der  Windgeschwin- 
digkeit die  Möglichkeit  vorliege,  neben  Stickoxyd  so  viel  Ozon 
zu  erzeugen,  daß  bei  der  Absorption  durch  Wasser  keine  salpe- 
trige Säure,  sondern  nur  Salpetersäure  entsteht.  Sie  haben  wohl 
beim  Anblasen  von  glühenden  Nernststiften  durch  Luft  mit 
steigender  Geschwindigkeit  das  Auftreten  von  Ozon  nachweisen 
können,  während  dieser  Nachweis  beim  Anblasen  eines  Licht- 
bogens mit  Luft  noch  zu  erbringen  wäre.  (Die  Beurteilung  des 
Auftretens  von  Ozon  durch  den  Geruchsinn  ist  nach  unseren 
Erfahrungen  unsicher,  da  sehr  verdünnte  nitrose  Gase  einen 
ähnlichen  Reiz  ausüben.) 

Das  Auftreten  von  Ozon  neben  Stickoxyd  bei  höheren 
Geschwindigkeiten  müßte  eine  Mehrbildung  von  Nitrat  zur 
Folge  haben.  Innerhalb  der  in  Tabelle  25  angeführten  Geschwin- 
digkeiten trat  aber  das  Gegenteil  ein.  Die  Zerfallgcschwindigkeit 
des  Ozons  ist  eben  so  groß,  daß  dasselbe  bei  jenen  Luft- 
geschwindigkeiten, die  noch  eine  merkliche  Bildung  von  Stick- 
oxyd gestatten,  nicht  »hängen«  bleibt. 

Aus  der  gefundenen  Mehrbildung  von  Nitrit  gegenüber 
Nitrat  könnte  vielleicht  geschlossen  werden,  daß  die  Ergebnisse 
der  im  I.  Abschnitt  durchgeführten  Versuche,  bei  denen  die  Be- 
stimmung des  Stickoxyds  auf  Grund  des  Sauerstoflgehaltes  im 
Gasreste  vorgenommen  wurde,  fehlerhaft  sind,  da  eine  Mehr- 

1  v.  Jiiptner  (Lehrbuch  der  Physikalischen  Chemie,  II,  101  [I904|>  hat 
auf  Grund  numerischer  Rechnungen  geschlossen,  daß  die  Reaktion  N204^2  NO., 
bei  niederen  Drucken  von  einer  zweiten  unbekannten  Nebenreaktion  begleitet 
'st,  welch  letztere  mit  steigendem  Drucke  sich  verringert  und  schließlich  unbe- 
rücksichtigt bleiben  kann.  Die  Natur  dieser  Nebenreaktion  konnte  aber  nicht 
eindeutig  entschieden  werden. 

-  Herichtc.        2.V14  .  ! 

•Srlzb  U.  mathem.-tuturw.  Kl.;  (  XV  |:j  .  \h,  II.!  In-, 
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bildung  von  Nitrit  diese  Werte  als  zu  niedrig  erscheinen  ia^en 
könnte.  Aus  Tabelle  25  ergibt  sich  aber,  daß  bei  den  niederen 
Geschwindigkeiten  der  im  I.  Abschnitt  verzeichneten  Versucht 
das  Verhältnis  Nitrat  zu  Nitrit  nicht  weit  von  1  verschiede' 
sein  kann.  Auch  konnte  innerhalb  der  bei  diesen  Versucher 
angewandten  Geschwindigkeiten  (12  bis  18/  pro  StunJei 
keine  Änderung  der  Gaszusammensetzung  konstatiert  werden 
Außerdem  stimmen  diese  Gasanalysen  mit  den  später  be: 
gleichen  Geschwindigkeiten  ausgeführten  I.ösunps«na!y«e: 
überein. 

Die  Gegenwart  von  Stickoxydul  war  auf  Grund  unserer 
Analysen  nicht  zu  erkennen.  Es  konnte  demnach  nicht  in 
merklicher  Menge  dem  Stickoxyd  beigemengt  sein.  Die  Zerfa  • 
geschwindigkeit  des  Stickoxyduls  wurde  von  Hunter  ge- 
messen. Dieselbe  ist  auch  unterhalb  1000°  C.  betriichtlich.se 
daß  es  selbst  im  Falle  seiner  Bildung  bei  hohen  Temperaturen 
im  Abkühlungsgebiete  zum  größten  Teile  zersetzt  wäre.  Die 
Koexistenz  merkbarer  Quantitäten  von  Stickoxydul  und  Stick- 
oxyd neben  StickstofT  und  Sauerstoff  bei  hohen  Temperaturer 
ist  nach  Nernst2  wenig  wahrscheinlich,  da  auf  Grund  der 
Explosionsversuche  von  Mallard  und  Le  Chatelier  die 
Molekularwärmen  von  StickstofT  und  Sauerstoff  für  sichj^ 
und  miteinander  gemengt  bis  zu  Temperaturen  über  2000  *  r 
nahe  gleich  sind,  was,  falls  sich  beträchtliche  Mengen  .te  ■ 
oxydul  im  Augenblicke  der  Explosion  gebildet  hätten,  mcli-e 
Kall  sein  könnte. 

3.  Messungen  an  einem  3  an  langen  Bogen. 

Wir  führen  nun  die  an  einem  3  cm  langen  n^men^ 
ausgeführten  Messungen  an,  bei  denen  die  Luftgeschwm 
keit  pro  Stunde  zwischen  den  Grenzen  13  und  w  g  ^ 
wurde.  Die  Versuche  wurden  einmal  mit  O  l  Am^re  hrt 
ein  zweites  Mal  mit  019  Ampere  Stromstärke  durfb^  " 
Daran  schlössen  sich  drei  Versuche,  bei  denen  die 
starke  O  u7  Ampere  betrug.  Die  Ausbeuten  wurden  in  ^ 
erammen  HNO.,  pro  Kilowattjahr  angegeben.  Bedeuten  • 

1  7..  ■  ■  Ii.:",  für  physik.  Chemie,  5.V.  -Ml  (1Ö03). 
-  I.Ihii Ja. 
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Prozente  Stickoxyd  der  verbrannten  Luft,  L  die  Geschwindig- 
keit in  Litern  trockener  Luft  von  0*  C.  und  760  mm,  W^der  in 
Kilowatt  ausgedrückte  Energieverbrauch,  so  wurden  pro  Kilo- 
A  X  L 

Wattstunde     ^    /  NO  von  0°  C.  und  760  mm  gewonnen. 
Die  Ausbeute  pro  Kilowattjahr  ist  dann 

A—L  •  24  X  365  /  NO 
100 

oder  in  Kilogrammen  HNOs: 

.  AXL  1  63X24X365 
Ausbeute  =:  •  —  •  —  

100      W  22-4x1000 
AXL  551880 


100      W\  22400 

a)  Stromstärke  0*1  Ampere. 

Die  Spannung  bei  geringen  Luftgeschwindigkeiten  war 
1620  Volt.  Die  Volt-Amperes  betrugen  162.  Der  gemessene 
ErTektverbrauch  war  108  Watt.  Wir  müssen  an  dieser  Stelle 
betonen,  daß  die  Wattmessung  zwischen  98  und  108  Watt 
schwankte. 

Der  Wert  von  108  Watt  stellt  den  Höchstbetrag  eines  mit 
0  1  Ampere  betriebenen,  'S  cm  langen  Bogens  dar.  Wir  legten 
diesen  Wert  unseren  Rechnungen  zu  Grunde. 

Die  Ausbeute  in  Kilogrammen  HNO,  pro  Kilowattjahr 
beträgt  dann 

AxL  551880     =  2-mAM 

100     0  108X22400 
Wir  führen  die  einzelnen  Versuche  an. 

Versuch  39. 

Geschwindigkeit:  12  /  pro  Stunde. 
Dauer  des  Versuches:  150  Minuten. 
Luftmenge:  30/  von  16°  C.  und  Toßmm. 

Die  auf  0°  C.  und  760  mm  reduzierten  Daten  sind:  Luft- 
menge  27-68  /,  Geschwindigkeit  1 104  /  pro  Stunde. 

108* 
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Die  144  Minuten  nach  Beginn  entnommene  Gasprobe  gibt 
4-3°/0  NO. 

Die  Analyse  der  Lösung  ergibt  4- 16%  NO. 

1.  Lauge.  Vorhanden  1000  cma. 

50  cm3,  zu  NH3  reduziert,  verbrauchen  25-4c«iJ  «/,,-,  Schwetflsiur« 
Demnach  1  524/  NO. 

2.  Nitrose.  Vorhanden  250««'. 

10 cm'  »/100KMnO4,  J  =  0*01449,  verbrauchten  29 •  4 cm3  Nitrose 
250  «w»  Nitrose  enthalten  0  01851/  NO. 
Insgesamt  1-543/  oder  1 152  - 1  cm3  NO  von  0°  C.  und  760  ■■• 
Im  Gasgleichgewichte  26-53/  Luft  neben  1152/  NO  oder  4  t6l>',v 
Der  durch  Schwefelsaure  absorbierte  Anteil  betragt  1-25%  des  Gesaoi- 
stickoxydes. 

Die  in  Kilogrammen  HNO,  pro  Kilowattjahr  ausgedrückte 
Ausbeute  beträgt  2-281  X 4*16  x  1 104  =  104-8 i£  HNO,. 

Versuch  40. 

Geschwindigkeit:  32  /  pro  Stunde. 
Dauer  des  Versuches:  130  Minuten. 
Luftmenge:  69-33  /  von  lf>°  C.  und  759  mm. 
Die  auf  0°  C.  und  760  mm  reduzierten  Daten  sind:  Luft- 
menge  65-63/,  Geschwindigkeit  30-30/  pro  Stunde. 
Die  Gasanalysen  ergeben  im  Durchschnitt  5%  NO. 
Die  Analyse  der  Lösung  4-99%  NO.  ^ 
Bezüglich  der  analytischen  Daten  verweisen  wir 

p.  1631.  iviO 
Die  Ausbeute  pro  Kilowattjahr  beträgt  344'8*/rL  , 

Versuch  41. 
Luftgeschwindigkeit:  45  /  pro  Stunde. 
Dauer  des  Versuches:  120  Minuten. 
Gesamtluftmenge:  90  /  von  15-3°  C.  und  758 mm.  ^ 
Die  auf  0°  C.  und  760  mm  reduzierten  Daten  sind:  u 
menge  83-74  /,  Geschwindigkeit  43-68/  pro  Stunde. 

Die  Gasanalysen  ergaben  im  Mittel  4-6#/o  N°-  ^ 
Aus  der  Analyse  der  Lösung  wurde  ermittelt  _4  9  o 
Die  analytischen  Daten  befinden  sich  auf  p. 
Die  Ausbeute  pro  Kilowattjahr  beträgt  454" 3 *  » 
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Versuch  42. 

Luftgeschwindigkeit:  57  /  pro  Stunde. 
Dauer  des  Versuches:  83  Minuten. 
Gesamtluftmenge:  78*8/  von  15°  C.  und  756  mm. 

Die  auf  0°  C.  und  760  mm  reduzierten  Daten  sind:  Luft- 
menge 73*05  /,  Geschwindigkeit  52*8/  pro  Stunde. 

Die  Analyse  der  Lösung  ergibt  3'  10%  NO. 

1.  Lauge.  Vorhanden  1000 

50  cm3,  zu  NH3  reduziert,  verbrauchen  53"3tw3  «  ,0  H2SO,. 
In  1000  cm»  demnach  3 -2023^  NO  oder  2  3899  /  NO  von  0°  und 
7(30  mm. 

2.  Nitrose.  Vorhanden  250  cm». 

14  49  cm3  "/,00  KMnO,  verbrauchen  10- 1  cm3  Nitrose. 
tbOcm3  Nitrose  enthalten  0  0372^  oder  0*0277  t-m''  NO  von  0°  und 
7t)0  mm. 

Insgesamt  2-418/  NO  in  73-05/  Luft  oder  3-100,,  NO. 
Der  durch  Schwefelsäure  absorbierte  Anteil  ist  115%  des  Gcsamt- 
stickoxydes. 

Die  Ausbeute  pro  Kilowattjahr  beträgt  373*3  ü#  HN03. 

b)  Stromstärke  019  Ampere. 

Die  Wattmessung  ergab  bei  diesen  Versuchen  Werte,  die 

zwischen  185  und  203  Watt  lagen.  Wir  beziehen  auch  hier  die 

Ausbeuten  auf  den  höchstgemessenen  Wert  von  203  Watt. 

Darnach  beträgt  das  Ausbringen  in  Kilogrammen  HN03  pro 

Kilowattjahr: 

,    .             A.L        551880  .  010  .  _ 

Ausbeute  =  —  1*213  A.L, 

100  0*203X22400 

wobei  A  die  Prozente  NO  im  Gasgleichgewicht  und  L  die  auf 
0°  C.  und  760  mm  reduzierte  Luftgeschwindigkeit  bedeuten. 

Versuch  43. 

Luftgeschwindigkeit:  14*5/  pro  Stunde. 
Dauer  des  Versuches:  123  Minuten. 
Gesamtluftmenge:  29*7/ von  10°  und  760  mm. 
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A.  Grau  und  F.  Russ, 


Die  auf  0°  C.  und  760  mm  reduzierten  Daten  sind:  Lutt- 
menge 27-55  /,  Geschwindigkeit  13  -44/  pro  Stunde. 

Die  112  Minuten  nach  Beginn  entnommene  Gasprobe 
zeigte  4-6%  NO. 

Aus  der  Analyse  der  Lösung  ergaben  sich  4  73%  NO. 

1.  Lauge.  Vorhanden  1000  cm*. 

SO  cm3,  zu  NH3  reduziert,  verbrauchen  28•7fm,  n',0  HjSO,. 
In  1000^  17243/  NO  oder  1-2869/  NO  (0°,  760«*). 

2.  Nitrose.  Vorhanden  250  cm3. 

14 '49  cm*  «;,(K)  KMn04  verbrauchen  30-0  cm'  Nitrose. 
2ö0aw'  Nitrose  enthalten  0-01814/  NO  oder  0  0155/  NO. 
Insgesamt  1  -303  /  NO  (0°  C,  760  mm)  in  27  55  /  Gas  oder  4  73",  SO 
Der  durch  Schwefelsäure  absorbierte  Anteil  des  Gesamtstickoxyte  * 
1-23<Y0. 

Die  Ausbeute  pro  Kilowattjahr  beträgt  77-14^HN0j 

Versuch  44. 

Luftgeschwindigkeit:  32  /  pro  Stunde. 
Dauer  des  Versuches:  80  Minuten. 
Gesamtluftmenge:  43  /  von  13°  C.  und  759  mm. 

Die  auf  0°  und  760  mm  reduzierten  Daten  sind:  Lufl 
menge  40-38  /,  Geschwindigkeit  30-28  /  pro  Stunde. 

Eine  65  Minuten  nach  Versuchsbeginn  entnommene  Gas- 
probe ergab  5 '5%  NO. 

Die  Analyse  der  Lösung  4*98%  NO. 

1.  Lauge.  Vorhanden  1000  an3. 

r>0cm3,  zu  NH3  reduziert,  verbrauchen  44  46  cm1  «/„,  H,S0, 
In  lOOOcw*  2-6676/  NO. 

2.  Nitrose. 


I 


14  -  19tw*'  verbrauchten  ü-2cm3  Nitrose. 

In  250  cm3  Nitrose  0  0265/  NO.  0S(V  Nv 

Insgesamt  2-6941/  NO  oder  2  01 16/  NO  (0°,  7*W«<*er4  , 
Oer  durch  Schwefelsaure  absorbierte  Anteil  beträgt  0' 98".  o 


■ 
i 
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3.  Bestimmung  der  .salpetrigen  Säure  in  der  Lauge. 

In  1000  cm'  2-4252/  HNO,,  oder  0-0516/  Mole  HNO,. 
Die  Gesamtsäurc  entsprach  0  0889/  Mole. 

Differenz    0-0373/  Mole  HNO.,. 
Molekulares  Verhältnis  HN03  :  HN02  =1:1  38. 

Die  Ausbeute  pro  Kilowattjahr  beträgt  182*9     HNO  . 

Versuch  45. 

Luftgeschwindigkeit:  63/  pro  Stunde. 
Dauer  des  Versuches:  80  Minuten. 
Gesamtluftmenge:  84  /  von  14-5°  C.  und  746  mm. 

Die  auf  0°  ('.  und  760  mm  reduzierten  Daten  sind:  Luit- 
menge 76-99/,  Geschwindigkeit  07-74/  pro  Stunde. 

Die  Analyse  der  Lösung  ergab  4*33%  NO. 

1.  Lauge.  Vorhanden  1000  cm3. 

Wem1,  zu  NH:,  reduziert,  verbrauchen  73* 5  cm3  »/J0  KjSO,. 
In  der  Lauge  4-4159/  NO  oder  3-2957  /  NO  (0°)  760  mm). 

2.  Nitrose.  Vorhanden  200  cm'. 

14  49  cm3  n;UM  KMnO,  verbrauchen  9  5  cm  '  Nitrose. 

In  der  Nitrose  0-0458/  oder  0-0342/  NO. 

Insgesamt  3-330/  NO  in  76-99/  Gas  oder  4-33'V,,. 

Vom  Gesamtstickoxyd  absorbierte  die  Schwefelsäure  ro2f'/„ 

3.  Bestimmung  der  salpetrigen  Säure  in  der  Lauge. 

In  im)  cm3  44308/  HNO._>  oder  0*0944/  Mole. 
Die  Gesamtsüurc  entsprach  0' 1470/  Mole. 

Differenz    0  0526/  Mole  HN()3. 
Molekulares  Verhältnis  HNOa  :  HNO.,  ==  1  :  1  79. 

Die  Ausbeute  pro  Kilowattjahr  beträgt  303-1  kg  HNO.,. 

Versuch  46. 

Luftgeschwindigkeit:  94/  pro  Stunde  von  13-5°  C.  und 
759  mm. 

Versuchsdauer:  60  Minuten. 
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A.  Grau  und  I\  Kuss, 


Die  auf  0°  C.  und  760  mm  reduzierten  Daten  sind;  Lm: 
menge  88-09  /,  Geschwindigkeit  88  -09/  pro  Stunde. 

Die  Analyse  der  Lösung  ergab  3*58%  NO. 

1.  Lauge.  Vorhanden  1000  cm'. 

50  cm3  zu  NH8  reduziert,  verbrauchen  69ö5rw»J  »/19  HjSO,. 
In  der  Lauge  4-1786^  oder  3-1186/  NO  (0°,  760 mm). 

2.  Nitrose. 

14-49  cm3  «/1H0  KMn 04  verbrauchen  )0  ^cmi  Nitrose. 
In  250  cm3  Nitrose  0  0504^  oder  0-0367/  NO. 
Insgesamt  3-156/  NO  in  88-09/  Gas  oder  3  58%  NO 
Die  Schwefelsäure  absorbierte  117%  des  Stickoxydes. 

3.  Salpetrige  Säure. 

In  1000 an3  Lauge  4-705/  HNO,  oder  0100/  Mole  HNO, 
Gesamtsäure  Q-  13ft,f  Mole 

Differenz   0  039,?  Mole  HNO,. 

Molekulares  Verhältnis  HNOj  :  HN02  =  1 : 2  82. 

Die  Ausbeute  pro  Kilowattjahr  beträgt  382-5  HNO, 

Eine  wesentliche  Erhöhung  der  Geschwindigkeit,  die 
jedenfalls  das  Ausbringen  erhöht  hätte,  konnte  nicht  erfolgen, 
da  die  Absorption  der  nitrosen  Gase  sichtlich  nicht  mehr 
quantitativ  erfolgte  und  der  sehr  geringe  Durchmesser  der 
Platinkapillare  bei  den  uns  zur  Verfügung  stehenden  Pumpen 
eine  Erhöhung  der  Geschwindigkeit  über  120/  nicht  gestattete. 


c)  Stromstärke  0'07  Ampere. 


Die  bei  geringen  Luftgeschwindigkeiten  ermittelte  Span- 
nung betrug  1880  Volt,  die  Voltamperes  waren  131* 6-  DeJ 
Energieverbrauch  lag  innerhalb  der  Grenzen  von  79  ur 
80  Watt.  Auch  hier  legen  wir  den  Rechnungen  den  Höchst- 

''A  CT   \Tr\r\    üß    W/ntt    «u  n^iin/ln 


betrag  von  86  Watt  zu  Grunde. 

Das  A  u^ 
beträgt 


i  m  Watt  zu  ürunde. 

UisIm  ingen  in  Kilogrammen  HNO,  rr0  Küowattja  r 
800  A  .L. 


I 
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Versuch  47. 

Luftgeschwindigkeit:  8/  pro  Stunde. 

Versuchsdauer:  140  Minuten. 

Gesamtluftmenge:  18-66  /  von  16°  C.  und  756  mm. 

..  .     Vi"? ierten  Daten  sind«  Luftmenge  17  21/,  Geschwin- 
digkeit 7  38 /pro  Stunde. 

Die  Analyse  der  Lösung  ergab  4-58%  NO. 

Insgesamt  wurden  bestimmt  0  788/  NO  von  0'  und  760  mm.  Hievon 

07771  und  aufdies— « 00,,^ 

Die  Ausbeute  pro  Kilowattjahr  beträgt  95  2  kg  HN03. 

Versuch  48. 

Luftgeschwindigkeit.  17  /  pro  Stunde. 

Versuchsdauer:  120  Minuten. 

Gesamtluftmenge:  34  /  von  10-4°  C.  und  757  mm. 

Die  auf  0°  C.  und  760 mm  reduzierten  Daten  sind:  Luft- 
menge 32-21  /,  Geschwindigkeit  16-08  /  pro  Stunde. 
Die  Analyse  der  Lösung  ergab  3-46%  NO. 

Insgesamt  wurden  1-113/  NO  von  0«  und  760  mm  bestimmt.  Hievon 
absorbierte  die  Lauge  1100/,  die  Schwefelsäure  0'013/  oder  1'I7<V0. 

Die  Ausbeute  pro  Kilowattjahr  beträgt  165  lkg  HNO,. 

Versuch  49. 

Luftgeschwindigkeit:  28  /  pro  Stunde. 

Versuchsdauer:  120  Minuten. 

Gesamtluftmenge:  56  /  von  14  5°  C.  und  757  mm. 

Die  auf  0°  C.  und  760  mm  reduzierten  Daten  sind:  Luft- 
menge 511/,  Geschwindigkeit  26-04  /  pro  Stunde. 

Die  Analyse  der  Lösung  ergab  3*58%  NO. 

^Es  wurden  insgesamt  1867/  NO  (0°,  760  mm)  ermittelt.  In  der  Lauge 

l-8o2/  NO,  in  der  Schwefelsaure  0-015/  oder  0-830/0. 

Die  Ausbeute  pro  Kilowattjahr  beträgt  261*4  ^HN03. 
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A.  Grau  und  F.  Russ, 


Bei  höheren  Geschwindigkeiten  als  28 1  pro  Stunde  wurde 
in  die  Kapillare  unverbrannte  Luft  miteingerissen,  da  der  Boger. 
von  0*07  Ampere  sehr  schmal  ist.  Wir  waren  daher  gezwungen, 
die  Versuche  an  diesem  Bogen  abzubrechen. 

Die  an  einem  3  cm  langen  Flammenbogen  erhaltenen  Er- 
gebnisse werden  nach  den  Versuchsdaten  des  hm  langer 
Bogens  besprochen. 

4.  Messungen  aus  einem  5  cm  langen  Bogen. 

Der  Wattverbrauch  schwankte  zwischen  150  und  ] 63  \V  att 
Auch  hier  sind  die  Rechnungen  auf  der  Grundlage  des  Höchst- 
verbrauches von  163  Watt  durchgeführt.  Die  Spannung  betrug 
bei  geringen  Geschwindigkeiten  2450  Volt. 

Die  Ausbeute  beträgt  sodann  in  Kilogrammen  HNO,  p 
Kilowattjahr  1  512  Ä.L. 

Versuch  50. 

Luftgeschwindigkeit:  31  /  pro  Stunde. 
Versuchsdauer:  120  Minuten. 
Gesamtluftmenge:  62  /  von  13°  C.  und  7(30  mm 

Die  auf  0°  C.  und  760  mm  reduzierten  Daten  sind:  Lutt- 
menge  58 '30/,  Geschwindigkeit  29- 15/  pro  Stunde. 

Die  66,  beziehungsweise  106  Minuten  nach  Veraic*- 
beginn  gezogenen  Gasproben  ergaben  5-4,  beziehungs*«« 
5-5%  NO.  Im  Mittel  5-45tt/0  NO. 

Die  Analyse  der  Lösung  ergab  5*  61%  N0- 

1.  Lauge.  Vorhanden  1000  cw*. 

50  cm',  zu  NH3  reduziert,  verbrauchten  7'1-Vcm1  %.  •V»0»' 
In  1000  cm»  somit  4"  356^  oder  3  252/  NO  (0°,  7Mmm). 

2.  Nitrose.  Vorhanden  218  c»«*  Diese  enthielten  0-027^  oder  '-  - 
NO  (0°,  700  mm). 

Insgesamt  3  273/  NO,  die  in  58  30/  Gas  enthalten  waren. 
Somit  5-61%  NO. 

Die  Schwefelsäure  absorbierte  0'64%  des  Gesamt-NO. 

Die  Ausbeute  pro  Kilowattjahr  beträgt  demnach 
HNO,. 


Luflvcrbrennung  im  elektrischen  Kiammenbogcn.  1647 

Versuch  51. 

Luftgeschwindigkeit:  56  /  pro  Stunde. 
Versuchsdauer:  102  Minuten. 

Gesamtluftmenge:  95  2/  von  10-5°  C.  und  702  mm. 
Die  auf  0°  C.  und  760  mm  reduzierten  Daten  sind:  Luft- 
menge 88-38/,  Geschwindigkeit  51  98/ pro  Stunde. 

Eine  62  Minuten  nach  Versuchsbeginn  entnommene  Gas- 
probe  zeigte  4*7%  NO. 

Die  Analyse  der  Lösung  ergab  4  53%  NO. 

1.  Lauge.  Vorhanden  1 000  cm*. 

öOcwr»,  zu  NH8  reduziert,  verbrauchten  88 -5  c«*  «/Ift  HasO 
In  1000  cm?  somit  b  Z\g  oder  3-9682  /  NO  (0°,  700  mm).  ' 

2.  Nitrose.  Vorhanden  100  4cm',  welche  0  036^  NO  oder  U  O  '69  /  N() 
(0°,  760  mm)  enthielten. 

Insgesamt  3-095/  NO  in  88  38/  Gas  oder  4-53%  NO. 
Die  Schwefelsäure  absorbierte  0-70<\1(  des  Gcsumt-NO. 

Die  Ausbeute  pro  Kilowattjahr  beträgt  356  >(#  HNO.,. 

Versuch  52. 

Luftgeschwindigkeit:  74*6/  pro  Stunde. 
Versuchsdauer:  81  Minuten. 

Gesamtluftmenge:  100- 71  /  von  16°  C.  und  762  mm. 

Die  auf  0°  C.  und  760  mm  reduzierten  Daten  sind:  Luit- 
menge 93-68  /,  Geschwindigkeit  69*36  /  pro  Stunde. 

Eine  56  Minuten  nach  Versuchsbeginn  entnommene  Gas- 
probe zeigte  4-95%  NO  an. 

Die  Analyse  der  Lösung  ergab  5  •  14%  NO. 
1    Lauge.  Vorhanden  1000  cm  *. 

ö0cm\  zu  NU.,  reduziert,  verbrauchten  100  Acm3  ",,0  IIaSO.,. 
In  1000cm-'  somit  0-384^  NO  oder  4  7797/  NO  (0°,  700mm). 

2.  Nitrose.  116  0cm3  enthielten  0 -0-1046 ^  oder  0*0364/  NO. 
Insgesamt  4-816 /NO  in  93 -ÖS /Gas  oder  5- 14%. 

Die  Ausbeute  pro  Kilowattjahr  beträgt  539  kg  HN03. 


1Ö48  A.  Grau  und  K.  Russ, 

Es  fällt  auf,  daß  bei  einer  Geschwindigkeit  von  nahezu 
75  /  pro  Stunde  das  Gas  eine  höhere  Stickoxydkonzentiaüon 
aufweist  als  bei  56  /  Geschwindigkeit.  Wir  haben  gelegentlich 
den  Versuch  52  wiederholt  und  hiebei  nur  konzentrierte  Schwe- 
felsäure als  Absorptionsmittel  verwandt.  Die  diesbezüglichen 
Daten  sind  bereits  in  Versuch  37  (p.  1626)  vermerkt 

Hienach  wurden  gasanalytisch  3*72,  lösungsanalytisch 
3-73%  NO  ermittelt,  die  einer  Ausbeute  von  391  -2  kg  HNO, 
pro  Kilowattjahr  entsprachen.  Dieser  niedere  Wert  ist  auf 
Grund  der  nachfolgenden  Versuche  wenig  wahrscheinlich. 

Die  sehr  gute  Übereinstimmung  der  auf  gas-  und  lösungs- 
analytischem Wege  bestimmten  Werte  in  den  Versuchen  3.. 
51  und  52  schließt  Fehler  in  der  analytischen  Bestimmung  aus. 
Wir  müssen  vielmehr  vorläufig  annehmen,  daß  bei  den  Ver- 
suchen 51  und  37  unverbrannte  Luft  mitgerissen  wurde,  welcr-e 
Erscheinung  sich  der  Beobachtung  entzog. 


Versuch  53. 

Der  hier  verzeichnete  Versuch  erstreckte  sich  auf  281  Mi- 
nuten. Die  Luftgeschwindigkeit  wurde  zum  Teil  auf  durch 
schnittlich  99,  zum  Teil  auf  120/  pro  Stunde  gehalten.  Die 
durchschnittliche  Temperatur  betrug  20 '5°  C.  Der  Barometer- 
stand war  750  mm.  Es  wurden  zahlreiche  Gasproben  ent- 
nommen. Die  Absorption  der  nitrosen  Gase  erfolgte  mitte* 
Schwefelsäure,  doch  war  dieselbe,  wie  zu  erwarten,  bei  den 
hohen  Geschwindigkeiten  keine  vollständige.  Wir  geben  « 
Messungen  in  nachfolgender  Tabelle  26  wieder. 

In  den  ersten  19  Minuten  betrug  die  Geschwindigkeit  fc. 

pro  Stunde.  Es  gelangten  somit  •  92  =  31  /  Luft  zur  \«r 
brennung.  In  den  nächsten  92  Minuten  bei  einer  Geschwindig- 
keit von  99  /  pro  Stunde  ~  -  99  =  151  -  8/  und  in  den  letzten 

60 

170  Minuten  bei  einer  durchschnittlichen  Geschwindigkeit^ 
122  /  pro  Stunde         •  122  =  345-6/  Luft.  | 


Digitized  by  Google 


Kuftvcrbrennung  im  elektrischen  Flnmmenbogen. 


I  #549 


Tabelle  26. 


Zeit 

in  VI  tniifnn 

nach 
Versuchs- 
beginn 

Strom- 
stärke 
in 

Ampere 

Spannung 
in 
Volt 

1 

Watt 

ijasprobe 
in 

Prozent 
NO 

Geschwindig 

keit 
in  Liter  pro 
Stunde 

II 

0  100 

— 

165 

3  

— 

3-7 

|  92 

25 

0  106 

— 

— 

375 

35 

0106 

— 

— 

3-8 

55 

0  106 

— 

— 

3-7 

99 

80 

0106 

— 

— 

3-3 

111 

115 

0*  106 

33 

123 

125 

2-6 

140 

0- 106 

2500  • 

1 7n 

1  iU 

123 

1 50 

0'  lOfl 

loo 

165 

0- 106 

2475 

1  /  u 

-  y 

120 

175 

0- 106 

185 

0*  106 

2475 

3*  J 

122 

195 

0-106 

2425 

170 

200 

3-2 

123 

205 

0-106 

2450 

215 

0- 106 

2450 

170 

220 

3-2 

121 

240 

0- 106 

2450 

345 

121 

257 

0- 106 

2450 

170 

1650 


A.  Grau  und  F.  Russ, 


Die  durchschnittliche  Stickoxydkonzentration  betrug  in 
den  drei  Perioden 

3-7,     3-65,     313%  NO. 

entsprechend 

I  II,    5  55,    10  82/ NO 

von  20-5°  C.  und  750  mm,  insgesamt  17-48/  NO  obiger  Daten 
oder  15-75/  NO  (0°,  760  mm). 

Nitrometrisch  wurden  14-37/  NO  (0°,  760»»)  in  der 
nitrosen  Säure  bestimmt.  Die  Differenz  ist  auf  die  große  Ge- 
schwindigkeit der  durch  die  Schwefelsäure  geführten  Gase 
zurückzuführen. 

Der  Wattverbrauch  betrug  durchschnittlich  170  Watt. 

In  281  Minuten  wurden  15-75/  NO  (08,  760»»)  oder 
44-3^  HNO,  gebildet,  wozu  ein  elektrischer  Aufwand  von 
0-796  Kilowattstunden  erforderlich  war. 

Die  Ausbeute  pro  Kilowattjahr  beträgt  demnach  487-5 
HNOit. 

Aus  den  Zahlen  dieses  Versuches  lassen  sich  ferner  Je 
Ausbeuten  bei  99,  beziehungsweise  1 22  /  pro  Stunde  Geschwin- 
digkeit angenähert  berechnen.  Die  auf  0°  und  760»»  redu- 
zierten Geschwindigkeiten  betragen  88-76,  beziehungsweise 
109-28/  pro  Stunde  und  die  entsprechenden  Stickoxydkonzer- 
trationen  sind  3'65,  beziehungsweise  3-13%  N0- 

Die  Ausbeute  pro  Kilowattjahr  beträgt,  da  der  Wattver- 
brauch zu  170  statt  zu  163  Watt  gemessen  wurde,  \  -^A-L 

Dieselbe  ist  bei  88- 76  /  Geschwindigkeit  470#HNOrte 
109-28/  496  A£HN03. 

Versuch  54. 

Luftgeschwindigkeit  116/  pro  Stunde  von  15°  C.  ^d 
7^)  mm,  beziehungsweise  107-2  (0°,  760  mm). 
Dauer  des  Versuches:  1  Stunde. 
Zwei  Gasanalysen  ergaben  übereinstimmend  3  2V„  N 
Die  Ausbeute  pro  Kilowattjahr  beträgt  508  #  HNO,. 

Höhere  Geschwindigkeiten  als  120/  pro  Stunde  ans* 
wenden,  gestattete  unsere  Versuchsanordnung  nicht  (ve 

p.  hil4>. 
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Zur  Ergänzung  führen  wir  noch  einen  bei  einer  niederen 
Geschwindigkeit  durchgeführten  Versuch  an. 

Versuch  55. 

Luftgeschwindigkeit  19-5  /  pro  Stunde,  14-5°  C,  759  mm 
(LS  - 19/  pro  Stunde,  0°,  700 mm). 

Dauer  des  Versuches:  120  Minuten. 

Gasanalyse  9(5  Minuten  nach  Versuchsbeginn:  5*1%  NO. 
Die  Ausbeute  pro  Kilowattjahr  beträgt  140^  HNO  ! 


5.  Zusammenstellung  der  gewonnenen  Ausbeuten. 

In  den  folgenden  Tabellen  sind  die  Geschwindigkeiten  in 
Litern  trockener  Luft  (von  0°  C.  und  700  mm)  pro  Stunde 


*g   [  l/XO  pro  Kih>\,  ■Mlf.tht 


100    Liter  proStuudr 


Fig.  M. 


gegeben.  Die  Stickoxydkonzentrationen  sind  den  Lösungs- 
analysen entnommen.  Wo  solche  nicht  durchgeführt  wurden, 
sind  die  durch  Gasanalyse  ermittelten  Durchschnittswerte  ein- 
gesetzt und  mit  *  bezeichnet.  Das  Ausbringen  ist  in  Kilo- 
grammen Salpetersäure  pro  Kilowattjahr  ausgedrückt.  Die 
Aftern  sind  abgerundet  gegeben. 


A.  Grau  und  F.  Russ, 


Tabelle  27. 
Der  3  rm-Bogen  (siehe  Fig.  1 1). 


■ 

Versuch  Nr. 

keit 

Prozent  NO 

Kilogramm 
HNO,  pro 
Kilowattjahr 

39 

11 

416 

105 

40 
41 

30 
44 

4-90 
456 

345 
454 

Strom 
\  0-1  Ampere 
108  Watt 

42 

53 

3-1 

373 

43 
44 

•  • 

13 

30 

47 
5-0 

*»« 
183 

1  0- 19  Ampere 
?  203  Witt 

45 

88 

358 

382 

47 
48 

7 
16 

458 
346 

95 
165 

0-07  Ampirt 
86  Wut 

49 

26 

3-58 

261 

Tabelle  28. 

Der  5  rm-Bogen  (siehe  Fig.  1 1). 

Versuch  Nr. 

Geschwindig- 
keit 

Prozent  NO 

Kilogramm 
HNO,  pro 
Ktlowattjahr 

55 
50 
51 

18 
29 
52 

5-1* 
5-61 
4  53 

140 
247 

356 

0*1  Amptrt 
163  Watt; 

[52 
V,\ 
54 

69 
89 
107 

5-14 
3  65* 
3-2* 

539] 

470 

508 

beiVersudJ531 
170  Watt 

53 

109 

3- 13* 

496   

! 

  flächst,  daß  die  im  I.  Abschnitte,  ^' 

vermerkte  Abhängigkeit  von  der  Stromstärke  hier  ^ 
zum  Ausdrucke  kommt.  Bei  0*1  Ampere  und  einer  est 
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digkeit  von  30/  pro  Stunde  beträgt  die  Stickoxydkonzentration 
rund  o%  und  derselbe  Wert  tritt  bei  derselben  Geschwindig- 
keit und  nahezu  doppelter  Stromstärke  wieder  auf.  Die  Er- 
höhung der  Stromstärke  über  O  l  Ampere,  beziehungsweise 
der  Watt  auf  über  108  Watt  übt  keinerlei  erhöhenden  Einfluß 
auf  die  Stickoxydkonzentration  aus.  Dieser  Wert  von  5°/  NO 
entspricht  jedenfalls  dem  Stickoxydgleichgewicht  in  einer  3  cm 
langen  Hochspannungsflamme  von  108  Watt  und  darüber  Auf 
Grund  der  Nernst'schen  Zahlen  entspräche  diese  Konzentration 
einer  Temperatur  von  zirka  3350°  C. 

Das  höchste  Ausbringen  an  Salpetersäure  pro  Kilowattjahr 
beträgt  454  kg  bei  einem  mit  108  Watt  betriebenen  Bogen.  Bei 
dem  mit  203  Watt  gespeisten  Bogen  konnte  das  Maximum  der 
Ausbeute  n.cht  erzielt  werden,  da  unsere  Versuchsanordnung 
dem  Erreichen  höherer  Geschwindigkeiten  hinderlich  war. 

Die  bei  einem  3  cm  langen  Bogen  höchstermittelte  Stick- 
oxydkonzentration beträgt  5-6%  NO  gegenüber  5%  NO  bei 
einem  Sem  langen  Bogen.  Zur  Erzielung  der  letzteren  war  ein 
Aufwand  von  108  Watt  erforderlich.  Aber  auch  bei  einem  Auf- 
wand von  203  Watt  war  keinerlei  Erhöhung  der  Konzentration 
auf  über  5%  ersichtlich,  während  bei  einem  5cm  langen  Bogen 
und  einem  Aufwand  von  163  Watt  die  Stickoxydkonzentration 
auf  5  ■  6%  anstieg. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  daß  die  Absaugegeschwindig- 
keit bei  den  drei  angeführten  Versuchen  dieselbe  war,  nämlich 
30,  30  und  2<>  Liter  pro  Stunde.  Nachdem  auch  alle  übrigen 
Bedingungen  die  gleichen  waren,  muß  eine  Erhöhung  der 
Stickoxydkonzentration  mit  wachsender  Bogenlänge  als  wahr- 
scheinlich bezeichnet  werden,  trotzdem  bei  geringen  Absauge- 
geschwindigkeiten eine  solche  Abhängigkeit  nicht  gefunden 
wurde.  Die  Ursache  der  letzteren  Erscheinung  ist  jedenfalls  in 
einer  teilweisen  Zersetzung  des  gebildeten  Stickoxyds  infolge 
zu  langsamer  Abkühlung  zu  suchen. 

Um  die  Frage  nach  der  Abhängigkeit  zwischen  Stickoxyd- 
konzentration und  Bogenlänge  zu  entscheiden,  wären  Versuche 
mit  noch  längeren  Bögen  als  5  cm  durchzuführen  gewesen,  die 
aber  infolge  betriebstechnischer  Gründe  leider  gegenwärtig 
nicht  durchgeführt  w  erden  konnten. 

SUib.  d.  malhem.-naturw.  Kl. ;  CX  V.  Bd.,  Abt.  II  a.  109 
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Das  höchste  Ausbringen  an  einem  5  cm  langen  Buger. 
betrug  pro  Kilowattjahr  539  J6#  HNO,,  ein  Wert,  der  nach  dem 
Verlaufe  der  Ausbeutekurve  Kig.  1 1  zu  hoch  liegen  dürfte.  Aber 
auch  die  anderen  Werte  liegen  höher  als  das  Maximum  der 
Ausbeute  an  einem  3  cm  langen  Bogen.  Längere  Bogen  sied 
somit  für  das  Ausbringen  an  Salpetersäure  günstiger  als  kurze 
Bogen.  Lange  Bogen  erscheinen  schon  deshalb  vorteilhafter,  we:i 
ihr  Energieverbrauch  kurzen  Bogen  gegenüber  ein  Verhältnis- 
mäßig  geringerer  ist,  wie  dies  aus  einem  Vergleiche  des  Watner- 
brauches bei  einem  'Sem  und  einem  öcm  langen  Bogen  hervor- 
geht,  bei  denen  der  Energieverbrauch  bei  gleicher  Stromstärke 
(O  l  Ampere)  108  Watt,  beziehungsweise  163  Watt  beträgt 
Der  erste  Bogen  verbraucht  pro  Zentimeter  Bogenlänge  36  Watt, 
der  zweite  nur  32  6  Watt. 

Es  muß  an  dieser  Stelle  nochmals  bemerkt  werden,  dafl 
der  Wattverbrauch  an  einem  5  cm  langen  Bogen  zwischen 
150  und  163  Watt  schwankte.  Das  Ausbringen  an  Salpetersäure 
pro  Kilowattjahr  läge  somit  zwischen  den  Grenzen  5/0  und 
518,  oder  rund  um  545  kg  HNO,. 

Durch  eine  kürzlich  erschienene  Schrift  von  Birkeland 
über  sein  und  Eyde's  bekanntes  Verfahren  der  Luftverbrennung 
gelangten  die  ersten  verläßlichen  Angaben  aus  der  Technik  der 
Luftverbrennung  in  die  Öffentlichkeit. 

Die  vorher  von  anderen  Seiten  gegebenen  hohen  Zahlen  über 
das  Ausbringen  an  Salpetersäure  und  über  die  Konzentration 
der  nitrosen  Gase  erleiden  hiedurch  eine  erhebliche  Reduktit- 
Birkeland  gibt  für  das  effektive  Ausbringen  pro  Kilo- 
vvattjahr  500  bis  600  kg  HNO,  an  (auf  Grund  der  Gasanalysen 
und  unter  Berücksichtigung  der  Luftgeschwindigkeit  berechnen 
sich  sogar  über  600^  HNOs).  Die  nitrosen  Gase  enthalten  w 

Ein  wesentliches  Ergebnis  der  an  einem  bem  ^ 
Bogen  gewonnenen  Resultate  ist,  daß  auch  an  feststehen  e 

1  On  the  Oxidation  of  Atmospherie  Nitrogcn  in  Electric  .Ares.  «W^ 
read  before  the  Faraday  Society,  July  2,  1906.  Transactions  of  the  ^  ^- 
Society  II.  September  1906.  -  Vergl.  auch  Grand  cau,  U  P^"^.^ 
iriejue  de  l'acide  nitrique  avec  les  elements  de  Tair,  Paris  1906,  und 
Chem.  Industrie  1905. 
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Bogen  ein  Ausbringen  erzielt  werden  kann,  das  die  Technik 
der  Luftverbrennung  bisher  nur  durch  Zerreißen  ihrer  Flammen- 
bogen erreichte. 

Faßt  man  die  Wirkung  des  elektrischen  Flammenbogens 
als  eine  nur  thermische  auf,  so  ließe  sich  mit  Hilfe  der  Nernst- 
schen  Gleichgewichtswerte  aus  den  gewonnenen  Ergebnissen 
der  Nutzeffekt  berechnen.  Unter  der  Annahme,  1.  daß  die 
Wärmetönung  der  Stickoxydbildung  aus  den  Elementen  im 
Betrage  von  21600  cal.  sich  mit  der  Temperatur  nicht  ändert, 
2.  die  mittlere  spezifische  Wärme  der  permanenten  Gase  der 
Formel  6-8+0-0006/  entspricht,  stellt  sich  die  Rechnung 
bei  z.  B.  einem  5  cm  Bogen  und  der  effektiven  Ausbeute  von 
496  J£  HN03  pro  Kilowattjahr,  wie  folgt: 

Die  Konzentration  des  Gases  betrug  3- 13%  NO.  Diese 
entsprechen  auf  Grund  der  Nernsfschen  Gleichgewichtswerte 
einer  Temperatur  von  2880  Toder  2607°  C. 

3  •  1 3  kg  Mole  NO  liefern  1 97  •  2  kg  HNOs. 

Um  diese  Menge  zu  erhalten,  müssen  100  Mole  per- 
manenter Gase  auf  2607°  C.  erhitzt  werden,  wozu  unter  obiger 
Annahme  eine  Wärmemenge 

w-  100(Ü- 8+0 -000X2(507)  2607  =  2 179452  cal.  (1) 

erforderlich  sind. 

Außerdem  sind  zur  Bildung  von  3*  13  kg  Molen  aus  dessen 
Komponenten 

3-13X21600  cal.  =  67608  cal.  (2) 

aufzuwenden. 

Im  ganzen  .somit  2247060  cal.,  mit  welchen  sich  theo- 
retisch i97m'2  kg  HN03  erzeugen  ließen,  oder  pro  Kilowattjahr 
(7533-9. 103  cal.) 

661-1  kgHNOr 

Es  wurden  statt  der  berechneten  661  •  1  kg  HNOa  496 
oder  75°/0  gefunden.  Bei  Versuch  54,  bei  dem  das  Ausbringen 
<)\8  kg  HN03  pro  Kilowattjahr,  die  Stickoxydkonzentration 
3-2%  betrug,  berechnen  sich  theoretisch  auf  Grund  einer  den 
3-2%  NO  entsprechenden  Temperatur  von  2627°  C.  669* 3 
HNO,. 

109* 
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Demnach  wurden  77 --4%  der  zugeführten  clektrNha 
Energie  als  für  die  Erwärmung  der  Luft  und  die  Bildung  vo  ■ 
Stickoxyd  nutzbar  gemacht. 

Dieser  Wert  stellt  sich  günstiger,  wenn  statt  des  höchst 
beobachteten  Wattverbrauches  der  Mittelwert  desselben  der 
Rechnung  zu  Grunde  gelegt  wird.  Dann  würden  545 k$  HNO 
oder  81  -4%  des  theoretischen  Betrages  gewonnen  werden  k 
wesentlich  höheren  Werten  aber  als  600  HNO,  dürften*- 
bei  einem  mit  0*  1  Ampere  betriebenen  ocm  langen  Bogen  nie:.: 
gelangen.  Bei  der  Berechnung  des  Nutzeffektes  wäre  w 
berücksichtigen,  daß  durch  das  Kühlwasser  der  Platinkapillarc 
und  des  Glasmantels,  durch  Wärmeableitung  und  Zerstäufcun; 
der  Elektroden  und  durch  Strahlung  Energie  verloren  geht. 

Bei  einem  3  cm  langen  Bogen  ist  der  Nutzeffekt  gering.' 
So  entsprechen  dem  höchstbeobachteten  Ausbringen  von  45U* 
HN03  nur  53%  der  aufgewendeten  Energie.  Auch  dieses  Ver- 
halten läßt  längere  Bogen  ökonomischer  als  kurze  Bogen 
erscheinen. 

Es  ist  sehr  wahrscheinlich,  daß  bei  größeren  Bogenlängen 
als  wir  sie  anzuwenden  in  der  Lage  waren,  das  Ausbringen 
an  Salpetersäure  ansteigen  wird. 

Herr  Bruno  Larsen  hat  uns  bei  der  Ausführung  der  \ er- 
suche in  eifriger  und  dankenswerter  Weise  unterstützt. 


Soda-  und  Anilinfabrik  (franz.  Patent  Nr.  357.358)  geht  henor. 
daß  sich  die  Technik  nunmehr  auch  langer,  stabiler  Flan  ken 
bogen  bedient. 


Aus  einer  jüng 
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Tafel  III. 


Bugen  von  3  CM  Länge  und  0*1  Ampere. 


Sitzungsberichte  der  kais.  ,\kad.  d.  Wiss..  math.-naturw.  Klasse,  Hd.  CXV,  Abt.  IIa.  1906. 
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Uber  Rotationen  im  elektrostatischen  Dreh- 
felde. 

Ein  Beitrag  xor  Präge  der  dielektrischen  Hysteresis 

von 

Anton  Lampa. 

(Mit  2  Textfiguren.) 
(Vorgelebt  in  der  Sitzung  am  13.  Dezember  1906.) 

Einleitung*. 

Nachdem  Steinmetz  die  Existenz  einer  dielektrischen 
Hysteresis  behauptet  hatte,1  ist  die  Frage,  ob  eine  solche 
wirklich  besteht,  wiederholt  diskutiert  worden.  Zahlreiche  Unter- 
suchungen haben  sich  mit  diesem  Thema  beschäftigt,  eine  voll- 
ständige Erledigung  des  Problems  ist  jedoch  bis  heute  noch 
nicht  erzielt.  Die  nachstehende  Auseinandersetzung  beabsichtigt, 
durch  nähere  Betrachtung  der  Arnö'schen  Methode,  die  Hyste- 
resis der  Dielektrika  zu  untersuchen,  zur  Klärung  der  Frage 
beizutragen. 

Als  sichergestellte  Tatsache  darf  betrachtet  werden,  daß 
einzelne  Dielektrika  bei  zyklischer  Induzierung  Energie  ver- 
brauchen analog  wie  Eisen  (und  die  anderen  ferromagnetischen 
Substanzen)  bei  zyklischer  Magnetisierung.8  Der  Energieverlust 

'  Elektrotechnische  Zeitschrift,  Bd.  13,  Jahrg.  1892,  p.  227  bis  228.  Ferner 
(  harlcs  Proteus  Steinmetz,  Theorie  und  Berechnung  der  Wechselstrom- 
erscheinungen.  Deutsche  Ausgabe.  Verlag  von  Reuther  und  Reichard. 
Berlin  I90O,  p.  101  u.  fT. 

2  Vergl.  die  Geschichte  des  F'roblems  bei  F.  Beaulard  in  seiner  Ab- 
handlung: Sur  l'hystcr  esis  dielectriquc.  Journal  de  physique  (3),  Bd.  9,  p.  422  bis 
437  (1900).  Ferner  sind  zu  nennen  Kleiner,  Ober  die  durch  elektrische 
Polarisation  in  Isolatoren  erzeugte  Wiirme.  Viertcljahrsschr.  der  Züricher  natur- 
lorsch.  (iesellseh.,  |W.  :\7,  p.  322  bis  33«  (1892).  Bcnischkc.  Zur  Frage  der 
Wiirmetöniing  durch  dielektrische  Polarisation.  Diese  Berichte,  Bd.  102,  Abt.  IIa, 
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im  Eisen  hat  zwei  Ursachen:  die  Ausbildung  von  Wirbelstromer. 
(Foucaultströmen)  und  die  Hysteresis.  Ahnlich  wird  man  auch 
für  den  Energieverlust  bei  der  zyklischen  Induzierung  ein« 
Dielektrikums  zwei  Ursachen  als  möglich  annehmen  müssen 
Erstens  wird  eine  etwa  vorhandene  Leitfähigkeit  des  Dielek- 
trikums zur  Ausbildung  von  Ohm'schen  Strömen,  somit  zur 
Produktion  Joule'scher  Wärme  Veranlassung  geben.  Zweitens 
können  Verluste  auftreten  durch  Verhältnisse,  welche  de* 
magnetischen  Hysteresis  analog  sind.  Was  nun  die  letzteren 
anlangt,  so  ist  folgendes  zu  bemerken.  Unter  magnetischer 
Hysteresis  versteht  man  die  Tatsache,  daß  das  Verhältnis  der 
magnetischen  Induktion  zu  der  magnetisierenden  Krall,  die 
Permeabilität,  von  der  magnetischen  Vorgeschichte  des  Versuchs- 
stückes abhängig  ist.  Bringt  man  zw  ei  gleiche  Eisenstücke,  von 
denen  das  eine  unmagnetisch,  das  andere  magnetisch  ist,  in  das 
gleiche  magnetische  Feld,  so  werden  die  magnetischen  Induk- 
tionen, welche  die  beiden  Eisenstücke  annehmen,  nicht  gleich 
groß  ausfallen.  Deutlicher  wird  die  Tatsache  bei  Vornahme 
zyklischer  Magnetisierung.  In  dem  aufsteigenden  Teil  des  Pro- 
zesses, bei  zunehmender  magnetisierender  Kraft,  hat  die  Permea- 
bilität kleinere,  in  dem  absteigenden  Teil,  bei  abnehmender 
Kraft,  größere  Werte  als  die  »jungfräuliche«  Magnetisierungs- 
linie angibt.  (Die  letztere  selbst  ist  bei  den  ferromagnetischen 
Substanzen  eine  Kurve.)  Außer  dieser  Erscheinung  der  »reinen« 
magnetischen  Hysteresis,  wie  wir  sie  nennen  wollen,  zeigt  sich 
noch  ein  andere;  die  Induktion  erreicht  ihren,  dem  gerade  vor- 
handenen momentanen  Wert  der  Permeabilität  entsprechenden 
Betrag  nicht  momentan.  Diese  Erscheinung  kann  als  »viskose« 
magnetische  Hysteresis  bezeichnet  werden.  Sie   ist  naher 
folgendermaßen  zu  präzisieren.  Die  magnetisierende  Kraft  setzt 
sich  zusammen  aus  der  äußeren  Feldstärke  und  aus  der  Feld- 


Sitzung  vom  13.  Dezember  1893.  Düggelin,  Beobachtungen  über  die  t  • 
'/eugung  v<.n  Wurme  durch  dielektrische  Polarisation.  Viertcljahrs-chr.  Jrf 
Züricher  naturforsch.  Gesellseh.,  Bd.  40,  p.  121  bis  158  (1895).  H.  F.  Weber 
U  question  de  l'hystüresis  dans  la  Polarisation  periodtque  des  dielectnque*. 
Aich,  des  scienc.  Phys.  (4),  Bd.  2,  p.  519  (1896).  Ch.  F..  Guye  und  P.  Dens«', 
Sur  la  chaleur  degagee  Jans  !a  paraffine  soumise  ä facti»»  dun  chanip  cleett»- 
statique  tourmint  de  liequence  elevJe.  Compt.  rend ,  190:»,  I.Seni.,  p.*8J  bb4,U 
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stärke  des  induzierten  Magnetismus.  Letzterer  ist  es  welcher 
hinter  der  äußeren  Feldstärke  zurückbleibt.  Zusammenfassend 
kann  man  sagen:  Die  reine  magnetische  Hysteresis  beruht  auf 
der  durch   die   magnetische  Vorgeschichte   bedingten  Ver- 
schiedenheit der  Werte  der  Permeabilität,  die  viskose  magne- 
tische Hysteresis  auf  dem  Nachhinken  des  induzierten  Magne- 
tismus hinter  der  äußeren  Feldstärke.  DieGestalt  der  Hysteresis- 
kurve  bei  einem  zyklischen  Magnetisierungsprozeß  ist  durch 
diese  beiden  Erscheinungen  bedingt.  Ks  entsteht  somit  für  ein 
Dielektrikum,  vorausgesetzt,  daß  bei  zyklischer  Induzierung 
desselben  außer  dem  Energieverlust  durch  Joule  sehe  Wärme 
noch  ein  anderer  Energieverlust  auftritt,  die  Frage,  ob  bei  dem- 
selben genau  analoge  Verhältnisse  obwalten  wie   bei  den 
ferromagnetischen  Substanzen.  Wir  haben  daher  die  beiden 
•ragen  zu  beantworten:  Ist  der  Wert  der  » Dielektrizitäts- 
konstante-« von  der  elektrischen  Vorgeschichte  des  Dielektrikums 
abhangig  (reine  dielektrische  Hysteresis)  und  tritt  bei  Ver- 
änderung der   äußeren    induzierenden   Kraft   ein  zeitliches 
Zurückbleiben  der  induzierten  Elektrisierung  hinter  dieser 
Kraft  (viskose  dielektrische  Hysteresis)  zu  Tage? 

Die  Frage  nach  der  -jungfräulichen.  Elektrisierungslinie 
eines  Dielektrikums  ist  für  die  Beantwortung  der  beiden  eben 
formulierten  Fragen  nicht  relevant.  Ob  der  Wert  der  »Di- 
elektrizitätskonstante« von  der  Grüße  der  induzierenden  Kraft 
abhangig  ist  oder  nicht,»  ob  diese  physikalische  Größe  die 
übliche  Bezeichnung  mit  Recht  trägt  oder  nicht,  ist  für  das  vor- 
liegende Problem  genau  so  gegenstandslos  wie  die  Form  der 
Magnetisierungslinie  für  die  Erscheinung  der  magnetischen 
Hysteresis. 

Die  erste  der  beiden  Fragen,  ob  eine  reine  dielektrische 
Hysteresis  existiert,  ob,  mit  anderen  Worten,  bei  veränderlicher 
Induzierung  die  Dielektrizitätskonstante  von  der  Vorgeschichte 
Jes  Dielektrikums  abhängt,  betrachte  ich  durch  die  bisherigen 
Untersuchungen  als  dahin  entschieden,  daß  eine  solche  Ab- 
hängigkeit nicht  besteht.  Eine  hysteresisähnliche  Erscheinung 


1  Siehe 


diesbezüglich    Hoöt,   Neuere   Beitrüge   zur  Naturgeschichte 
»•■clektnseher  Körper.  Klektn,techn.  Zeitschr.,  Bd.  22,  P.  170  (1901). 
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bei  einem  Dielektrikum  kann  demnach  nur  durch  das  zeitliche 
Nachhinken  der  induzierten  idealen  elektrischen  Schicht  hinter 
der  äußeren  Feldstärke  bedingt  sein.  Nehmen  wir  an,  daß  ein 
solches  Nachhinken,  daß  viskose  dielektrische  h>teres!s 
besteht,  so  würde  also,  wenn  ein  zyklischer  Induzierunes- 
prozeß  in  irgend  einem  Moment  unterbrochen  wird,  von  welchem 
Momente  an  die  äußere  Feldstärke  konstant  gehalten  wird,  die 
dielektrische  Polarisation  im  Momente  der  Unterbrechung  nicht 
den  vollen  Wert  haben,  welchen  man  unter  Zugrundelegung 
der  Dielektrizitätskonstante  und  der  mit  ihr  aus  der  äußeren 
Feldstärke  abzuleitenden  induzierenden  Kraft  berechnen  wurde, 
aber  diesen  Wert  bei  Fortbestand  der  gleichen  äußeren  Feld- 
stärke nach  einer  kürzeren  oder  längeren  Zeit  erreichen;  d.  h. 
bei  ansteigender  äußerer  Feldstärke  wird  die  dielektrische 
Polarisation  nach  dem  Konstantwerden  des  äußeren  leiden 
noch  ansteigen,  bei  absteigender  Feldstärke  noch  sinken,  und 
zwar,  wenn  man  den  ansteigenden  und  absteigenden  Proat. 
bei  derselben  Feldstärke  unterbricht,  auf  denselben  Wert.  Oer 
Endwert  der  Polarisation  wird  also  zum  Unterschied  von  den 
Verhalten  der  ferromagnetischen  Substanzen  von  der  Ur- 
geschichte unabhängig  sein.  Ein  Dielektrikum  zeigt,  wie  u 
uns  auch  anders  ausdrücken  können,  keine  .Koerz.nvkra  • 
sondern  nur  einen  Widerstand  gegen  die  Änderung  ^ 
dielektrischen  Polarisation.  Demzufolge  muß  auch  hier 
Erscheinung  der  .Remanenz«  fehlen.  Sinkt  die  äußere  re 
kraft  auf  Null  und  behält  diesen  Wert  bei,  so  mu 
Polarisation  des  Dielektrikums  nach  einer  gew,5*en  ^  ^ 
ständig  verschwinden.  Dies  ist  nun  in  der  Tat  der  a  . 
Fehlen  jeglicher  Remanenz  allein  entsc heidet  ^  _ 
Frage  in  dem  bereits  ausgesprochenen  Sinne,  au  » 
Resultat  ist  auch  die  Mehrzahl  der  Physiker  gekommen. 
Untersuchungen  über  die  dielektrische  Hystercs.s  *W 
haben.  So  Hess,  Porter  und  Morris,  Arno.  Pell«  . 
lard,  Maccarone.8 

 ■         reelle  J»u,n ,l: 

»  Vcrgl.  I'ellat,  Des  diclcctriqucs  et  de  leur  polansation 

phys.  <3),  Bd.  9,  P.  313  bis  325  (1900).  y  . 

2  Hess,  U  Mucsti.m  de  Chystcrcsis  diclectrique.  Lcd«*    ^  ^ 
p.  •-'<>-,  H<  211  ( ISM5>;  Porter  und  Mon  is  On  the  qu«  »' 
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Wenn  wir  dementsprechend  als  durch  die  bisherigen  Ver- 
suche erwiesen  ansehen,  daß  bei  den  Dielektriken  keine  reine 
Hysteresis  vorhanden  ist,  so  bleibt  nur  die  zweite  Frage  zur 
Behandlung  übrig.  Die  Behandlung  dieser  Frage  betrifft  zunächst 
die  Methoden   zum  Nachweis  der  viskosen  dielektrischen 
Hysteresis,   respektive   die  Möglichkeit  der  Trennung  der 
Wirkungen  der  dielektrischen  Hysteresis  von  jenen  der  Leit- 
fähigkeit. Bei  dem  gegenwärtigen  Stande  des  Problems  brauchen 
wir  den  Plan  der  Untersuchung  nicht  durch  Aufwerfung  von 
Fragen  zu  komplizieren,  wie  man  sich  die  viskose  Hysteresis 
zu  stände  kommend  denken  kann,  ferner  ob  sie  als  physikalische 
Eigenschaft  der  Dielektrika  aufzufassen  ist  oder  nur  durch 
Inhomogenitäten  im  Dielektrikum,  wie  Hess1  meint,  hervor- 
gerufen wird.  Ebensowenig  braucht  uns  das  Gesetz  für  die 
Änderungsgeschwindigkeit  der  Polarisation  des  Dielektrikums 
zu  bekümmern.  Welchem  Gesetz  diese  Größe  gehorcht,  kann 
ja  erst  erschlossen  werden,  wenn  die  viskose  dielektrische 
Hysteresis  einwandfrei  bestimmt  werden  kann. 

Wenn  ich  im  folgenden  von  dielektrischer  Hysteresis 
schlechthin  spreche,  so  soll  darunter  gemäß  den  vorstehenden 
Auseinandersetzungen  stets  die  viskose  dielektrische  Hysteresis 
verstanden  werden.  Zur  Bestimmung  derselben  kann  man  von 
den  drei  Methoden  ausgehen,  welche  die  bisherigen  Experi- 
mentatoren benützt  haben:  von  der  Bestimmung  der  Erwär- 
mung des  Dielektrikums  eines  Kondensators  bei  zyklischer 
Ladung;  von  der  Messung  der  Elektrizitätsmenge,  welche  die 
zweite  Kondensatorplatte  aufweist,  wenn  die  erste  zyklisch 

hysteresis.  Proceed.  Roy.  Soc,  Bd.  57,  p.  469  bis  475  (1895);  Arno,  Sulla 
istercsa  diclettrica  viscosa.  Rcnd.  Line.  (5),  Bd.  5,  P.  262  bis  264  (1896);  L'eclair. 

Bd.  7,  p.  407  bis  408,  450  bis  452  (1896);  Cim.  (4),  Bd.  5.  p.  52  bis  55 
(1897);  Pellat,  Polarisation  reelle  des  diclectriqucs.  (  onse'quences  de  cette 
Polarisation.  Ann.  de  chim.  et  phys.  (7),  Bd.  18  (1899);  Supplement  dazu  in 
demselben  Bande.  Ferner  die  sub  1  zitierte  Arbeit.  Bcaulard,  Sur  l'hysteresis 
et  la  viscositc  des  diclectriques.  Compt.  rend.,  Bd.  130,  p.  1 182  bis  1 185  (1900); 
Sur  l'hysteresis  dielectrique.  Journ.  de  phys.  (3),  Bd.  9,  p.  422  bis  437  (1900); 
Maccnrone,  Condueibilitä  c  ritardo  di  polnrizzazione  dieleltrica.  Cim.  (5), 
Bd.  4,  p.  313  bis  360  (1902). 

1  Hess,  Sur  les  diclectriqucs  heterogenes.  Journ.  de  phys.  (3),  Md.  2, 
P.  H5  bis  160  (IS93),  und  die  bereits  zitierte  Abhandlung. 
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geladen  wird;  von  der  Messung  des  Drehungsmomentes  endlich. 

welches  das  in  geeignete  Gestalt  gebrachte  Dielektrikum  in 

einem  elektrostatischen  Drehfeld  erfährt.  Bei  allen  drei  Methoder. 

superponieren  sich  die  Wirkungen  der  Leitfähigkeit  und  die 

der  Hysteresis. 

Die  letztgenannte  Methode  ist  von  Arno  eingeführt  worden. 

Sie  stellt  eine  Übertragung  der  analogen  Versuchsanordmug 
aus  dem  Gebiete  des  Magnetismus  vor,  die  Ferraris  in  dem 

»Hysteresismotor«  gegeben  hat.  Wir  beschränken  uns  im 
folgenden  auf  die  Durchrechnung  dieser  Methode,  und  zwar 
für  den  speziellen  Fall,  daß  der  dielektrische  Körper  die  Gestalt 
einer  Kugel  hat.  Eine  zweite  Gestalt,  für  welche  sich  die 
Rechnung  vollständig  durchführen  läßt,  ist  das  Rotations- 
ellipsoid. Sollte  für  weitere  experimentelle  Untersuchungen  das 
Rotationsellipsoid  als  geeignetere  Körperform  gewählt  werden, 
so  wäre  die  Berechnung  nach  dem  Schema  des  hier  durch- 
geführten Falles  unschwer  vorzunehmen.  Für  die  Theorie  der 
beiden  anderen  Methoden  sind  die  Gesichtspunkte,  welche  hier 
als  maßgebend  eingeführt  werden,  von  gleicher  prinzipieller 
Bedeutung  wie  für  die  Methode  von  Arno. 

§  1.  Das  homogene  elektrostatische  Drehfeld. 
Wir  gehen  zur  Darstellung  des  Drehfeldes  von  einem 
rechtsdrehenden  Koordinatensystem  aus,  dessen  Z-Achse  die 
Rotationsachse  ist  und  dessen  Anfangspunkt  mit  dem  Mittel- 
punkt der  Kugel  zusammenfällt.  Unter  einer  positiven  Drehung 
verstehen  wir  eine  solche,  welche  für  einen  Beobachter,  der 
aus  der  positiven  Hälfte  der  Z-Achse  gegen  den  Koordinaten- 
anfangspunkt blickt,  entgegengesetzt  dem  Sinne  des  Uhrzeigers 
vor  sich  geht.  _  - 

Das  Drehfeld  heiße  homogen,  wenn  seine  Feldstärke 
einen  konstanten  Wert  hat  und  seine  Richtung  mit  einer  kon- 
stanten Winkelgeschwindigkeit  a  ändert.  Die  Umlaufsze.U  ^ 
Drehfeldes  ist  dann  bestimmt  durch  die  Gleichung 
Ein  solches  sich  positiv  drehendes  Feld  resultiert  aus  e 
beiden  elektrischen  Schwingungen 

Fx  —  F  cos      \  1 

Fv  —  F  sin  7.A  I 
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worin  /  die  Zeit,  Fx  und  Fv  die  Feldstärke  in  der  positiven 
A'-,  respektive  Y-Achse  zur  Zeit  t  bedeuten. 

Die  Feldstärke  F  des  äußeren  Feldes,  in  welches  die 
Kugel  und  das  sie  umgebende  Medium  hineingebracht  werden, 
in  der  Richtung  des  Radiusvektors +p  =  \Jx*+y*  kann  als  von 

~  a 

einem  Potentiale  <P  =  C-        p  herrührend  angesehen  werden. 

R 

Hierin  sind  C  und  a  Konstanten,  R  der  Radius  der  zu  be- 

trachtenden  Kugel.  Es  ist  dann  F  —  —  .    =  — .  Wir  wählen 

R 

a  positiv,  die  Feldintensität  hat  also  die  Richtung  des  Radius- 
vektors. Die  Konstante  a  ist  durch  die  Gleichung  a  —  RF 
bestimmt;  die  Konstante  C  können  wir  unbeschadet  der 
Allgemeinheit  gleich  Null  setzen.  Es  ist  hiemit  der  Wert  des 
Potentials  des  äußeren  Feldes  im  Koordinatenanfangspunkt  als 
Nullpunkt  des  Potentials  gewählt.  Mit  dem  angegebenen  Wert 
von  /"'gehen  die  Gleichungen  1)  über  in 


F,  =  -  cos  at 
K 

il 

Fv  —  -     sin  at 
R 


2) 


Die  Feldstärken  Fx  und  Fy  kann  man  als  von  zwei  Poten- 
tialen <I\  und  <!>,.  herrührend  denken,  welche  bestimmt  sind 
durch  die  Gleichungen 

<l>,     -iV,--      -vjcosa/  ) 

=  [c>—  dRy) 6,11  a/ 


I 


Auch  hierin  setzen  wir  Cx  =  Cv  =  0  und  erhalten 


.  a 
<l>.  =    -      x  cos  it 

R 

<I>  —  —  a  y  sin  o.i 
R 


4) 
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bx  —  =  —  cos  it 

8*  R 

„  8*v  *  , 
Fv  —  =  —  sin  *t 

dy  R 

Führen  wir  Polarkoordinaten  ein,  indem  wir  setzen: 

x  —  p  cos  o>  sin  fr 
y  =  p  sin  w  sin  & 
S  =  p  cos  t>, 

so  geben  die  Gleichungen  4): 

4>r  =  —  —  o  cos  cd  sin  *  cos  a/ 
ff 

<!>..  =r  —  "  p  sin  w  sin  *  sin  a/ 
R 


§  2.  Die  Grenzbedingungen  für  ein  hysteresisfreies  leitendes 
Dielektrikum,  welches  sich  in  einem  anderen  hysteresisfroen 
leitenden  Dielektrikum  befindet. 

Helmholtz  hat  in  seiner  Abhandlung  »Über  die  Bewe- 
gungsgleichungen der  Elektrizität  für  ruhende  leitende  Kony« 
fBorchardfs  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathemati 
Bd.  72,  p.  57  bis  129;  Wissenschaftliche  Abhandlungen,  W-  • 
p.  544  bis  628)  den  Einfluß  der  dielektrischen  Polarisation 
der  Medien  für  die  Bewegung  der  Elektrizität  unten* J 
(§  8  der  genannten  Arbeit).  Wenn  in  einem  Volumelem 

.  .    _  '  in  jer  Richtung 
die  Menge  E  positiver  Elektrizität  sich  um  --  m  «wr  *  } 

der  positiven  .Y-Achse  und  die  gleiche  Menge  negativer  um  ^ 
in  der  Richtung  der  negativen  X-Achse  verschiebt,  so  wir 
dadurch  in  demselben  das  elektrische  Moment 

rfr  =  El 

Aar  «irh  in  der  Zeit 
hergestellt.  Gleichzeitig  ist  dieser  Vorgang,  der  ww 
<//  abspielen  mag,  entsprechend  einer  Strömung  in  dem  ^ 

uQät-El^dt 
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worin  u0  die  im  elektrostatischen  Maße  gemessene  Stromstärke 
parallel  zur  „Y-Achse  bedeutet.  Findet  die  Polarisation  in  irgend 
einer  Richtung  statt,  so  bildet  der  Akt  der  Polarisation  eine 
Art  elektrischer  Bewegung,  deren  Komponenten  parallel  den 
Koordinatenachsen  entsprechend  der  Gleichung  8)  bestimmt 
sind  durch 

8/ 


»0  = 


8t) 

"»=8/ 


tv  -  8* 


Hierin  sind  \,  t),  3  die  Komponenten  des  elektrischen 
Momentes  parallel  zu  den  Achsen.  Die  Differentialquotienten 
derselben  nach  der  Zeit  sind  als  partielle  Differentialquotienten 
geschrieben,  da  die  Momente  auch  Funktionen  des  Ortes  sind. 
Sind  X,  y,  Z  die  Komponenten  der  gegebenen  äußeren  Kräfte, 
z  das  Potential  der  durch  deren  Wirkung  verteilten  Elektrizität, 
so  sind  die  den  Achsen  parallelen  Komponenten  der  das  elek- 

trische  Moment  erzeugenden  Kraft  X —  -'  .  Y         ,  Z —  -  ■ 

ox  oy  oz 

Bezeichnen  wir  die  Elektrisierungszahl  des  (isotropen)  Dielek- 
trikums mit  s,  so  haben  wir  daher: 


i  =  «(* 
«  =  «(■ 


Y 
Z 


€  %  \ 

Vx) 

8T 
8; 


10) 


Hat  das  Dielektrikum  eine  gewisse  spezifische  Leitfähig- 
keit X  (elektrostatisch  gemessen),  so  wird  sich  unter  dem  Ein- 
fluß der  die  Elektrizität  parallel  zu  den  Achsen  forttreibenden 

Kräfte   A" ,   Y     V*  ,  Z      J    auch   eine  Ühm'sche 
8*  ty  8c 
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Strömung  ausbilden,  deren  Komponenten  mit  «lf  vv  n\  be- 
zeichnet werden  sollen.  Ist  x  =  —  der  spezifische  Leitung*- 

X 

widerstand  des  Dielektrikums,  so  ist  diese  Strömung  gemäß 
dem  Ohm'schen  Gesetz  bestimmt  durch  die  Gleichungen 


xu,  =  X— 
Y 
Z 


8? 
87 


X  l>.  —  Y  — 


iy 


X W.  —  z  —  -, 


8'f 
iz  ' 


die  wir  auch  mit  Rücksicht  auf  10)  schreiben  können: 


x«.  = 


3 


Wir  sehen  nun  ab  von  allen  Induklionswirkungen 
erregten  Ströme,  was  immer  gestattet  sein  wird,  .sobald  die 
relative  Geschwindigkeit  zwischen  dem  Felde  und  dem  Körper 
nicht  von  der  Ordnung  der  Lichtgeschwindigkeit  ist.  Die  hom 
ponenten  der  Gesamtströmung  paiallel  zu  den  Achsen  ^ 
dann   einfach   «0  +  k,  =  «,   tf04-f,  =  «>,  «'o  +  ,i;t  -  ,p: 
erhält  für  dieselben  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung«. 

und  10): 

1  8r  X 

-i-  - 

8/ 


■■»  =  ^  +     "*  =  8/  +  e 


sx 
öl)  1 

v  =  r ;  +  - 

W  ex 


l'J) 


8*  1 
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1  fißö 


oder  auch,  wenn  man  sie  durch  die  wirkenden  Kräfte  aus- 
drücken will  (Gleichungen  10): 


"  =  ,ä/(-y 


3*  ' 


v  , 


8?\ 
3*/ 


13) 


3* 
3*' 


Haben  die  äußeren  Kräfte  ein  Potential  <P,  so  ist  X  — 
y_       8*    7  3<f> 

3  v  '     "~      &T  Und  d,e  G,eic,1«ngen  13)  nehmen  die 

Form  an: 


3  /3<I> 


3cp 
3-r. 


f  34» 

-M3,  +  8;/ 


9  / 

3/  \  rdx 


3  (d<P 

3/  Uv 


3'p 

3c 


,  /3<l>  3? 


Es  seien  nun  zwei  Medien  gegeben,  die  durch  die  Indizes  / 
und  </  charakterisiert  seien;  das  Medium  a  umschließe  das 
Medium  /.  Auf  beide  wirke  dieselbe  äußere  Kraft  oder,  mit 
anderen  Worten,  das  äußere  Potential  sei  für  beide  Medien 
das  gleiche.  Es  wird  dann  erstens  an  der  Trennungsfläche  der 
beiden  Dielektriken  eine  Flächenbelegung   induziert,  deren 
Dichte  wir  mit  t  bezeichnen  wollen.  Das  Potential  dieser  Flächen- 
belegung  sei  z.  Außerdem  wird  an  der  äußeren  Begrenzungs- 
flaehe des  Dielektrikums  a  eine  Flächenbelegung  induziert,  die 
ihrerseits  ein   Potential  liefert.  Dieses  Potential  können  wir 
aber  zur  Vereinfachung  des  Problems  gleich  zu  dem  äußeren 
Potential  hinzugezählt  denken,  so  daß  wir  also  jetzt  unter  dem 
äußeren  Potential  <I»  jenen  Wert  verstehen  wollen,  welcher  nach 
Subtraktion  des  von  der  Flächenbewegung  der  Trennungs- 
schicht herrührenden  Potentials  ?  von  dem  Gesamtpotential 
resultiert. 


S-it/h.  J  m.ithom.-nal.  ru\  K!  ;  C.W  .\ht  IIa. 


1  10 
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Die  eingeführte  Vereinfachung  gilt  auch  für  den  Kall,  daii 
die  Massen,  welche  die  das  Feld  erzeugenden  Ladungen  tragen, 
in  dem  äußeren  Dielektrikum  eingebettet  sind. 

Den  Wert  des  Potentials  ®  im  äußeren  Dielektrikum  wollen 
wir  mit  <pa,  seinen  Wert  im  inneren  Dielektrikum  mii  s;  be- 
zeichnen. Nach  den  getroffenen  Festsetzungen  ist  also  der 
Wert  des  Potentials  im  äußeren  Dielektrikum  im  innerer, 
«fc-hf,.  Für  die  Stromkomponenten  in  den  beiden  Medien  gelten 
dann  die  Gleichungen: 

a  /S4>     3*,-\     ,  /3<l> 

w»  =  -e'87fe  +  ^y~x'U+w 

8  /84>     8^,     .  /3<t>  ö^vj 
na  =  _,fl  _  ^  +  ■ -J  -  A„  I  ^  +  8  J 

8  /8$  ,  8<pö\    .         ,  8?jA 

Wir  bezeichnen  die  Winkel,  welche  die  Nonnale  »  in 
einem  Punkte  der  Trennungsfläche  der  beiden  Dielek^lkenu"'d 
den  positiven  Achsenrichtungen  einschließt,  mit  «,  ?,  7  un^ 
denken  uns  die  Normale  von  dem  Medium  /  gegen  das  Medium* 
gerichtet.  Es  besteht  dann  in  der  Richtung  der  Normalen  eine 
Strömung: 

im  Medium  i:  u{  cos  a+v<  cos  ß+w,  cos  7, 
im  Medium  a:  ua  cos  *+va  cos  $+Wa  cos  7- 

Die  Differenz  dieser  Größen  an  einem  Punkte  derTren- 
nun^slläche  («,    „„)  cos  «  +  cos  M*^*"^ 

dann  die  Zunahme  der  Elektrizitätsmenge  pro  rlacne 
an  diesem  Punkte  der  Trennungsfläche,  d.  i.  also  die  ^un* 


16; 
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der  Flächendichte  o  an  diesem  Punkte.  Diese  Zunahme  ist 
— ;  wir  haben  also'die  Gleichung: 

80 

8  /  -  {*i  -  «,)  cos  a + (Vi—  va)  cos  ß + (w,—  wa)  cos  y.     1 7) 


Nun  ist 


oder  auch 

4k  Um     an/'  18) 

also 

8/      4*   8/  Um    *  8m/' 
so  daß  Gleichung  17)  übergeht  in 
(**— 'O  cos  a+(i;,  cos  ß+(w, — wa)  cos  y  = 

4tt  3/  Um      3«T  H) 

Nun  ist  gemäß  15): 
«,  cos  *  +  v,  cos  ß+w,  cos  7  = 

3  f/8*     3?,\  /3<f>  8«,\ 

~s'i7lA3,  +  aTjC0S^(37+f) 


cos  i  -+- 


3*     9  <p/ 


V  3s       3r;  ' 


|/3*      8<p,-\  /8*  8«A 


/3*  3?l\ 
U.--+  8rJ  C°SY 


=     e  3  /8*      8?I.\  /8<n 

"3/  V8;,  +  8;,/"  +  9w// 


1  lo* 
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und  analog  gemäß  16): 

cos  *+va  cos  ß+n>„  cos  y  = 

-     S/U«      8«,'  Ma»^' 
so  daß  die  Gleichung  19)  für  die  Trennungsdächc  in  der  Form 

3/8*      3?a\  /8*      8T<1\      .i/^a.8?M_  i 

geschrieben  werden  kann. 

Zu  den  beiden  Gleichungen  18)  und  19)  für  die  Trennung?- 
fläche  kommen  noch  Gleichungen  für  das  Innere  der  beiden 
Medien.  Setzen  wir  <£+<p  =  <|>,  so  ist  die  Dichte  der  freien 
Elektrizität  ja  durch  die  Gleichung 

ihre  Änderungsgeschwindigkeit  durch 

!a#  =  4.£ 

bestimmt.  Wir  betrachten  ein  Volumelement  äxäydz  mit  den 
Koordinaten  x,  y,  z\  durch  eine  Seitenfläche  dydz  mit  uer 
Koordinate  *  strömt  in  der  Zeit  dt  die  Elektrizitätsmenge 
u  dydz  dt,  durch  die  ihr  gegenüberliegende  Seitenfläche  Jy*- 
mit  der  Koordinate  x+dx  die  Menge  U  +  ^  dx^dy^dt 
Die  Differenz  zwischen  der  abströmenden  und  einströmenden 
Menge  verändert  die  Menge  im  Volumerement.  Die  bete- 
Hachen  dydz  liefern  die  Menge  ^"-dxdydzJt,  analog  J« 

Seitenflächen  rfcJ.r  die  Menge  ^dxdydzdU  die  Seiten- 
flachen  dxdy  die  Menge  ^-dxdydtdt.  Die  Menge  der  im 
V'.h.mdement  enthaltenen  Elektrizität  verändert  sich  daher  n 
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der  Zeit  dt  um  (•£?.  +  +  ^jdxdydzdt,  also  pro  Volum- 
einheit um  (J^  +  il  +  ^j/;  letztere  Größe  ist  aber  dje 
Änderung  der  Dichte  der  freien  Elektrizität       Wir  haben  also 

3fJt      8«       8  t;  3w 
=        H  |  

8/       8*      3jy  8S 

und 

=  4rc   +  —  ^  

8/  dy  dz1 

für  das  Innere  der  beiden  Medien,  also 


21) 


8/    -4*Ui  +"8i  +  8^7 


22) 


Die  Gleichung  21)  (und  dementsprechend  die  Glei- 
chungen 22)  kann  man  auch  schreiben 

;-A<P+-   A*=r4ir(  1  h  ~ 

8/  8f    f  \dx      *y  l~' 

oder,  da  A4>  in  dem  Inneren  der  beiden  Dielektriken  Null  ist. 

8  .        ,    /8w      dv  9*A 
--      =  4t:{  1  h  — -)• 

8/  V  ÖJir       8_y  3z/ 

Mit  Rücksicht  auf  Gleichung  14)  wird  diese  Gleichung 
unter  Beachtung,  daß  A<l>:=0. 


oder 


also 


8  8 

=  —  4jcs     As —  4jrXA<p 
8/  8/    f  * 

3 

(1+4jts)     As  =  —  4zXA«, 
8/  r 


4,>.  / 
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Ist  also  die  Dichtigkeit  der  freien  Elektrizität  im  Innern 
anfänglich  nicht  Null,  so  nähert  sie  sich  doch  diesem  Werte 
beständig  und  kann,  wenn  sie  schließlich  Null  geworden  ist, 
durch  die  elektrostatischen  Einflüsse  nicht  wieder  zu  einem 
endlichen  Werte  erhoben  werden.  Wir  haben  also  für  das  Innere 
der  beiden  Dielektriken  Ä?=0,  respektive  die  Gleichungen 

A?*  =  0  ) 


P<=0I 

p-  =  o/ 


Außerdem  muß  an  der  Trennungsfläche  der  beiden  Medien 
=  <\>,  oder 

sein.  Hiezu  käme  noch  die  Grenzbedingung  an  der  Oberfläche 
des  äußeren  Dielektrikums.  Diese  ist  aber,  wie  oben  aus- 
einandergesetzt wurde,  bereits  in  dem  Werte  von  *  berück- 
sichtigt, so  daß  die  Gleichungen  19),  20),  23)  und  24)  das 
Problem  vollständig  bestimmen. 

Wir  betrachten  nun  vorerst  einzelne  spezielle  Falle.  Ist 
zunächst  die  Leitfähigkeit  der  beiden  Dielektriken  Null,  so 
reduziert  sich  Gleichung  20)  auf 


9/ 


6u  — 


.8»  +  9«/     *  9/  Uff  +  9k/~  4k  8/1«»  *** 

Sind  die  beiden  Medien  vollkommene  Leiter,  so  erhält  man 
aus  Gleichung  20)  die  Grenzbedingung  für  diesen  Fall,  indem 
man  eu  =  e,  =  0  setzt.  Sie  wird  dann  identisch  mit  jener,  von 
welcher  Hertz  in  seiner  Abhandlung  »Über  die  Verteilung 
der  Elektrizität  auf  der  Oberfläche  bewegter  Leiter«'  und 
v.   Schweidler  in  der  Abhandlung  »Über  Rotationen  im 
homogenen  elektrischen  Felde«2  ausgehen.  Die  Dielektrizitäts- 
konstante D  steht  nun  mit  der  Elektrisierungszahl  6  in  der 
Beziehung  D  =  1  +  4jre.  Man  ist  somit  genötigt,  den  Metaller, 
die  Dielektrizitätskonstante  1  zuzuschreiben.  Maxwell  be- 
rechnet die  »Verschiebung«  durch  Multiplikation  der  elektrischen 

1  Wie Jemann's  Annalen,  Bd.  13,  p.  266  bis  275  (1S8D-  (teamm- 
Bd.  1,  P.  135  bis  144. 

-  Dies«  Sitzungsberichte,  Bd.  106,  Abt.  IIa,  Juli  1897. 
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Kraft  mit  dem  Faktor      ;  nach  seiner  Auffassung  müßte  daher 

den  Metallen  die  Dielektrizitätskonstante  0  zugeschrieben 
werden.1  Daß  die  gewöhnliche  Auffassung,  den  Metallen  die 
Dielektrizitätskonstante  oo  zuzuschreiben,  bloß  eine  Rechnungs- 
regel ist,  die  für  die  Elektrostatik  brauchbar  ist,  betonten  bereits 
E.  Cohn  und  L.  Arons.2  Diese  beiden  Forscher  bestimmten 
auch  die  Dielektrizitätskonstante  gut  leitender  Flüssigkeiten 
und  fanden  z.  B.t  daß,  während  die  Leitfähigkeit  von  Xylol 
durch  sukzessive  Zusätze  von  Anilin  bis  etwa  auf  das  Zehn- 
tausendfache wuchs,  die  Dielektrizitätskonstante  nur  um  zirka 
ein  Drittel  ihres  Betrages  (von  2*23  auf  3*09)  zunahm,  also 
durchaus  nicht  die  Tendenz  zeigte,  unendlich  zu  werden. 

Wenn  also  die  Annahme,  die  Dielektrizitätskonstante  der 
Metalle  sei  gleich  1,  hier  nur  als  eine  Rechnungsregel  für 
nicht  konstante  elektrische  Kräfte  eingeführt  wird,  so  steht 
dies  doch  mit  unseren  Erfahrungen  in  keinem  Widerspruch. 
Denn  diese  Annahme  ist  auch  für  die  Elektrostatik  zulässig, 
wie  man  einsieht,  wenn  man  auf  die  Gründe  für  die  dort  übliche 
Annahme,  die  Dielektrizitätskonstante  der  Metalle  sei  unendlich 
groß,  näher  eingeht.  Füllt  man  den  Zwischenraum  eines 
Kondensators,  dessen  eine  Belegung  zur  Erde  abgeleitet  ist, 
mit  einem  Metall  aus,  so  kann  seine  Kapazität  als  Null  angesehen 
werden,  der  Kondensator  vermag  überhaupt  nicht  eine  Ladung 
zu  bewahren.  Das  Potential  an  der  mit  der  Elektrizitätsquelle 
verbundenen  Platte  ergibt  sich  hier  als  das  an  dieser  Platte 
infolge  der  Strömung  herrschende  Potential.  Die  übliche  Auf- 
fassung betrachtet  die  Elektrizitätsmenge,  welche  dieser  Platte 
zugeführt  wird.  Mit  der  Natur  des  Kondensators  als  eines  An- 
sammlungsapparates, eines  Akkumulators  für  Ladungen,  steht 
jedenfalls  die  Auffassung,  zu  der  wir  hier  geführt  werden,  in 
besserem  Einklang.  Dieser  Auffassung  gemäß  verhalten  sich, 

1  Vci-kI.  ßeuulard,  Sur  les  tormuks  de  Mossotti-Clausius  et  de  Betti 
relatives  a  la  polarisation  des  dielectriques.  Compt.  rend.,  Bd.  129,  p.  149  bis 

1.V2  (lKV»9i. 

-  LcitunKsvcnivjRen  und  Dielektrizitätskonstante.  Wiedemann/s  Ann.  d. 
Phys.  und  Oiemic,  Md.  L>\  p.  4.">4  bis  477  (IS.sii.. 
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wie  man  auch  sagen  kann,  die  Metalle  in  dielektrischer  Be- 
ziehung wie  der  Äther. 

Sind  die  elektrischen  Kräfte  konstant,  mit  der  Zeit  nicht 
variabel,  so  verschwinden  die  mit  s  multiplizierten  Glieder  der 
Gleichung  20)  eo  ipso.  Für  diesen  Fall  erhält  man  daher  6t 
gewöhnliche  Gleichung  für  die  Trennungsfläche  zweier  Leiter 
bei  stationärer  elektrischer  Strömung. 

§  3.  Die  hysteresisfr  eie  dielektrische  leitende  Kugel  in  einem 
hysteresisfreien  leitenden  Dielektrikum  unter  der  Wirkung 
eines  homogenen  elektrostatischen  Drehfeldes. 

Der  Radius  der  Kugel  sei  Rf  ihre  Lettfähigkeit  ;hre 
Dielektrizitätskonstante  Dif  ihre  Elektrisierungszahl  s,.  Die 
analogen  Größen  für  das  äußere  Dielektrikum  seien  K  D,  und 
su .  Es  ist  zunächst 

Di  =1  +  4x3,)  U/ 


Da  =  1+4*3,, 


! 


Die  Normale  auf  die  Kugeloberfläche  fällt  mit  dem  Radius 
vektor  p  zusammen.  Das  Potential  der  auf  der  KugelobertÄ 
induzierten  Schicht  sei  <p,  das  äußere  Potential,  unter  welchem 
wir  den  im  §  2  bestimmten  Wert  verstehen  wollen,  sei  Die 
Gleichungen  des  Problems  lauten  dann: 

A?,  —  0  und  A?pri  =  0 

im  Innern  der  beiden  Dielektriken, 

_   1  fi<fi  d^,\ 


- 

sowie 


-  et  Up  +       +  *"      +  \  J  — '  87 { 8o  +  aP 

/84>      BfA       1    8  2öj 

für  die  Kugeloberfläche.  Hierin  sind  also  die Diffcrentialquoiienten 
für  p  —  /?  zu  bilden.       bedeutet  das  von  der  auf  der  Kugel- 
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Oberfläche  induzierten  Ladung  herrührende  Potential  im  Innern 
der  Kugel,  <pu  jenes  derselben  Ladung  außerhalb  der  Kugel. 

Die  Kugel  ruhe.  Wir  berechnen  die  Wirkung  des  Drehfeides, 
indem  wir  das  Drehfeld  gemäß  §  1  durch  zwei  harmonische,  zu- 
einander senkrechte  homogene  Wechselfelder  ersetzen  und  die 
Wirkungen  dieser  beiden  Felder  getrennt  berechnen.  Das  eine 
Feld  sei  parallel  zur  X-,  das  andere  parallel  zur  Y-Achse,  die 
Z-Aehse  sei  die  Rotationsachse  des  Feldes,  der  Koordinaten- 
anlängspunkt  falle  mit  dem  Kugelmittelpunkt  zusammen.  Die 
Größen  des  A'-Feldes  sollen  durch  den  Index  .v,  jene  des  Y'-Fcldes 
durch  den  Index  y  gekennzeichnet  werden. 

Wir  haben  dann  für  die  A'-Richtung 


«!>,.  =  u  cos  10  sin  fr  cos  a/. 

R 


26) 


Für  die  Potentiale  der  induzierten  Kugeloberflächen- 
belegung machen  wir  den  Ansatz: 


zx,  ~  4  -    cos  (o  sin  i>  (-4.,-  sin  *l  +  Bx  cos  a/) 
A* 

zut  -:  aR-  \  cos  tu  sin  fr  (<4,  sin  a/  +  Z?a  cos  a/ 


» 


27) 


worin  .1,  und  Jix  Konstanten  sind,  deren  Wert  wir  den  Be- 
dingungen des  Problems  entsprechend  zu  bestimmen  haben. 

zxi  und  genügen  den  Gleichungen  A-f*.  —  0  und 
lzul  -  0,  und  für  f»  A  ist  =  ?xl-,  der  gewählte  Ansatz  ist 
also  möglich.  Aus  20)  und  27)  erhält  man  die  Werte  der 
Differentialquotienten  nach  t»  für  p  =  A: 


ü  cos  w  sin  fr  cos  a/ 
R 


■  i 


8f 


C'f .... 
00 


=       cos  u)  sin  fr  (Ax  sin  <it+Bx  cos  a/)      V  28) 


A 


2t< 
A 


cos  co  sin  fr  (A  sin     +     cos  a/) 
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Mit  Hilfe  der  Gleichungen  26),  27),  28)  wird  daher  die 
Gleichung  25): 


8  /  a 


cos  (o  sin  {>  cos  a/  — 


—  —  cos  o)  sin  d  (.4,  sin  dtf+J?,  COS  iJ] 


cos  o)  sin  #  cos  a/— 


—  ™  cos  (ö  sin  fr  (.4r  sin  «/+5xcos«/)) 


3  /  d 

—  8,-  —  cos  in  sin  »  cos  a/  + 

8/  \  R 

+  JL  cos  (ü  sin  »  (/i,  sin  */+/? 

—  X,  (  —  cos  (o  sin  t>  cos  a/  + 

V  R 

+  _fL  cos  o)  sin  *  (.4,  sin  a/+Ä,  cos  tl) 
R 

=  ( —  cos  a>  sin    (Ax  sin  a/+#r  cos  a/)| 

4t:  dt\R 

oder 

sa  —(-  cosa/— 2AX  sin  a/-  2^cosa/)+ 

8/  +X4,(-cos  a/-2.4,sina/-2^  cosa/) 

—  3,  —  (—  cos  a/+4r  sin  *i+Bx  cos  a/)— 

8'  -X,(-coss/  +  ^sina/  +  ^sa/> 

3  3 

=  (.4V  sin  a/H-5*  cos  */) 

oder  endlich: 

as^sin  rt.t—2Ax  cos  at+2Bx  sin  a/)+ 

+Xa(-cosa/-2^sin«<-2Äcos*fl 

—  as,(sin  7.t-\-Ax  cos  a/— 5*  sin  a/)-~ 

„X,  (-cosa/+A  sin 

—  (,4r  cos  a/  — cos  a/). 
4^ 
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Fassen  wir  die  Glieder  mit  sin  a/  und  cos  «/  zusammen 
so  erhalt  die  letzte  Gleichung  die  Form: 

{^-•d+*(2%t+ui)Bx-(2\a+li)Ax+       Bx)  sin  at 

4ir  f 

-  -  {(\a-\l}  +  (2  \a+X,)Bx+a(2  s„+  e()  4,+       ^  \  cos  a/  =  „ 

Diese  Gleichung  muß  für  jedes  beliebige  /  erfüllt  sein- 
es müssen  daher  die  Koeffizienten  von  sin  «/  und  cos  */  einzeln 
gleich  Null  sein,  so  daß  wir  zur  Bestimmung  der  Konstanten  Ax 
und  Bx  die  Gleichungen  erhalten: 

—  (2Xa  +  Xl-)y!,+a(2e4l  +  e/+  —  )  Bx  -  —  a(8|— s,) 
a  f  2£wH-£<+  A-j  ,4,+(2X„  +  X,)/*r  =  .._(XU_ 
aus  welchen  sich  ergibt: 

(s.l-s,-)(2Xu +>.,•)-  ^2    +        3  )(X(<--X,) 

4*  =  *  — -  ^  ^7   

(2Xu+X,)»+««f2itf+8|-+ 
*-(s4l--S|)  (2sl<  +  8|-+  -f  )  +  (2Xtl  +  X,)(Xrt — X,) 

v  4  IT  ' 


(2X(l  +  Xl)»  +  a«(2etl  +  8|-+~)2 

4  t?  / 


•Setzt  man  hierin  die  aus  24)  sich  ergebenden  Werte 

A  -l 


4* 
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ein,  so  einölt  man  endlich: 


4r  S(Dah—DX) 


Iß-2  /•  **) 

(Du—  Di)  (2Da  + Dd  +  (2  X, + y 


16zs 


(2K,  +  h)3+(2Da+Diy 


Für  das  Feld  in  der  y-Richtung  hat  man  analug  der 
Ansatz: 


<1>  =  p  sin  w  sin    sin  it 

R 

ffyi  —  —  p  sin  o)  sin  *  (Ay  sin  aZ+i*,.  cos  a/j 
<p>4i  =  a     —  sin  o)  sin    (4v  sin  <xt+By  cos  «/) 
Die  Durchführung  der  Rechnung  ergibt: 


.  SR 


Ay-Bx  \ 
Bv  =  -Axf 


31) 


Für  die  Dichte  a  der  induzierten  Schicht  hatten  wir  W 

Gleichung: 

Gemäß  dieser  Gleichung  ergibt  das  Wechselfeld  in 
AT-Richtung  die  Dichte: 


Or  = 


3a 
4kR 


cos  <■>  sin  &  (AM  sin  *t+Bx  cos  at)  — 


.i^-coswsin».^ 
4irA' 
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und  das  Wechselfeld  in  der  y-Richtung  die  Dichte: 


3a 


Sa 


=         sin  »  sin  *  Ä  sin  a/-.4v  cos  «/)  = 


wobei 


3«  . 
=  — --sin  (»  sin  fr.JV, 


A/  rr  ^  sin  *t+Bx  COS  a/  > 
JV  zn  £A  sin  */— cos  a/  / 


32) 


gesetzt  ist. 

Die  durch  das  Drehfeld  induzierte  Dichte  o  ist  somit: 


*  =  *;r  +  3v  = 


3a 
4kR 


sin  #(,1/  cos  »4-A^sin  w). 


33) 


Nun  können  wir  das  Drehungsmoment,  welches  die  Kugel 
durch  das  Drehfeld  erfährt,  wie  folgt  berechnen. 


Ein  Flächenelement  df  beim  Punkte  P  (Fig.  1),  der  die 
Koordinaten  A\  «,  »  hat,  trägt  die  Ladung  od  f.  Ist  F,  die  Feld- 
stärke des  Wechselfeldes  in  der  A'-Richtung,  Fv  jene  des 
Wechselfeldes  in  der  K-Richtung,  so  geben  diese  im  Punkte  P 
auf  idf  wirkenden  Kräfte  ein  Drehungsmoment  an  der  Kugel 
im  Werte  von 

W(    Fxr  sin  «  +  Fvr  cos  w)  -    n  df.  r{Fv  cos  <o-Fr  sin  «), 
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wie  aus  Fig.  2  ersichtlich  ist,  welche  die  Kugel  aus  der  positiven 
Z-Achse  gegen  ihren  Mittelpunkt  hin  gesehen  darstellt.  W,r 
rechnen  hiebei  ein  Drehungsmoment  entgegengesetzt  dem  Sinne 
der  Uhrzeigerbewegung  als  positiv,  ein  solches  im  Sinne  der 
Uhrzeigerbewegung  als  negativ.  Das  gesamte  Drehungs 
moment  3)  ergibt  sich  durch  Integration  über  die  ganze  Kugel- 
oberfläche, also  bezüglich  der  Variablen  *  von  0  bis 
bezüglich  der  Variablen  cd  von  0  bis  2ic.  Es  ist  also 

$  =  $$adfr{Fy  cos  w— Fs  sin  «). 

Nun  ist  df=R*-smbdbdv,  r  =  /?sind,  also  weiter: 

$>  =  /?8/J"sin2  »oleosa)  —  Fxsin  »)c/&rf». 

Für  o  fanden  wir  (Gleichung  33)  den  Ausdruck 

Sa 

 sin  &  (Mcos  ta+N  sin  «). 

Hiemit  wird 


3a_R* 

6aR*£\M  c°s  <»+n  sin  w)  cos  *-F* sin  w)J  jf sin5  w* 

oder  weiter,  da  f  sin        =  —  ist: 

$  =  *  R*(2\mFv  cos*  <o  +  (NFv-MFt)  sin  u>  cosa- 

-  Jo  __A'F,sinW« 


3>  =?^.-,Jifsin»*(Jlfcos«+JVsin»)(/;cos«  F,sin«)<W» 
4tt 


4j: 


COSOM« 


=  fl-ÄWv  Pcos»» do>  +  (NFy-MFx)  '  sin« 

 A'Fjrl  sins«^"| 

Nun  ist:  0 

-2* 

COS2  ü)  i/o)  —  Ä, 


X 
f 


2s 

sin  co  cos  « </«  =  0 


o 

sin*a></o>  —  5t, 
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daher 

3)  =  dK*(MFf-NFx). 

Ks  war  (Gleichung  2)  Fx  =  d  cos  */,  Fx  =  U-  sin  a/; 
hiemit  wird  ^  " 

X  =  a*R{M  sin  «/— Ar  cos  «/).  34) 
Setzen  wir  hier  gemäß  32) 

A/  —  sin  <xt+Bx  cos  */ 
N  —  Bx  sin  */— j4x  cos  a/, 

so  folgt  5)  —  a2/?y.r  oder  mit  Rücksicht  auf  den  Wert  Ax 
(Gleichung  29): 

a>  =  «-je Ü      f  3(JA-/)^)  35) 

'     ~  (2X<,+X/)»+(2Z>B+A■), 

Das  Vorzeichen  dieses  Drehungsmomentes  hängt  bloß  von 
dem  Vorzeichen  des  Gliedes  (A.X, — AXa)  ab-  Es  ist  positiv,  d.  h. 
das  Drehfeld  sucht  die  Kugel  mitzunehmen,  wenn  Dah>Di^a', 
ein  solches  Drehungsmoment  möge  als  ein  hemmendes  be- 
zeichnet werden.  Es  ist  negativ,  das  Drehfeld  sucht  die  Kugel 
entgegengesetzt  seinem  eigenen  Drehungssinn  zu  bewegen, 
das  Drehungsmoment  ist  treibend,  wenn  Z)aX,  <  Z),Xtl.  Für 
den  Fall,  daß  Dah  —  Di\ly  ist  das  Drehungsmoment  Null. 

Sind  die  beiden  Substanzen  Metalle,  so  ist  /)<.  =  />,■  =  .  zu 
setzen  und  es  folgt 

,4s  3(X,—  X4l) 


(2Xu  +  X,)»+9 


2t. 

oder,  da  a  =  -  - : 

T 


3   i  +  .l^(2X-+Xl) 

die  von  v.  Schwei  dl  er  (1.  c.)  abgeleitete  Formel.  Diese  Formel 
kann  also  für  Dielektrika  nur  als  Näherungsformel  ver- 
wendet werden. 


A.  I.ampn, 


i 


■ 

4 


Haben  die  beiden  Dielektrika  die  Leitfähigkeiten  Null  ist 
also  \a  r=X/rrÜ,  so  ist  5)  =  0.  Eine  nichtleitende  hysteresisfreie 
Kugel  in  Luft  normaler  Dichte,  die  keine  Ionisation  aufweist, 
erfährt  somit  in  einem  Drehfelde  kein  Drehungsmoment. 

Wir  betrachten  noch  den  Fall  einer  Metalikugel,  welche 
sich  in  einem  leitenden  Dielektrikum  befindet  Es  ist  danr 
Di  =  1  zu  setzen  und  es  ist 

X  =  a*R  — 


*  ^-(2X,+X,)»+(20fl+l)' 

Kennt  man  Da  und  X,,  so  kann  man,  wenn  %  meßbar  ist, 
Xa  berechnen.  Ist  Da  =  l,  h  =  0,  so  resultiert  die  von  L  Graetz1 
zur  Messung  der  Leitfähigkeit  aus  der  v.  Schweidlerschen 
Gleichung  hergeleitete  Formel,  welche  er  zur  Berechnung  vor 
Xfl  verwendet  hat.  Wie  man  sieht,  ist  dies  eine  Näherungsforme! 

Bemerkenswert  ist  ferner,  daß  die  Kugel  auch  ein 
Drehungsmoment  erfährt,  wenn  das  äußere  Dielektrikum  gar 
keine  Leitfähigkeit  hat.  Es  ergibt  sich  mit  Xrt  =  0  aus  der  letzten 
Gleichung 

§  4.  Die  Grenzbedingungen  für  ein  Hysteresis  zeigendes, 
leitendes  Dielektrikum,  welches  sich  in  einem  anderen 
Hysteresis  zeigenden  leitenden  Dielektrikum  befindet. 

Entsprechend  den  Ausführungen  der  Einleitung  soll  nur 
der  Einfluß  der  viskosen  dielektrischen  Hysteresis,  der  - 
das  Zurückbleiben  der  dielektrischen  Polarisation  h,ntcJ]^ 
induzierenden  Kraft  bedingt  ist,  betrachtet  werden.  ^ 
im  §  2  vereinfachen  wir  uns  das  Problem,  indem  wir  als  au  ^ 
Potential  denjenigen  Wert  definieren,  welcher  nach 
von   der   an   der  Trennungsfläche  der  beiden  D.eicK  .  • 

•  Über  die  Quineke'sche  Rotation  im  elektrischen  Felde  Ann  -  ^ 

IV,  i,  P  :,:<o  (looivt. 
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induzierten  Schicht  herrührenden  Potentials  vom  Gesamtpotential 
übrigbleibt.  Die  Hysteresis  des  äußeren  Dielektrikums  ist  dann 
bereits  in  dem  so  definierten  äußeren  Potential  berücksichtigt 
und  es  ist  somit  bei  der  Bestimmung  des  Potentials  der  an  der 
Trennungsfläche  der  beiden  Dielektrika  induzierten  Ladung 
nur  mehr  die  Hysteresis  des  inneren  Dielektrikums  in  Betracht 
zu  ziehen. 

Das  äußere  Potential  kann  also  wieder  in  derselben  Form 
vorausgesetzt  werden,  wie  wir  es  bisher  getan  haben.  Doch 
wollen  wir  seine  Abhängigkeit  von  der  Zeit  nun  auch  in  der 
Schreibweise  zum  Ausdruck  bringen,  indem  wir  es  mit  <l>(/) 
bezeichnen.  Die  Zeit,  um  welche  die  Polarisation  des  inneren 
Dielektrikums  hinter  der  induzierenden  Kraft  zurückbleibt,  sei  8. 
Ks  ist  dann  die  Polarisation  zur  Zeit  t  bestimmt  durch  den 
Wert  <£(/  —  8)-f-'f(/  8),  welchen  das  induzierende  Potential  zur 
Zeit  /  hatte.  Dieses  induzierende  Potential  zur  Zeit  /  setzt  sich 
aber  zusammen  aus  dem  Wert,  welchen  das  Potential  <l>  zur 
Zeit  /  hat,  also  dem  Wert  <!»(/),  und  dem  Wert,  welchen  das  von 
der  induzieiten  Ladung  herrührende  Potential,  das  wir  mit  'f' 
bezeichnen  wollen,  zur  Zeit  /  hat,  d.  i.  dem  Werte  <p'(/).  Das 
Zusatzpotential  <p'  ist  daher  bestimmt  durch  die  Gleichung 


oder 


*(/)  +  ?'(/)  =  *(/-«)  +  ?(/  o) 

.;'(/,  -:  _<i>(/)  +  <I>(/_5)  +  'f(/-o). 


Ersetzen  wir  demnach  in  den  Gleichungen  18),  20).  23) 
und  21)  y  durch  so  erhalten  wir  die  Gleichungen  für  den 
vorliegenden  Fall.  Die^c  Ersetzung  ergibt: 


1  pfrC--*)  H'(t^}\ 

4*  I      8h  8 ii  i 


3(3) 


et 
c 

s, 

8/ 
1  8 
1"  ei 


8<t>(/- 

c  n 


^  HAI 
+  8« 


5)1     ,   18*  (7  —  5)  5) 
\+h"\  cn 


in 


3  <!>(/  — 5.  8-f,<7 
87/  ~" 

8?,(7- 
cit 


8// 

5)     8  'f  „  (7  -_o)  1 
cu 


8  <!>_{/  — 5) 
"8  M 


8?/(/^5)| 
8;/  I 

37) 


Sitzb.  d  nu!hcni.-iMiimv.  Kl  ;  CXV.  HJ  ,  Abt.  IIa. 
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36)  bestimmt  die  Dichte  der  induzierten  Schicht,  37)  und 
39)  gelten  für  die  Trennungsfläche,  38)  im  Innern  der  beiden 
Dielektrika. 

§  5.  Die  Hysteresis  zeigende  dielektrische  leitende  Kugel  in 
einem  Hysteresis  zeigenden  leitenden  Dielektrikum  unter  der 
Wirkung  eines  homogenen  elektrostatischen  Drehfeldes. 

Wir  benützen  die  gleichen  Bezeichnungen  wie  im  §3;di« 
Zeit,  um  welche  die  Polarisation  der  Kugel  hinter  der  induzie- 
renden Kraft  zurückbleibt,  sei  8.  Die  Normale  auf  die  Trennung 
fläche,  d.  i.  die  Oberfläche  der  Kugel,  fallt  mit  dem  Radius- 
vektor p  zusammen.  Die  Gleichungen  des  Problems  sind  im 
vorhergehenden  Paragraphen  angeführt.  Wir  haben  dortbloS» 
durch  p  zu  ersetzen,  um  sie  in  die  für  den  hier  zu  behandelnden 
Fall  geeignete  Form  zu  bringen.  Die  Gleichungen  36)  und  IV 
haben,  wenn  wir  t—%  =  t'  setzen,  genau  dieselbe  Form  «  e 
die  entsprechenden  Gleichungen  für  hysteresisfreie  Dielektrika, 
da  X  =  ~-  Wir  können  demnach  die  im  §  3  gefundenen 

et  Ol 

Lösungen  ohneweiters  auf  den  vorliegenden  Fall  übertragin 
und  erhalten  so: 


3a 

°    /.rtc  m  sin  9.M  • 


„  _  -— -  cos  (o  sin  »  (Av  sin  aJ*+Bx  cos  af)  = 


—  .  — -  cos  w  sin 
~4zR 


Oy  = 


3<7 


sin  w  sin  #  (Bx  sin  i£—Ax  cos  «/')  - 


4T»R  yt 

4xÄ 


worin 


..  -  4X  und      die  in  den  Gleichungen  Ä»)  festgelegten  Wene 

haben.  Ferner  ist  entsprechend  der  Gleichung  34)  das  üre 
moment.  das  die  Kugel  erfährt, 

X'  =  ii-K(M'  sin  a/---V  cos 
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Wir  haben 

M'  sin  at  ~  Ax  sin  a/'  sin  *t  +  Bx  cos  ot/J  sin  a/ 
.V  cos  cd  —  Bx  sin  o/7  cos  *t-Ax  cos  rt'  cos  «/, 

also 

il/'  sin  rU-N'  cos  o/  =  Ax  (cos  ai'  cos  */+sin  o/'  sin  a/)— 

— 2?r  (sin  oW  cos  od— cos  a/'  sin  at) 
=  4r  cos  a  (/-  /)-£,  sin  a  (Z7-/), 

oder,  da  /'—/  =:  8: 

AP  sin  o/-;V  cos  a/  =  4X  cos  a8-#f  sin  a3, 

und 

3)  =        (Ax  cos  «8-5,  sin  a8). 

Setzen  wir  hierin  die  Werte  von  Ax  und  Bx  ein,  so  folgt 
endlich 

T  -  Tö^T  {—  3  (Ai X,  -  ZU,,)  cos  a8  + 

— ^-  (2Xa4-X1)^+(2/>u+A)ss  * 
a2 

(Üa  -  Dd  (2     +  M)  +  ^  (2  Xu  -4-  X;)  (X„  -  X,) ]  sin  * 8 J  •  40) 

Wir  betrachten  nun  einigeSpezialisierungen.  Seien  zunächst 
die  beiden  Stoffe  Metalle,  so  haben  wir  Da  =  D,  —  \  und,  da 
nun  auch  die  Hysteresis  verschwindet,  5  =  0  zu  setzen.  Dann 
gibt  aber  Gleichung  40)  das  Drehungsmoment,  welches  von 
v.  Sch weidler  berechnet  wurde: 


*  — *-(2X,<+X,)«+9 

Sind  die  beiden  Dielektrika  ideale  Isolatoren,  d.  h.  ist 
X«  ~  X,  =  0,  so  wird 

Während  also  eine  hysteresisfreie  dielektrische  Kugel  in 
einem  hysteresisfreien  Dielektrikum  kein  Drehungsmoment 
erlährt,  tritt  ein  solches  auf,  wenn  sie  Hysteresis  zeigt.  Dieser 

in* 
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Fall  (K,  —  N  —  0)  ist  von  Schaufelberger1  seiner  Methode 
der  Bestimmung  der  dielektrischen  Hysteresis  zu  GrunJc 
gelegt  worden,  desgleichen  hat  Arno  seine  Schlüsse  auf  diesen 
Fall  basiert  Wir  sehen  aber,  daß  dieser  Fall  ein  idealer  Grenz- 
fall ist  und  die  auf  ihn  basierten  Folgerungen  nur  zutreffen 
wenn  nachgewiesen  ist,  daß  die  Leitfähigkeiten  der  beiden 
Dielektrika  verschwindend  klein  sind. 

Das  Drehungsmoment  2)  hat  ferner  endliche  Werte  in  der. 
folgenden  Fällen: 

1.    Da>  1,    Di=\  2.   Da  =  \,  A>> 

Xa  =  0,     X,>0;  K>0, 

auch  wenn  drittens  Dah  —  AAj  ist,  in  welchem  Kalle  bei 
hysteresisfreien  Dielektriken  das  Drehungsmoment  Null  ist 
erhalten  wir  hier  ein  Drehungsmoment  von  endlichem  Wen 
Doch  wollen  wir  die  diesen  drei  Fällen  entsprechenden  Speziali- 
sierungen von  $  hier  nicht  besonders  anführen. 

§  6.  Anwendung  der  entwickelten  Formeln  auf  die  Beob- 
achtungen v.  Lang's. 

Gleichung  35)  zeigt,  daß  ein  hysteresisfreies  leitendes 
Dielektrikum  in  einem  elektrostatischen  Drehfeld  ein  Drehungs- 
moment erfährt.  Das  Vorzeichen  dieses  Drehungsmomentes 
hängt  von  dem  Vorzeichen  des  Ausdruckes  Da\— ab 
Das  Drehungsmoment  ist  hemmend,  wenn  Dah>^  °^ef 

D       X  Dt  kl 

''  >      ;  es  ist  treibend,  wenn  Dah<W  oder  Di  <  \, 

v.  Lang  hat  in  seiner  Abhandlung  »Versuche  im  elektro- 
statischen Drehfelde«8  den  Rotationssinn  mitgeteilt,  welchen 
Glas,  Quarz,  Hartgummi,  Paraffin,  Schwefel  und  Bernstein  in 
verschiedenen  Flüssigkeiten  zeigten.  Er  fand  »verke  e« 
Drehung,  d.  i.  ein  treibendes  Drehungsmoment,  wenn  sich  diese 

Körper  in  Äther,  Chloroform  und  Xylol  befanden.  Die  Ler 
lähigkeit  dieser  drei  von  v.  Lang  verwendeten  Flüssigkeite 


•  Über  Polarisation  und  Hysteresis  in  dielektrischen  Mcd.cn. 
ln;uii;iir;ildisscrtntion.  Baden,  Btichdruckcrei  O.  Wanner,  1898- 
J  Uicsc  Sitzungsberichte,  Bd.  1 15,  Abt.  IIa,  Matt  1900. 
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hat  v.  Schweidler  gemessen  und  beziehungsweise  gleich 
2. 10-»  1.10-»  2.10~»Q-i«w-«  gefunden.  Ihre  Dielek- 
trizitätskonstanten wurden  nicht  gemessen.  Nimmt  man  die 
Resultate  anderer  Beobachter  zu  Hilfe  (siehe  Landolt-Börn- 
stein,  Chemisch-physikalische  Tabellen,  3.  Aufl.),  so  sind  sie 
4-37,  ü- 2,  2-5.  In  den  genannten  Tabellen  findet  man  ferner 
folgende  Zahlen  (wobei  wir  Glas  als  zu  unsicher  weglassen) 
bei  Zimmertemperatur: 

Quarz   X,  -8.10-15       7)/  =  4'7 

Hartgummi   5.10  16  2  8 

Paraffin   3  4. 10  19  2 

Für  diese  Substanzen  und  die  genannten  drei  Flüssigkeiten 

ist  nun  in  der  Tat  ^  <  ~ .  Das  Experiment  bestätigt 

somit  das  von   der  Theorie   geforderte  treibende 
Drehungsmoment. 

»Normale«  Drehung(hemmendes Drehungsmoment) zeigten 
die  genannten  festen  Isolatoren  in  Benzol,  Toluol,  Benzin 
Schwefelkohlenstoff,  Petroleum,  Olivenöl,  Terpentinöl,  Rizinusöl! 
Die  Leitfähigkeiten  einiger  dieser  Flüssigkeiten  ergeben  sich 
aus  den  Messungen  von  Koller.1  In  der  folgenden  Tabelle 
sind  die  Werte  für  diejenigen  Substanzen,  deren  Dielektrizitäts- 
konstanten in  den  Landolt-Börnsteinschen  Tabellen  angeführt 
sind,  zusammengestellt: 

Benzol  X(,  =:  5. 10-,H  D„  —  2-3 

Toluol                       5. 10  16  2  4 

Olivenöl                       10  "  3 

Rizinusöl                 5. 10  16  4-8 

Mit  diesen  Zahlen  findet  man  für  Quarz  in  diesen  vier 
Flüssigkeiten  ein  hemmendes  Drehungsmoment;  das  gleiche 

gilt  für  Ebonit,  wenn  man  die  nahe  Gleichheit  von       und  ~ 

Di  X, 

in  den  Kombinationen  Hartgummi -Toluol  und  Hartgummi- 
Rizinusöl  zu  Gunsten  der  Übereinstimmung  mit  der  Theorie 

1  Diese  Sitzungsberichte,  BJ.  08,  Abt.  IIa,  Februar  IS89. 
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deutet.  Bei  Paraffin  findet  man  aber  in  allen  vier  Flüssigkeiten 
Da  K 

tt~  <C  -r — ,  d.  h.  ein  treibendes  Drehungsmoment,  was  darauf 
Di  Ki 

hinweist,  daß  die  Leitfähigkeit  des  benutzten  Paraffins  größer 
war  als  der  oben  angegebene  Wert  3-4. 10-19.  Im  ganzen  und 
großen  darf  man  sagen,  daß  auch  die  von  v.  Lang  beobachteten 
hemmenden  Drehungsmomente  mit  unserer  Theorie  in  Überein- 
stimmung stehen.  Es  ist  ja  überdies  zu  beachten,  daß  v.  Lan? 
seine  Isolatoren  nicht  in  Kugelform  verwendete,  unsere  Theorie 
daher  nur  eine  Art  Orientierung  über  seine  Versuche  gewähren 
kann. 

Ob  die  verwendeten  Isolatoren  Hysteresis  besitzen  oder 
nicht,  läßt  sich  auch  nicht  annähernd  beurteilen,  da  v.  Lang 
die  Größe  der  Drehungsmomente  nicht  gemessen  hat  Man 
sieht,  daß  die  vorsichtige  Fassung,  welche  v.  Lang  seine: 
Anschauung  über  die  hemmenden  Drehungsmomente,  -daß  bei 
ihnen  die  Erscheinungen  der  dielektrischen  Polarisation  über- 
wiegen müssen«,  mit  unserer  Theorie  in  Einklang  ist. 

Die  Formel  40)  bietet  die  Grundlage  für  eine  Methode  der 
Bestimmung  der  dielektrischen  Hysteresis.  Messungen,  au 
welche  sie  anwendbar  wäre,  liegen  nicht  vor.  Indem  ich  mir  die 
Ausführung  derartiger  Messungen  vorbehalte,  will  ich  nurnoc 
eine  Bemerkung  über  die  Wirkung  der  Hysteresis  machen.  Ef 
ist  von   einigen  Autoren   hervorgehoben  worden,  da  ie 
Hysteresis  als  Energie  verzehrend  immer  nur  hemmend  wirken 
kann.  Dies  ist  zutreffend.  Formel  40)  zeigt  uns  aber,  daß  as 
Drehungsmoment   trotz   der  Hysteresis  treibend  ausla. 
kann;   das  Auftreten   eines  treibenden  Drehungsmoment^ 
spricht  also  an  sich  noch  ebensowenig  gegen  das  Vorhan 
sein  von  Hysteresis,  als  das  Auftreten  eines  hemmen  • 
Drehungsmomentes  an  sich  das  Vorhandensein  von  Hyser ... 
sicherstellt. 
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Das  Problem  der  sechs  Strahlen  oder  der 
sieben  Punkte  in  der  Photogrammetrie 

von 

Eduard  Dolezal, 

o.  ü.  Professor  an  der  k.  k:  technischen  Hochschule  in  Wien. 
(Mit  3  Textfiguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  6.  Dezember  1906.) 

Aus  einer  photographischen  Aufnahme  lassen  sich  die 
Lage  des  Standpunktes,  der  Orientierungsvvinkel  der  Bild- 
distanz, respektive  der  Bildebene  und  die  Bildweite  selbst  ab- 
leiten, falls  bei  vertikaler  Lage  der  Bildebene  im  Räume  und 
bei  Kenntnis  der  Horizontrichtung  der  Photographie  die  Bilder 
von  fünf  der  Lage  nach  gegebenen  Punkten  verwertet  werden. 
Diese  Aufgabe  ist  unter  dem  Namen:  »Das  Problem  der 
fünf  Strahlen  oder  sechs  Punkte«  bekannt  und  fand 
mehrseitig  durch  Steiner,  Mandl,  Dolezal  u.s.w.  graphische 
und  rechnerische  Lösungen. 

Kann  die  Richtung  des  Horizontes  nicht  mehr  als  bekannt 
angenommen  werden,  so  tritt  zu  den  vier  vorhandenen  Unbe- 
kannten eine  fünfte  hinzu,  es  genügen  nicht  mehr  fünf  der  Lage 
nach  gegebene  Punkte,  sondern  man  hat  noch  einen  sechsten 
notwendig;  wir  haben  »Das  Problem  der  sechs  Strahlen 
oder  der  sieben  Punkte.-' 

Nachfolgend  wird  eine  trigonometrisch-analytische  Lösung 
des  Problems  gegeben  und  gezeigt,  wie  aus  einer  über- 
schüssigen Anzahl  von  Bestimmungsstücken  sich  die  wahr- 
scheinlichsten Werte  der  gesuchten  Größen  ermitteln  lassen; 
auch  werden  Fehleruntersuchungen  in  den  Bereich  der  Betrach- 
tung einbezogen. 


Digitized  by  Google 


1692 


E.  DoleSal, 


I. 

Sechs  Punkte  Pot  Pv  P^,  Pit  Pt  und  P,  sind  der  Lage 
nach  im  Räume  durch  ihre  rechtwinkeligen  Koordinaten  ge- 
geben, wobei  die  Koordinaten  s  mit  den  absoluten  Höhen  der 
Punkte  identisch  sind. 

Bei  vertikaler  Lage  der  Bildebene  wurde  eine  photo- 
graphisch c  Aufnahme  der  gegebenen  sechs  Punkte  ausgeführt 
und  auf  dem  photographischen  Bilde  wurden  die  Abstände  der 
Bildpunkte  pv  ps,  p3,p4  und  ph  von  p0,  nämlich 


PoPx  =  sv  PoPt  -  s3i  pQPz  -  sv  p0p4  -  sv        -  Sj 
und  die  Strecken 

PiP*  —  su>  PiPs  =  Sis>   PiP*  =  h* 

direkt  gemessen.  Man  soll 

1.  die  Lage  des  Standpunktes, 

2.  die  perspektivischen  Konstanten  der  Kamera  und 

3.  den  Orientierungswinkel  der  Bilddistanz  oder  die  Orien- 
tierung der  Bildebene  bestimmen. 

In  Fig.  1  und  2  bedeuten:  TT  die  horizontale  Trasse  jer 
vertikalstehenden  Bildebene,  C  das  perspektivische  Zentrum, 
welches  mit  dem  ersten  Hauptpunkte  des  photographischen 
Objektives  zusammenfällt  und  in  der  Vertikalen  des  Stand- 
punktes sich  befindet;  p0,pvpt,  . .  .  und/>„  sind  die  Bildpunkte 
von  Pot  Plf  P2,  . . .  und  P„;  hh,  die  Parallele  zur  Horizoni- 
linie  HH,   bilde   mit   der  Verbindungsgeraden  pQpt  einen 
Winkel      sv  s2,  ...  und  s„  sind  die  Abstände  der  Bildpunkte 
pltp2,  ....  und  p&  von  p0,  und  ß„  stellt  einen  Winkel  mit  dem 
Scheitel  in  p0  zwischen  zwei  von  p0  ausgehenden  Geraden 
p0Pi  und  p0pH  dar. 

Die  Lage  des  Standpunktes  C  ist  bestimmt  durch  seine 
Polarkoordinaten  R0  und  p0,  bezogen  auf  P0  als  Pol  und  die 
zur  Abszissenachse  parallele  Polarachse,  aus  welchen  sicn 
dann  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  der  Station  durch  eine 
einfache  Koordinatentransformation  ermitteln  lassen. 

Der  Winkel  7  stellt  den  Orientierungs^inkel  dar;  Jie 
Bikhvcite  der  Kamera,  HH  der  Horizont  der  Photographie- 
>*en  Kiditung  durch  den  Winkel  $  und  dessen  Lage  duich 
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den  Abstand         =  p%il  =  y]  bestimmt  wird;  die  Lage  des 
Hauptpunktes  Q  wird  durch  den  Abstand  p0pj[  =p/0Q  =  £  fixiert. 
Es  sind  somit  im  ganzen  fünf  Unbekannte- 
re,» Po>  Tf  f  und  <|>, 
welche  zu  bestimmen  sind. 


Für  die  Tangente  des  Horizontalwinkels  aM  zwischen  den 
Strahlen  CPti  und  (7\,  wird  nach  Fig.  1  erhalten: 


tg  *„  =:  — -  —         •  v»; 
(V  CJ 
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Da  sich  die  linearen  Größen  im  vorstehenden  Ausdrucke 
auch  durch: 


P'n  *  =  titfn  sin  (90°— y)  =  s„  cos  (<}>— ß„)  cos  i 

Ci  =  Cpl—pfi  -  -^—-Sn  cos      ß«) sin 7, 

cos  7 


PM7  =  r„  sin  (p0— p0„), 


(2) 


C7  -  CP0  —  P0J  -  RQ—rH  cos  (p0-pOB) 

ausdrücken  lassen,  so  erhält  man  nach  Einführung  der  Wene 
aus  (2)  in  die  Gleichung  (1): 

_      s»  cos  (fr— ßw)  cos  7      _  rn  sin  (p0-f0»)  (3) 
-^p— 5n  cos  (fr-ß„)  sinT 

In  dieser  Gleichung  wird  s«  auf  dem  Photogramme  ge- 
messen (Fig.  2),  die  Größen  rn  und  p0„  lassen  sich  aus  den 


gegebenen  Koordinaten  der  Raumpunkte  auf  Grund 

chungen: 


Jer  f.lei- 
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*g  Po»  = 


r»  = 


cos  p0w       sin  p0l, 


(4) 


berechnen  und  kontrollieren  und  ist  der  Winkel  ßH  aus  dem 
Photogrammdreiecke  PqPiPh  mittels  der  drei  gemessenen 
Seiten  sv  sn  und  st„  aus  der  Gleichung 


tg  fc  =  Jilz^z^ 


(5) 


berechenbar,  wobei 


bedeutet. 


Wird  die  Gleichung  (3)  entwickelt  und  gehörig  reduziert, 
so  wird  erhalten: 


'»sin  ß„  tg*  +  r„s„  sinp0„cosß„  (tgß„  tg*+  1) 

R0  cos  7 


COS  6s  *f) 

+  rn  s„  cos Pon  cos  ß„  -iüL_  i>  (tg  ß„  tg  $  + 1 ) 


+r„  cosp0„ 


/sin  p0 


Ay  cos  y 


r„sinp0M 


=  s„cosß„. 


/cos  p0 


/?0  cos8  y  cos  " RQ  cos2  y  cos  <j> 

Indem  man  zwecks  übersichtlicher  Darstellung: 


~sn  sin  ß„ 

+s„  cos  ß„ 

=  *., 

— rn  sin  p0„ 

+  r„  cosp0„ 

m-\-\ 

(7) 
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und 

— r„s„  sinp0Mcosß„ 
+rns„  cosp0n  cos  ß„ 
+r„sn  sinp0n  sin  ß„ 
— rMs„  cos  p0M  sinßB 
setzt  und  als  neue  Variable: 

tg  <|>  =  m» 


(W).). 


0 


cos  (p0+7)  _ 
/?0  cos  7 

sin  (Pq+t)  ._ 
R0  cos  y 

/sin  p0 


=  9, 


-p, 


R0  cos2  y  cos  <}> 
/cospj,  


(8) 


cos8  y  cos  <|j 

einführt,  nimmt  die  Gleichung  (6)  die  einfache  Form  an: 
4„w— (bc)„i„p+(bci)nQHq+dns+Cnt  -  K- 

Für  einen  Augenblick  betrachten  wir  <j  als  von  der  neuen 
Variabein  unabhängig;  es  ist  dann  die  vorstehende  Gleichung 
in  Bezug  auf  m,  p,  qy  s  und  /  als  linear  aufzufassen. 

Zur  Bestimmung  dieser  fünf  Unbekannten  genügen  die 
folgenden  fünf  Bestimmungsgleichungen,  die  sich  nach  sukzes- 
siver Kombination  des  Punktes  P0  mit  Pv  Pv  ^s>  '*  un  1 
ergeben,  mit: 

P0P, .  . .  a.m-ibc^p+ibäj^q+^s+c.t  -  K 
P0  />,...  aim~(bc)^ip+{bd)^iq+dts+cit  =  br 
P0Pt...    ^M—ibc^p+ibift^q+dsS+Cst  =  K 

Pfl  P4. . .    <v»-(H'4/'+(HM+^+f*'  =  bv 

P0 .  .  .    a:w-(l>i%i.j>  +  (hO,J%q+Jv'+c'*1  =  b,y 


(10) 


Digitized  by  Google 


Problem  der  sechs  Strahlen. 


1697 


Aus  diesen  Gleichungen  könnte  man,  wenn  alle  Koeffi- 
zienten bekannt  wären,  die  neuen  Variabein  wie  folgt  dar- 


stellen: 


in  ~ 


•MI 


A  ' 


_  \ 


A  ' 


<1~ 


A  ' 

A, 
A  ' 

A/ 


(II) 


Da  aber  die  Koeffizienten  von  p  und  q  in  den  Gleichungen 
(10)  die  Größe  o  enthalten,  die  nach  Gleichung  (7)  eine 
Funktion  der  Unbekannten  ;//  ist,  so  wird  es  notwendig, 
zuerst  m  zu  bestimmen,  und  zwar  auf  Grund  folgender  Unter- 
suchung. 

Wir  betrachten  und  entwickeln  die  Determinante  in  dem 
Ausdrucke  für  ;;/,  also: 


worin 


A  - 


</,,  —  (/v),i4,         a4,  4/4,  c-,, 
«st  und  nach  Einführung  von  s  die  Form  annimmt: 


(12) 
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<*i>  —  (H \--[ir)  m+l 

"a>  —  (^)4[— (f-)4W  +  1 


I'  l1 


'  ^[~(f)W+1],(/4,t< 


(13) 


m  +  l 


L  (W). 


(2 


lw+1 


Es  ist  wohl  unschwer  einzusehen,  daß  sich  diese  Determi- 
nante durch  eine  Summe  von  vier  Determinanten  ausdrücken 
läßt;  nach  geeigneter  Zerlegung  wird  erhalten: 


*x 

»1  = 

• 
• 

d, 

*v 

äv 

m  32  = 

av  (ac)2w, 

• 

(W).. 

d*> 

<*» 

*v 

w88  - 

(ad)9m, 

**> 

• 

db, 

w284  = 


alf  (ac\m,  — («fy«,  dx 
ai}  {ac\m,  —(adt)m,  d2 

■ 


»  4  5 

1  'l 

i  C\ 

»  *9 
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1699 


(W>,. 

4. 

n 

*2  = 

"2, 

• 
• 

(W)., 

C2 

• 
• 

C5 

<»1» 

Cl 

83  = 

4p 

C% 

i 

Wh, 

C5 

Cl 

• 
* 

C2 

<>5> 

(15) 


Die  Determinante  A  kann  somit  geschrieben  werden: 

A  =  9lH-w(ai  +  9a)+w«a4.  (16) 
Die  Determinante  A,„,  nämlich: 


*5.  -(H 


—     W  +  l 

&  A» 


kann  in  analoger  Weise  wie  A  zerlegt  werden  und  es  resultiert 
für  sie  schließlich: 

X,t  =     -4-  m  (D2  -hD3)-\-miDl.  (17) 

Die  Werte  für  Dv  D2,  D3  und  DA  werden  aus  den 
Gleichungen  (14)  und  (15)  unmittelbar  erhalten,  wenn  man  die 
Vertikalkolumne  a  durch  b  ersetzt. 
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Man  erhält  für  in  den  Ausdruck: 

und  nach  m  geordnet: 

a4m3+(38-+-as— D£i**+Qi—Dc-  D%)m-Dx  =  0 


(18) 


oder 


98  +  83-Z>4 


m2+  _J  V_J  3^m  L  -0. 


Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  dritten  Grades  erhält 
man  tu  und  es  können  auf  Grund  der  Beziehung 


die  einzelnen  nv  o2>. .  .o6  berechnet  und  in  das  Gleichungs- 
system (10)  eingeführt  werden,  so  daß  nunmehr  die  Koeffi- 
zienten von  p  und  q  bekannt  sind. 

Die  Berechnung  der  neuen  Variabein  kann  nun  auf 
zweierlei  Art  erfolgen,  und  zWaf: 

1.  Da  nunmehr  die  Koeffizienten  der  Unbekannten  /»und q 
In  den  Bcstimmungsgleichungen  (10)  bekannt  sind,  so  lassen 
sich  auch  die  Determinanten  dieses  Gleichungssystems  (11) 
berechnen,  wodurch  die  neuen  Variabein  bestimmt  erscheinen. 

2.  Da  die  eine  neue  Variable  m  aus  der  Gleichung  (1?) 
bestimmt  wird,  so  rechnet  man  die  weiteren  vier  neuen 
Variabein  p,  q,  s  und  /  aus  den  folgenden  Gleichungen,  die  sich 
aus  dem  System  (10)  unmittelbar  ergeben: 


— (bco^p+fidfyq+d^+cj  = 

— (£cs)2  p  +  (bdv\  q + d^s + f8  /  = 

V 

-atm. 

-(bco)ap+(bdi)Bq+d5s+csl  = 

h 

-a3m, 

(bco)4  p -f- ( bdi)A  q  +  dts + €A  t  = 

K 

(bca^p+ibd^q+dgS+Cit  = 

V 
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Es  sind  fünf  Gleichungen  mit  vier  Unbekannten,  daher  ist 
eine  Gleichung  überschüssig  und  es  können  nun  die  wahr- 
scheinlichsten Werte  der  Unbekannten  p,  q,  s  und  /  aus  den 
folgenden  vier  Normalgleichungen  berechnet  werden,  die 
lauten : 


[(ba)(bca)\  p  +  [-(/>fo)(Wa)  ]  q  +  [—{bei}  d\s  + 

+  [— (pci)c]t  —  [—(bcn)(b—am)\, 

[-(Wi)  (bc*)]p+ [(bdi)  (bth)]  q  +  [(bch)  d]  s+ 

+  \(bdi)c]t  —  [{lhh){b—am)\ 

[—(bc*)d\p+[(pdQ)d\q  +  [dd\s+\dc\t  =z  [d(b — atu)), 

[—  (bco)c]p  +  [(bdi)c]q  +  [cd\s+[cc\t  —  [c(b—am)\ 

oder  auch: 

[bbccv7]p+[  -bbcd w)q  +  [—  bcdi]s  +  [  -beeret  — 

=  [ — bba  +  abcrsnt], 

[—bb  cdi]p  +  [bb  dd<in}q+[b  dd  s]  s + [bed  o]  /  = 

=  [bbdv — abdim], 

[~bcdv]p  +  [bddi]q+[dd]s+[cd]t  —  [bd-adm], 

[—bcci,]p+\bcd<s\q  +  [cd]s+\dd\t  —  \bc—acm\. 

Die  neuen  Variabcln  sind  dann: 


(21) 


(22) 


A'  ' 


s  ~- 


(23) 


S.l.h       ;i,.-,:h /m. •  n.i.urw   Ki  ,  'XV,  Kl.,  Alt  II.. 


ll-J 
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Wenn  die  neuen  Variabein  berechnet  sind,  so  werden  die 
gesuchten  fünf  Unbekannten  auf  Grund  der  Beziehungen  (8, 
bestimmt  mit: 


<|>  =:  arc  lg  in, 


Rn  = 


_  P*—<ls 


ps+ql 


f-  ±m 


ps+qt 
ps+ql 


s+qt  V 
p*+q*  V 


Ii. 

Bestimmung  der  Horizont-  und  der  Vertikallinie,  sowie  des 

Hauptpunktes. 

Unter  den  perspektivischen  Konstanten  kommt  dem  Haupt- 
punkte der  Perspektive  Q  eine  große  Bedeutung  zu,  beziehen 
sich  doch  die  Bildkoordinaten  auf  denselben  als  Anfangspunkt 
Seine  Lage  wird  bestimmt  durch  den  Schnitt  zweier^ 
raden,  von  welchen  man  die  Richtungen  kennt;  der  Horizont  H 
ist  parallel  zu  der  unter  dem  Winkel  <|>  zu  p0Pi  g«ogenen 
Geraden  Ith,  sein  Abstand  von  derselben,  %  ist  unbekannt, 
während  die  Vertikallinie  VV  in  dem  gleichfalls  noch  un 
kannten  Abstände  i  normal  zum  Horizonte  zu  denken  ist 

Es  handelt  sich  somit  um  die  Koordinaten  des  Haupt- 
punktes i  und  tj,  bezogen  auf  p0  als  Koordinatenanfangspun 
und  ////  als  Abszissenachse.  . 

Die  Abszisse  i  ergibt  sich  in  Fig.  3  aus  dem  rec  • 
winkeligen  Dreiecke  CfcJO  mit: 

*=/tgY- 
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Werden  von  den  Bildpunkten  p0,pv...p„  Senkrechte 
auf  hh  gefällt  und  die  Abstände  der  Fußpunkte  dieser  Senk- 
rechten von      d.i.  lvltt. .  ./„  ermittelt,  so  können  für  i  noch 


eine  Reihe  von  Ausdrücken  abgeleitet  werden;  es  ist  nämlich 
aus  dem  rechtwinkeligen  Dreiecke  Cp'„Q: 

/,,-6=/tgK-T),  (26) 

so  daß  soviel  Werte  für  4  erhalten  werden,  als  Bildpunktc  vor- 
liegen; die  erhaltenen  Werte  für  i  werden  differieren. 

112* 
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Es  ergeben  sich  die  Werte: 

Punkt  p0. . .       ?°  —  /  tg  y, 

•  Pt-..  /tg(*!-7), 
>     p2. ..  $"=/g-/tg(v-7), 


Punkt  /v  • .     V""  =  /,— /tg  (vT), 

worin  die  Horizontalwinkel  ap  ^,...0,,  nach  der  in  Glei- 
chung (3)  aufgestellten  Formel: 


_     r„  sin  (p0— p0<() 
ga"  ~  /?0— r„cos(f>0— Po«) 


(28) 


berechnet  werden. 

Die  im  Gleichungssysteme  (27)  dargestellten  Werte  für ; 
werden  voneinander  abweichen,  der  wahrscheinlichste  Wert 
der  Abszisse  des  Hauptpunktes  wird  sein: 

71=0 

„=0  _JW^^ 


i 


[/,-/tg(«r-T) 


6 


mit  dem  mittleren  Fehler: 


m 


At  -  t  /    M      -  v  M  =0-182  v/H-  < 
-  V  »(#1-1)  "  V  30 

wobei  für  das  Minimum  der  Bildpunkte  n=6  genommen 
werden  muß.  Die  Verbesserungen  v  rechnen  sich  aus. 


v0  = 


(31) 


t;5  =  h-i'"". 

Für  den  mittleren  Fehler  der  Einzelwerte  von  i  im  System 
(27)  gilt  die  Gleichung: 

Af .  =  V/SL"  =  yJlSf  =  0-447  v/H-  ^ 
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Kennt  man  £,  so  wird  diese  lineare  Größe  von  p0  auf  Ith 
aufgetragen,  wodurch  p%  erhalten  wird;  eine  Normale  durch 
diesen  Punkt  zu  hh  gibt  die  Vertikallinie  Wt  in  welcher  der 
Hauptpunkt  Q  sich  befindet  und  durch  welchen  die  Horizont- 
linie HH  hindurchgeht. 

Bezüglich  der  Lage  des  Horizonts  und  des  Hauptpunktes 
in  der  Vertikallinie  hat  man  die  folgende  Untersuchung  durch- 
zuführen. 

Denkt  man  sich  (Fig.  3)  die  rechtwinkeligen  Dreiecke, 
welche  die  Projektionsstrahlen  CP0  und  CP„  mit  ihren  Pro- 
jektionen auf  die  Ebene  des  Horizonts  CP'Q  und  CP^  und  den 
Vertikalen  PQP^  und  PnP^  sowie  den  Bildordinaten  f)0  und  iq„ 
bilden,  in  die  Zeichnungsebene  umgelegt,  so  resultieren  auf 
Grund  der  zwei  ähnlichen  Dreieckspaare  die  Proportionen: 


riH:i!n  =  [zn— (z+J)] 


(33) 


worin  die  Instrumenthöhe  J  direkt  gemessen  wird,  R0  nach  den 
Entwicklungen  in  I.  bekannt  ist  und  die  Größen  A'„,  d0  und  dn 
respektive  a„  aus  den  folgenden  Gleichungen  bestimmt 
werden: 


iL  — 


tg  %x  — 


sin  (p0— Po,,) 
r*      sin  «,  -  ' 

/ 
cos  y  ' 

 f 

cos  (aH— i)  ' 

r„  sin  (p0—  p(,„) 
A'(—  r„  cos  (p„-  p„„)  ' 


(34) 


z,  die  absolute  Höhe  der  Station,  ist  unbekannt  und  zu  be- 
stimmen. 

Für  die  Ordinalen  tj„  und  tJo  der  Bildpunkte  />„  und  />„ 
folgt  aus  den  Gleichungen  (33): 
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1o  =  ~l--o-(.'+J)l 


1„  =  -f-  ['.-(i+J)) 


(35) 


und  für  ihre  Differenz  aus  dem  Dreiecke  pQpnq  in  Fig.  2: 

TQ«— >3o  =  ^«  sin    — W- 

Werden  die  Gleichungen  (35)  und  (36)  miteinander  ver- 
bunden, so  erhält  man: 

(du*  _  *o*o\ _ /A _  A)y_(A -  A)s  =  s„ sin (i-U 

V  Rn     RJ  \Rn    rJ     \rh  rJ 

woraus  die  unbekannte  Höhe  der  Station  sich  rechnet  mit: 


z  — 


oder 


än  do_ 

Rn  Ro 


_  (dnznRo-doz0RH)-(dHRo-ä0Rn)J'SHRoRn  sin  (Hüt 

dHR0—dQRn 


z  — 


(37) 


Die  s-Koordinate  des  Standpunktes  ergibt  sich  fünfmal, 
und  zwar: 


z"- 


(diz1R0-d0z0R1)-(ä.Rn-dMJ-siRi)Rl  sMtji] 

dlR0—d0Rt 

(d2ziRQ-d0z0Rt)-(<LRn-dMJ-stR0Rt  sMfHjj) 

dgR0 — d0R^ 

dbR«-dQRh 
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Die  mittleren  Fehler  dieser  Mittelwerte  sind: 


[t/t/]     _    /[t/t/]  _ 


-  1)  ~  V  5.4 


=  0-224 


worin  die  Verbesserungen  sich  rechnen  aus: 


t/  = 


2— ^ 


,/  —  ~Jf 


,/  —  .  Jim       ..ii  —  f  yi 


Interessiert  der  mittlere  Fehler  eines  beliebigen,  nach  den 
Gleichungen  (38)  und  (40)  berechneten  Wertes  von:  oder  % 
so  wird  er  bestimmt  nach: 


(44) 


Kennt  man  die  Ordinate  tj,  so  wird  sie  von  /tf  »uf  der 
Vertikallinie  VV  in  entsprechendem  Sinne  aufgetragen  und  der 
Hauptpunkt  Q  des  Photogrammes  erhalten;  eine  Normale  zur 
Vertikallinie  durch  diesen  Punkt  stellt  die  Horizontallinie  HH 

dar. 

in. 

Bestimmung  der  Raumkoordinaten  des  Standpunktes. 

Zwischen  den  ebenen  Koordinaten  des  Punktes  P  und  . 
bestehen  die  bekannten  Relationen: 


Ä\,  = 


X—Xn 

cos  p„ 


sin  p« 
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(46) 


woraus  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  des  Punktes  P  folgen: 

x  =  xn+Rn  cos  p„,  \ 
y=yn+Rn  sin  p„.  / 

Hierin  kann  nach  der  Fig.  1  für  den  Richtungswinkel  p„ 
gesetzt  werden: 

?«  =  f'o+*«  (47) 
und  die  Länge  Rn  ergibt  sich  aus  dem  Dreiecke  PP0P„  mit: 
KS  ~  J%  +  r}—2rHR0  cos  (p0— p0M) 

oder 


/?„  -  r„  sin^Q~  rO  _  Ä,  sin(p0-p0H) 


sin  ol„ 


sin(«»+Po— Po») 


I 


(48) 


Die  ebenen  Koordinaten  des  Standpunktes  mit  Verwertung 
jener  der  sechs  gegebenen  Punkte  lauten: 


(49) 


P0...  x°  =*0+/?0cosp0f  y°  =>'0  +  /?0sinp0, 
P, .  .  .  .ty  =  ^+A\  cos  p, ,  y  —  y1  +  R\  sin  pt, 
P2 .  .  .  x"  =  Xt+R2  cos  p2,  y  =  _ya+Ä\  sin  pa, 

Pb .  .  .       =  .r5  +  Ä>5  cos  p5,y""  =  y5 sin  p5 , 

wobei  A*  und  p  nach  den  Gleichungen  (47)  und  (48)  berechnet 
werden. 

Die  wahrscheinlichsten  Werte  der  vorstehenden  Koordi- 
naten sind: 


.V  " : 


6 


_  y»+y+y+ . . .  4-yw/ 

6 


(50) 


Die  z-Koordinaten  ergaben  sich  aus  rechtwinkeligen  Drei- 
ecken, gebildet  vom  Visierstrahle  des  betreffenden  Punktes, 
seiner  Projektion  auf  den  Horizont  und  der  Vertikalen  dieses 
Punktes  (Fig.  3),  mit: 
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zr-z 


T  t 

TO» 


h~ «  =  *itg<r*. 


(511 


wobei  die  Vertikalwinkel  <p0,  <p,...  %  bestimmt  erscheinen 
durch: 


4 


4 


lg  % 


-  Jk 


(5? 


worin  die  Bildordinaten  >)  und  die  Abstände  d  nach  den  Glei- 
chungen (34)  und  (35)  bestimmbar  sind. . 

Der  wahrscheinlichste  Wert  der  Koordinate  t  berechnet 

sich  aus: 

z°  =  z0—  tf0tg<p0. 
z/zzzzt—Rl  tg?,, 


(53) 


s»'"  zr  zh-Rb  tg 


mit: 


6 


Die  Fehler  der  Mittelwerte  der  Koordinaten  ergeben 
auf  Grund  der  Gleichungen: 


sich 
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\I^Y)  =  \/W  =»1*WM,  }  (55) 

worin  die  bezüglichen  Verbesserungen  vx>  vy,  v2  in  bekannter 
Weise  abgeleitet  werden  können. 

IV. 

Mehrfache  Bestimmung  der  Unbekannten. 

Stehen  zur  Lösung  des  Problems  nicht  sechs  Punkte  mit 
ihren  rechtwinkeligen  Koordinaten,  sondern  deren  n  (>  6)  zur 
Verfügung,  so  sind  «  —  6  Punkte  überschüssig;  man  kann  daher 
die  Sätze  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  bei  Bestimmung 
der  Unbekannten  in  Anwendung  bringen. 

Es  lassen  sich  dann  zur  Bestimmung  der  fünf  neuen 
Variabein  m,  p,  q,  s  und  /  nach  Gleichung  (9)  n — 1  Bestim- 
mungsgleichungen aufstellen,  die  lauten: 

ax  m  —  (bc)x   o,    p  +  (bd)x    s,    q+dx   s+cx    t  =  bx, 

at  m—(bc\  o,   p+{bd\   %   q+dt   s+ct   t  =  b2,  (56) 

an_xm—{bc)n-{  a„_i/>+ {bd)n^<iH^q+dH-\S+cn-xt  —  b„-\. 

Aus  diesem  Gleichungssysteme  lassen  sich  nach  bekanntem 
Bildungsgesetze  die  folgenden  fünf  Normalgleichungen  auf- 
stellen : 

[aa]m—[a(bc)a]p+[a(bd)o]q+\ad\s+[ac]t  —  [ab], 

[(bc)  a  a]  m—[(bc)*  z*\p  +  [(bc)  (bd)o']q+ [(bc)  o  d]  s + 

+  [(bc)oc]i  =  [(bc)ab]} 

[(btfoa]m~[(ba^(bc)s*]p+\(bd)*3*]q+[(bd)od]s+  )  (57) 

+  [(bd)ac]t  —  [(bd)ob], 

\dä]m-[d{bc)z\p  +  [d{bd)n\q  +  \dd\s^[dc\t  =  [db\ 

\ca]m  —  [c(bc)f3]p  +  [c{bd)<3]q+\cd]s+[cc]t  =  [cb], 
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aus  welchen  die  wahrscheinlichsten  Werte  der  eingeiührun 
Unbekannten  resultieren: 


m  = 


r- 


s  — 


t  ~ 


V 

Vp_ 
V 

iL 
V 

V 

V 


Hier  wird  es  geboten,  wie  früher  bei  der  einfachen  Be 
Stimmung,  zuerst  m  zu  berechnen,  und  zwar,  indem  man  die 
Determinante  in  dem  Ausdrucke  für  m  Gleichung  (58)  ent- 
wickelt; man  kommt  auf  eine  Gleichung  dritten  Grades  für  *, 
die  aufgelöst  werden  muß.  Ist  m  bekannt,  so  werden  die  Werte 
für  die  Symbole  av  o2,. . .  a„_i  berechnet,  so  zwar,  daß  nun- 
mehr die  Determinanten  der  Ausdrücke  in  Gleichung  (58)  be- 
stimmbar sind  und  die  Unbekannten  ermittelt  werden  können. 

Sobald  die  wahrscheinlichsten  Werte  der  neuen  Variabein 
bekannt  sind,  so  werden  ebensolche  Werte  für  die  gesuchten 
Unbekannten  aus  den  Gleichungen: 

4»  =  arc  tg  in, 


tßfo=  —> 


tgT  = 


ps+qt  ' 


(59) 


K  =  =fc 


ps+qt 


f—  ±m 


ps+pt  */    P_  ^ 
2+  ~q*  V 


berechnet. 
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Ist  m  bekannt,  so  bietet  sich  zur  Bestimmung  der  rest- 
lichen vier  neuen  Variabein  auch  der  folgende  Weg. 

Man  rechnet  o„  a2 . . .  o„_t  für  die  Koeffizienten  der 
Normalgleichungen  (57)  und  vereinigt  das  nunmehr  bekannte 
erste  Glied,  worin  die  Unbekannte  m  erscheint,  mit  dem 
Absolutgliede  und  erhält  nun  aus  den  fünf  Normalgleichungen 
fünf  Bestimmungsgleichungen  für  die  vier  Unbekannten  p,  q,  s 
und  /,  so  daß  man  zu  deren  Bestimmung  vier  neue  Normal- 
gleichungen aufstellen  kann;  sie  lauten,  nach  Gleichung  (22) 
gebildet: 

[&»c*o*]/>  +  [- -b*cda*\q+[— bcdo]s+[— bc2<s\t  = 

=  [ — b2ca  +  abcatn]t 

[—b*cd*]p+ \b*dW] q+[bd2v]s+  [bed o] /  z= 

—  [b*d<3 — abdont], 

[— bcd^\p  +  [bd^]q^\d^]s+[cd\t  =  [bd—adm], 

[— bc*<3]p+[bcd<3]q+[cd]s+\d*]t  =  [bc  —  aem], 


(60) 


woraus : 


P- 


p 

i  > 


s  = 


V 

vi 


V 


/  » 


(61) 


als  wahrscheinlichste  Werte  für  die  Unbekannten  folgen. 


V. 

Genauigkeitsuntersuchungen. 

Hat  man  mittels  einer  überschüssigen  Anzahl  von  Bestim- 
mungsgleichungen  w,  p,  q,  s  und  /,  beziehungsweise  /?„,  p0,/  7 
und  <J  ermittelt,  so   handelt  es  sich  darum,  die  mittleren 
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Fehler  dieser  Größen  zu  bestimmen,  um  eine  Vorstellung  von 
der  Genauigkeit  der  Resultate  zu  gewinnen. 

Die  mittleren  Fehler  der  neuen  Variabein  werden  sich  be- 
stimmen lassen,  wenn  vorerst  der  mittlere  Fehler  der  Gewichts- 
einheit bekannt  ist;  man  hat  für  diesen  mittleren  Fehler: 


m  _  Jw 

-  V  «-6  ' 


wobei  [w]  die  Summe  der  Fehlerquadrate  der  Bestimmungs- 
gleichungen (56)  der  neuen  Variabein  und  «  ihre  Anzahl 
bedeuten. 

Die  mittleren  Fehler  der  neuen  Variabein  sind  dann: 


V"«-6 


te  =  m0  \/ä7  =  \J- 


A/  =  m. 


Wö»s" 

wir 

«-6  ■ 


Die  Gewichtskoefflzienten  Qn,  <?„,••  Qu  werden  ^ 
den  Gewichtsgleichungen  ermittelt,  die  unmittelbar  aus  en 
Normalgleichungen  (57)  aufgestellt  werden  können;  für 
gilt  das  folgende  System: 

[aa]  Qn+[a  (bc)  a]  Qx  2  +  [a  (bd)  o]  Qx  9 + [ad  ]  ß,  4 + 

l(*)*°]ft.  +  [<*)*<>*]  Ölf +L(^)(W)«i]  0is+ 

+[(bc)da]Qu  +  [Wc°)Q« ,  =  0' 

K^)«*]!?,,  +  [(^(*c)^](?12+[(W)8^Ö13+  < (64) 

+  [(M)J3]ft4+l(W"]ft»-0, 
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[da]Qn^[d{bc)o)Qx^[d(bd)6\Q^  +  [dd}Qu. 


+  [<fc]0„  =  Ol 
[cä\  Qt t  +  [c{bc)  o]  Ql2  +  [c(bd)a]  Qls  +  [«/]  Öu+ 

+  Mßli=0.  J 

Für  die  Gewichtskoelfizienten  £)22,  088,  g44  und  0M 
können  analoge  Gleichungen,  Gewichtsgleichungen,  aus  den 
Normalgleichungen  unmittelbar  gebildet  werden;  aus  diesen 
Gleichungen  werden  berechnet: 


Qn  =  — * 


Qu  =  A" 


A3 

Qu  =  A" 


A5 


(65) 


*vorin  A,,^,...  AÄ  und  An,  A22,...  A55  die  Determinanten 
der  zugehörigen  Gleichungssysteme  der  einzelnen  Gewichts- 
koeffizienten  bedeuten. 

Die  gesuchten  UnbeUannte/i  RQ,  p0,...f,  ?  und  <|>  er- 
scheinen  allgemein  in  der  Form: 


(66) 


wobei  die  Argumente  der  Funktion  voneinander  abhängig  sind, 
was  zur  Folge  hat,  daß  die  mittleren  Fehler  der  Funktion  nicht 
auf  Grund  der  einfachen  Beziehung: 


Am8 


=(£-W-W-H*( 


Vi«)'. 

rös  / 


-^A/i  (07) 
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berechnet  werden  können,  wie  es  in  dem  Falle,  wenn  die  ge- 
suchten Unbekannten  als  Funktionen  unabhängiger  Argumente 
auftreten  würden,  geschehen  müßte. 

Führen  wir  für  die  partiellen  DifTerentialquotienten  die 
Symbole  ein: 

V  -f     V  3/_,  V-/- 

^  -fv  ^~f»  Ii  ~fv  Ts  ~U  "3/  ~'v 

ferner: 


-^V?    ff-/-  -V 


•  •  •  ^  -     "  3/ 
3/  2/ 


{68} 


8/  V 


so  wird  der  mittlere  Fehler  der  Funktion  in  allgemeiner  Form 
lauten: 

=  [ffQl 

wobei  in  der  eckigen  Klammer  sämtliche  Variationen  zwe.ter 
Klasse  der  fünf  Elemente 


auftreten  und  die  Gewichtskoeffizienten  Q  mit  einem 


index,  bestehend  aus  den  Indices  der  zugehöngen 
verbunden  erscheinen. 


Düppel- 
Elemente! 
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Die  entwickelte  Form  von  A«>  für  fünf  Argumente  ist: 
f»  Qu  +/.iß.i+/..ö,.+/MÖu+/,»ft1 

Ai  ß»i  +/«  Qu  +/„Q„  +/ttQu+/uQtl 
A«*  =  j/3iO„+/„ö„+/„fts+/MöM+/i,öI6  ,  (69) 

/«  ß.i  +/«  ß«,  +/„  ö„  +/„  eM+/44  ö« 

A.  ß.,  +/„  ö„  +/.,  ß6,  +/M  ß64 

wobei  die  Gewichtskoeffizienten  der  obersten  Horizontalreihe 
dieses  Ausdruckes  aus  den  Gewichtsgleichungen  sich  ergeben 


<>u  = 


a,  ' 

A, 


ß..=- 


ß»  = 


A. 
A, 

A,  ' 

Am 
Ä,  ' 


A„ 
A. 


(70) 


die  Gewichtskoeffizienten  der  folgenden  Horizontalreihen 
werden  aus  den  zugehörigen  Gewichtsgleichungen  in  analoger 
Weise  wie  die  vorstehenden  Werte  bestimmt. 

Nachfolgend  soll  der  mittlere  Kehler  von  f  bestimmt 
werden. 

Es  ist: 


pt — qs 

ps — qt 

•Sitzb.  d.  mnthem  n  .turw.  Kl.  CXV.  Bd..  Abt.  IIa.  113 


(71) 
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somit  die  partiellen  DifTerentialquotienten : 

3  tg  7  _  1 
9?  ~cos8y 


/,= 

°J 
2m 

=  0, 

/.= 

3/ 
8, 

_ 

(ps+qt)'  ' 

A  = 

3/ 

_  —p(s*+t*) 
(ps+qt)* 

/«  = 

3/ 
»s 

-t(p*+q*) 
(ps+qt)' 

/i  = 

3/ 

s(p'+q') 

8/ 

(ps+qt)' 

(72) 


aus  welchen  durch  Multiplikation  die  Faktoren /n,/lt,  .- Zu 
vor  den  Gewichtskoeffizienten  in  Gleichung  (69)  sich  ergeben. 
Der  mittlere  Fehler  im  Winkel  ?  wird: 


AT*  =  cos<7[//ÖK. 


worin : 


cos2  7  — 


(ps+qty 
(p'+q')(s2+n 


(73) 


(74) 


bedeuten.  ~o\ 
Nach  Einführung  der  Werte  aus  den  Gleichunge"  h|e"r 
und  (74)  in  den  Ausdruck  (73)  wird  für  den  mittleren  e 
im  Winkel  y  erhalten: 
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Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  Ha.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  337-390. 


Elektromagnetische  Vorgänge  in  bewegten  Medien  (IL  Mitteilung). 

J  a  u  m  a  n  n  G,  Sit*.  Her.  der  Wiener  Akad,  II  a.  Abt.,  Bd.  1 15  0906), 
p.  337-390. 


Deformationstheorie  der  elektromagnetischen  Vorgänge  (IL  Mitteilung). 

Jaumann  U.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt,  Bd.  115  (1906), 

P.  U37  :wo. 


Faraday'schcs  Induktionsgesetz,  Willkürlichkeit  der  Form  desselben. 

Jaumann  G„  Sit».  Bei .  der  Wiener  Akad,  IIa.  Abt,  Bd.  115  (1906). 

p.  t;7  '^o 
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leitendes  dreiachsiges  Ellipsold. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  391-424. 


EMpsoid,  geladenes,  leitendes,  dreiachsiges,  im  homogenen  elektrischen  Felde 


Feldstörung  eines  ursprünglich  homogenen  elektrischen  Feldes  durch  ein 
dreiachsiges  leitendes  EIHpsoid. 

a^TlTZ: Sitz' Ber  der  Wiener  Akftd- 11  a- Abt- Bd"  115 

(lwJO),  p.  391—424. 


Benndorf  H.,  Beiträge  zur  Kenntnis  der  atmosphärischen  Elektrizität.  XXII! 
über  gewiss«  Störungen  des  Erdfelde»  mit  Rücksicht  auf  die  JTajds  Juft- 
elektrischer  Messungen. 

Sitz. Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt..  Bd.  1 15  (1906),  p.  425-456. 


Luftelektrizität,  Beiträge  zur  Meßtechnik  der 

Benndorf  H..  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906). 

p.  425 -456.  ' 
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Lfh  ^  M0difikation  dw  Pulfrich'schen  Formel,  betreffend  das 
,,>m  "8SV7muOK9n  von  Mhehuagen  zweier  Flüssigkeiten  unter  Berück- 
sichtigung der  beim  Mischen  eintretenden  Volumänderung 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  459-478. 


BreCh?Zyc^g0l  ~,BttM«^H«-«-*-.  Über  eine  Modifikation  der 
Fulfnch  sehen  Formel,  betreffend  das  — . 


p.  45^8V'      S'"'  Wie",r  AU,>-  ""•  Abt-  Bd-  115 


■  • 

Mischungen  zweier  Flüssigkeiten,  über  eine  Modifikation  der  Pulfrich'schen 
Formel,  betreffend  das  Brechungsvermögen  derselben. 

Hess  V.  F.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1906), 
p.  4dö— 478. 


Volumänderung  von  Flüssigkeitsgemischen,  Berücksichtigung  des  Einflusses 
derselben  auf  das  Brechungsvermögen  (eine  Modifikation  der  Pulfrich'schen 
Formel). 

Hess  V.  F.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt,  Bd.  115  (1906) 
p.  459—478.  h 


Pfaundler  L.,  Über  eine  neue  Konstruktion  einer  Leydenerbatterie  mit  Um- 
schaltungBvorrichtung  von  Parallelanordnung  auf  Kaskadenanordnung. 
Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt,  Bd.  1 15  (1906),  p.  479—480. 


Leydenertntterie  mit  UmschaltungsvorHchtung  von  Parallelanordnung  auf 
Kaskadenanordnung.  Über  eine  neue  Konstruktion  einer  — . 

Pfaundler  L.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt,  Bd.  115 
(1906),  p.  479-480. 


Mertens  F.,  Über  komplexe  Einheiten. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt,  Bd.  115(1906),  p.  481—484. 


Komplexe  Einheiten,  über  dieselben. 

Mertens  F.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abt.,  Bd.  !  15  (1906), 
p.  481—484. 

Abt.  II  a,  Mai. 


Digitized  by  Google 


I 


•:it  •'•  .1  -tu,:-]  ii'j.l-^'H-.nlti  :?  vA,  tny''  Mni-  V.  uz.  <:-'■    1  .7 

•  i'ur  \>  7  ,T5t.ii-J:x:;,ii;  iiäti:-;.'/  -  ..i 


»u.  ;..ntV/J'.-  '  .kjir-.'i   v  ' 
.("'UM  j      I  .Mi  ,..!•{/.     Ii  ..Lii>iA  -i9«v.!V/  ijL  tjU  .«ji*  .  i  .* 


,(0OLM)  ,.l  [   Lt\  ..jffA        ..UjiA  v.nj.V/  wb        -sJi<  .  i  ' 


,<?iOCi)  <;  [  !  bH  .til  ^(..iilA  iwisiV;  i»b  .19!)  '•!  r 


iUi   .t,M  ..J.JA      II  ..bmlA  iwniW  vib   .1?«  • jl   "  " 


1 


"■  ''•(.'  '.".![         ,  "!A  .j:  Ii  ,  biifl'A  r.d'JiVy  -       -d  •  1  ' 


Digitized  by  Google 


2 


Einheiten,  komplexe,  über  dieselben. 

Mertens  F.,  Sit«.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1906), 
p.  481—484. 


ScheU  A.,  Die  stereophotogramraetrische  Ballonaufnahme  für  topographische 
Zwecke. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p,  485-522 


Ballonaufnahme,  stereophotogrammetrische,  für  topographische  Zwecke. 

Schell  A,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  Ha.  Abt.,  Bd.  115  (1906), 
p.  485-522. 


Exner  F.  und  Haschek  E.,  Über  Linienverschiebungen  in  den  Spektren  von  Ca, 
Sn  und  Zn. 

Sit*.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  523—545. 


Haschek  E.  und  Exner  F.,  Ober  Linienversehiebungen  in  den  Spektren  von  Ca, 
Sn  und  Zn. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  523-545. 


Linienverschiebungen  in  den  Spektren  von  Ca,  Sn  und  Zn. 

Exner  F.  und  Haschek  E.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad..  II  a.  Abt., 
Bd.  115  (1906),  p.  523-545. 


Daublebsky  v.  Sterneck  R.,  Über  die  scheinbare  Form  des  Himmelsgewölbes 
und  die  scheinbare  Größe  der  Gestirne. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1908),  p.  547-588 


Himmelsgewölbe,  Ober  die  scheinbare  Form  desselben  und  die  scheinbare 
Größe  der  Gestirne. 

Daublebsky  v.  Sterneck  R.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad., 
IIa,  Abt.  Bd.  116  (1906),  p.  547  -588. 


Gestirne,  Über  die  scheinbare  Form  des  Himmelsgewölbes  und  die  scheinbare 
Größe  der  — . 

Daublebsky  v.  Sterneck  R.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad., 
IIa.  AbL,  Bd.  115  (1906),  p.  547-588. 
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^S^toJ^1  ^  ^  '»  -  «immels- 

Daublebsky  v.  Sterneck  R.,   Sitz.  Ber.   der  Wiener  Akad 
Abt-  B<-  115  (1906),  p.  547-588.  " 


Zahl;^orriedCn  ZUSammCnhan*  Clnf^  — '  Sät,e  der  analytischen 
Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1006),  p.  589-632. 

Zah,C"^^  Rna,ytiSChe'  °her  den  Zu*"™enhang  einiger  neuerer  Sätze 
Landau  E.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa,  Abt.,  Bd.  115  (1906), 


derselben 
Lan. 
p.  581)— 632. 


Zusammenhang  einiger  neuerer  Sätze  der  analytischen  Zahlenkode. 

Landau  E.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1906) 
p.  589—632.  * 


Mach  E.,  Über  den  Einfluß  räumlich  und  zeitlich  variierender  Lichtreize  auf  die 
Gesichtswahrnehmung. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  633—648. 


Lichtreize,  räumlich  und  zeitlich  variierende,  EinQuö  derselben. 

Mach  E.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  Ha.  Abt.,  Bd.  115  (1906) 
p.  633-648. 


Prcy  A.,  Konvergenzuntersuchungen  zum  Gesetze  der  Amplitudenabnahme  bei 
I  Vi  vlolbeobacht'.i  ngen. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd  1 15  (1906),  p.  649-672. 


Konvergenzuntersuchungen  zum  Gesetze  de,  Amplitudenabnahmc  bei  Pendel- 

f>o>:b:uhti  :.:;cn. 

Frey  A.,  Sitz.  Her.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1906), 
p.  649—672. 


Digitized  by  Google 


'  Hill-         S  v  ...  V...       „v,         ...       ..         ,     ...       ,  ,,| 

—  • •'  U<  .-»'■*.; 


!'»?••:,-■•!•      ■ ,;  ',«,-.  .r-  7.  ,    ■■     .  „;.f-..  ,f.-,:.    .  y  |:,.|.  ' 

.  ,  ...  \ 


ui^'in  iv.it>;*    mi  h<-Lv  1  •  «  '< 


■  er  :  ■  ' 


Digitized  by  Google 


4 

Am~rr^        «- — ^  bei 

p.  649-072*  '  S,t7"  Wfener  Akad'  Ha  Abt'  Bd-  H5  (,906), 


1>end~":r  n  ,um  C,„e,e  der  Ampli- 

P.  649-6V72A"  SUZ-  ^  t!Cr  WlC"er  Akßd"  "*  ^  >  **■  U5  (1906), 


Kohlrausch  K.  W.  F.,  über  Schwankungen  der  radioaktiven  Umwandlung 
S.U.  ßer.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115(1906),  p.  673-682. 


Schwankungen  der  radioaktiven  Umwandlung. 

KohlrauH,h  K.  W.  F..  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad     IIa  Abt 
Bd.  115  (1906),  p.  673-682.  ' 


Radioaktive  Umwandlung:  und  ihre  Schwankungen. 
Bd.  Uo  (1906),  p.  673—682. 


Hnletschek  J..  Ober  die  mutmaßliche  Zeit  der  Wiederaufflndung  des  Halley- 

seben  Kometen  bei  seiner  nächsten  Erscheinung. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906).  p.  683-696. 


Kometen,  (V-,  die  „-,,•„,, ,.|1[ch,  Zdt  der  Wiederauffindung  des  Halley'schcn 

K*  ■  IT". ■  t«-f.  !vt  s-;i:icr  n'i ;'),'. K,  s  -hetnung. 

,i":cf^'iek  J-  SU/..  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  ßd.  115 
(1906),  P  6S3— 69Ö. 


Halt, r\v ht-r  Komet.  flu.-   J  e  fm.tmaüliche  Zeit  der  Wicderauftindung  des- 

■■'  h'"  ^' na.-lpre:;  fr  c'x-tr.iinn. 

""'   t^-;'--  J.  S-tz.  P,r.  der  Wiener  Akad.  IIa.  Abt.,  Bd.  III 
.  f.  MS 3  6;<6 
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Mey«r  St  und  Sehweidler  £.,  v.,  Ur 

(VH .Mitteilung.)  über  die  aktiven  Bestandteile"  deeTadtebW." 

Sit«.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1906),  p.  697-711. 


(VII.  M,tte.lung.)  Ober  die  aktiven  Bestandteile  des  Radiobleis 

Sit».  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1906),  p.  697-711 


Radioblei,  Über  die  aktiven  Bestandteile. 

IIa  Ab7Z  n™?WChi,er  E"  V'  SUt-  BW-  d"  Liener  Ak.d. 
Ha.  Abt.,  Bd.  115  (1906),  p.  697—711. 


R*Et  Trennung  in  Ra£,  und  RaZ?2. 

Meyer  St.  und  Sehweidler  E.,  v.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad 
IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1906),  p.  697-711. 


Radioaktive  Substanzen,  Untersuchungen  über  -.  (VII.  Mitteilung )  Ober 
die  aktiven  Bestandteile  des  Radiobleis. 

Meyer  St.  und  Sehweidler  E.,  v.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad 
II  a.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  697— 71 1. 


Meyer  St.  und  Sehweidler  E.,  v.,  Untersuchungen  über  radioaktive  Substanzen. 
(IX.  Mitteilung.)  Einige  Versuche  über  die  Absorption  der  a-Strahiung  in 
Aluminium. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  713—738. 


eidler  E..  v.  und  Meyer  St.,  Untersuchungen  über  radioaktive  Substanzen. 
(IX.  Mitteilung.)  Einige  Versuche  über  die  Absorption  der  «-Strahlung  in 
Aluminium. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt  Bd.  115  (1906),  p.  713—738. 


a-Strahlung,  Absorption  durch  Metalle. 

Meyer  St.  und  Sehweidler  E.,  v.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad  . 
Ha.  Abt.,  Bd.  115  (1906),  p.  713-738. 
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Radioaktive  Substanzen,  Untersuchungen  über  die  Absorption  dera-Strahlung. 
(IX.  Mitteilung.) 

Meyer  St.  und  Schweidler  E.,  t.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad., 
IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1906),  p.  713—738. 

Schratka  v.  Rechtenstamm  L.,  Ober  die  Auflösung  linearer  Quaternionen- 
gleichungen. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  739—775. 


Quaternionengleichungen,  lineare,  Uber  die  Auflösung  derselben. 

Scbrutka  v.  Rechtenstamm  L.,  Sita.  Ber.  der  Wiener  Akad., 
IIa,  Abt.,  Bd.  115  (1906),  p.  739-775. 
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«uu«n.  Ak,d«mi.  der  Wss,n«h.nen  !„  Wien.  Hin  App.™,  *ur  KoTeru™ 


Phonographen. 

An a  \  «.w 


St*.  Ber.  dei-  Wiener  Akad.,  Ha.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  779-784 

•  •   '    1  »        .  !  «  f 

f  4  -    *  4.  l 

Kopierung  phonographischer  Schrift  von  Edison -Walsen  auf  die  Platten  des 
•  .     Ajfc^vp*ionographen.  Apparat. 

Schnft  von  Ed,son-W.I«„  .uf  die  Pl««ten  de,  Archivphonographen. 

r.  rZ-n"         ^     Wta~        «*  <•«»>. 


J.,  v.t  Bestimmung  der  Masse  des  Biela'schen  Kometen 
Sit..  Ber.  der  Wiener  Ak.d.r  IU.  Abt,  Bd.  i  16  <t906),  p.  7« 

.         <  : 

Bestimmung  der  Masse  des  Biela'schen  Kometen 


<    »  .  .  n  t  ».* : ,    •  • 


des  Biela'schen  Kometen,  Bestimmung  derselben. 

Hepperger  J.f  v.,  Sit«.  Ber.  der'Wiener  Akad.,  (I  a.  Abt.,  Bd.  H* 
(!908>,  p.  785-  840. 

Biela'scher  Komet,  Bestimmung  der  Masse. 

Hepperger  J.,  v.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15 
(1906),  p.  785-840. 


Komet  Biela,  Bestimmung  seiner  Masse. 

Hepperger  J,  y.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  Ha.  Abt,  Bd.  115 

(1906).  p.  785-840. 

Abt.  Ha,  Juni. 
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Tietee  H.,  Zur  Analysis  situs  mehrdimensionaler  Mannigfaltigkeiten. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1906),  p.  841  -846. 


Analysis  situs  mehrdimensionaler  Mannigfaltigkeiten. 

« "  '  SUZ"  ^  ^  WiCner  AkÄd  '  "  a  Abt '  Bd  1 15  («»06), 
P-  84  1  — ©46. 
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Meiflner  F„  Über  eine  Fehlerquelle  bei  thermoelektrischen  MeL_ 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p'847-857. 

Fehlerquelle,  Über  eine  —  bei  thermoelektrischen  Messungen. 

Meiflner  F.,  Sit».  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abt.,  Bd.  115  (1906) 
p.  847-857  * 

Thermoelektrische  Messungen,  Über  eine  Fehlerquelle  bei 

Meißner  F.,  Site.  Ber.  der  Wiener  Akad..  II  a.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906) 
p.  847-857.  1  '* 

Temperaturmessung,  Über  ein«  FehJerqueil«  bei  tijermodekuisclteri  Melsungen 
Meiflner  F.,  Sit».  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1906) 
p.  847-857.  h 


Meitner  L.,  Über  einige  Folgerungen,  die  sich  aus  den  Fresnel'schen  Reflexions- 
formeln ergeben. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1906),  p.  859—869. 


Fresnef'sche  Reffe  xioUsfor  mein,  Ober  einige  Folgerungen,,  die  sich  aus  4en 

selben  ergeben.  \  ,i t  ■    .  t.  \->         ,  \  . 

Meitner  L,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906), 
p.  859-869. 


Lampa  A*,  Über  einen  Reibungsversuah.        \  u, 

Sit».  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  871—880. 


Reibungsversuch  (Platte  auf  drei  beweglichen  Unterstützungspunkten). 

Lampa  A..  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  Ha.  Abt.,  Bd.  115  (1906), 
p.  871-880. 
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Börnstcin  R.,  Die  halbtägigen  Schwankungen  der  Temperatur  und  des  Luft- 
druck««. 

Sit«.  B«r.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  881-904 

Täglicher  Öang  von  Temperatur  und  Luftdruck. 

Börnstein  R.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906), 
p.  881—904. 

Temperaturschwankungen,  Halbtägige. 

Börnslein  R,,  Sit*.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906;, 

p.  881—904. 

Luftdruckschwankung,  Halbtägige. 

Börnste  in  R.,  SiU.  Ber.  der  Wiener  Akad..  II  a.  Abt,  Bd.  115  (1906), 
p.  881—904. 

Halbtägige  Schwankung  von  Temperatur  und  Luftdruck. 

Börnste i n  R.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1906), 
p.  881—904. 

Schmid  Th.,  Über  kubische  Aufgaben  und  die  konstruktive  Behandlung  des 
Achsenkomplexes. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  905  -922. 

Kabische  Aufgaben  und  die  konstruktive  Behandlung  des  Achsenkomplexes. 

Schmid  Th.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abt.,  Bd.  115  (1906), 
p  905-922. 

Achsenkomplex,  Konstruktive  Behandlung  desselben  und  kubische  Aufgaben. 

Schmid  Th  ,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad  .  IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1906), 
p  905-922 

Jäger  G.,  Über  die  Ctestalt  eines  schwerelosen  nüssigen  Leiters  der  Elektrizität 
im  homogenen  elektrostatischen  Felde. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 1 5  (1906).  p.  923-940. 
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Deformation  eines  flüssigen  Leiters  im  elektrischen  Feld. 

JÄger  Ct.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  «.  Abt.,  Bd.  115  (ItOfl), 
p.  923-940. 
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Benndorf  H.,  Über  ctie  Art  der  Fortpflanzung  der  Erdbebenwellen  im  Erd- 
inneren (II.  Mitteilung). 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad  ,  II*.  Abt.,  Bd.  1 1 5  (1906),  p.  941—982. 


Erdbebenwellen,  Ober  die  Art  der  Fortpflanzung  derselben  im  Erdinneren 

(II.  Mitteilung). 

Benndorf  H.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  Ho.  Abt.,  Bd.  115  (1906), 
p.  941—982. 
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WM*7£Al  ?T  ^  L"U»*«t  -^a^r  Hungen  von  Koch- 

saJt  und  Natrtumcarbonat. 

Sits.Ber.dtrWis«*  Akad.,  IL.  Abt.,  Bd.  1 15(1906),  p.  985-1004 


^,<^konat.geW,SSer  WäSSCriSer  LÖSUngen   V°n  K0ChSÄJz  ™*  N^um- 
p.  98r-aXUth  A"'  SU*'  BCf'       WieMr  Akad"  "  "  Abt"  Bd-  1 16  (l906>' 


W"^eX^rÄ*a        KÖdkMil        N^ü-^onat  in  Bezug  auf  ihre 
Waßmuth  A„  Sit*.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906), 


p.  985—1004. 


Hasenöhrl  F.,  Zur  Ableitung  des  mathematischen  Ausdrucke«  des  «weiten 
Hauptsatzes. 

Sitx.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  1005-1008. 


zur  Ableitung  des  mathematischen  Ausdruckes  desselben 
Hasenöhrl  F.,  Sit*.  Ber.  der  Wiener  Akad..  II..  Abt.,  Bd.  115 
(1906),  p.  1005-1008. 


Klingatsch  A.,  Die  Kehlerkurven  der  photographischen  Punktbestimmung 

Site.  Bsr.  der  Wiener  Akad.,  11  a.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  1009-  1030. 

Fehlerkurven  der  photographischen  Punktbestimmung. 

Klingatsch  A.,  Sits.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abt.,  Bd.  115 
(1906),  p.  1009—1030. 

Punktbestimmung,  photographische,  Fehlerkurven  derselben. 

Klingutsch  A.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abt.,  Bd.  115 
(1906),  p.  1009—1030. 


Photogrammetrie,  Fehlerkurven. 

Klingatsch  A.,  Sit«.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abt.,  Bd.  115 
(1906),  p.  1009-1030. 

Abt.  IIa,  Juli. 
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Geitler  «L,  R.  vn  Üb«r  die  Absorption  und  das  Strahlungsvermögen  der  Metalle 
für  Herr  sche  Wellen. 

Silz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  1031  —  1054- 


Absorption  and  Stmrüungs  vermögen  der  Metalle  für  Hertz 'sehe  Wellen. 

Geitler  J.,  R.  v.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abt.,  Bd.  115 
(1906),  p.  1031—1054. 


Strahlung«  vermögen  and  Absorption  der  Metalle  für  Hertz'sche  Wellen. 

Geitler  JM  R.  v.,  Sita.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abt.  Bd.  115 
(1906),  p.  1031  —  1064. 


Metalle,  Absorption  und  Strahlungsvermögen  der  —  für  Hertz'sche  Wellen. 

Geitler  J.,  R.  v.,  Sit«.  Ber,  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abt,  Bd.  115 
(1906),  p.  1031  —  1054. 


Hertz'sche  Wellen,  Absorption  und  Strahlungsvermögen  der  Metalle  für  die- 
selben. 

Geitler  J..  R.  v..  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115 
(1906),  p.  1031  —  1054. 


Conrad  V.,  Beiträge  zur  Kenntnis  der  atmosphärischen  Elektrizität.  XXIV. 
Messungen  des  Ionengehaltes  der  Luft  auf  dem  Säntis  im  Sommer  1905. 
Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  1055-1079 


Atmosphärische  Elektrizität,  Beiträge  zur  Kenntnis  derselben.  XXIV.  Mes- 
sungen des  lonengchaltvs  der  Luft  auf  dem  Säntis  im  Sommer  1905. 

Conrad  V.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1906), 
p.  IU55— 1079 


Ionengehalt  der  Luft,  Messungen  desselben  auf  dem  Säntis  im  Sommer  1905. 
Beiträge  zur  Kenntnis  der  atmosphärischen  Elektrizität.  XXIV. 

Conrad  V.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1906). 
p.  1055-1079. 
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Drehungskörper,  Ober  das  elastische  Gleichgewicht  derjenigen  gleichmäßig 
«cb  drehenden  Drehungskörper,  deren  Hauptspannungsrichtungen  die 
Koordinatenrichtungen  sind. 

Leon  A.,  Site.  Ber.  der  Wiener  Akad..  IIa.  Abt.  Bd.  115  (1906) 
p.  1441-1450. 


Elastisch«.  Gleichgewicht,  Über  das  elastische  Gleichgewicht  derjenigen 
gleichmäßig  sich  drehenden  Drehungskörper,  deren  Hauptspannungs- 
richtungen  die  Koordinatenrichtungen  sind. 

Leon  A.,  Site.  Ber.  der  Wiener  Akad,  Ha.  Abt,  Bd.  115  (1906), 
p.  1441—1450. 


Holeteohek  J.,  Über  die  scheinbare  Verlängerung  eines 

beim  Durchgange  der  Erde  durch  die  Ebene  der  Kometenbahn. 

Site.  Ber.  der  Wiener  Akad,  IIa.  Abt,  Bd.  1 15  (1906),  p.  1461  —  1474. 


Kometenschweife,  Über  die  scheinbare  Verlängerung  eines  Kometenschweifes 
beim  Durchgange  der  Erde  durch  die  Ebene  der  Kometenbahn. 

Holetschek  J.,  Site.  Ber.  der  Wiener  Akad,  Ha.  Abt,  Bd.  115 
(1906),  p.  1451  ^1474. 


Pick  G.,  Über  nirgends  singulare  lineare  Differentialgleichungen  «weiter  Ord- 
nung. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad,  II  a.  Abt,  Bd.  1 15  (1906),  p.  1475—1483. 

>    - i  ■«  i 

Differentialgleichungen,  nirgends  singulare  lineare,  »weiter  Ordnung. 

Pick  G,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad,  IIa.  Abt,  Bd.  115  (1906), 
p.  1475—1483. 

.i 

Aigner  F Einflufi  des  Lichtes  auf  elektrostatisch  geladene  Konduktoren. 

Site.  Ber.  der  Wiener  Akad,  IIa.  Abt..  Bd.  1 15  (1906),  p.  1485-1504. 
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Konduktoren,  geUden«  und  Lichtein  flufl 


Lieht,  sein  Einnuß  auf  geladene  Konduktoren 


KontaJrtpotential  und  Licht. 
Aigner  H 
p.  1485  —  1504. 


«Jgn"  F"  ^  Ber  der  Wiener  Akad"  «*•  Abt,  Bd.  115  (1906), 


Lecher  £.,  Bestimmung  des  Peltiereffektes  Konstantan-Eisen  bei  20*  C. 

SiU.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  1505-1520. 


Konstantan-Eiaan,  Bestimmung  des  Peltiereffektes  —  bei  20°  C. 

Lecher  E.,  Sita.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abt.,  Bd.  1 15  (1006) 
p.  1505-1520. 


Peltiereffekt,  Bestimmung  desselben  bei  Konstantan-Eisen  bei  20°  C. 

Lecher  E.,  Sit«.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abt.,  Bd.  115  (190Ö) 
p.  1505-1520 


Kalorimeter,  thormoelcktrieches,  Bestimmung  des  Peltiereffektes  Konstantan- 
Eisen  bei  20°  C. 

Lecher  E.,  Sit*.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  a.  Abt.,  Bd.  115  (1906), 
p.  1505—1520. 


Thermoelektrisches  Kalorimeter,  Bestimmung  des  Peltiereffektes  Konstantan- 
Eisen  bei  20°  C. 

Lecher  E.,  Sita.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1906), 

p.  1505—  i:,-*o 
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Haslinger  v.,  R.,  Ober  das  Wesen  metallischer  und  elektrolytischer  Leitung. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  II  s.  Abt.,  Bd.  116(1906),  p.  1521  —  1555. 

Elektrizitätsleitung,  Über  das  Wesen  metallischer  und  elektrolytischer  — 
und  deren  Übergänge. 

Hassllnger  R.,  v.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt ,  Bd.  1 15 
(1906),  p.  1521  —  1555. 

Leitung,  Über  das  Wesen  metallischer  und  elektrolytischer  —  und  deren 

Hasslinger  R.,  v.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  11  a.  Abt.,  ßd.  115 
(1906),  p.  1521  —  1565. 
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Roiii  J.,  Beitrag  zur  Theorie  der  Lindtfschen  Luftverflüssigung« masch ine. 

Sitz.  Ber.  dor  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  <1WW).  p.  1559-1570. 


Linde'sche  Luftverflüssigungsmaschine,  Beitrag  zür  Theorie. 

Rozii  J„  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  Ha.  Abt.,  Bd.  115  (1906). 

p.  1559-  1570. 


Luftverflüssigungsmaschine,  Linde'sche,  Beitrag  zur  Theorie. 

RoiiÖ  J.,  Site.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  Ha.  Abt.,  Bd.  115  (1906) 
p.  1559-1570. 


Grau  A.  und  Russ  F.,  Experimentaluntersuchungen  über  die  Luftverbrennung 
im  elektrischen  Flammen  bogen. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  1571-1657. 


Russ  F.  und  Grau  A.,  Experimentaluntersuchungen  über  die  Luftverbrennung 
im  elektrischen  Flammenbogen. 

Sitz  Ber.  der  Wiener  Akad..  Ha.  Abt..  Bd.  115  (1900).  p.  !  571  -1657. 

Luftverbrennung,  Experimentaluntersuchungen  über  die  —  im  elektrischen 
Flammenbogen. 

Grau  A.  und  Russ  F.,  Sitz.  Her.  der  Wiener  Akad.,  II u.  Abt., 
Bd.  115  (1906),  p.  1571  —  1657. 


Flammenbogen,  Experimentaluntersuchungen  über  die  Luft  Verbrennung  im 
elektrischen  — . 

Grau  A.  und  Russ  F.,  Sil«.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  Ha.  Abt., 
Bd.  115  (1906),  p.  1571-1657. 


Lampa  A.,  Ober  Rotationen  im  elektrostatischen  Drehfelde.  Ein  Beitrag  zur 
Frage  der  dielektrischen  Hysteresis. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  1 15  (1906),  p.  1659-  1690. 


Rotationen  im  elektrostatischen  Drehfelde.   Ein  Beitrag  zur  Frage  der 

dielektrischen  Hysteresis. 

Lampa  A..  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115  (190«), 
p  1659  •  1090. 

Abt.  IIa,  Dezember. 
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Drehfeld,  Rotationen  im  elektrostatischen  Drehfelde.  Ein  Beitrag  zur  Frage  der 

dielektrischen  Hysteresis. 

Lampn  A  ,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1906), 
p.  1659-1690. 

Dielektrika,  Hysteresis  in  Dielektricis. 

Lampa  A.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  Ha.  Abt.,  Bd.  115  (1906), 
p.  1659-1690. 

■ 

Hysteresis,  dielektrische. 

Lampa  A.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1906), 
p.  1659-  1690. 


Doleial  E.,  Üas  Problem  der  sechs  Strahlen  oder  der  sieben  Punkte  in  der 
Photogiammctrie. 

Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115(1906),  p.  1091  -1719. 


Das  Problem  der  sechs  Strahlen  oder  der  sieben  Punkte  in  der  Photogiammctrie. 

Dnlezai  K.,  Si.z.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  Ii  a.  Abt.,  Bd.  115  090(3), 
p.  1691-1719. 

Das  Problem  der  sieben  Punkte  oder  der  sechs  Strahlen  in  der  Photogrammctrie 
Dolezal  E.,  Sitz.  Ber.  der  Wiener  Akad.,  IIa.  Abt.,  Bd.  115  (1906), 
p.  1691-1719. 

Photogrammetrle,  Das  Problem  der  sechs  Strahlen  oder  der  sieben  Punkte  in 
derselben. 

Doleial  K..  Sitz.  üer.  der  Wiener  Akad..  IIa  Ahl  .  Bd.  !  1".  •  >\-u,\\ 
p.  1691     17  li> 


Digitized  by  Google 


i 


.  't:  :    '>'•''  ; 

.■;<MM..;,[    b?J     •;JA  üil  ,  ;.«>!*  ,»„»,'//  wL  isti    si^  ,;  . 

•  ..;.-J    •■'*'  ;  , 


s  tiJJ■^^•■>;:y^*",' 


i  ■  -i :  ,tti:-,.  y..)..ij4t  vi  •!.-  -»i^rt.j'i  iMl  il« 

'<""'   ;■  u!  J  .t,H  ..1  '/    i  il  ,  -^  ^7/  '.r.    :aH   s.^  .       '  ^  ! 


vr:  o  -'in.  tj.j?  ,d'i  :.r,  ni  noIrViic.  <rf-.ö8  ish  istc  aUfnul  nv*>i*  r;i*  n»M«»:1-*u 

•"'       >  •  M  .-.!•  .  J        ;;;f  .  Li:,./   :jiV.,:  A  lat    "J.'  ....  <*-     '■'    '  •  >!  '!: 


.  •'•  '-'     .V  .  ?-A      (   ..L.        :-j„  .:7/  i:-,    -:H  :r  '  ■  ;'  '*" 


Digitized  by  Google 


Die  Sitzungsberichte  der  mathem.-naturw.  Klasse 
erscheinen  vom  Jahre  1888  (Band  XCVII)  an  in  folgenden 
vier  gesonderten  Abteilungen,  welche  auch  einzeln  bezogen 
werden  können: 

Abteilung  I.  Enthält  die  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der 
Mineralogie,  Kristallographie,  Botanik,  Physio- 
logie der  Pflanzen,  Zoologie,  Paläontologie,  Geo- 
logie, Physischen  Geographie  und  Reisen. 

Abteilung  II  a.  Die  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der 
Mathematik,  Astronomie,  Physik,  Meteorologie 
und  Mechanik. 

Abteilung  II  b.  Die  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der 
Chemie. 

Abteilung  III.  Die  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der 
Anatomie  und  Physiologie  des  Menschen  und  der 
Tiere  sowie  aus  jenem  der  theoretischen  Medizin. 

Von  jenen  in  den  Sitzungsberichten  enthaltenen  Abhand- 
lungen, zu  deren  Titel  im  Inhaltsverzeichnisse  ein  Preis  bei- 
gesetzt ist,  kommen  Separatabdrücke  in  den  Buchhandel  und 
können  durch  die  akademische  Buchhandlung  Alfred  Hölder, 
k.  u.  k.  Hof-  und  Universitätsbuchhändler  (Wien,  I.,  Rothenthurm- 
Straße  13),  zu  dem  angegebenen  Preise  bezogen  werden. 

Die  dem  Gebiete  der  Chemie  und  verwandter  Teile  anderer 
Wissenschaften  angehörigen  Abhandlungen  werden  auch  in  be- 
sonderen Heften  unter  dem  Titel:  »Monatshefte  für  Chemie 
und  verwandte  Teile  anderer  Wissenschaften«  heraus- 
gegeben. Der  Pränumerationspreis  für  einen  Jahrgang  dieser 
Monatshefte  beträgt  1 4  K  —  1 4  M. 

Der  akademische  Anzeiger,  welcher  nur  Originalauszüge 
oder,  wo  diese  fehlen,  die  Titel  der  vorgelegten  Abhandlungen 
enthält,  wird  wie  bisher  acht  Tage  nach  jeder  Sitzung  aus- 
gegeben. Der  Preis  des  Jahrganges  ist  5  K  —  5  M. 
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